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Kapitel 1

Vektoranalysis

1.1 Vektoren und lineare Abbildungen in zwei Dimensionen

Wir betrachten im folgenden Vektoren in der Euklidischen Ebene und setzen dabei die elementare Euklidi-
sche Geometrie als bekannt voraus. Daraus ergibt sich zwanglos der fiir die gesamte Physik wichtige Vektor-
Kalkiil der analytischen Geometrie.

1.1.1 Vektoralgebra in zwei Dimensionen

In einem kartesischen Koordinatensystem (mit von einem willkiirlich vorgegebenen Punkt, dem Koordi-
natenursprung, ausgehenden senkrecht aufeinander stehenden Achsen) ist ein Raumpunkt A durch einen
Vektor 4 charakterisiert, der durch zwei Zahlen 4 = (a,,4,) dargestellt werden kann. Anschaulich ist 4 ein

Pfeil mit Fuflpunkt im Koordinatenursprung und Spitze bei A.
Addition von Vektoren: Das Ergebnis der Addition zweier Vektoren ist wieder ein Vektor:

2+Z:E:< * x> (1.1.1)

Geometrisch ergibt sich ¢ durch Parallelverschiebung von b, so dafl sein Fuflpunkt in den Endpunkt von &
fille. Der Endpunkt des so verschobenen Vektors ist dann der Endpunkt von ¢:

Multiplikation von Vektoren und Zahlen: Ergebnis ist wieder ein Vektor (Stauchung bzw. Streckung von
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1. Vektoranalysis

Vektoren):

wi=d= <aﬂx>. (1.1.2)

omy

Skalarprodukt (inneres Produkt) von Vektoren: Das Ergebnis ist eine definitionsgemaf3 die Zahl
E-Z:axbx+ayby. (1.1.3)

Man bezeichnet || := Va2 = v/Z-a als Betrag oder Linge des Vektors 4. Es ist aufgrund des Satzes des
Pythagoras klar, daf§ dieser Langenbegriff dem in der Euklidischen Geometrie {iblichen Langenbegriff ent-
spricht. Es ist auch unmittelbar klar, daf} das Skalarprodukt die folgenden Rechenregeln erfiillt:

ib=b-z (1.1.4)
(ad)-b=a(i-b), (1.1.5)
i (b+8)=ad-b+i-c (1.1.6)

Aus der Definition folgt fiir die aufeinander senkrecht stehenden Einheitsvektoren

: = <é> ;= <2> (1.1.7)

Ex-gx:%-gy:L Ex-gy:O. (1.1.8)

sofort

Der Wert des Skalarprodukts von zwei Vektoren ist gegeben durch
Z-b=|7||b|cos . (1.1.9)

Dabei ist ¢ der Winkel zwischen @ und Z, den wir so messen, daf} 0 < ¢ < 7 ist. Dabei messen wir Winkel
stets im Bogenmafl. Dabei entspricht einem rechten Winkel der Wert 7z/2 =90°.

Um die Formel (1.1.9) zu beweisen, schreiben wir zuerst die Vektoren in Polarkoordinaten um:

>

a,=acose,

Die Polarkoordinaten von 4 sind gegeben durch die Lange des Vektors 2 = |4| und den Winkel zwischen 4
und der x-Achse. Fiir die Komponenten von 4 lesen wir aus der Abbildung sofort

Z:<dcos¢“>:a(gxcos¢a+gysin¢a) (1.1.10)

asing,

8



1.1. Vektoren und lineare Abbildungen in zwei Dimensionen

ab. Entsprechend gilt

> [bcosp,\ . L
b_<bsin¢b>_b(excos¢b+eysm¢b)- (1.1.11)

Aus der Definition des Skalarprodukts gemif3 (1.1.3) ergibt sich nun

ib =ab(cosp, cosp, +sing, sind,)=abcos(p,—P,;)
=abcos(p, —p,)=abcos(|p,—P,) (1.1.12)
O S

Dabei haben wir das Additionstheorem fiir den Cosinus, cos @ = cos(—a) sowie die 27t-Periodizitit cosa =
cos(—a) = cos(27t — a) fiir beliebige Winkel @ verwendet. Nun ist aber |, — ¢, | oder 27t — |, — P, | der

Winkel ¢ zwischen den Vektoren @ und & im Sinne des oben bestimmten Wertebreiches ¢ € [0, 7].

Der zweidimensionale Vektorraum {iber den reellen Zahlen hat eine Sonderstellung in der Mathematik, da
er dquivalent zur Gauflschen Zahlenebene ist, d.h. ein zweidimensionaler Vektor kann vermége

- a .
a:<ﬂ’;><—>z:ax+my (1.1.13)

umkehrbar eindeutig auf eine komplexe Zahl z abgebildet werden. Genaueres zu komplexen Zahlen und zur
komplexen Analysis fassen wir in Kapitel 4 zusammen.

1.1.2 Lineare Abbildungen

Lineare Abbildungen auf dem zweidimensionalen Vektorraum werden durch 2 x 2 Matrizen

A= <“11 “12> (1.1.14)
ay 4n
dargestellt, wobei die Matrixelemente 4;; € R (7,7 = 1,2) sind. Die Transponierte einer Matrix A ist durch
AT = <“11 “21> (1.1.15)
412 4p
definiert und die Determinante einer Matrix A durch

Eine besondere Rolle spielen die Matrizen

1 0 0 —1 0 0

welche die Bedeutung der Einheitsmatrix, der komplexen Grofle 1 und des neutralen Elementes bzgl. der

Addition haben (s.u.).

Eine lineare Abbildung eines Vektors b ist dann definiert durch

7o (ay ap\[bi\_ (41161 +apb;
Ab_c—<a21 422><b2>_<a21b1+d22b2> (1.1.18)

9



1. Vektoranalysis

und liefert einen neuen Vektor ¢. In Kurzform schreibt man auch fiir j = 1,2:

Die Addition (Subtraktion) zweier Matrizen A und B ist definiert durch

A+B:<

a

a1

2
;=D apb,. (1.1.19)
k=1
app by, b12> _ <“11 +by ap+ b12>
+ = 1.1.20
ﬂzz> <1’21 by, ay +by ap+by ( )

und ist kommutativ, d.h. A+ B = B 4+ A. Die inverse Abbildung (Subtraktion) ist iber das neutrale Element

O in (1.1.17) definiert.

Das Produkt zweier Matrizen A und B ist definiert durch (Zeilenvektor x Spaltenvektor):

AB:C:&“

a1

— <C11
1

“12>_<b11 b12>:<411b11+412521 4111912"‘”121722)
a2 21 P2

ay by tanby  ayby+ayb,, (1.1.21)
C12>
€22

und im allgemeinen nicht kommutativ, d.h. A- B # B - A! Es gelten aber sowohl das Assoziativ- als auch das
Distributivgesetz,
(A-B)-C=A-(B-C), A-(B+C)=A-B+A-C, (1.1.22)

wie man sofort aus der Definition (1.1.21) nachrechnet (Aufgabe!). Das Ergebnis ist jedenfalls eine Matrix C
mit Matrixelementen c;;. In Kurzform schreiben wir fiir (, /) = 1,2:

2
¢y =2 by
k=1

Da durch eine 2 x 2 Matrix eine lineare Abbildung im R? beschrieben wird, stellt sich die Frage, unter welchen
Voraussetzungen eine Umkehrabbildung A~! existiert, so daf}

(1.1.23)

A_l-A:A~A_1:E:112x2:<é ?) (1.1.24)
Wie man leicht nachrechnet (Aufgabe!), ist die inverse Abbildung zu A gegeben durch
1 a —a
A= 22 1), 1.1.25
detA <_“21 a1y > ( :
Voraussetzung ist dabei, daf§ detA # 0 ist.
1.1.3 Lineare Gleichungssysteme
Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten ist durch
AR =7 (1.1.26)

definiert. Dabei ist A € R**? eine vorgegebene Matrix, wobei wir mit R?*? die Menge aller 2 x 2-Matrizen
mit reellen Matrixelementen bezeichnen, und ¥ € R? ein vorgegebener Vektor. Gesucht sind nunmehr alle
Losungsvektoren X dieser Gleichung.
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1.1. Vektoren und lineare Abbildungen in zwei Dimensionen

Offenbar besitzt diese Gleichung fiir alle ¥ genau einen eindeutigen Losungsvektor, falls die Matrix A inver-
tierbar ist, denn dann kann nur
X=A"1y (1.1.27)

die Gleichung erfiillen. Das konnen wir durch direktes Nachrechnen bestitigen. Fithren wir namlich das
Matrix-Vektorprodukt aus, erhalten wir das Gleichungssystem

a1 Xy tapx; =y, (1.1.28)
a1 Xy taynx, =y,

Wir wollen zunichst x, finden. Dazu multiplizieren wir die erste Gleichung mit a,, und die zweite Gleichung
mit a,,, was

ap(ayxy +apx,) = any,

(1.1.29)
ay(ay Xy +axx,) = agyy,.
ergibt. Ziehen wir nun die zweite Gleichung von der ersten ab, erhalten wir
(119 —ay2a91)X1 = a3y —a12);- (1.1.30)
Das kénnen wir auch in der Form
Dx,=D, mit D=detA, D,=det <y1 “12> (1.1.31)
Y2 axn
schreiben. Falls nun D # 0 ist, ist eindeutig
D,
ey 1.1.32
X1 D ( )

und das stimmt wegen (1.1.25) mit (1.1.27) iiberein. Genauso folgt durch Multiplikation der ersten Gleichung
des Gleichungssystems (1.1.28) mit a,, und der zweiten Gleichung mit 4,; und Subtrahieren der daraus ent-
standenen zweiten Gleichung von der ersten Gleichung

Dx,=D, mit Dzzdet<“11 yl). (1.1.33)
an Y2
Auch hier gilt fiir D # 0 eindeutig
D,
—2 1.1.34
=2 (1134)

und auch dies stimmt wegen (1.1.25) mit (1.1.27) tiberein.

Betrachten wir nun den Fall D = 0. Ist dann wenigstens D, # 0 oder D, # 0 ergibt zumindest eine der Glei-
chungen (1.1.31) oder (1.1.33|einen Widerspruch, und es kann keine Losung des Gleichungssystems geben.

Wir wollen nun zeigen: Falls D; = D, = 0 kann es evtl. beliebig viele Losungen oder auch keine Losung
geben.
Wir kénnen sofort die Natur dieses Losungsraumes niher einschrinken. Angenommen es gibe zwei Losun-
gen X; und X, Losungen des Gleichungssystems (1.1.26), so folgt aufgrund der Linearitit der Matrix-Vektor-
multiplikation
A(X,—X,)=AX;—AX,=y—y =0. (1.1.35)
Ist also X, eine beliebige Losung zu sind alle anderen Losungen durch Losung der homogenen Glei-
chung
A% =0 (1.1.36)

11



1. Vektoranalysis

gegeben. Diese Gleichung hat immer eine Losung, nimlich ¥ = 0, und das ist nach der obigen Betrachtung
genau dann die einzige Losung falls D = det A # 0 ist.
Die homogene Gleichung besitzt offenbar genau dann den ganzen Raum R? als Lésungen, wenn A = O ist.
Die urspriingliche inhomogene Gleichung besitzt in dem Fall aber offensichtlich dann und nur dann
eine Lésung, wenn y = O ist.
Sei nun wenigstens ein Matrixelement von A von 0 verschieden. Wir kénnen dann offenbar durch Umord-
nung der Reihenfolge der Komponenten des Losungsvektors X und des vorgegebenen Vektors y und die ent-
sprechende Umordnung der Matrixelemente erreichen, dafl dieses Matrixelement a, ist (nachrpriifen!). Es sei
also

ay #£0, D =detA=ayay,—aja, =0. (1.1.37)
Betrachten wir nun zunichst die homogene Gleichung. Dann besagt die erste Zeile der Gleichung

a1 %y +agpx, =0. (1.1.38)

Fiir ein beliebiges x, = A € R wird diese Gleichung offenbar durch

x = — 12 (1.1.39)
ay
gelost. Setzen wir also
b = <_“221/ “11>, (1.1.40)
(h

wird die erste Gleichung des homogenen Systems durch alle Vektoren X = Ax; ) gelost. Priifen wir nun nach,
ob auch die zweite Gleichung gel6st wird. Die zweite Zeile des Matrix-Vektorprodukts in (1.1.36) ergibt
_ Aydp —apdy _ detA

R aa
Az, =212 4, = 0. (1.1.41)
ay ay a

Das heifit die Vektoren X = )Eih) 16sen also das Gleichungssystem. Die Losungsmenge des homogenen Glei-
chungssystems bildet also in diesem Fall den eindimensionalen Untervektorraum, wobei ein Basisvektor die-
ses Unterraums durch J?ih) gegeben ist.

Schliefflich miissen wir noch untersuchen, wann auch das inhomogene Gleichungssystem eine Lo-
sung hat. Wie oben gezeigt ist eine notwendige Bedingung, dafl D, = D, = 0 ist. Da wir 0.B.d.A. 4;; # 0
vorausgesetzt haben liefert dies als Bedingung fiir die Losbarkeit des Gleichungssystems

Dzzdet<Z“ y1>zo oy, =22y (1.1.42)
21 )2 a11
Fiir D, folgt dann
a a{ya D
D, = <y1 ﬂl2> _ <ﬂzz_ 1291 >y1 - (1.1.43)
Y2 a2 ayq a11

Letzteres folgt aus der oben getroffenen Annahme D = 0. Ist also die Losbarkeitsbedingung D, = 0, also
(1.1.42), erfiillt, ist im gegebenen Falle also D, = 0 automatisch ebenfalls erfiillt. Wir zeigen nun, dafy dann
auch wirklich eine Losung existiert. Dazu betrachten wir zuerst die erste Gleichung des Systems (1.1.26)

N1~ %12%
d“xl +412x2 :yl :> xl = ﬂ—. (1.1.44)
11

Setzen wir dies in die zweite Gleichung ein, folgt

Y1—412%
11

12



1.1. Vektoren und lineare Abbildungen in zwei Dimensionen

Wegen (1.1.42) vereinfacht sich dies zu

sz =0, (1.1.46)

a

was aber wegen D = 0 identisch erfiillt ist. Wir konnen also x, beliebig wihlen. Setzen wir also x, =0, folgt
aus (1.1.44) als eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

o (1l e

Die Losungsmenge des inhomogenen Gleichungssystems ist also unter der Voraussetzung, dafl D = D, =

D, =0 und daff die Bedingung erfiillt ist, durch
{,z|z:z<iﬂh>+,1£<h), AeR} (1.1.48)

gegeben, wobei die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung durch (1.1.47) und der Basisvektor des ein-
dimensionalen Lsungsvektorraums des homogenen Systems durch (1.1.40). Geometrisch gesehen durchliuft

% die Gerade, die durch X" verliuft und die durch Eih) gegebene Richtung besitzt.

1.1.4 Spezielle lineare Abbildungen

Streckungen bzw. Stauchungen um einen Faktor a eines Vektors b werden beschrieben durch die Matrix

A(a)=aE = <g :) (1.1.49)

Unter diesen Abbildungen bleibt die Richtung eines Vektors unverindert.

Drehungen um einen Winkel  im Gegenuhrzeigersinn werden beschrieben durch

sind cos®

D(O) = <C°S 6 —sin ‘9> —cosGE +sinf1, (1.1.50)

Dies macht man sich schnell durch eine kleine Skizze fiir die Koordinateneinheitsvektoren klar (Aufgabe!).
Fiir die Drehung eines beliebigen Vektors folgt dann aufgrund der Distributivitit des Matrix-Vektorprodukts

(1.1.18).
0 —1 0 —1 —1 O
ri=(0 )0 =0 S)=e (1.151)

Da
haben wir eine Matrixdarstellung der komplexen Zahl i gewonnen, denn wir kdnnen komplexe Zahlen ver-
moge

z:x+iy<_>2:xE+y1:<’yC _xy> (1.1.52)

auch umkehrbar eindeutig auf die R**2-Matrizen abbilden. Dabei entsprechen der Matrizenaddition und -
multiplikation die entsprechenen Operationen fiir die komplexen Zahlen.

Drehungen im R? konnen damit vermdge der umkehrbar eindeutigen Abbildung der R?-Vektoren auf die
komplexen Zahlen in der Form

D(0)=cosO E +sin6 I < cosf +isin b = exp(i0). (1.1.53)

geschrieben werden.
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1. Vektoranalysis

Man kann aber auch eine Matrix-Exponentialfunktion iiber die entsprechende Potenzreihe

expA=>_ %Ak (1.1.54)
k=0""
definieren, wobei A fiir eine Matrix steht und A* fiir das k-fache Produkt der Matrix mit sich selbst. Eine
genauere Betrachtung dieses Operatorenkalkiils wiirde in dieser Einfiihrung zu weit fiihren. Wir miiften
dazu zuerst die Konvergenz im Raum der Matrizen erst streng definieren. Es zeigt sich aber, daf} die Expo-
nentialreihe im Fall von endlichdimensionalen Vektorriumen also fiir #» X n-Matrizen unproblematisch ist
und stets konvergiert. Allerdings gilt i.a. nicht exp(A)exp(B) = exp(A + B), sondern nur wenn die Matrizen
A und B kommutieren, also wenn AB = BA ist. Jedenfalls ist es durch direktes Einsetzen in leicht zu
zeigen, daff auch fiir die Drehmatrizen
D(0)=exp(10) (1.1.55)

gilt (nachrechnen!). Das versteht sich allerdings aufgrund der umkehrbar eindeutigen Abbildbarkeit der ent-
sprechenden Matrix auf die komplexen Zahlen von selbst.
Da die Multiplikation zweier Matrizen im allgemeinen nicht kommutativ ist, definiert man als Kommutator
der Matrizen A und B den Ausdruck

[A,B]=A-B—B-A. (1.1.56)
Bemerkung: Falls die Determinanten von zwei Matrizen # 0 sind, kann man mit ihnen fast wie mit reellen
(oder komplexen) Zahlen rechnen. Allerdings muf$ man bei der Multiplikation auf die Reihenfolge achten!

1.1.5 Eigenwerte und Eigenvektoren in zwei Dimensionen

In der Physik (und vielen anderen Disziplinen) interessiert man sich fiir die Frage, unter welchen Umstinden
bzw. Voraussetzungen eine lineare Abbildung - hier eine reelle 2 x 2-Matrix - in ithrer Wirkung durch eine
reelle Zahl ersetzt werden kann, so daf$ sich die Richtung des Vektors bei der Abbildung nicht indert. Man

untersucht daher das Problem
= f(an ap\[x\_[A O\[x\_ =
az= (o () =(o 2)(5)=% 1157

Dabei heifit X # 0 Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A. Zur Losung der Fragestellung betrachtet
man das dquivalente Problem
(A—AE)% =0, (1.1.58)

d.h. der Eigenvektor X # 0 wird durch (A— AE) auf den Nullvektor abgebildet. Dies ist aufgrund der Betrach-
tungen im vorigen Abschnitt nur moglich, wenn die entsprechende Determinante verschwindet, also

clet<““_’1 412 >:o. (1.1.59)

ay  ap—A
Die Determinante liefert das Polynom 2. Grades in A
(17— Mag— D) —apay = X —(ay +an)A+ayay —apay =0= X+ bA+c=0. (1.1.60)

Es wird als charakteristisches Polynom der Matrix A bezeichnet.

Die zwei (nicht notwendigerweise reellen) Nullstellen berechnen sich zu

b? ay t+ay (411 +ay,)?
A=—=+\——c= + —anay T apdy
2 4 2 4
(1.1.61)
b b? aj +ay (a1 +ap)
/12:—5—\ il —\ 2 —aydy tapay;.
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1.1. Vektoren und lineare Abbildungen in zwei Dimensionen

Fiir reelle Losungen muf der Ausdruck unter der Wurzel > 0 sein, d.h.

(a1 +ay)? (a1, —ay)?

4 —ﬂllﬂzz + 412ﬂ21 — 4 +ﬂ12421 Z O . (1.1.62)

Diese Bedingung ist generell nicht notwendigerweise erfiillt! Falls jedoch a,, = a,;, so ist die Diskriminante
(1.1.62) immer erfiillt, d.h. falls A = A”. Wir halten also fest: Falls die Matrix A = AT, d.h. symmetrisch ist,
gibt es zwei reelle Eigenwerte A, ), die explizit durch (1.1.61) gegeben sind.

Wir haben jetzt zwar die méglichen Eigenwerte A, /, bestimmt, fiir die das Problem (1.1.57) 16sbar ist, kennen
jedoch noch nicht die entsprechenden Eigenvektoren X, ,, fiir die gelten soll

Da durch (1.1.63) die Linge der Eigenvektoren nicht bestimmt wird, verabreden wir, daf§ die Linge der Ei-
genvektoren zu 1 festgelegt wird, d.h.
X -x =1 (1=1,2). (1.1.64)

l 1

Zu l6sen sind folglich noch die beiden Gleichungssysteme

<ﬂ11 —A agn > <x11> _ <O>
a1 ax — /11 X12 0

(1.1.65)
<ﬂ11 —4 a12 ><x21> _ <O>
a2 ay—A) \xz 0
mit der anschlieffenden Normierung (1.1.64).
Bemerkung: Die Komponenten der Eigenvektoren x;; in (1.1.65) definieren eine Matrix
C= <x11 xlz), (1.1.66)
Y21 *22
und es gilt (hier ohne allgemeinen Bewetis)
A0
-1 _ 1
CAC _<O /12>, (1.1.67)

d.h. wir haben die Matrix A durch die lineare Abbildung (1.1.67) auf Diagonalform gebracht mit ihren Eigen-
werten A; auf der Diagonalen. Die Matrix C beschreibt die geeignete Basistransformation. Die Determinante
von A ist gerade das Produkt der Eigenwerte, da

det(CAC™") =det(CT'CA) = det(EA) = det A. (1.1.68)

Bemerkung: Es gibt auch Matrizen, die nicht diagonalisiert werden kénnen, und zwar wenn es nur einen
reellen Eigenwert (und damit auch keinen weiteren komplexen!) gibt aber keine zwei dazugehorige linear
unabhingige Vektoren. Ein typisches Beispiel ist die Matrix

1 1
A:<O 1>, (1.1.69)

deren charakteristisches Polynom P,(A) = (A—1)? lautet und also nur eine Nullstelle A = 1 besitzt. Fiir einen
Eigenvektor zum Eigenwert 1 folgt das Gleichungssystem

(A—Jlm)(xl):o = x, =0. (1.1.70)

X
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1. Vektoranalysis

Es gibt also nur den einen Eigenvektor ¢, = (1,0)”. Man kann also keine Basis aus Eigenvektoren von A
finden, d.h. dafl es keine Basistransformation gibt, fiir die die durch A definierte lineare Abbildung durch eine
Diagonalmatrix dargestellt wird.

Genaueres zum Eigenwertproblem (auch fiir den Fall von Vektorriumen hoherer Dimensionen) findet sich
in allen Einfithrungslehrbiichern zur linearen Algebra, z.B. in [[Fis10].

1.2 Vektoren und lineare Abbildungen in drei Dimensionen

1.2.1 Vektoralgebra in drei Dimensionen

In einem kartesischen Koordinatensystem (mit x-, y- und z-Achse) ist ein Raumpunkt A durch einen Vek-
tor 4 charakterisiert, der durch drei Zahlen 4 = (ax,ay,az) dargestellt werden kann. Anschaulich ist 4 ein
Pfeil mit Fulpunkt im Koordinatenursprung und Spitze bei A analog zu zweidimensionalen Vektoren (s.

Abschnitt|1.1.1).

Addition von Vektoren: Ergebnis der Addition ist wieder ein Vektor:

X bx ﬂx + bx
+( b, |=(a,+0, ). (1.2.1)
z bZ ﬂZ + bZ

Q)
+
=4
Il
oy
Il
S .8 8

Multiplikation von Vektoren und Zahlen: Ergebnis ist wieder ein Vektor:
aa=d=\aa, |. (1.2.2)

Skalarprodukt (inneres Produkt) von Vektoren: Ergebnis ist eine Zahl:
i-b=ab,+ab, +a,b,. (1.2.3)

Man bezeichnet |7] := v@2 = v/ - 4 als Betrag oder Linge des Vektors 7. Der Wert des Skalarprodukts von

zwei Vektoren ist gegeben durch

E-Z:|Z||Z|cos¢. (1.2.4)

Damit ist der Winkel ¢ € [0, ] zwischen 4 # 0 und b # 0 definiert iiber

cos¢p = i_b, . (1.2.5)
|| 5]
Zwei Vektoren 4, b heiflen orthogonal, falls
a- Z =0.

Vektorprodukt: Im R? ist das Vektorprodukt (oder auch dufieres Produkt oder Kreuzprodukt) zweier Vek-

toren , b definiert durch

-

- bj’
ixb=f= b

dZ
a, (1.2.6)
ayb

z

QN N N

ybz_
sz_
xby_ x
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1.2. Vektoren und lineare Abbildungen in drei Dimensionen

Beachten Sie, wie x, y und z zyklisch vertauscht werden: die x-Komponente von 4 x b beinhaltet y- und

z-Komponenten von 4 und b, etc. Ergebnis ist ein Vektor f ! Aus der Definition folgen unmittelbar die Re-
chenregeln

(ad@)xb=a(@xb), ax(b+8)=dxb+ixC. (1.2.7)
Es gilt aber nicht das Kommutativgesetz sondern bei einer Anderung der Reihenfolge im Kreuzprodukt 4n-

dert sich das Vorzeichen des Ergebnisses, d.h. das Kreuzprodukt ist antikommutativ, d.h. es gilt

-

ixb=—bxa (1.2.8)
Fiir den Betrag des Kreuzproduktes gilt
1@ x b| = |]|b||sin | . (1.2.9)

Dabei ist ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen den Vektoren 4 und b im selben Sinne wie er durch das Vektor-
produkt (1.2.5) definiert ist. Dies rechnet man direkt, wenngleich etwas miihsam, aus der Definition (1.2.6)
nach.

Dies bedeutet, daf} die Linge von 4 x b der Fliche des von diesen Vektoren aufgespannten Parallelogramms

entspricht. Weiter rechnet man schnell nach, dafl der Vektor 2 x b orthogonal sowohl auf 4 als auch auf b

steht, d.h.
(@xb)-a=@xb)-b=0. (1.2.10)

Seine Richtung ergibt sich aus der Rechtehandregel: Streckt man den Daumen der rechten Hand in Richtung

von 4, den Zeigefinger in Richtung von b, so weist der Mittelfinger in Richtung von 4 x b. Dabei haben wir
vorausgesetzt, dafl die Koordinatenachsen, auf die sich die Vektorkomponenten in der Definition des Kreuz-
produkts beziehen in der Reihenfolge (x,y, z) in diesem Sinne ein rechtshindiges Koordinatensystem
bilden, d.h. fiir die Koordinateneinheitsvektoren muf$

-

¢ X8, =+¢, (1.2.11)

gelten.

Das doppelte Kreuzprodukt von drei Vektoren 4, b und € ist ein Vektor d, der sich als Linearkombination
der Vektoren b und ¢ schreiben 13t (bac — cab-Regel):

- -

ix(bxd)=d=b(G-8)—2@@-b). (1.2.12)

Auch diese Beziehung rechnet man direkt (wenngleich ebenfalls wieder mithsam) aus den Definitionen fiir
Vektor- und Kreuzprodukt (1.2.6) bzw. (1.2.3) nach (Ubung!).

17



1. Vektoranalysis

Schlief8lich ist noch das Spatprodukt von Bedeutung. Seien dazu wieder drei Vektoren a, b und ¢ vorgegeben.
Dann ist das Spatprodukt durch

vol(d,b,c)=(ax b)-¢ (1.2.13)
definiert. Um die geometrische Bedeutung dieses Konstrukts zu verstehen, miissen wir uns nur klar machen,
dafl gemifd die Linge des Vektors a x b der Fliche des von den Vektoren 7 und & aufgespannten Par-
allelogramms entspricht und der Vektor selbt in die Richtung der Flichennormalen dieses Parallelogramms
weist. Durch das Skalarprodukt mit ¢ wird demnach die Fliche noch mit dem Abstand des Endpunktes von
¢ von dem Parallelogramm multipliziert. Insgesamt ergibt sich als Betrag fiir ,FlichexHohe®, d.h.
das Volumen des von den drei Vektoren 4, b und ¢ aufgespannten Spats (oder Parallelepipeds). Das Vor-
zeichen des Spatprodukts gibt die relative Orientierung der drei Vektoren an: Ist es positiv (negativ), so ist
die Orientierung der drei Vektoren in der Reihenfolge (, b, ¢) gleich (entgegengesetzt) der Orientierung des
zugrundegelegten kartesischen Koordinatensystems, welches man, wie oben erwihnt, gewohnlich als rechts-
hindiges Koordinatensystem wihlt.

Aixb

vol(@, b,¢)= (@ x b)-¢ =+hF

Wenn das Spatprodukt verschwindet, sind die Vektoren linear abhingig, d.h. sie liegen in einer Ebene (oder
sind alle drei kollinear), und entsprechend verschwindet dann das Volumen des von ihnen aufgespannten
Spats, so dafl die geometrische Interpretation als Spatvolumen auch in diesem Falle sinnvoll ist.

Durch direktes Nachrechnen zeigt man, dafl das Spatprodukt auch als Determinante der durch die Spalten-
vektoren gebildeten Matrix geschrieben werden kann, daff also

N Ay bx Cx
vol(@,b,¢)=det| a, b, c, (1.2.14)
ﬂZ bZ CZ

gilt. Aus dem Entwicklungssatz der Determinante nach Spalten folgt, dafy man im Spatprodukt ,,Punkt und
Kreuz vertauschen® darf, d.h. daf$

-

(@xb)-c=a-(bx?) (1.2.15)
gilt.

1.2.2 Lineare Abbildungen auf dem dreidimensionalen Vektorraum

Lineare Abbildungen im R? werden dargestellt durch reelle 3 x 3-Matrizen:

app 4 493
A j— ﬂ21 ﬂzz 6123 5 (1.216)

az| dasz 433
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1.2. Vektoren und lineare Abbildungen in drei Dimensionen

wobei die Matrixelemente 4;; €RR, (7,7 = 1,2,3) sind. Die Transponierte einer Matrix A ist definiert durch

[ dan B -
Al =\ayp ay ayp|; kaz (A7) =a (1.2.17)

a3 4y dss
und die Determinante einer Matrix A durch
a1 412 413
detA=\|ay ay ay
a3 4z 433
ay, a a,, a a,, a
Idlld€t< 22 23>_412 det< 21 23>+413 det< 21 22
a3y 433 a3) a3z az) 4z

= ayy(aya33 —ayasy) —a(ayaz; — azay;) + ag3(ay a3y — ay ay))

> (1.2.18)

nach dem Entwicklungssatz fiir Determinanten.

Eine besondere Rolle spielen die Matrizen

E=1, ijs

1 00 0 0O

={0 1 0|, karz =8, O;=(0 0 0], (1.2.19)
0 01 0 0O

welche die Bedeutung der Einheitsmatrix und des neutralen Elementes bzgl. der Addition haben (s.u.).

Eine lineare Abbildung eines Vektors b ist dann definiert durch

- [41 42 4p by ay1by+apby+agsby y
ayy aspy az) \by ay1by +ayyby +as3by G

und liefert einen neuen Vektor ¢. In Kurzform schreibt man auch

3
¢;=> anby (1.2.21)
k=1

fiir ; = 1,2,3, was Gleichung (1.1.19) entspricht, nur liuft jetzt die Summe iiber & von 1 bis 3.
Die Addition (Subtraktion) zweier Matrizen A und B ist definiert durch

ay; 4y ags by by by ay +by ap+by a+by
A+B=\ay ay ay|+|by by by |=\ay+by ayp+by ap+by (1.2.22)
az; 4y a3 by, by, b ay + by ay+byy ay+ by

und ist kommutativ, d.h. A+ B = B + A; in Kurzform: 4; it b; j fur 7,7 = 1,2,3. Die inverse Abbildung
(Subtraktion) ist iiber das neutrale Element O; in (1.2.19) definiert.
Das Produkt zweier Matrizen A und B ist definiert durch (Zeilenvektor x Spaltenvektor):

app 41 a3 511 blz 513 ‘11 ‘12 O3
AB=C=\ay ay ay|-|by by by|=|cy cn o
az a3 dsj b31 bsz b33 1 G (33

(1.2.23)
ay by Fapby +ajsby ay by tapbytasbyy aybis+anby+agsbs;

=\ ay by taypby +ayby  ay by +ayby taybyy ay by +ayby+aybs;
ay by Fasyby +assby a3 by +ayby tassbyy  ay by +asybyy +ays b
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1. Vektoranalysis

und im allgemeinen nicht kommutativ, d.h. A-B # B-A! Das Ergebnis ist eine Matrix C mit Matrixelementen
Cij- In Kurzform schreiben wir fiir (z,7) = 1,2,3:

3
k=1

Da die Multiplikation zweier Matrizen im allgemeinen nicht kommutativ ist, definiert man als Kommutator
der Matrizen A und B:
[A,B]=A-B—B-A. (1.2.25)

Die Umkehrabbildung A~! existiert, wenn det A # 0 ist, so daf§
1 0 0
AT A=A AT =E=1,,=(0 1 0]. (1.2.26)
0 01

Im R? I43t sich die inverse Matrix A~! nicht so leicht berechnen wie im R?, da hier 9 gekoppelte Gleichungen
fir die 9 Matrixelemente zu 16sen sind. Das Problem reduziert sich auf 6 gekoppelte Gleichungen, falls die
Matrix A symmetrisch ist, d.h. A= A7 und nur 6 verschiedene Matrixelemente auftreten. Allerdings ist die
Berechnung der inversen Matrix sehr einfach, wenn die Matrix A in Diagonalform vorliegt.

1.2.3 Spezielle lineare Abbildungen, Drehungen

Streckungen bzw. Stauchungen um einen Faktor a eines Vektors & werden beschrieben durch die Matrix

Ala)=aFE =

O O Y

00
a 0. (1.2.27)
0 a

Unter diesen Abbildungen bleibt die Richtung eines Vektors unveriandert.

Drehungen im R? bediirfen der Angabe einer Achse, um welche die Drehung erfolgen soll. Eine Drehung
um die z-Achse um einen Winkel & wird beschrieben durch

cos —sinf 0
D,(0)=| sind cosf O], (1.2.28)
0 0 1

d.h. einer 2 x 2 Matrix fiir die aktuelle Drehung der x,y-Komponenten, wihrend die z-Komponente unver-

dndert bleibt. Analog beschreiben die Matrizen D, (¢$) und D, (&) Drehungen um die x- bzw. y-Achse,

1 0 0 cosé 0 —siné
D,(¢)=(0 cos¢p —sing |, D(&)=| 0 1 0 : (1.2.29)
0 sing cos¢ siné 0 cosé

Allgemeine Drehungen im R? lassen sich dann als sequentielle Drehungen (Multiplikation von Drehmatrizen)
beschreiben.

Eine mogliche Parametrisierung aller Drehungen erfolgt durch die Angabe einer Drehachse durch einen Ein-
heitsvektor 7 und den Drehwinkel ¢ € [0, 7r]. Dabei erfolgt die Drehung im Sinne der Rechte-Hand-Regel,
d.h. streckt man den Daumen der rechten Hand in Richtung von 7, geben die gekriimmten Finger die Dreh-
richtung an. Dabeli ist 7 so zu orientieren, daf} der Drehwinkel in das besagte Intervall [0, 7] fallt.

Um die so spezifizierte Drehung explizit zu beschreiben, konstruieren wir uns ein kartesisches Koordinaten-
system, in dem die Drehung besonders einfach beschrieben wird. Dazu setzen wir zuerst €, = 7. Sei nun X ein
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1.2. Vektoren und lineare Abbildungen in drei Dimensionen

beliebiger Vektor. Wir diirfen annehmen, daf§ X nicht ein Vielfaches von 7 ist. In diesem Fall wiirde sich der
Vektor unter Drehungen nicht dndern. Dann konnen wir e, in Richtung der Komponente von X senkrecht
zu 7 wihlen, also in Richtung von ¥ —7(7 - X ). Zur Normierung berechnen wir [ —7(7 - X)]* = X*—(71-X)%.
Dies ist eine positive Zahl, denn voraussetzungsgemif ist X nicht parallel zu 7. Also setzen wir
g = AHHX) _X—u(X) (1.2.30)
X2 —(7-X)? x)

Den Basisvektor ¢, finden wir durch Bilden des Vektorprodukts aus ¢, und ;. Um ein rechtshindiges Koor-
dinatensystem zu erhalten, miissen wir

g, =¢,x8, = = (1.2.31)
x1
setzen. Wir bemerken, daf§ folglich auch
e o . (mxx)xnm
@:%xgzm x)x 7 (1.2.32)
*1
gilt. Dies rechnet man auch leicht mit Hilfe der Formel (1.2.12) nach.
Jedenfalls gilt dann
X=n(n-X)+[x—n(n-x)]=¢€,(n-X)+e,x,. (1.2.33)
Die Komponenten von X in der eben konstruierten kartesischen Basis lauten also
X2 —(n-X) x|
= 0 —[o|. (1.2.34)
n-x X

Da in diesem Koordinatensystem die Drehung um die z-Achse erfolgt, erhalten wir mit (1.2.28) fiir den ge-
drehten Vektor

x| cos ¢
X'=D,(p)x =| x sing |. (1.2.35)
x
[
Dies ausgeschrieben liefert
Ny - - . - - - - - - . - o\ =
X' =x)(€,cosp+e sing)+e,x = (7 xX)Xxncosp+7nxxsing+(n-X)n. (1.2.36)

In dieser Form gilt offensichtlich die Formel auch fiir X || 72, denn dann ist 7 X X =0 und 7(7 - X) = X. Da in

diesem Fall auch ¥’ = X sein muf$, ist also (1.2.36) auch in diesem Fall korrekt.

1.2.4 Eigenwerte und Eigenvektoren in drei Dimensionen

Das Eigenwert-Problem in drei Dimensionen ist weitgehend analog zum zweidimensionalen Problem, aller-
dings ist der Rechenaufwand wegen der weiteren Dimension etwas hoher. In der Physik interessiert man sich
vor allem fiir Eigenwerte des Trigheitstensors und Hauptachsentransformationen, welche den Trigheitsten-
sor diagonalisieren. Das Problem lautet wiederum

ayp A4y Ag3 *1 A0 0\ /%
A.)_é jr— ﬂzl ﬂzz ﬂ23 . xZ == O /1 O xZ = /13_5 . (1.2.37)
az dazp 433 X3 0 0 4 X3
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1. Vektoranalysis

Zur Losung der Fragestellung betrachtet man das dquivalente Problem
(A—E)% =0, (1.2.38)

d.h. der Eigenvektor X # 0 wird durch (A — AE) auf den Nullvektor abgebildet. Dies ist nur mdglich, wenn
die entsprechende Determinante verschwindet, also

ay — A ap a3
asq asz) azz— A

gilt. Die Determinante liefert das Polynom 3. Grades in A

(a1; = A)(ay — A)az; — A) —aya3,]
—aplay(as; — A)—aza,;] (1.2.40)
+ay[ayazy —azy(ap—A)] =0.

Die drei Nullstellen A, A,, A; sind reell, wenn die Matrix A symmetrisch ist, d.h. A = A”. Die expliziten
Ausdriicke fiir die Nullstellen sind etwas linglich und werden hier nicht aufgefiihrt. In der Praxis bestimmt
man die Nullstellen numerisch.

Wir haben jetzt zwar die moglichen Eigenwerte A, /, /3 bestimmt, fiir die das Problem (1.2.37) 16sbar ist, ken-
nen jedoch noch nicht die entsprechenden Eigenvektoren Xy, 3, fiir die gelten soll

A% = AX; A%, =A%, A% =A% . (1.2.41)

Da durch (1.2.41) die Lange der Eigenvektoren nicht bestimmt wird, verabreden wir wieder, daf§ die Linge
der Eigenvektoren zu 1 festgelegt wird, d.h.

-

%% =1 fir i=1,2,3. (1.2.42)

Zu l6sen sind folglich noch die Gleichungssysteme

aj— A aip a3 *11
a1 ay—4A a3 x5 | =0,
a3y asz a3y — A X13
a;— A arp a3 X21
dy dyy— Ay day; X, | =0, (1.2.43)
a3y a3 a3z — /12 Xy3
ay — A app a3 X31
a1 ay—As a3 x3, | =0,
a3 a3 a3z — /13 X33

mit der anschlieflenden Normierung (1.2.42).
Die Komponenten der Eigenvektoren x;; in (1.2.43) definieren eine 3 x 3-Matrix

X111 X12 X3
C f— X21 x22 X23 5 (12.44)

X371 X33 X33
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1.3. Differentiation in mehreren Verinderlichen

A 0 0
CAC'=(0 A, 0}, (1.2.45)
0 0 A4

und es gilt (ohne Beweis)

—_

d.h. wir haben die Matrix A durch die lineare Abbildung (1.2.45) auf Diagonalform gebracht mit ihren Ei-
genwerten A; auf der Diagonalen. Die Matrix C beschreibt die geeignete Basistransformation, die auch als
Hauptachsentransformation bezeichnet wird.

Bemerkung: Wegen der zum Teil aufwendigen Nullstellensuche in (1.2.40) und der L3sung des Gleichungs-
systems (1.2.41) werden die Eigenwerte und Eigenfunktionen in der Regel numerisch geldst. In einfacheren
Fillen ist jedoch eine explizite analytische Losung relativ schnell zu erzielen.

1.3 Differentiation in mehreren Veranderlichen

1.3.1 Partielle Ableitungen

Gegeben sei eine Funktion f(x,...,x, ), die von mehreren voneinander unabhingigen Variablen x; abhingt.

f(xl ..... X,
o9y xj

Die partielle Ableitung nach x;, geschrieben , ist dann so definiert, daf§ alle Variablen x; mit j#:

als konstant betrachtet werden und nur x; variiert wird.

Beispiele
Im R? bzw. R’ sei

df(x.y) L 9f(xy) _

1
fem=ato = Sg Ry, = 030
f(x,9,2)=zlny +x = of(x..2) =Iny, 9f(%9,2) =2z 9f(x,,7) =1.
d dy y dx
Verallgemeinerte Kettenregel
Eine Funktion hinge in mehrfacher Weise und indirekt von x ab, z.B. f[g(x), h(x)]. Dann gilt:
df _ 9f(r,2) dg  9/(.2) dh (132)
dx dy y=g(x), z=h(x) dx 9z |y=g(x), z=h(x) dx
Beispiel (n = 3): Seien x(t),y(¢), z(¢) beliebige differenzierbare Funktionen
fOe(0),p(0),2(0) = x(2Py(eP2(2) 2 =
9f (x,2) dx
df _ofdx  Ofdy 9fdz | atha | |6
dt ~ dxdtr  dydt  dzdr Efgx,y,z j_ﬁ (1.3.3)
dz dr
_,d _»d _3dz
= 3PP S A 2P A — 220y (1)
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1. Vektoranalysis

1.3.2 Vektoroperatoren (fiir n = 3)

Der Differentialoperator V (,Nabla-Operator®) ist definiert durch seine Wirkung auf eine Funktion
f(x,7,2). Er liefert den Vektor (genauer: das Vektorfeld)

df(x7,2) a

. 5 dx an

Vi(x,y,z):= % =% f(x,y,z)=:grad f(x,y,2). (1.3.4)
If(x,y,2) e
dz dz

Bezeichnung: ,,Gradient“ von f.
Von Bedeutung ist weiterhin die ,Divergenz* (z.B. in der Elektrodynamik)

wa(x,y,z)_i_awy(xayaz)_i_é’wz(x,y,z)

6-’(5(36,)/,2) = B 2 3, =:divw(x,y,z) (1.3.5)
als Skalarprodukt mit einer vektorwertigen Funktion (, Vektorfeld*)
wy(x,,2)
B(x,9,2)=| w,(x,5,2) | . (1.3.6)
w,(x,,2)

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist eine skalare Funktion!

Beispiel
Berechnung von div @ fiir @(x,y,z) = (x%,9%,z

2):
dw, dw, dw, .o
=2x, =2y, =2 =2z=>divo=2x+2y+2z

dx dy dz
Dagegen ergibt die ,Rotation“ als Kreuzprodukt
2 duw, 9w
R Ix w,(x,7,2) aé’y gaz
V x @(x,y,z):= ‘% x| wy(x,9,2) | =| G2 —5= | =rotd(x,y,2) (1.3.7)
Eh w,(x,7,2) dwy, _ dw,
dz L

wieder ein Vektorfeld{]
Fiir mehrfache partielle Ableitungen gilt (bei Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen) die Vertauschungs-

regel
2 2
% f(xl,...,xn)zﬁ f(xl,...,xn)' (138)
dx; dx; dx;dx;
Der Laplace-Operator ist ein skalarer Operator und definiert durch
d d
o =\ [
Af(x0,2)=(V-V)f(y.0)=| £ || % |[[(x0.2)
2 2 (1.3.9)
dz dz
_ 32 2 a2 _azf(x,y,z) ’f(x,y,2)  3*f(x,9,z)
_<3x2+&’y2+322>f(x’y’z)_ axx 3y T gz

'In der englischsprachigen Literatur heifft der Rotationsoperator auch curl.
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1.3. Differentiation in mehreren Verinderlichen

Wirkt er auf eine vektorwertige Funktion @(x,y, z), so ergibt sich wieder ein Vektorfeld:

Hw, | Pw, | Pw,
a2 T o T

2 2 2
a w, a w, a w,

w,(x,9,2) Aw (x,y,2)

AG =AMl wy(xy2) | =| Awy(x,0,2) | =| T2+ 5F + 572 |- (1.3.10)
w,(x,¥,2) Aw,(x,y,z) v, | Fw, | Pw,

72 T 7 t 72

Dabet ist zu beachten, daff diese Gleichung nur in kartesischen Koordinaten gilt, nicht in den weiter unten
einzufithrenden ,krummlinigen Orthonormalkoordinaten!

1.3.3 Taylorsche Formel und Taylorsche Reihe

Wir erinnern zunichst an die Taylorsche Formel fiir Funktionen von einer reellen Variablen. Sei also f :
D — R mit offenem Definitionsbereich D C R eine Funktion, die in einer Umgebung des Punktes a € D
mindestens (7 + 1)-mal (n € N,) stetig differenzierbar ist. Wir suchen dann eine Niherung von f durch ein
Polynom #7-ten Grades fiir Argumente ,in der Nihe“ von a. Sei x € D so gewihlt, dafl das Intervall (a,x)
bzw. (x,a) ganz in D enthalten ist. Dann gibt es Koeffizienten ¢, € R, so daf$

f(x):En:ck(x—a)k+Rn(x,a) (1.3.11)

k=0
ist, wobei das Restglied R (x,4) = O[(x —a)" "] ist, d.h.

R, (x,
lim M = const. (1.3.12)
n—oQ (x _d)ﬂ+1

Um den Koetfizienten ¢, in (1.3.11) zu bestimmen, leiten wir diese Gleichung k-mal (k € {0,1,...,7}) ab und
setzen danach x = a:

dk
f)| = fBa) =k, (1.3.13)

dek” |
denn wegen (1.3.12) verschwindet die k£ — re Ableitung des Restglieds fiir x = 4. Damit wird

/M)

X (x—a)* +R,(x,a). (1.3.14)

f(x)

k=0
Dies ist die Taylorsche Formel.

Zum Beweis bemerken wir, daf§ wegen der Stetigkeit von f”(x)

)= f(a)+ f ") 13,15

gilt. Ist » > 2, kdnnen wir eine partielle Integration in vornehmen. Dazu setzen wir
W(xY =1, o(x)=f(x"), ux)=x"—x,
so dafl .
F)= e+ =a)f o) | a7 = x)f () 15,16
a
resultiert. Dies wiederholen wir noch weitere 7z — 1-mal. Dann entsteht

© £k)(4 ¥ (x—x)”
e

k=0

£y, (1.3.17)

R, (x,a)

n
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1. Vektoranalysis

Da voraussetztungsgemifl #*+1 im Intervall (4, x) bzw. (x,4) stetig ist und die Funktion x” — (x’—x)” dort

monoton ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung wenigstens ein & € (a,x) bzw. & € (x,a),

so daf§

(n+1) x (n+1)
R, (x,a)= (—1)"f—n! (£) J dx’ (x' —x)" = f(—n n S;)(x —a)"t, (1.3.18)

Dies ist die Restgliedformel von Lagrange. Man kann freilich den Mittelwertsatz der Integralrechung auch
direkt auf die Funktion x” — (x’ — x )" f**1(&) anwenden. Dann folgt die Restgliedformel von Cauchy:

(n+1) (g7 x (n+1)( 1
Rn(x,a):(—l)”fn—(g)(x—f/)"J dx/:][—@)(x—f/)”(x—a). (1.3.19)

! n!

Dabei ist £’ € (a,x) bzw. £’ € (x,a). Aus der Lagrangeschen Restgliedformel (1.3.18) folgt in der Tat (1.3.12),

womit die Taylorsche Formel bewiesen ist.

Falls nun f im Intervall (2, x) bzw. (x,a) sogar beliebig oft stetig differenzierbar ist und ein § > 0 existiert,

so dafy | f"+D(&)| < S fiir alle £ € (a,x) bzw. & € (x,a) ist, folgt aus

|x_d|n+1

(n+1)!
In diesem Fall besitzt f die Taylor-Entwicklung

IR, (x,a)|< S —0 fir n— oo. (1.3.20)

oo £(k)(
f(X)=ka,( Jx—af. (1.3.21)
k=0 :

Als Beispiel betrachten wir die Taylor-Entwicklung von x — exp(x) um a =0. Da
FED(x) = exp(x), (1.3.22)
diese Funktion die Bedingungen fiir die Taylor-Entwicklung fiir jedes x € R erfiillt, gilt

f=>"2 (1.3.23)

Setzen wir in (1.3.21) x = a + y, konnen wir symbolisch

o k), d
f(ﬂ+y)=zf k,( )yk:exp<ya>f(a) (1.3.24)
k=0 ’
schreiben. Dabei ist die Exponentialfunktion des Differentialoperators durch die formale Reihe

d ook dk
exp<ya>:§%@ (1.3.25)

definiert. Wendet man diesen Operator auf f an, ergibt sich in der Tat die Taylor-Reihe von f in der in (1.3.24)

angegebenen Form.

Fiir eine Funktion f : D — R (D C R? offen) mehrerer Verinderlicher kénnen wir die Taylorsche Formel
anwenden, indem wir die Funktion
g(t)=f(a+1x) (1.3.26)

um ¢ = 0 entwickeln. Dabei setzen wir voraus, daff die Strecke ¢ — 4 + ¢X fiir t € [0,1] ganz in D liegt
und g entlang dieser Strecke mindestens 7 + 1-mal stetig differenzierbar ist. Dafiir ist es hinreichend, daf§
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1.3. Differentiation in mehreren Verinderlichen

alle partiellen Ableitungen von f bis zur mindestens (7 + 1)-ten Ordnung stetig sind. Nun gilt nach der
Kettenregel fiir Funktionen mehrerer Veranderlicher

e =(3-%,) @), (1.3.27)

d.h. die Taylorsche Formel lautet

k
T) F@)+R,(33). (13.28)

In der Lagrangeschen Form lautet das Restglied gemaf3 (1.3.18))

x-V-

o = \n+l
i)

e
Rn(xaﬂ)zm

Falls f beliebig oft stetig differenzierbar ist und alle Ableitungen auf der Strecke ¢ — 4 + tX mit ¢t € [0,1]
beschrinkt sind, gilt fiir / die Taylor-Entwicklung

f@+<&x) mit & €[0,1]. (1.3.29)

- (-5, #
fG+3)=>] @) =exp (%-V:)£(@). (1.3.30)
k=0 :

Bei der symbolischen Schreibweise mit Potenzen und Exponentialfunktion des Differentialoperators X -V ist
es wichtig, daf3 die partiellen Ableitungen untereinander und mit allen Komponenten von X kommutieren,

d.h. daf§

d 3 ,.._ 3 2 ,.
3_%‘3_% (d)_&’_aké’_a]- (@),
2 I R

a—ﬂj[x/ef(ﬂ)]—xkg—dj @)

(1.3.31)

firalle 7,k €{1,2,...,d} ist.

1.3.4 Der kartesische Ricci-Kalkiil

Fiir manche Zwecke ist der sogenannte Ricci-Kalkiil, benannt nach dem italienischen Mathematiker Grego-
rio Ricci-Curbastro, die am sichersten zu handhabende Moglichkeit, die verschiedenen Differentialoperatoren
zu handhaben. Dazu schreibt man die Zerlegung eines beliebigen Vektorfeldes in der Form

3
V(F) =S V(78 = Vi(7)e, (1.3.32)
=1

wobei wir das Summenzeichen iiber gleichnamige Indizes im folgenden nicht mitnotieren und die Summation
stillschweigend implizieren. Dies ist die Einsteinsche Summationskonvention.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren schreibt sich dann einfach in der Form
V-W=V,Wg &=V,W38, =V,W,. (1.3.33)
Fiir das Vektorprodukt fithren wir das Levi-Civita-Symbol

1 falls (7,7,k) gerade Permutation von (1,2,3),
€k =1 —1 falls (z,7,k) ungerade Permutation von (1,2,3), (1.3.34)

0 falls wenigstens ein Paar der Indizes 7, 7, & gleich ist.
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1. Vektoranalysis

Dann ist o
Fiir das Rechnen mit diesem Symbol bendtigt man oft die Formel
eij/eeilm:ajlé\/em_gjmakh (1.3.36)

deren Giiltigkeit man sich wie folgt klar macht: Es wird iiber den Index i von 1 bis 3 summiert. Die beiden
Levi-Civita-Symbole kdnnen dabei nur dann gleichzeitig von 0 verschieden sein, wenn entweder ; = / und
k =m oder j = m und k = [ ist. Im ersteren Falle sind die geordneten Tripel (z, 7, k) und (Z,/, m) identisch,
sind also entweder beide gerade oder beide ungerade Permutationen von (1,2,3), so dafl hier der Ausdruck
+1 sein mufS. Im letzteren Falle sind hingegen die geordneten Tripel (7, 7,%) und (i,m,[) einander gleich.
Ist also (z,7,k) eine gerade Permutation von (1,2,3), so mufl (z,/,m) eine ungerade Permutation sein und
umgekehrt, so daf} stets (—1) herauskommen muf}, und das wird gerade durch die Kroneckersymbole auf
der rechten Seite der Gleichung ausgedriickt. Setzt man weiter in 7 = I und summiert gemif} der
Summationskonvention iiber dieses Indexpaar, entsteht

Nochmals £ = m gesetzt und summiert, liefert schliefllich noch

Fiir die partiellen Ableitungen eines Skalar- oder Vektorfeldes nach den Komponenten des Ortsvektors 7 =
7;€; schreiben wir
P o0, Zi-avs (1.3.39)
ari_l’ 87'1' REREACS o
Mit diesem Kalkiil lassen sich recht einfach allgemeine Beziehungen fiir die Vektoroperationen herleiten.
Dazu bemerken wir, daf§ im Riccikalkiil der Gradient eines Skalarfeldes seiner Definition gemif} durch

grad® =¢,0,9 (1.3.40)
und Divergenz bzw. Rotation eines Vektorfeldes gemifd (1.3.5) und (1.3.7) durch
ausgedrruckt werden. Aus (1.3.42) folgt auch noch, dafl
V= Vi=¢;(rot V), (1.3.43)

ist. Fiir den Nablaoperator konnen wir im Riccikalkiil
V=¢2, (1.3.44)
schreiben, und fiir den Laplaceoperator eines Skalarfeldes ergibt sich
divgrad® = J,d.®. (1.3.45)

Fiir kartesische Koordinaten ist derselbe Ausdruck auch fiir Vektorfelder einfach durch die Wirkung auf deren
Komponenten gegeben, weil die kartesischen Basisvektoren selbst ortsunabhingig sind:

Es ist darauf zu achten, daf§ generelle Differentialoperatoren wie d; oder A auf den gesamten Ausdruck, der
rechts von ihnen steht, wirken. Ggf. hat man durch Klammersetzung die Wirkung des Operators zu begren-
zen. Z.B. lautet die Produktregel fiir die partiellen Ableitungen im Riccikalkiil geschrieben

2,00 = (3, @)V + 93, V. (1.3.47)
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1.3. Differentiation in mehreren Verinderlichen

Beispiele

Im folgenden geben wir einige allgemeine Beispiele dafiir, wie mit Hilfe des Ricci-Kalkiils allgemeine Aus-
driicke umgeformt werden. Dabei kommt die einfach Produktregel fiir die partiellen Ableitungen und im
Zusammenhang mit Kreuzprodukten bzw. der Rotation von Vektorfelder (1 zur Anwendung. Diese
Beispiele stellen gleichzeitig eine kleine Formelsammlung fiir das Rechnen mit den Differentialoperatoren

dar.

1)
grad (P¥) =¢,d.(PV) = ¢;(VI. @+ I, ¥) = Ugrad ® + Pgrad V. (1.3.48)

€

grad (V- W) =,,(V; W)) =&(W; 3V, + ;W)

1

ELW(EV, =3 V) + Vi W, — 3, W)+ W3V, + V,0,W,]

~.

~.

= Z[\W € (rot V)/e + Vi€, (rot VV)/e —I—(V_& . %)Vl +(\7 . %)VVZ] (134)
=V xrotW+ W xrot V+(V- V)W—F(V—(t/%)\?
Dabei sind wir auf den Vektorgradienten
(V-V)W =5 V,0W,. (1.3.50)
gestoflen, der ein Vektofeld wiederum auf ein Vektorfeld abbildet.
3)
rotrot V = €€k €kimO Vin = €€4ij kim0 GV, = €318, — 8,,,0;1)3 9V, (1351

:ei(alﬁjvj—%Qj\/i):graddiv\_/)—A\_/).

Wir wir unten noch sehen werden, ist bei der Anwendung dieser Formel Vorsicht geboten, wenn man
mit nichtkartesischen Basisvektoren und dazugehorigen Vektorkomponenten arbeitet. Dann definiert
entsprechend der Formel man besser den Vektor-Laplaceoperator durch

AV = graddiv V —rotrot V. (1.3.52)
“)
ot (V x W) = Ge;ue4,n (Vi W) = & S i)W Vit Vig W) 1
— (W - V)WV + Vdiv W —(V-¥)W — Wdiv V. -
®) o
rot(®V)=¢, ¢;€;p 0 (BVy) = ¢;€,4(25; V, + V. J;@) = @rot V —V x grad . (1.3.54)
®) L _ . _
div(Vx W) =€, (V; W) =€, 4(Wp, G, V; + V.0, W}, ) = W -rot V—V - rot W. (1.3.55)
©) R R R
div(®V)=J,(®V,) =V, 02+ @IV, =V -grad®+ @div V. (1.3.56)
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1. Vektoranalysis

1.3.5 Die Heisenbergalgebra in der Quantentheorie

In der wellenmechanischen Formulierung der nichtrelativistischen Quantentheorie fiir ein Teilchen ohne
Spin werden die Zustinde durch quadratintegrable komplexwertige Skalarfelder reprisentiert. Dabei heif3t
eine Funktion ¢ : R> — C quadratintegrabel, wenn das Integral

P = | &rigo 1357)

existiert. Man kann dann zeigen, daf} diese Funktionen einen Vektorraum mit Norm (1.3.57) bilden, wenn
man eine Funktion ¢, fiir die ||¢|| = 0 gilt, mit der Nullfunktion identifiziert. Weiter ergibt sich, daf} auf
diesem Vektorraum vermoge

(4lg)= fRS &r " (7)P(7) (1.3.58)

ein Skalarprodukt definiert ist. Den Vektorraum mit diesem Skalarprodukt bezeichnet man als den Hilber-
traum der quadratintegrablen Funktionen L2. Genauere Ausfithrungen dazu werden in Abschnitt [2.2.1]
bereitgestellt.

Die physikalische Bedeutung der Wellenfunktion ist die folgende: Wenn ¢ im Sinne der Norm (1.3.57) auf 1
normiert ist, d.h. ||¢|| = 1 gilt, so ist
dw(7) =& |¢(7F) (1.3.59)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen in einem kleinen Volumenelement der Grofle d*» um den Ort 7
herum vorzufinden.

Die Observablen werden durch selbstadjungierte lineare Operatoren reprisentiert. Dabei heifit ein linearer
Operator A selbstadjungiert, wenn zumindest auf einem dichten Untervektorraum von L? fiir alle ¢, § gilt

(V1Ag)=(Ad|4). (1.3.60)

Der Operator fiir den Ortsvektor ist durch

()= F(F) (1.3.61)

gegeben. Dieser ist selbstadjungiert, denn fiir die Komponenten 7; gilt

Wirg)= | EryGlndl= | Erbg@rseI=tgld). (36

Der Impuls ist druch
pY(7)=—ihgrad §(7) (1.3.63)
gegeben. Die Selbstadjungiertheit zeigt man fiir seine einzelnen Komponenten mit Hilfe der partiellen In-
tegration, wobei man beriicksichtigt, daf} die Wellenfunktionen ¢ und ¢ sowie deren partielle Ableitungen

nach den 7; im Unendlichen hinreichend schnell gegen 0 streben miissen, damit die Integrale existieren, d.h.
die Randterme fallen jeweils weg. Es ist also

Wed)= | Erplivagin= &riay Lo
= [ ErHadreI=,014).

(1.3.64)

Das Produkt zweier Operatoren AB ist durch die Hintereinanderausfithrung dieser Operatoren definiert.
Entsprechend gilt fiir selbstadjungierte Operatoren

(/1AB¢) = (A)|Bg) = (BAY|¢), (1.3.65)
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1.3. Differentiation in mehreren Verinderlichen

d.h. die Operatoren wirken im Skalarprodukt in umgekehrter Reihenfolge auf das linke Argument.

Allgemein definiert man fiir einen beliebigen linearen Operator A den dazugehorgien adjungierten Opera-
tor AT dadurch, dafl zumindest auf einem dichten Teilraum gilt

(41ag)=(AT4|¢). (1.3.66)

Ein Operator A ist also genau dann selbstadjungiert, wenn A = AT ist. Fiir das Produkt zweier Operatoren
gilt

(AB)' =BTA, (1.3.67)
Es ist wichtig zu bemerken, dafy Operatorprodukte i.a. nicht kommutativ sind. Fiir das Rechnen mit Ope-

ratoren sind die Kommutatoren
[A,B]:=AB—BA (1.3.68)

besonders wichtig. So gilt fiir die Orts- und Impulskomponenten-Operatoren die Heisenbergsche Kommu-
tatorrelation

[xi,p; | =i58;1, (1.3.69)

wobei 1 der Einheitsoperator auf dem Hilbertraum L? ist, fiir den gilt 1¢/(7) = ¢(7) fiir alle Funktionen ¢ €
L2. Zum Beweis der Kommutatorrelation miissen wir nur die Operatoren auf eine beliebige Wellenfunktion
wirken lassen:

Ebenso ist unmittelbar klar, dafl die Orts- und Impulskomponenten untereinander jeweils vertauschen, also
[ri’r;’]:[pi’r’j]:o (1.3.71)

gilt.

Durch einfaches Ausschreiben der Kommutatoren gemif} der Definition (1.3.68), beweist man leicht die fol-

genden allgemeinen Kommutatorrelationen fiir beliebige Operatoren A, B und C:
[AB,C]=A[B,C]+[A,BIC,

[A,BC]=B[A,B]+[A,B]C. (13.72)

Man kann nun aus den Orts- und Impulsoperatoren weitere Observablen zusammensetzen, indem man ein-
fach die aus der klassischen Mechanik bekannten Definitionen verwendet. Dabei ist allerdings darauf zu ach-
ten, dafl die Operatoren selbstadjungiert sein miissen und eventuell Probleme mit der ,,Operatorordnung®
auftreten kdnnen, wenn bei Produkten die Operatoren nicht vertauschen.

Diese Probleme treten z.B. beim Drehimpulsoperator nicht auf, denn in

treten nur Produkte 7;J, mit & # j auf, und fiir & # j gilt offenbar r;J, b = J,(r;¢). Man zeigt daher leiche,
daf§ alle Komponenten L; des Drehimpulsoperators selbstadjungiert sind:

Die Kommutatoren mit Orts- und Impulsoperatoren ergeben sich unter Verwendung von (1.3.69) und
(1.3.72):

[ri’L]‘] =¢€pr [Pl = €pitp [t p ] = 15¢€, 11y, (1.3.75)
[Pi’Lj] =€ [P tePr] = €p1[Pi el Py =—1h€;p; = +ihe;j1py. (1.3.76)
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Verwendet man wiederum diese Kommutatorrelationen und erheut (1.3.72), findet man fiir die Drehimpuls-
komponenten untereinander die Vertauschungsrelationen

(L, L | =ibe Ly, (1.3.77)

d.h. die Drehimpulsoperatoren vertauschen untereinander nicht. Diese Gleichung kann man auch vekto-
riell schreiben:

> - 1. b =
LXL:elfl]kL]Lk:Eelel]kl:L]’LkiI:76161]/66]/611"1:“15]‘" (1.3.78)
——
=25

Sie vertauschen allerdings mit dem Drehimpulsbetragsquadratoperator

denn die Klammer ist symmetrisch in den Indizes j und &, und das Levi-Civitasymbol antisymmetrisch.
Ebenso folgt, dafl

[Li,?z] — [%132] -0 (1.3.80)
ist.
Niitzlich sind auch noch die Beziehungen

-

i-L=p-L=0. (1.3.81)

Zum Beweis verwenden wir die Definition der Operatoren als Differentialoperatoren im L%
L =—ih7 (7 x V) =0,

fb A fb) R L. (1.3.82)

p-Ly=—hV-(FxV)=—b[(V)-rot7—7-V x V] =0.

Dabei haben wir in der letzten Zeile (1.3.55) sowie rot 7 = 0 und V x 69& = rotgrad ¢ = 0 angewendet. Da

wegen (1.3.75) und (1.3.76)

- -

- L=L-¥ und p-L=L-p (1.3.83)

ist, gelten auch noch die Gleichungen
L.i=L-p=0. (1.3.84)

Diese Rechenmethode ist freilich nicht nur in der Quantentheorie niitzlich sondern auch beim Manipulieren
der Differentialoperatoren div, grad und rot in klassischen Feldtheorien (z.B. der Hydrodynamik oder der
klassischen Elektrodynamik). Z.B. ist noch die Beziehung

_—
7 rot (L¢p) = %L ¢ (1.3.85)
niitzlich. Der Beweis erfolgt am bequemsten im Ricci-Kalkiil:

Wir berechnen schliefflich noch den expliziten Ausdruck fiir L’
=2
L ¢:_hzeijk6ilmrjak(rlam¢)
=—5%(8 110k — OOk (Sk17 b + 7,713, 8,) (1.3.87)
== A— (G V)= V)7 V)]
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1.3. Differentiation in mehreren Verinderlichen

1.3.6 Fehlerrechnung

Die Mefigrofie f werde berechnet aus den Mefigrofien x;, i = 1,...,7. Die Unsicherheiten der Mefgroflen
x; seien Ax;. Die Unsicherheit (der Fehler) Af in der Berechnung von f - nicht zu verwechseln mit dem
Laplace-Operator auf eine skalare Funktion f - ist:

N

Man bezeichnet Af auch als absoluten Fehler.

Der relative Fehler ist gegeben durch Af/ f. (Wir nehmen der Einfachheit halber an, daf§ / und alle x; positiv
sind (d.h. insbesondere # 0).)

or Ax; . (1.3.88)
ax,

Wichtiger Spezialfall 1:
Falls sich f als (gewichtete) Summe der x; ergibt, d.h.

f(xl,...,xn):iaixi (1.3.89)
1=1

mit beliebigen Koeffizienten ;, so addieren sich die absoluten Fehler:

n
Ax; = ;| Ax; . (1.3.90)
i=1

Wichtiger Spezialfall 2:

Falls sich f als (verallgemeinertes) Produkt der x; ergibt, d.h.
f(xl,...,xn):al_[xin" (1.3.91)
1=1

mit beliebigen Exponenten 7; und beliebigem Koeffizienten , so addieren sich die relativen Fehler:

L 7 n,—1 n n;
Af zl _xf, Ax; a/i:Z1 n;x, ‘(jl;llx] >Axl— ., A
— == = - =>"|n;| —~. (1.3.92)
/ al_[xfl/ anxﬁj i=1 Xi

Bei Werten in Dezimalzahlen ohne explizite Fehlerangabe ist die Unsicherheit i.a. die Hilfte der letzten an-
gegebenen Stelle.

Z.B. bedeutet die Angabe 3.14 - 10° fiir eine fehlerbehaftete Grofle 31404 5, aber 3140 = 3.140 - 10° bedeutet
3140+ 0.5.
Beispiele

1) Die Breite Thres Zimmers wird ausgefiillt durch 11 Fliesen der Breite 20 cm und 12 Fugen der Breite
(1£0.2) cm. Wie breit ist Thr Zimmer (mit absoluter und relativer Fehlerangabe)?

Sei x die Fliesenbreite (in cm), y die Fugenbreite, f* die Breite des Zimmers.
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1.4

1. Vektoranalysis

Die Fliesenbreite ist mit 2 Stellen angegeben, d.h. x = 20 cm, Ax = 0.5 cm. Die Fugenbreite ist y =
lcm, Ay =0.2cm.

Die Zimmerbreite berechnet sich zu
f=11x+12y =232 cm.

Der absolute Fehler ist

Af=11Ax+12Ay =79 cm

und der relative Fehler damit:

A 7.9
A7 s,

f 327

Das Volumen eines Horsaales soll berechnet werden aus individuellen Messungen der Hohe, Linge
und Breite mit einem Zollstock von 2 m, so dafl die Ungenauigkeit bei jedem Meflvorgang mit dem
Zollstock 0.5 cm entspricht. Gemessen werden nun H = 6.75 m, B = 12.3 m, L = 32.6 m. Welches
Volumen hat der Horsaal (mit absoluter und relativer Fehlerangabe)?

Das Volumen des Horsaales ist f (H,B,L) =V = HBL. Bei der Messung der Breite B sind 7 Messungen
erforderlich, d.h. AB =7-0.005 m = 0.035 m. Analog fiir Hohe und Breite: AH = 4-0.005 m = 0.02 m;
AL = 17-0.005 m = 0.085 m. Daraus ergibt sich das Volumen V = HBL = 2706.615 m?, aber nicht
alle Stellenangaben sind sinnvoll! Der absolute Fehler ist

AV =AHBL+ HABL+ HBAL = (8.0196 +7.7017547.057125) m® ~ 22.78 m’.

Sinnvoll ist daher die Angabe V' = (2706 & 23) m>. Der relative Fehler ist AV /V =23 /2706 ~ 1%.

Koordinatentransformationen

Anstatt einen Punkt im R’ in kartesischen Koordinaten, d.h. als kartesischen Vektor 7 = (x,y, z) darzustel-

len, kann man auch drei andere Groflen verwenden, die (zumindest lokal) eineindeutig mit (x,y, z) zusam-
menhingen. In der Praxis wichtig sind Zylinder- und Kugelkoordinaten.

1.4.1 Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten: r, ¢, z. Dabei ist r die Lange des Vektors (x,y,0) und ¢ der Winkel zwischen der
x-Achse und dem Vektor (x,y,0).
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1.4. Koordinatentransformationen

‘Z

’

~
_— e mm fem = = o = = =2

Al

Es gilt:

X=7rcosg, y=rsing. (1.4.1)

Wertebereiche: » €0, 00, ¢ € [0,27[. Die Transformationsdeterminante (Jacobi-Determinante)

9x Iy :
det < g; g; > = det< ot S > = r(cos’ ¢ +sin’ )= r (1.4.2)
do  d¢

—rsing 7cosg

wird fiir die Umrechnung des Integralmafles auf Zylinderkoordinaten bendtigt. Da die Determinante fiir
r = 0 verschwindet, weisen die Zylinderkoordinaten eine Singularitit entlang der ganzen z-Achse auf!

Die Umkehrtransformation lautet:

. \/xz——l—yz, o= {arccos(;) fir y>0 (1.43)

27r—arccos<§> fuir y<o.

Die Zylinderkoordinaten eignen sich besonders fiir Systeme (Funktionen), die nicht vom Winkel ¢ abhingen,
d.h. im Falle axialer Symmetrie.
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1. Vektoranalysis

Orthogonale Einheitsvektoren erhilt man wie folgt:

ax
- ar cosg
E::ﬁ: 2| = sing
T dr dr 0 ’
dz
ar
ax
R P —sin
€ _1o7 _1 8_? = cosgp (1.4.4)
@ J e | = e o
rog 1\ 0
D)
dx
- dz 0
z _97 || 0
2 9z gz o 1
z
dz

Wie man unmittelbar sieht, sind sie auf 1 normiert. Weiterhin folgt ebenfalls sofort, daf} alle Vektoren zuein-
ander orthogonal sind, und sie bilden in der Reihenfolge ¢,, EW ¢, ein rechtshindiges Koordinatensystem
(vorausgesetzt, das den obigen Rechnungen zugrundegelegte kartesische System ist rechtshindig), d.h. es gilt

1
!

(1.4.5)

o
I
o)
X
o

1.4.2 Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten: 7, ¢, ¢. Dabei ist r die Lange des Vektors (x,7,z), & der Winkel zwischen der z-Achse
und dem Vektor (x,y,z) und ¢ der Winkel zwischen der x-Achse und dem Vektor (x,y,0). Es gilt:

x=rsindcosp, y=rsin¥sing, z=rcosd. (1.4.6)

Wertebereiche: » € [0, 00[, ¥ €[0, 7], ¢ €[0,27].
Vorsicht: Die Koordinate r hat hier eine andere Bedeutung als bei den Zylinderkoordinaten (1.4.1)!

z

N
N
\l
/
N,
/
/7

m
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1.5. Elementare Differentialgeometrie

Die Jacobideterminante

dx Iy 2z
ar Jr Ir sind cos ¢ sind sin ¢ cos?
det| 25 22 22| —det( rcosdcos rcos¥sing —rsind
29 29 39 |T SUcosg ¢ $ —rsin
Ix Iy Iz —rsindsing  rsind cosgp 0
do de o (1.4.7)

= cos® (r?sin cos ¢ cos ¥ cos ¢ 4 72 sin & sin ¢ cos I sin )
+ 7sind (7 sin? & cos® ¢ + r sin? I sin” )
= r(cos’ ¥ sin® +sin’ G sin?) = rsin ¢

wird fiir die Umrechnung des Integralmafies auf Kugelkoordinaten benétigt (siche Abschnitt (1.6.1). Daraus
wird deutlich, daf} die Kugelkoordinaten entlang der Polarachse singulir sind, da dort die Jacobideterminante
verschwindet.

Die Umkehrtransformation lautet:

s arccos<%> fir y>0,
r=+/x2+y2+ 22, ﬁ:arccos(—), o= ey
.

(1.4.8)
27T —arccos

fir y<O0.

x24y2

Die Kugelkoordinaten eignen sich besonders fiir Systeme (Funktionen), die nicht von den Winkeln ¢, ¢ ab-
hingen, d.h. im Falle radialer Symmetrie.

Die normierten Koordinateneinheitsvektoren lauten

T cos(¢) sin(F

e, = 5= sin(¢p)sin(¢
cos

)

v

cos(¢p)cos(¢)
—— = sin(g )cos(

—sin(§)

), (1.4.9)

L /—sin(p)
e = -1 ﬁ = cos(yp)
7 rsin(¥) de 0

Diese Vektoren bilden in dieser Reihenfolge wieder ein orthonormales Dreibein, d.h. es gilt

¢,=¢, x&. (1.4.10)

1.5 Elementare Differentialgeometrie

In diesem Abschnitt besprechen wir einige Grundlagen der Differentialgeometrie, wobei wir uns auf Kurven
im R? und R? und Flichen im R? beschrinken.

1.5.1 Ebene Kurven

Wir betrachten als erstes Kurven in der Euklidischen Ebene R?. Nach Festlegung des Koordinatenursprungs
konnen sie als Funktion der Ortsvektoren der Punkte auf der Kurve X : R D (¢,,¢,) — R? dargestellt wer-
den. Im folgenden nehmen wir an, diese Funktion sei im ganzen Intervall (¢, ¢,) stetig nach dem Parameter
differenzierbar.
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1. Vektoranalysis

Jetzt wollen wir die lokalen Eigenschaften einer solchen Kurve durch geometrische vom Koordinatensystem
unabhingige Groflen charakterisieren. An einem Punkt ¢ sei nun

dx

— #0. 1.5.1

Wir nennen den dazugehdrgen Punkt X(¢) auf der Kurve einen reguliren Punkt. Offensichtlich besitzt der
Vektor dx /d¢ in jedem reguliren Punkt der Kurve die geometrische Bedeutung eines Tangentenvektors. Wir
definieren nun durch

dx |' dx
de| dt

die Tangenteneinheitsvektoren an die Kurve, die an jedem reguliren Punkt wohldefiniert sind. Leiten wir

-

(1.5.2)

die Identitdt 72 = 1 nach dem Parameter ab, erhalten wir

-

- dT
T -—=0. 1.5.3

Dies bedeutet, dafl entweder dT /dt ein auf dem Tangentenvektor senkrechter Vektor oder der Nullvektor
ist. Wir betrachten nun den ersteren Fall weiter. Wir kénnen dann in diesem Punkt durch
1 -

dr

dt

df
dt

—

(1.5.4)

einen zweiten zu I senkrechten Einheitsvektor definieren. Das Paar 7 und N bezeichnen wir als das die
Kurve begleitende Zweibein.

Bislang haben wir mit einem ganz allgemeinen Parameter ¢ zur Beschreibung der Kurve gearbeitet. Dieser Pa-
rameter besitzt im allgemeinen keine besondere geomtrische Bedeutung. Eine natiirlichere Parametrisierung
ist durch die Bogenlidnge der Kurve, gemessen vom Anfangspunkt x(z,) gegeben. Der Zuwachs der Bogen-
lange, der sich ergibt, wenn wir um ein infinitesimales Stiickchen weiterriicken, ist offensichtlich durch

di

ds=|—|d 1.5.5
$=|97| 4 (1.5.5)

gegeben. Denken wir uns also die Kurve durch die Bogenlinge s parametrisiert, vereinfacht sich (1.5.2) zu

- dx
T =—. 1.5.6
& (1.5.6)
Eine Gerade ist nun offenbar durch
g: X(s)=Xxy+ Ts mit T =const. und |7_:| =1, (1.5.7)

gegeben. Der Einheitstangentenvektor entlang einer Geraden dndert sich natiirlich nicht. Folglich charakte-
risiert die Grofle

dT
ds

x =

(1.5.8)

die Abweichung der Kurve von einer Geraden, also die Kriimmung der Kurve durch rein geometrische von
der Wahl der Parametrisierung der Kurve unabhingige Groflen.
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1.5. Elementare Differentialgeometrie

Die Kriimmung x ldfit sich nun noch geometrisch interpretieren. Wie wir

T(s+ds) oben gesehen haben, steht die infinitesimale Anderung des Tangentenvek-
torsd7 = dsdT /ds senkrecht auf T'. Fiir den Winkel dp zwischen T'+dT
T(s) und T gilt also (s. Abb.

a7

e dsx. (1.5.9)

sin(dgp) ~dy =ds

Die Bogenlinge ist also ds = d¢/x, d.h. o =1/ ist der Radius des sich an
die Kurve im betrachteten Punkt anschmiegenden Kreises, den man in die-
sem Zusammenhang als Kriimmungskreis bezeichnet. Die Grofle p heifSt

dT Kriimmungsradius. Der Ortsvektor des Mittelpunktes des Kriimmungs-
kreises an die Kurve in dem betrachteten Punkt liegt demnach bei
T(s) K=%+pN. (1.5.10)

T(s+ds)
? Die Menge der Kriimmungskreismittelpunkte bildet ihrerseits wieder eine
Kurve, die sogenannte Evolute der Ausgangskurve.

. Wir geben noch die expliziten Ausdriicke fiir diese Groflen fiir eine be-
Abbﬂdung L1: Zur KO‘”‘SU uk- liebige Parametrisierung der Kurve, ausgedriickt durch die Komponenten
tion des Kriimmungskreises an by, eines kartesischen Koordinatensystems an. Zunichst ist

eine vorgegebene Kurve (Abbil-

dung aus der Wikipedia). ds _|dx|_ Pl= /52 1 %2
—=|—=x|= + x;. 1.5.11
Weiter ist wegen (1.5.2) in dieser Schreibweise
. di % 1 :
T:—x:i_.):—<),cl>. (1.5.12)
s x| X2+ x5 \ %2
Wir bendtigen noch
d . d /= E3F ii 4
N P A b ko) (1.5.13)
dt dt I%| 2 4 i2
und .
d_T:—T: z|£|2—‘£(£.;z) = ’bliz_féj’el <_,"C2>, (1.5.14)
ds  |x| %4 (X7 + %72 \ %
woraus nach einiger Rechnung aus (1.5.8)
x = % — %% | (1.5.15)

3
[52 | =2
9c1—|->c2

folgt. Normierung von (1.5.14) liefert gemifs (1.5.4) schlieflich fiir den Normalenvektor

v = Sign(indy — H%) <_,"C2>. (1.5.16)
NE ks X1
Fiir die Evolute erhalten wir wegen (1.5.10) und (1.5.16)

.2 .2 .

- xX:+Xx —

K:.?_C>+1—2< ‘x2>. (1.5.17)
XXy — XXy \ Xq
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1. Vektoranalysis

Beispiel: Fiir einen Kreis mit Radius » um den Ursprung des Koordinatensystems konnen wir die Parametri-
sierung

%= r<cf)”>, t €[0,27) (15.18)
sin ¢
wihlen. Hier ist eine Parametrisierung mit der Bogenlidnge einfach, denn es ist offenbar
t .
s(t) :f dt'|x| = rt. (1.5.19)
0
Es ist also (5/)
- cos(s/r
. , 0,277). 1.5.20
x(s) r<s1n(s/r)> s€[0,27r) ( )

Der Tangenteneinheitsvektor an jedem Punkt ist also durch

f*:%:(‘(j:és/r f)>> (15.21)

gegeben und
d_T:_l cos(s/r) C N=_ c9s(s/r) (1.5.22)
ds r /

Die Kriimmung ist wegen

1
X =—=

P

Das ist verstandlich, denn der Schmiegkreis and den Kreis ist dieser Kreis selbst. Entsprechend mufi die Evolu-
te eines Kreises zu seinem Mittelpunkt entarten. In der Tat folgt aus (1.5.10) und (1.5.23) sofort K = 0 = const.

dT

1
ary_ 1 1.5.23
ds r ( )

1.5.2 Raumkurven

Die Verallgemeinerung der Betrachtungen zu Kurven im Euklidischen R? ist nicht besonders schwierig. Auch
hier definieren wir eine Kurve durch eine Parameterdarstellung ¥ : R D (y,¢,) — R’ und ebenso wie fiir die
ebenen Kurven ist ein intrinsischer Parameter durch die Bogenlinge der Kurve, gezihlt vom Anfangspunkt
x(t,) eine geometrische der Kurve immanenter (d.h. von der Wahl der Parametrisierung unabhingige) Grofie.
Betrachten wir also zunichst die Kurve wieder in dieser Parametrisierung. Dann ist der Einheitstangenten-
vektor durch

T % (1.5.24)
ds  |x|
definiert, und der Hauptnormaleneinheitsvektor ist durch
Kz:ld_T, =t dr (1.5.25)
x ds o |ds

gegeben. Dabei ist o wieder der Kriimmungsradius und x = 1/p die Kriimmung der Kurve and dem be-
trachteten Punkt. Wir erginzen nun 7' und N durch die Definition des Binormaleneinheitsvektors vermoge

B=TxN. (1.5.26)

Damit ist durch (f,ﬁ ,B ) eine allein durch die Geometrie der Kurve bestimmte (also von der Wahl der Para-
metrisierung unabhingige) rechtshindige Orthonormalbasis, das die Kurve begleitende Dreibein, definiert.
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1.5. Elementare Differentialgeometrie

Gegeniiber den ebenen Kurven ist im Raum die Frage sinnvoll, ob die Kurve im Raum in einer Ebene bleibt
oder nicht. Der Tangentenvektor T und die Hauptnormale N spannen die sogenannte Schmiegebene auf.
Andert sich diese Ebene entlang der Kurve nicht, handelt es sich definitionsgemifi um eine ebene Kurve im
Raum. Da der Binormalenvektor stets senkrecht auf der Schmiegebene steht, ist dies genau dann der Fall,
wenn dﬁ/ds =0 ist.
Wir suchen nun ein Maf} fiir die Abweichung der Kurve von einer ebenen Kurve. Dafiir bietet sich offensicht-
lich der Vektor dB/ds an. Da das begleitende Dreibein eine Orthonormalbasis bildet, muf} sich allerdings
dieser Vektor als Linearkombination dieser Basisvektoren ausdriicken lassen. Wir wollen nun zeigen, dafl er
parallel zum Hauptnormalenvektor N ist. Dazu differenzieren wir die Gleichung T-B =0=const nach der
Bogenlinge:
d7 B+T- dB @2 xN-B+T- dBm* dB =o. (1.5.27)
ds ds ds ds

Dies bedeutet, daf} dB/ds senkrecht auf T steht. Ebenso folgt aus B2 = 1 = const, daf} dieser Vektor auch
senkrecht auf B steht. Damit muf§ aber

B __ N y=-n¥ (1.5.28)
ds ds

sein. Die Grofle y heifft Windung oder Torsion. Sie ist eine vorzeichenbehaftete Grofle. Die geometrische

Bedeutung wird klar, wenn wir (1.5.26) beachten. Aus der bac — cab-Regel (1.2.12) folgt

-

_N=TxB5, (1.5.29)
so dafs wir (1.5.28) auch in der Form

-

dB

= 4T xB (1.5.30)
ds
schreiben kénnen. Ist also y positiv, so ist die Anderung von B in diesem Punkt bei infinitesimalem Fort-
schreiten entlang der Kurve um die Linge ds durch eine infinitesimale Drehung um den Winkel yds um

die durch T' definierte Drehachse im Sinne der Rechtehandregel gegeben. Die Grofle y gibt also die loka-
le Ganghdhe der Schraube an, und zwar im Sinne einer Rechtsschraube falls ¥ > 0 und im Sinne einer
Linksschraube falls y < 0 ist.

Bevor wir ein charakteristisches Beispiel fiir diese Begriffsbildungen durchrechnen, wollen wir noch die Fre-
net-Serret-Formeln herleiten. Diese geben die Komponenten der Ableitungen des begleitenden Dreibeins
nach der Bogenlinge der Kurve bzgl. der durch das begleitende Dreibein gegebenen Basis an. Aus und
folgen bereits zwei der drei gesuchten Formeln

d7 _ - = dT - dT 54T
—=xN=>T-—=0, N-—= =0 1.5.31
s " ~ ds 7 s 7 Tas T ( )
dB . - dB - dB - dB
—=—yN=>T.-— =0, —=—y, B-: =0. 1.5.32
ds = ds " ds X ds ( )
Daraus ergibt sich mit (1.5.29) aber auch sofort fiir die verbleibende Ableitung
d—N:i(Exf):d—Bxf+§xd—:—xﬁxf+x§xﬁle§—xf, (1.5.33)
ds s ds ds
wobei wir benutzt haben, dafl (7_: N, B) eine rechtshindige Orthonormalbsis bilden. Aus folgt also
- dN - dN = dN
T —=— N-—=0, B-—=y. 1.5.34
ds i ds ’ s 7 ( )
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1. Vektoranalysis

Oft ist eine Parametrisierung der Kurve durch die Bogenlinge unbequem, so dafy wir das begleitende Drei-
bein und die Kriimmung und Torsion noch fiir eine beliebige Parametrisierung umschreiben wollen. Dazu

bendtigen wir nur

(1.5.35)

(1.5.36)

(1.5.37)

éi_r
de 1"
wobei der Punkt iiber einem Symbol wieder die Ableitung nach dem beliebigen Parameter ¢ bedeutet. Daraus
folgt |

Fod_*

ds | §|

Weiter ist wegen ’55 ‘ — V32

dgloi

I

Daraus folgt
?_QEZ—E(E-z)Ex(ExE)
- 13 - 13 .
§ §

Zur Normierung dieses Vektors beachten wir (1.2.9)

o [F[FxE x|
N=—"05 ="
S
Der Hauptnormalenvektor ist also durch
. T Xx(ixi
N=—=+ ( B )
IR
gegeben und der Binormalenvektor durch
= 2 s XXX
B=TxN=
i

x = ]([) — i = =
5 5| = ENE
v K SRR
Zur Berechnung der Torsion gehen wir von (1.5.32) aus:
- d8 N-B
X =—Nr7==—"7
ds ’,‘C"
Die Ableitung von B ist
L ¥x X B dis s
B=""C ..—|X><X|
e [E x| de

(1.5.38)

(1.5.39)

(1.5.40)

(1.5.41)

(1.5.42)

(1.5.43)

(1.5.44)



1.6. Integration im R’

Multiplikation mit N liefert schlieflich

(1.5.45)

Als Beispiel fiir diese geometrischen Betrachtungen, das besonders anschaulich ist, betrachten wir die Schrau-
benlinie

7 cost
X(t)=| rsint |, r€[0,00), r>0, a€R. (1.5.46)
at
Wir haben
‘?c|: r24+a? = s =112 +a (1.5.47)

Wir konnen also in diesem Fall sehr einfach zur Parametrisierung mit der Bogenlinge tibergehen, was die
weiteren Rechnungen etwas erleichtert:

%(s)=| rsin(—= . (1.5.48)

Daraus ergibt sich mit (1.5.24f1.5.26) fiir das begleitende Dreibein

—r sin(

Ir=—— rcos(%) )
Vri4a? rita

(1.5.49)

(1.5.50)

asin(

— | - 5 s 1.5.51
Vr2+a2 4 cos Vr2+az> ( )

r

Kriimmung und Torsion der Kurve berechnen wir am bequemsten mit Hilfe der Gleichungen (1.5.25) bzw.
(1.5.28):

r a
X=—, =—.
e A S Y
Die Kurve ist also fiir @ > 0 eine Rechts-, @ < 0 eine Linksschraube und fiir 2 = 0 eben. In der Tat ergibt sich
tiir 2 = 0 ein Kreis in der 12-Ebene mit Radius » um den Ursprung.

(1.5.52)

1.6 Integration im R’

1.6.1 Volumenintegrale

Zur Definition des Volumenintegrals zerlegt man den vorgegebenen Integrationsbereich in sehr kleine dis-
junkte Volumenelemente mit Volumen AV, (i €{1,2,...,N}). Bezeichnet dann 7, irgendeinen im i-ten Vo-
lumenelement gelegenen Punkt, so definiert man das Volumenintegral als den Grenzwert

N
f dVp(7)= lim ZAVHO(?Z»), (1.6.1)
v N—oo P
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1. Vektoranalysis

wobeti alle Volumenelemente beliebig klein werden und ihre Vereinigung im Limes N — oo gerade das vorge-
gebene Volumen V ausschopft. Vorausgesetzt, dieser Limes ist unabhingig von der Zerlegung in Volumenele-
mente und die Wahl der 7;, dann heifSt p integrabel und der eindeutige Grenzwert das Volumenintegral
der Funktion p(7) tiber das Gebiet V.

Allgemeine Betrachtungen

Wir fithren zur Parametrisierung des Volumens irgendwelche generalisierten Koordinaten ¢; (i € {1,2,3})
ein, wobei wir voraussetzen, daf} die Vektoren
- ar )
b=<", ie{1,2,3) (1.6.2)
dq

linear unabhingig sind, also eine Basis des R> bilden. Dann kénnen wir die Volumenelemente als infinitesi-
male Spate lings der Koordinatenlinien wihlen, die durch die so definierten zu den ¢; g ehorlgen holonomen

Basisvektoren -) 2) gegeben sind. Wir bringen dabei die ¢; in eine Reihenfolge, so daf} die (bp bz, b 5) eine
rechtshindige Basis bilden, d.h. daf§ die Volumenelemente

ar ar ar
dV =vol dg,, dg,, d
vo <8q1 91 3 % 9> 3 q3>

i

q3
dr d7\ d7
:d41d612df]3<3 X 3 >.3
ql qz q3
e (1.6.3)
dx  dx  Ix
dq dg dq
:d3q det —yl a—yz —; :qu det[M}>o
ngl %qzl 8923 3(Q1:Q2a43)
dq, dq, g

sind (vgl. (1.2.13) und (1.2.14)).
Das Volumen kann dann z.B. in der Form

V7 =7q19%) <€) D€ @) 0(a)]s 45 €1a31(a1 D), a32(q1,9,)] (1.6.4)

gegeben sein. Dann ist wegen (1.6.3) das Volumenintegral (1.6.1) durch die folgenden iterierten gewdhnlichen
Integrale gegeben:

912 22(q1) 952(41,92) d(x,y,z _
f dVp(7) f dg, dg, f dg; det[—a (7,%) ]P["(‘hs%’%)]- (1.6.5)
911 a2(q1) 31(q1592) (41a42,43>

Beispiele

1) kartesische Koordinaten (x,y, z):

Vb
JdV,oxy, defdyjdzloxy, de de szpxy, )| - (1.6.6)

Ya
Dabei ist V' das Volumen eines Quaders, der sich in x-Richtung von x, bis x, erstreckt, in y-Richtung
von y, bis y, und in z-Richtung von z, bis z,,.

Anschauliche Bedeutung von p(x,y,2): z.B. Massendichte oder Ladungsdichte am Ort 7 = (x, 7y, 2).
Die Masse bzw. Ladung in einem infinitesimalen Volumen dV um den Punkt 7 ist dann p(x,y,z)dV =

o(x,y,z)dxdydz.
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1.6. Integration im R’

2) Berechne das Volumen V/, eines Quaders der Abmessungen /, b, b:

Wir legen dazu das Koordinatensystem z.B. so, daf} eine Ecke des Quaders mit dem Koordinatenur-
sprung zusammenfillt und die angrenzenden Kanten mit den positiven Koordinatenhalbachsen:

l b h
VQ:dedefdzlzlbb. (1.6.7)
o 0o 0

3) Berechne das Volumen eines Zylinders mit Radius R und Linge L:

Dann wihlen wir das Koordinatensystem z.B. so, daf§ die z-Achse mit der Zylinderachse zusammenfillt
und die Bodenfliche des Zylinders in der x-y-Ebene bei z = 0 liegt.

Fiir die Koordinaten, die den Zylinderrand charakterisieren, gilt: z = 0 (Boden), z = L (Deckel), x? +
y? = R? (Mantel). Also gilt im Innenraum

0<z<IL, —R<x<R, —VR?—x?2<y<+yR?—x2 (1.6.8)

Es ist also zu berechnen
R R
VZ_J dv = fdzfdx f :Lfde\/Rz—xz. (1.6.9)
—v/R2=x2 —R

Dieses Integral ist im Prinzip [6sbar durch die Substitution x = R cos 6 (zur Ubung empfohlen). Einfa-
cher geht es durch die Wahl angemessener Koordinaten, d.h. hier Zylinderkoordinaten:

R 21 L R 2r R
VZ:f dV:J drrf dgof dz:Lf drrf d@:ZnLJ drr =xLR*  (1.6.10)
z 0 0 0 0 0 0

Die hier durchgefiihrte Transformation des Integrals auf Zylinderkoordinaten beinhaltet die Jacobide-
terminante (r), welche in Gl. (1.4.2) berechnet wurde.

Wir wollen nun zeigen, daf§ das Volumenintegral unabhingig von der Wahl der generalisierten Koordi-
naten definiert ist. Das versteht sich aufgrund unserer geometrischen Herleitung des Volumenelements zwar
von selbst, es ist aber eine gute Ubung, sich dies auch formal zu iiberlegen. Fiihren wir nimlich statt der g;
neue generalisierte Koordinaten ¢, ein, folgt

d(x,7,2) ] 3 4 [ d(x,y,2) 3(611,612,@] 3 [ 3(x,7,2) } 3
det| =———~ |d’q’ =det o | g’ =det| =——— |d’q, (1.6.11)
[(9(41,612,613) (91,92, 93) 9(41,95,95) (91,92,93)

wie man durch direktes Ausmultiplizieren der Jacobimatrizen nachweist, d.h. es gilt

= a(x y’ ) = / Q(X,y,z) =0 !
dV(7) f &g 7(q)]= d’q' det —="2- o[ 7(q")], (1.6.12)
| avet Gy [, @ddas )

wobei V, und V,, die Bereiche der generalizierten Koordinaten (¢, ¢,,43) bzw. (41,3, 43), die das Volumen
V parametrisieren, bezeichnen. Das Volumenintegral ist also in der Tat unabhingig von der Wahl der Koor-
dinaten, wie es fiir eine sinnvolle geometrische Grofe sein soll.

Wir spezialisieren diese allgemeinen Betrachtungen nun auf Zylinder- und Kugelkoordinaten.

45



1. Vektoranalysis

Zylinderkoordinaten

In Gl. (1.4.2) wurde die Transformationsdeterminante r fiir Zylinderkoordinaten bereits berechnet; jedes
Integral einer skalaren Funktion f(x,y,z) iiber ein Zylindervolumen (Radius R und Lange L) 1f}t sich dann
auch schreiben als

R 21 L
J dxdydz f(x,y,z):f rdrf dgaf dz f(rcosg,rsing,z). (1.6.13)
z 0 0 0

wenn man den Zylinderboden bei z = 0 festlegt.

Beispiele

4) Integral von f(x,y,z) = x?+y*—22? {iber ein Zylindervolumen:

2r
I:f dxdydz (x? +y*—22%) = f rdrf dgof dz (r? —22%)

21
f drf dgof dz (r’ —22%r) 27-cf drf dz (r’ —22%r) (1.6.14)
4 3 4
_2nJ dr< L— 27L—> <R —rL >_nL<R——2R2L2>
0 3 3 2

5) Man berechne das Volumen eines Kegels in Zylinderkoordinaten. Der Abstand der Spitze von der
Grundfliche sei b; der Radius der Grundfliche sei R.

Wir wihlen das Koordinatensystem so, dafl die z-Achse auf der Kegelachse und die Kegelspitze im
Ursprung liegt. Rand: z = » (Boden), » /z = R/h (Mantel); Innenraum: 0< z < h, r < zR/h:

2 ZR/}J

2R PR 1,
VKegel J fd¢ f d?’?’—deZTC 252 _ﬂ?ﬁ ghﬂR . (1615)

Kugelkoordinaten

In Gl. (1.4.7) wurde die Transformationsdeterminante 72 sin fiir Kugelkoordinaten bereits berechnet; jedes
Integral einer skalaren Funktion f(x,y,z) tiber ein Kugelvolumen mit Radius R lift sich demnach auch
schreiben als

R 2 T
f dxdydz f(x,y,z):] r2dr j dgoJ sind dd f(rsindcosg,rsindsing,rcosd). (1.6.16)
K(R) 0 0 0

Beispiele

6) Eine Kugel mit Radius R — oo (und Mittelpunkt im Koordinatenursprung) besitze die Massendichte
o =exp(—7/7r,) g/cm® mit 7, = 1 cm. Man berechne die Masse des kugelsymmetrischen Systems.

Die Massendichte hingt nur von » = |7 | ab. Setze R = 00, py = 1 g/cm’, a = r /1y, (roda = dr);

M, = dep fdz?smﬁjdgpfdrr poexp(—r/7y)
(1.6.17)
:2-2nr§pofdaazexp(—a):47rro3p02:87rg%25g
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1.6. Integration im R’

mit der Nebenrechnung (partielle Integration):

f daa? exp(—a) = —a? exp(—a)(:’ — j)oda 24 (—1) exp(—a)
= f da (—1)exp(—a) = 2.

1.6.2 Oberflichenintegrale

Nehmen wir nun an, durch

F: 7=7Ap4), (A4,4)eACR? (1.6.18)

sei eine Fliche im R definiert.

Beispiel
Die Kugelflache (Sphire) Sz mit Radius R mit Mittelpunkt im Koordinatenursprung ist durch

sind cos ¢
Sg: 7=R|[sin¥sing |, (¢,¢)€[0,7]x[0,27] (1.6.19)
cosd

parametrisiert.

Dann lassen sich verschiedene Arten von Oberflichenintegralen definieren. Dazu denken wir uns die Oberfla-
che durch die A;-Linien (j € {1,2}) der Parametrisierung 1) in infinitesimale Parallelogramme eingeteilt.
Mit dem Kreuzprodukt lassen sich dann sowohl ein vektorielles als auch ein skalares Flichenelement bestim-
men, und zwar

- ar  Ir -~
df =dA,dA, <&,/1 X ﬁ) df =|df|. (1.6.20)

Der Vektor d ]? steht dabei in dem jeweiligen Punkt stets senkrecht auf der Fliche. Seine Linge entspricht der
Fliche des Flichenelements (vgl. Abschnitt[1.2.1). Seine Orientierung ist allerdings von der Reihenfolge der
Parameterwahl abhingig und muf} fiir jede Anwendung sorgfiltig festgelegt werden. Wir kénnen dann eine
von der Wahl der Parametrisierung unabhingige Definition fiir Oberflichenintegrale iiber Skalar- bzw.

Vektorfelder der Art
ar Ir
- . 2
| 4f o= | 2|57 x S el ) (16.21)
fdf-\?(?)-—f dzx<ﬂxﬁ>.ﬁ[7(x )] (1.6.22)
F A dA A b o

angeben. Es lift sich wieder leicht nachweisen, daff diese Definitionen tatsichlich unabhingig von der Wahl
der Koordinaten ist (Ubung).

In einer Reihe physikalischer Probleme hat man Funktionen iiber die Randfliche J V' eines geometrischen
Volumens V zu integrieren. Es ist klar, daf3 dies stets geschlossene Flichen sind, wie z.B. die oben definierte
Kugelfliche, die man als Rand der entsprechenden Vollkugel auffassen kann. Die Oberflache kann dabei auch
aus einzelnen Teilen zusammengesetzt sein.
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1. Vektoranalysis

Beispiele

1) Die Integration iiber die Oberfliche dQ eines Quaders Q beinhaltet 6 Beitrige, bei denen jeweils die
x, 7, z-Komponente der Funktion durch das jeweilige Oberflichenstiick festgehalten wird, explizit:

LzaQ dff(X,y,Z)Zbe dnyb dz f(x :xa,y,z)-i-fyb dnyb dz f(x =x,,7,2)

+J dyf dx f xy,z—z)+f dyf dxf(x,y,z=2z,) (1.6.23)

f dzf dx f(x,y = yﬂ,z)—i—f dzf dx f(x,y =v,2).

2) Mit Hilfe von Zylinderkoordinaten erhalten wir fiir die Integration iiber die Zylinderoberfliche dZ 3
Beitrige von den Deckelflichen (bei z = z, und z = z,) und der Mantelfliche (» = R):

A fpa= rar [ firpe=z)
F=0Z 0 0

. , ) (1.6.24)
T 2z T
+f rdrf dgof(r,go,z:zb)—i—J dzf de R f(r =R,p,z)
0 0 z, 0
3) Fiir die Integration iiber die Kugeloberfliche gibt es nur einen Beitrag (fiir » = R):
2
J df f(r,8,9)= f ddsind dopR*f(r =R, 9,9). (1.6.25)
F=JK 0

Falls f(7,, ¢) nicht von ¢ oder lediglich von cos® anhingt, kann man substituieren und erhilt

cos(7) 2
f dff(r,cosﬁ,gp):—f d(cos &) dp R? f(r =R,cos 9, ¢)
F=3K cos(0) 0 (1.6.26)
1 27
:J d(cos?) | dpR*f(r =R,cos,0).
—1 0

Im speziellen Fall, daf} / nur von r abhingt, erhilt man weiterhin das einfache Resultat:

1 2r
f df £(r) f d(cos®) f dp R* f(r =R)=4nR’f(R), (1.6.27)
F=0K —1 0

d.h. die Funktion f(r) wird an der Stelle » = R mit der Kugeloberfliche 47 R? multipliziert.

1.6.3 Fluf eines Vektorfeldes durch eine Oberfliche

Der Fluf} eines Vektorfeldes 2(7) durch eine Fliche wird durch das bereits oben definierte Flichenintegral
der Art (1.6.22) definiert.

Eine anschauliche Bedeutung erhilt diese Art von Integralen aus der Anwendung auf Stromungsfelder in der
Fluid- oder Elektrodynamik. Stellen wir uns dazu das Stromungsfeld 7(7 ) einer Fliissigkeit vor, das in je-
dem Punkt 7 die Geschwindigkeit des gerade dort befindlichen Volumenelements angibt. Sei weiter po(7 ) die
Massendichte der dort befindlichen Fliissigkeit. Wir denken uns nun ein infinitesimales vektorielles Flichen-

element df in diese Stromung gestellt und fragen nach der Masse, die in einem infinitesimalen Zeitraum d¢
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1.6. Integration im R’

durch diese Fliche stromt. Dies wird gerade derjenige Teil des Volumens sein, der von dem infinitesimalen

Spat aufgespannt wird, der durch den Vektor (7 )d¢ und die das Flichenelement d ]7 aufspannenden Vektoren
gegeben ist. Es wird dabei aber nur der zur Fliche senkrechte Anteil von ¥ auch tatsichlich durch die Fliche

gelangen. Das leistet aber gerade das Skalarprodukt, d.h. die gesuchte durch die Fliche flieflende Masse wird
durch

dm =df -3dt (1.6.28)

gegeben sein. Der Flufl ist dann definiert durch dm/d¢, d.h. zusammen mit der Wahl des Flichenelements

-
-\ =

gibt die Massenstromdichte j (7 ) = o(7 )9(7 ) jeweils die pro Zeit durch ein solches Flichenelement stromen-

de Massenelement an, wobei das Vorzeichen durch die Orientierung von d ]F bestimmt ist. Die Wahl dieser
Orientierung ist dabei willkiirlich. Die physikalische Bedeutung wird aber immer dieselbe bleiben.

AEXZ

vol(@, b,2)= (@ x b)-¢ =+hF

Allgemein definiert man daher als Fluf des Vektorfeldes A durch eine Fliche F das Flichenintegral

@:f d@:f df -AG). (1.6.29)
F F

Beispiel

Wir betrachten eine Kreisfliche mit Radius R und Mittelpunkt bei z = 0 in der x, y-Ebene. Der Kreisflichen-
vektor sei in +z-Richtung gerichtet. Der Fluf} des Vektorfeldes A(7) = (A,(7),4,(7),4,(7)) durch diese

Kreisfliche liefert nur das Oberflichenintegral von A,(x,y,z = 0) iiber die Fliche, da A ¢, =A, (in Zylin-
derkoordinaten):

2n R
@:J deZ(x,y,Z:O):f dgﬂJ drrA,(rcosg,rsing,z=0). (1.6.30)
F 0 0

Wie schon oben betont, ist im Falle von allgemeinen Flichen die Festlegung des lokalen Flichenvektors nicht
eindeutig.

Fiir geschlossene Oberflachen 14f3t sich diese Mehrdeutigkeit dadurch vermeiden, dafl die Richtung des Fli-
chenvektors verabredungsgemif ,nach auflen, d.h. vom Volumen wegweisend, festgelegt wird. In der oben
betrachteten physikalischen Situation einer Fliissigkeitsstromung bedeutet dann ein positiver Flufi, daf§ pro
Zeiteinheit mehr Masse in die Oberfliche hinein- als herausfliefit. Fiir derartige geschlossene Oberflichen
lassen sich nun weitere wichtige Zusammenhinge formulieren.
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1. Vektoranalysis

1.6.4 Integralsatz von Gauf

Es ist oft sehr hilfreich, einen Zusammenhang zwischen einem Volumenintegral iiber die Divergenz eines
Vektorfeldes 2(7) und einem Oberflichenintegral iiber die dieses Volumen umschlieflende Fliche F = dV
mit dem Vektorfeld 2(7) herzustellen. Insbesondere in der Elektrodynamik erlaubt dieser Zusammenhang
eine einfache Berechnung zentraler Grofien wie die des elektrischen Feldes E(7). Der Integralsatz von Gauf}
liefert diesen Zusammenanhang, d.h. der skalare Fluf§ des Feldes A(#) durch die geschlossene Fliche F = dV
ist gleich dem Integral der Divergenz von A iiber das von F umschlossene Volumen V':

f E-df:f [V-A(7)]dV. (1.6.31)
av 1%

Der Flichenelementvektor d ]? ist hierbei senkrecht nach auflen ausgerichtet. Je nach Symmetrie des angege-
benen Problems wihlt man geeignete Koordinaten.

Wir werden diesen wichtigen Satz hier nicht beweisen aber anhand einiger Beispiele verifizieren.

Beispiele

1) Sei V ein Wiirfel mit Seitenlinge 24 und Mittelpunkt im Koordinatenursprung und sei A=(0,0,2).In
diesem Fall verwenden wir am besten kartesische Koordinaten. Mit

V-A=04+0+1=1

lautet das Volumenintegral

J dV divA(7 lex ley f dz 1 =(24)(24)(22) = (1.6.32)

Das Oberflachenintegral [ifit sich schreiben als
J g(?)~df: <Axdy dz +A,dzdx +A,dx dy). (1.6.33)
av av

Nur die z—Komponente des Feldes trigt zum Integral bei, da A, = A, = 0. Die durchzufiihrende
Integration besteht also aus zwei Termen, die den Seiten des Wiirfels bei z = 2 und z = —a entsprechen.
Das Oberfliachenintegral ist also

f_:dy _:dzAz(a) J dy J dzA,(—a) f dy f dz a— f dy J dz (—a) e
)=

=a(2a)(2a)+a(2a)(2a
wobei das Minusvorzeichen vor dem zweiten Integral von der Orientierung der Seite z = —a in die
negative z—Richtung stammt. Dieses Resultat stimmt mit dem Volumenintegral (1.6.32) {iberein, wie

es aufgrund des Gaufischen Satzes (1.6.31) sein muf3.

2) Sei V ein Zylinder mit Radius R, Hohe » und Mittelpunkt im Koordinatenursprung und sei A =
(x,7,2). In diesem Fall verwenden wir am besten Zylinderkoordinaten. Mit

divA=V-A=1+1+1=3

50



1.6. Integration im R’

lautet das Volumenintegral

27 h/2 b —)
f dr rJ dgof dz_3< >(2n)<———>:3nR2h.
b2 2 2

Um das Oberflichenintegral zu berechnen, miissen wir die Beitrige des Deckels, des Bodens und des

Mantels des Zylinders bestimmen (siche Gl. (1.6.24)).
Fiir den Deckel gilt
21 R x 0 21 R 2
f dgoj drr{ » |-(0 :J dgaf drrEZNR b.
0 0 b/2) \1 0 0 2 2
Fiir den Boden gilt

27 0 27 R 2
f dgof 1 © :f dgaJ drré:TCRb.
h ) \C . . 2- 2
Fiir den Mantel gilt
27'[ h/2 RCOSgD cosy 2 h/2
J f dzR Rsmgo smgo f dgaf dz R*(cos® ¢ +sin’ ) = 2 R?b.
h/2 h/2

Die Summe aller Beitrige liefert in Ubereinstimmung mit dem Gaufischen Satz (1.6.31) auch fiir das
Oberflichenintegral den Wert 37R?.

3) Sei V eine Kugel mit Radius R und Zentrum im Koordinatenursprung und sei A= (x,7,2). In diesem
Fall, verwenden wir am besten Kugelkoordinaten. Mit

divA=V-A=1+1+1=3

lautet das Volumenintegral

21
f f dgof d(cos ) = < >(27r)2 4R (1.6.35)

Das Oberflachenintegral [ifit sich schreiben als

21
f )df f dgof d(cosO)R*A(R, 3, ¢) ¢,
av

Py Rcosgsin® cosgsin®
f dgo d (cosO)R* [ Rsingsind singsin@
Rcos@ cosd (1.6.36)

2n
f dng d(cosd) R I:cos g0+s1n @)sin 260 + cos® t9:|

2r
= f dgof d(cos@) R®> =4nR’,
0 —1

was wieder mit dem Volumenintegral (1.6.35) {ibereinstimmt, wie es aufgrund des Gaufischen Integral-
satzes sein muf3.
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1.6.5 Linienintegrale

Eine orientierte Kurve (Weg) im Raum von einem Punkt A zu einem Punkt B ist charakterisiert durch Vek-
toren 7(s), die eine Parametrisierung der Kurve liefern, so dafy 7(a) = A und 7(%) = B. Der Kurvenparameter
s durchlduft dabei alle Werte zwischen a und 4. Fiir eine geschlossene Kurve gilt 7(a) = A =B = 7(b).

Beispiele

1) Ein Geradenstiick von A = (x4,y4,2,) nach B = (xz,vp, zp) ist gegeben durch

X xA xB_xA
y|=(2a)+s| 8= mit s €[0,1]. (1.6.37)
V4 ZA ZB_ZA

Fir A=(0,1,0) und B =(2,2,0) ist eine entsprechende Parametrisierung gegeben durch

x(s) 0 2
7(s)=(y(s)|=1])+s(1 mit s€[0,1]. (1.6.38)
z(s) 0 0

Geschlossenene Wege wie z.B. Dreiecke, Quadrate, Vielecke etc. werden dann aus Teilstiicken der Form

(1.6.37) zusammengesetzt.

2) Ein Kreis in der x-y-Ebene mit Radius R und Zentrum im Koordinatenursprung hat fiir mathematisch
positive Orientierung (Gegenuhrzeigersinn) die Standardparametrisierung

x(s) Rcoss
7(s)=| y(s) | =( Rsins | mit se&[0,2n]. (1.6.39)
z(s) 0

Fiir Teilstiicke des Kreisbogens beschrinkt man s auf das entsprechende Intervall [64,0;].
3) Eine Schraubenlinie in z-Richtung mit Radius R wird beschrieben durch

x(s) Rsins
7(s)={ y(s) | =| Rcoss mit s €[0,2x[, (1.6.40)
z(s) hs/[(2m)

wobei die Schraube nach einer Umdrehung die Hohe 5 erreicht. Im Falle einer unendlichen Schrauben-
linie ist s €[0, oo[ zu setzen.

Mit der Definition einer orientierten Kurve im R? oder R? kann das Wegintegral (oder Linienintegral) eines
Vektorfeldes E entlang der Kurve (des Weges) K wie folgt eingefiihrt werden:

Ie = JK&-E(;): Lb ds {% -E[?(s)]}. (1.6.41)

Auf dieser Weise lfit sich ein Linienintegral eines Vektorfeldes durch ein einfaches eindimensionales Integral
ausdriicken, da das Skalarprodukt der Vektoren eine skalare Funktion (abhingig vom Parameter s) ist. Es lafit
sich wieder leicht nachweisen, daf§ das Wegintegral von der konkreten Parametrisierung unabhingig ist, denn
mit einem Parameter s’ fiir denselben Weg ergibt sich aufgrund der Substitutionsregel fiir einfache Integrale

sofort ) ) , ;
f/ ds/{%.ﬁms/)]}:f ds{j—:.ﬁms)]}:: Ld?f(?). (1.6.42)
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Physikalisches Beispiel

Wirkt auf einen Korper die Kraft F (7 ), so mufl man die Arbeit
> S 7 o= t 7 o=
W :_J &7 F(7) = _f ds {dl -F[?(s)]} _ _J dt {d—’ -F[m)]} (1.6.43)
K s, dS £ dt

verrichten, um den Korper entlang des Weges K zu bewegen. In diesem Fall hat der Parameter s = ¢ die
Bedeutung der Zeit und i—z die einer Geschwindigkeit.
Weitere Beispiele

1) Sei E =(y2,y,z /4). Wir wollen das Linienintegral des Vektorfeldes E entlang eines Geradenstiickes von
A =(0,0,0) nach B = (0,1,2) berechnen. In diesem Fall ist eine Parametrisierung des Weges gegeben

durch
x(s) 0
7(s)=(y(s)|=s({1] mit se[0,1], (1.6.44)
z(s) 2
und fiir die Ableitung nach s folgt
" 0
j_r - (1.6.45)
s

Fiir das Linienintegral ergibt sich dann nach (1.6.41)

1 0 s? 1 1
]K:J ds{1])- s :f d5(0+s+s):2f dss=1. (1.6.46)
0 2 5/2 0 0

2) Sei E = (y,—x, z%). Wir wollen das Linienintegral des Vektorfeldes E entlang des positiven Halbkreises
vom Punkt A = (R,0,0) nach B = (—R,0,0) mit Radius R und Zentrum im Koordinatenursprung
berechnen. In diesem Fall verwendet man die Parametrisierung des Weges (1.6.39)

x(s) Rcoss
7(s)=|y(s) | =| Rsins | mit se€[0,rx]; (1.6.47)
z(s) 0
fiir ihre Ableitung gilt
& —Rsins
— = Rcoss mit se[0,x]. (1.6.48)
ds 0

Fiir das Linienintegral ergibt sich nach (1.6.41)

- —Rsins Rsins ”
Iy = f ds| Rcoss |-| —Rcoss | = —f ds R*(sin® s 4+ cos® s) = —mR>. (1.6.49)
0 0
0 0

53



1. Vektoranalysis

3) Die Linge eines Weges ist definiert durch

b
f |d7|:f ds
K a

Als Beispiel betrachten wir die Bogenlinge eines Kreises mit Radius R:

dr

b S =12
:‘f ds<d7 dr) . (1.6.50)
ds B

ds ds

e —Rsins P
L:J ds|[ Rcoss :f ds \/Rz(sinzs +cos?s)=2nR. (1.6.51)
0 0 0

1.6.6 Der Satz von Stokes

Der Satz von Stokes verkniipft das Oberflichenintegral iiber die Rotation eines Vektorfeldes £(7 ) mit dem
Linienintegral entlang des (geschlossenen) Randes der Oberfliche:

f d?f(?):f df -(V x E). (1.6.52)
K=3S§ F

Hier wird das Linienintegral von E(7 ) entlang einer geschlossenen Kurve K betrachtet, die eine orientierte
Fliche § umrandet. Wir schreiben dafiir kurz K = JS.

Der Umlaufsinn der Randkurve ist dabei so gewihlt, daff er mit der Flichennormalen eine Rechtsschraube
bildet, d.h. hilt man die Finger der rechten Hand in Richtung der Kurve, muf der Daumen in Richtung
des vorgegebenen Flichennormalenvektors weisen. Diese Definition ist eindeutig, denn kehrt man das Vor-
zeichen des Flichennormalenvektors um, dndert sich gemif$ der Rechtehandregel auch der Umlaufsinn der
Randkurve.

Der Satz von Stokes gibt auch Antwort auf die Frage nach der Weg(un)abhingigkeit von Linienintegralen
bei festem Anfangs- und Endpunkt. Diese Fragestellung ist insbesondere wichtig fiir den Begriff der Arbeit

W (1.6.43), denn bei gegebener Kraft F (7) konnte man unterschiedliche Arbeit auf verschiedenen Wegen
verrichten, um einen Korper von A nach B zu bewegen.

Wir betrachten nun zwei verschiedene Wege K, und K,, die die Punkte A und B verbinden. Fiir ein beliebiges
Vektorfeld E gilt in der Regel

d7-E(F)# | d7-E(F). (1.6.53)
Kl KZ

Wir behaupten nun, daf} die Wegunabhingigkeit des Linienintegrals von E(7 ) genau dann besteht, falls
VxE=0 (1.6.54)

gilt.

Zum Beweis betrachten wir zwei verschiedene Wege K| und K, von A nach B. Nehmen wir zunichst den
Weg K, von A nach B und dann den Weg K, von B nach A (in umgekehrter Richtung), so erhalten wir einen
geschlossenen Weg mit eingeschlossener Fliche § #0, d.h. es gilt nach dem Satz von Stokes

f dmf(;)_f d?f(?):fdf(%xf), (1.6.55)
K, K, F

wobei wir die Richtung der Flichennormalen aus dem Umlaufsinn der Kurve im Sinne der Rechtehandregel
festlegen. Falls also Gleichung erfiillt ist, steht auf der rechten Seite der Gleichung eine Null,
d.h. die Differenz der Wegintegrale verschwindet.
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1.6. Integration im R’

Bemerkung: Es ist dabei wichtig, daf§ hier vorausgesetzt wird, daf} die Rotation des Vektorfeldes iiberall auf
der von den Wegen K, und K, umschlossenen Fliche § wohldefiniert und stetig ist. In mehrfach zusammen-

hingenden Gebieten ist die Bedingung rot E = 01i.a. nicht hinreichend fiir das Verschwinden der Wegintegrale
entlang aller geschlossenen Wege! Dabei heif3t ein Gebiet einfach zusammenhingend, wenn man jeden in-
nerhalb dieses Gebietes gelegenen geschlossenen Weg stetig zu einem Punkt kontrahieren kann, ohne dabei
das Gebiet zu verlassen (s. Beispiel 2 unten).

Beispiele

1)

2)

Sei E = (23 + x, 2x,0). Wir wollen den Satz von Stokes fiir den Weg tiber den positiven Halbkreis vom
Punkt A =(R,0,0) nach B =(—R,0,0) mit Radius R und Zentrum im Koordinatenursprung und vom
Geradenstiick von B nach A verifizieren.

Fiir das Linienintegral berechnen wir zuerst den Beitrag tiber den Halbkreis. Die entsprechende Para-

metrisierung ist tiber (1.6.39) gegeben,

—Rsins 0+ Rcoss

T T
Ik = f ds{ Rcoss |- 2Rcoss |= J dsR*(—cosssins +2cos? s)
0 0 0 0 (1.6.56)
sin’ s "
:Rz[— 5 +s+sinscossi| =R
0

Der Beitrag des Geradenstiickes laf3t sich berechnen zu

. /2R\ [O+2Rs—R 1
I :f ds{ 0 |-[ 4Rs—R :f ds 2R*(2s —1) = 2R? [sz—s]é =0.
0 0 0 0

Nun die Berechnung tiber das Flichenintegral: Da die eingeschlossene Oberfliche in z—Richtung ori-
entiert ist, bendtigen wir nur die z—Komponente der Rotation des Feldes:

(%XE)Z:%E —%Ex:2+0:2.

Das Oberflachenintegral ist also

R T RZ
IFZZJ rdrf dgp:2<—>7r:7rR2
0 0 2

in Ubereinstimmung mit dem Satz von Stokes.

Als Beispiel fiir die Tatsache, dafl wir hinsichtlich der Wegunabhingigkeit von Integralen den einfachen
Zusammenhang des Gebietes beachten miissen, betrachten wir als Vektorfeld (in kartesischen Koordi-
naten)

. c [

E(7)= 1.6.57
)= 17 (165)

0

Es ist iiberall aufler entlang der z-Achse definiert. Der R® ohne die z-Achse ist nun nicht einfach
zusammenhingend, denn jede geschlossene Kurve, die die z-Achse umschliefit, kann nicht stetig zu
einem Punkt zusammengezogen werden, ohne dabei die z-Achse zu durchlaufen.
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1. Vektoranalysis

Im Definitionsbereich des Feldes verschwindet die Rotation:
JE —3E 0
E Qy ; 82 ’ Pyt-a? | (Fyh)-2y? o 2,2
rotE=|JdE . —JdE, |=C ot | T 0 fir x“+y~#0. (1.6.58)
axEy — &’yEx 0

Betrachten wir aber nun das Integral entlang eines beliebigen Kreises vom Radius R in der xy-Ebene
mit Mittelpunkt im Ursprung,

cos(s) —sin(s)
Kr: 7(s)=R|sin(s) |, s€[0,2n][=> d7 =R| cos(s) |ds, (1.6.59)
0 0
so ergibt sich
. —Rsin(s) —sin(s)
f dr -E(?):f ds 72 Rcos(s) |-R| cos(s)
Kr 0 0 0 (1.6.60)
2r
=C ds [sin’(s)+cos’(s)] =22 C #£0,
0

d.h. Wegintegrale entlang zweier Kurven K, und K, die die gleichen Punkte verbinden aber die z-Achse
auf verschiedenen Seiten durchlaufen, werden um den Wert 27tC verschiedene Werte liefern.

Fiir zwei Wege, die die gleichen Punkte verbinden und dabei eine Fliche einschlieffen, die von der
z-Achse nicht geschnitten wird, wird sich hingegen gemifl des obigen Beweises mit dem Stokesschen
Integralsatz derselbe Wert fiir die betreffenden Wegintegrale ergeben.

1.6.7 Die Differentialoperatoren in krummlinigen Orthonormalsystemen

Wir betrachten nun die Differentialoperatoren in beliebigen krummlinigen Orthonormalsystemen. Selbst-
verstandlich kann man die Vektoranalysis auch in beliebigen generalisierten Koordinaten formulieren. Dies
erfordert aber kompliziertere Begriffsbildungen als wir sie in diesem Skript behandeln wollen.

Es seien also g; generalisierte Koordinaten (vgl. Abschnitt |1.6.1). Wir wollen nun aber annehmen, daf§ die
dazugehérigen holonomen Basisvektoren (1.6.2) zueinander orthogonal sind, d.h. daf§

77 _ 2
b b= g2, (1.6.61)
wobei das Kronecker-Symbol durch
O f.. . .
8= e 7é]. (1.6.62)
/ 1 fir 1=y
definiert ist. Statt der holonomen Basis verwendet man in diesem Falle die normierten Basisvektoren
b, b
¢/ = ==L, (1.6.63)
b; 8i

Die rechtshindige kartesische Basis bezeichnen wir im folgenden mit ¢;. Wir nehmen weiter an, dafl die

Reihenfolge der generalisierten Koordinaten ¢; so gewihlt ist, daff die ¢;” in jedem Raumpunkt ebenfalls ein
rechtshindiges Koordinatensystem bilden:

=/

6’ =¢ ' x¢) . (1.6.64)
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Es ist wichtig zu beachten, daf im Gegensatz zur kartesischen Basis die Einheitsvektoren ¢; Funktionen der
q = (91,92, 93) sind, also i.a. in jedem Raumpunkt verschieden sind. Ein solcher Satz generalisierter Ko-
ordinaten zusammen mit den orthonormalen Vektoren ¢, heiffit krummliniges Orthonormalsystem. Geo-
metrisch bedeutet dies, daf§ die Koordinatenlinien, die entstehen, wenn man jeweils zwei der drei g; festhilt,
sich in jedem Punkt rechtwinklig schneiden.

Die Jacobideterminante berechnet sich in diesem Fall sehr einfach, denn es gilt wegen (1.6.64)

d(x,y,2) - s o o L
det[a =(b;x b)) by=g,986'x&) &' =g886 & =58 (1.6.65)
(91,92, 93)

Beispiele fiir orthogonale krummlinige Koordinaten sind die schon oben betrachteten Kugel- und Zylinder-
koordinaten:

1) Kugelkoordinaten (7,4, ¢):
cos g sin
7=r|singsind |. (1.6.66)
cos

Durch Ableiten nach den generalisierten Koordinaten ergeben sich zunichst die holonome Basis und

die g; zu
. cos ¢ sint

Zr:%: sinZsinﬁ , g,=|zr|:1,
cos

P cos g cos .

by = 9 =7/ sin go.cosﬁ1 s 89 =lbg|l=r, (1.6.67)
—sind

) PP —sing R

béﬂ:g_gp:rsmﬁ cog(p 8y =1b,|=7rsind.

Man priift leicht nach, daf$ diese Vektoren tatsichlich orthogonal zueinander sind und in der angegebe-
nen Reihenfolge ein rechtshindiges Basissystem bilden. Die normierten Basisvektoren sind

- cos @ sin
., b L
e, =—=/{sinpsind |,
81 cost
7 cos @ cos
¢y === singcos? |, (1.6.68)
&2 —sin?

1;3 —sing
e, =—=| cosg
&3 0

Die Jacobideterminante lautet gemif} (1.6.65)

a(x’y’z) :| 2
— | = 1.6.69
det[é’(r,z?,gﬂ) resind, ( )

wie wir bereits in (1.4.7) ausgerechnet haben.
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1. Vektoranalysis

2) Zylinderkoordinaten (7, ¢, z):

7 Cosp
7=| rsing
z
Die holonome Basis ist
- cos
- dr .
br:E: smo |, gr:|b7|
0
- —sing
- ar
19(?:8—:7 cosg |, g,=1|b,l=7,
¢ 0
0
- J7
bZZZZ 0 ’ gzzlbzlz
1
und die normierten Basisvektoren lauten
Z cos
¢'=-"1L=sing |,
&1 0
> —sin
=/ _ b2 _ v
¢, =—=| cosg
& 0
- 0
-/ b3
e, =—= 0
g3 1

(1.6.70)

(1.6.71)

(1.6.72)

Wir fahren zunichst mit allgemeinen Betrachtungen zu krummlinigen Orthonormalsystemen fort. Unser
Ziel ist es, die Differentialoperatoren grad, div und rot mit Hilfe der generalisierten Koordinaten ¢, auszu-

driicken, wobei alle Vektoren nach der dazugehdrigen Orthonormalbasis €;” entwickelt werden.

Es sei im folgenden U(7) ein Skalar- und 1‘_1)(7) ein Vektorfeld. Das Vektorfeld konnen wir dabei sowohl
nach den kartesischen Basisvektoren ¢; als auch nach den zu den g; gehdrigen Orthonormalvektoren ¢, ent-

wickeln, d.h.

i A
J=1
Bezeichnen wir die Skalarprodukte mit
s =
C]l = 6]‘ t€;

(1.6.73)

(1.6.74)

(1.6.75)
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entsteht die Transformationsmatrix

10x 19x 139x
g119ql ©9q & dg;

| Ly 19y 19y
C= &dq &g &g | (1.6.76)
1 9z 1 dz 1 dz

& e ©9n &4
In der j-ten Spalte dieser Matrix steht also gerade der Spaltenvektor ¢;". Mit dieser Matrix kénnen wir (1.6.74)
in der Form

A, A Al A,
A |=C(4,), (4 )=CT|4, (1.6.77)
A, A, Al A,

schreiben. Wendet man diese Gleichungen nacheinander an und bedenkt, dafl sie fiir beliebige Vektoren A
gelten, folgt

ccl=c’c=1,,=>Cc'=cT, (1.6.78)
d.h. die Transformationsmatrix ist eine Orthogonalmatrix. Da nach Voraussetzung det C = +1 ist, handelt
es sich um eine Drehung. Das ist auch anschaulich klar: In jedem Raumpunkt geht das Dreibein ¢;” durch
eine bestimmte Drehung aus dem kartesischen Dreibein €; hervor.
Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die Differentialoperatoren mittels der krummlinigen Orthonor-

malkoordinaten ausdriicken. Beginnen wir mit dem Gradienten des Skalarfeldes. Gemif3 (1.6.77) gilt nach
der Kettenregel unmittelbar:

13U
(grad U] dU/dx 5 9q
(gradUY, | =CT | dU/3y | = gig_g . (1.6.79)
(grad U] dU/dz ig_U

8 94;

Fiir die Berechnung der Divergenz des Vektorfeldes konnten wir dhnlich vorgehen. Es ist aber einfacher
und anschaulicher, den Gaufischen Integralsatz auf den infinitesimalen Quader AQ, der von den Tangen-
tenvektoren der Koordinatenlinien, also

a7
dq;

1

dg, = b,dg, = g;¢/dg, (1.6.80)
aufgespannt wird, anzuwenden. Fiir das Volumenintegral iiber diesen infinitesimalen Quader ergibt sich

J dv [divA(7)]=dV [divA(F)] = g 8,8 P g divA. (1.6.81)
AQ

Dabei haben wir das Volumenelement mit Hilfe von (1.6.3) und (1.6.65) ausgedriickt.

Das dazugehdrige Flichenintegral iiber den Rand d AQ unseres Quaders setzt sich aus den sechs infinitesi-
malen Seitenflichen des Quaders zusammen. Der Skizze unten entnehmen wir

LAQ 4f A7) = dadgs (18541 gy g — (2851 g0,

+dgsdq, <[83 81421,y +dgy.0.0, — & glAZ]quqz,%) (1.6.82)

+ dqlqu <[g1 g2A3:|q1,q2,q3+dq3 - [gl g2A3 ]ql,qz,%)
— dsq[3(8283A1) n g(gz&Az) n 3(8182/13)]_
391 36]2 9%
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1. Vektoranalysis

\ df = g1/82 g;dg,dg;

> N

<!

X

Nach dem Gaufischen Satz sind nun (1.6.81) und (1.6.82) gleich, und wir erhalten schliefflich

divA = 1 |:3(g2g3/11)+9(g3g1A2)+3(g1g2A3)].
818283 dq, dq, dq,

Analog erhilt man die Komponenten fiir die Rotation des Vektorfeldes, indem man den Stokesschen Inte-
gralsatz auf die drei infinitesimalen Rechteckflichen AF; ., die jeweils durch die Tangentenvektoren an die

(1.6.83)

]‘)

oordinatenlinien b,dq; = g;¢;" und b,dq; = g;e;’ aufgespannt werden, anwendet, wobei nacheinander
Koordi linien b;dg; = g;¢; und b;dg; = g;¢; aufgesp d d bei nacheinand
(7,7) €{(2,3);(3,1);(1,2)} gesetzt wird. Verwenden wir z.B. das erste Indexpaar, erhalten wir die erste Kom-
ponente der Rotation bzgl. der krummlinigen Koordinaten (s. wieder die Skizze oben). Das Flichenintegral
ist

J df‘ rotA = dg,dq; g, 85 (&, x &) rotA = dg,dqs g, 85 ¢, rotA = dg,dg; g, & (rOtg)g’ (1.6.84)
AFy,

und das dazugehérige Linienintegral entlang des Randes d AF); lautet

JEAFB dr-A= dq3 |:<g3A/3>q1’qZ+dqz’q3 - <g3A;)71:42,%]

N dqz I:(gZA/Z)%ﬂz"Is"‘d% N <g2A/2>‘11s42:%] (1'6'85)
d(gA3) (g4
:d‘bd%[ 3;3 - é’i]z]'
2 3

Wegen des Stokesschen Integralsatzes sind (1.6.84) und (1.6.85) gleich, so daff sich schliefllich

> 1 d(g43) _ d(243)
<md)_&&[ ]

(1.6.86)
3‘]2 3%
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ergibt. Die beiden {ibrigen Komponenten finden wir auf analoge Weise durch Verwendung der anderen beiden
infinitesimalen Rechteckflichen. Wir erhalten sie jedoch auch einfach durch zyklische Vertauschung der
Indizes:

<rotg)/ _ 1 |:3(81A/1) _ 3(&/13)}
8381 86]3 391
, , (1.6.87)
<rotg>/ 1 |:3(ng2) . 3<g1A1>:|
3 8182 841 342 .

Es ist klar, daf§ fiir die Wahl kartesischer Koordinaten all diese Gleichungen die in Abschnitt[1.3.2Jangegebene
Form annehmen.

Dies macht die Integralsitze von Gauf$ und Stokes plausibel: Man muf} nur das gegebene Volumen bzw. die
gegebene Oberfliche in infinitesimal kleine Volumen- bzw. Flichenstiicke zerlegen, auf diese Elemente jeweils
die eben durchgefiihrten Rechnungen anwenden und die Resultate aufsummieren. Die jeweiligen Rander im
Inneren werden dabei jeweils zweimal mit entgegengesetzter Orientierung durchlaufen, so dafl sie sich ge-
genseitig aufheben. Damit bleibt nur der Rand des Gesamtvolumens bzw. der Gesamtfliche {ibrig, wie im
GaufSschen bzw. Stokesschen Integralsatz behauptet.

Wir stellen zur Ubersicht die Differentialoperatoren in Kugel- und Zylinderkoordinaten zusammen.

1) Kugelkoordinaten (7,4, ¢):

q,QU .,19U0 ., 1 dU

VU= gradU =e, 5 +ey — ~ 39 +é, rond 3g (1.6.88)
. - - 1 9(rPA)) 1 g(sinﬁA%}) 1 QA;J
A=divA= L 1.6.89
v di 2 Jr +rsim9 atd +7’sir119 do’ ( )
Lo - 1 d(sindA) JA 1 94, 179(rA)
A=rotA=¢/ AN N A 1.6.90
v ot r rsim?|: ad do ]+e |:rsim9 de r dr :| ( )
_|__’ /l 8(7’1‘119)_8_/1/7
Y| ar 39|

Wenden wir schliefSlich (1.6.88) und (1.6.89) hintereinander an, erhalten wir fiir den Laplaceoperator

S 2
AU=V-VU =divgradU = — L2 < 3U>+ L2 (smﬁgl]) LU

2 9r ar r2sin@ 9 ag r2sin’ & dp?

(1.6.91)
1 92( )+ 1 d <sm93U> 1 J*U
7'372 r2sin9 9 a8 r2sin2 @ ngz'

2) Zylinderkoordinaten (7, ¢, z):

au 19U JdU
-»/ =71 -/
VU= gradU =e, 5, +e, " 3g0 +—— 3, % (1.6.92)

- .- 10(rAY) 194, A

V-A=divA= =g o 5.t (1.6.93)
- . 104, A, AL 34, d(rA,) A

A=rotA=¢/ | -~ ———|+¢,] é,’— 1.6.94
VX |:r do 32:|+e |:32 37’]+€ r[ dr 3g0:| ( )

1d / dUu\ 13U J*U
AU=—— — . 1.6.95
v 7’37<737>+723g02+322 ( )
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1. Vektoranalysis

Beispiel: Der Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten

Der in Abschnitt eingefithrte Drehimpulsoperator

-

L=—i#7 xV (1.6.96)

wird besonders bei kugelsymmetrischen Problemen niitzlich. Daher ist es wichtig, die entsprechenden Ope-
ratoren in Kugelkoordinaten parat zu haben. Verwenden wir (1.6.88) erhalten wir

- ,19¢ 1 d¢
Ly =—ihre, X<et9 7’819+ ¢ rsind &’(/J>

__p(s9Y o1 5’¢>
‘b<¢30 ~ Y ing dg)

(1.6.97)

Fiir ein beliebiges Vektorfeld ist also &, - L¢ = 0, und fiir ein radialsymmetrisches Skalarfeld gilt LU(r)=

Weiter gilt wegen € -¢," =0 und &; - 5" = —sin ¢
a
Ly =—ih5" ¢ (1.6.98)
e
Zur Berechnung von 1. mit Hilfe von (1.3.87) bemerken wir, daf} aus (1.6.88)
7-gradU=7r¢,'-VU=r——, (7-grad)(7-gradU)=r— <r—> (1.6.99)
ar dr\ dr

folgt. Dies in (1.3.87) eingesetzt liefert schliefilich wegen (1.6.91)

2 ] 1 ag¢ 1 %
L =—%h |:sm19319 <sm19819> rrypl (1.6.100)

1.7 Das Lemma von Poincaré

Bei Funktionen einer Verdnderlichen fiihrt die Integration in gewisser Hinsicht zur Umkehrung der Diffe-
rentiation, d.h. fiir eine stetige Funktion f(x) ist

= Jx dx’f(x") (1.7.1)

eine Stammfunktion zu f(x), d.h. es gilt F/(x) = f(x). Die Stammfunktion ist dabei bis auf eine additive
Konstante F(x,) bestimmt.

1.7.1 Potentialfelder

In der Physik tritt oft die Fragestellung auf, unter welchen Umstinden ein gegebenes Vektorfeld A als Gradient
eines Skalarfeldes geschrieben werden kann, d.h. ob es ein Skalarfeld @ gibt, so daf§

A= —grad @, (1.7.2)

wobei das Minuszeichen eine reine Konvention ist. In diesem Fall heif$t & Potential zum Vektorfeld A.
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1.7. Das Lemma von Poincaré

Nehmen wir an, daf} A stetig partiell differenzierbar nach seinen Argumenten ist und ein Potential ® besitzt,

so folgt aus (1.7.2)

o I
dydz  dzdy
- - - 2 2 -
rotA =—rotgrad® =—V x (V@) =— % — % =0, (1.7.3)
e J*
dxdy  dydx

d.h. das Verschwinden der Rotation ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Potentials.

In Abschnitt haben wir gesehen, daf das Verschwinden der Rotation in einfach zusammenhingenden
Gebieten notwendig und hinreichend fiir die Wegunabhingigkeit des Kurvenintegrals des Vektorfeldes A
bei vorgegebenem Anfangs- und Endpunkt ist.

Sei also G ein einfach zusammenhingendes offenes Gebie in dem rotA = 0 gilt. Verlaufe dann zu jedem
7 € G der Weg C(7 ) von einem festen Anfangspunkt 7, € G ganz in diesem Gebiet und besitze den Endpunkt
7. Wir behaupten nun, daf§ dann

(7 )=— f d7 - A7) (1.7.4)
C()
ein Potential von A ist.
Zum Beweis miissen wir die partiellen Ableitungen von (1.7.4) ausrechnen. Es gilt z.B.
a® . B(x+Ax,y,z)—P(x,y,2)
— = lim
dx  Ax—0 Ax

.1 o T o T=
=— lim —[J dr/-A(r/)—f dr’-A(r/)j|.
Ax=0 Ax | Jeyar,) C#)
Da G offen ist, existiert eine Kugel K (7 ) C G. Da weiter gemif3 unserer Betrachtung in Abschnitt die
Wegintegrale unabhingig vom Weg sind, d.h. nur von Anfangs- und Endpunkt abhingen, konnen wir fiir

|Ax| < € den Weg im ersten Integral in (1.7.5) so wihlen, daf§ er von 7, bis 7 mit C(7) iibereinstimmt und
dann durch die zur x-Achse parallele Gerade s(7,7 + Axé;) zum Weg C’(7 + Ax¢,) erginzt wird. Dann ist

aber gemif3 (1.7.5)
ae .1
— =—lim —
Ix A0 Ax 7 riax)

(1.7.5)

3 Ax
an 0

&7 A7) = —[ dAA, (7 + /121)] —A(F).  (17.6)

Ax=0

In analoger Weise zeigt man, daff entsprechend auch fiir die beiden anderen partiellen Ableitungen die Bezie-
hung erfull ist.
Wir haben also die Existenz eines Potentials fiir ein Vektorfeld im Inneren eines einfach zusammenhingenden
Gebietes, in dem seine Rotation verschwindet, gezeigt. Dies ist eine Variante des Lemmas von Poincaré.
Wir fragen nun noch nach der Freiheit, die uns fiir die Wahl des Potentials bei gegebenem Vektorfeld bleibt.
Es sei also @' ein weiteres Skalarfeld mit _

A=—grad®'. (1.7.7)

Dann ist fiir = = ® — &’ offenbar

-

grad= = grad® —grad® = —A —[—A] =0. (1.7.8)

In kartesischen Koordinaten bedeutet dies aber

JE JE JE -
— — = =(7)= . .
Ep 33} 3, 0 = E(7 ) = const (1.7.9)

?Ein Gebiet heifit offen, wenn es zu jedem Punkt 7 € G eine ganze Kugel K_(7) mit Mittelpunkt in 7 und Radius € > 0 gibt, so
daf§ Kx(7) C G gilt.
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1. Vektoranalysis

Falls also ein Skalarpotential zu einem gegebenen Vektorfeld existiert, so ist es bis auf eine additive Kon-
stante eindeutig bestimmt.

Beispiele

1)

2)

Wir betrachten die Gravitationskraft auf einen Massenpunkt in der Nihe der Erde. Es gilt
F(7)=mg =—mgé = const, (1.7.10)

wenn wir die z-Achse senkrecht zur Erdoberfliche nach oben weisen lassen.

Es ist klar, dafl hier die Voraussetzungen des Lemmas von Poincaré im ganzen R erfiillt sind, d.h. es

ist iiberall rot 7 = 0. Da der ganze Raum offen und einfach zusammenhingend ist, muf} es also ein
Potential ® fiir die Kraft geben. Um es zu berechnen, wollen wir (1.7.4) anwenden. Dazu setzen wir
7o = 0 und wihlen als Weg die gerade Verbindungsstrecke vom Ursprung zum Punkt 7:

C(7): FN=A%, Ae[o1] (1.7.11)

Dann folgt (bis auf eine unwesentliche additive Konstante)

1

<I>(7):—f d?'-f(?’):+mgf dAz=mgz. (1.7.12)
C(7) 0

In der Tat bestitigt die Kontrolle, daf$
—grad® =—mgé, = F (1.7.13)
ist.

Betrachten wir nun die Kraft, den die Sonne auf einen Planeten ausiibt, wobei wir die Sonne und den
Planeten als exakt punktférmig idealisieren wollen. Dann ist aufgrund des Newtonschen Gravitations-
gesetzes die Kraft in Kugelkoordinaten (7, ¢, ¢):

" M
FFy=—1"

e’. (1.7.14)

r2 7

Dabei haben wir den Ursprung des Koordinatensystems in den Mittelpunkt der Sonne gelegt; m, M
bezeichnen die Massen des Planeten und der Sonne, und y ist die Newtonsche Gravitationskonstante.
Die Kraft ist {iberall - aufler im Ursprung - wohldefiniert. Da R;ﬁ ein einfach zusammenhingendes
offenes Gebiet ist und ein Blick auf (1.6.90) lehrt, daf} dort tiberall rot F = 0 gilt, muf es wieder ein
Potential geben.

Es ist nicht immer vorteilhaft, (1.7.4) zu verwenden, um das Potential auszurechnen. Hier ist es z.B.
einfacher, den Gradienten von ® in Kugelkoordinaten zu verwenden. Gemif} (1.6.88) kann @ dabei
nicht von ¢ und ¢ abhingen. Wir haben also

_ ymM

d=9(r), ®(r) (1.7.15)

72
Wir brauchen also nur die Stammfunktion zu finden, d.h. bis auf eine unwesentliche Konstante ist

o(ry=—1"" (1.7.16)
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1.7. Das Lemma von Poincaré

3) Esist nun leicht, den Energiesatz fiir Krifte, die ein Potential besitzen, zu beweisen. Es gilt in diesem

Fall ,
m%r(t) ﬁ(?):—grad@(?). (1.7.17)
Multiplizieren wir dies skalar mit o = d7/dt, folgt aus der Kettenregel:
d%<m772>:—J'gradé(?):—d%ﬂi’), (1.7.18)
d.h. die Energie
E:%62+<I>(7) (1.7.19)

bleibt wihrend der ganzen Bewegung konstant, d.h. sie ist eine Erhaltungsgrofle. Dabet ist es wichtig,
daff das Potential nicht explizit zeitabhingig ist.

1.7.2 Solenoidalfelder

Als Gegenstiick zu den Potentialfeldern gibt es noch die Solenoidalfelder. Das sind Vektorfelder, die sich als
Rotation eines anderen Vektorfeldes schreiben lassen:

B=V xA=rotA. (1.7.20)

Wir wollen nun die Frage beantworten, unter welchen Umstinden ein vorgegebenes Vektorfeld B ein solches
Solenoidalfeld ist. Offenbar mufl es o _
V.B=divB=0 (1.7.21)

erfiillen, denn wenn es ein Vektorfeld A gibt, so dafl gilt, folgt
divB =diviot A=V - (% X /T) =0, (1.7.22)

weil die partiellen Ableitungen vertauschen, wobei wir hinreichende Glattheit des Vektorfeldes B vorausset-
zen.

Ein wichtiges Beispiel aus der Physik ist das magnetische Feld. Fiir dieses gilt gerade (1.7.21). Diese Gleichung
besagt, dafl es keine magnetischen Ladungen gibt, denn der Fluf des magnetischen Feldes verschwindet auf-

grund von (1.7.21) nach dem Satz von Gauf} fiir jedes Volumen V:

f dv (divB) = df -B=o. (1.7.23)
\% av

Wir behaupten nun, dafl umgekehrt aus (1.7.21) folgt, daf} (zumindest lokal) stets ein Vektorpotential A zu
B existiert, so dafl (1.7.20) gilt.

Leider ist es mit unseren Mitteln nicht so einfach, eine geschlossen Formel wie das Wegintegral (1.7.4) im
Falle des analogen Problems beim Potentialfeld zu finden. Wir wollen aber trotzdem zeigen, dafl die obige
Behauptung korrekt ist. Dazu versuchen wir, einfach die D1fferent1algle1chung zu 18sen. Dazu un-

tersuchen wir zunichst, inwieweit B sein Vektorpotential A iiberhaupt bestimmt. er haben hier eine recht

grofle Freiheit, denn ist A eine Losung der Gleichung (1 , ist mit Sicherheit auch
A=A+ grad y (1.7.24)
(mit einem beliebigen Skalarfeld y) ebenfalls eine Losung, denn es gilt
rot A’ = rotA + rot grad y = B+V x %){ —B. (1.7.25)
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1. Vektoranalysis

Wir kdnnen diese Freiheit nun ausnutzen, um das Auffinden eines Vektorpotentials zu erleichtern. So konnen
wir z.B. verlangen, daf§
A, =0. (1.7.26)

Haben wir nimlich irgendeine Losung A gefunden, brauchen wir nur x so zu wihlen, daff die z-Komponente
von A’ verschwindet, d.h.

dz

Wir konnen also annehmen, daf} (1.7.26) erfiillt ist. Um die verbleibenden Komponenten zu bestimmen,
betrachten wir zunichst die Gleichung (1.7.20) fiir die x-Komponente:

a=a 12X, :—f dz'A(x,7,7). (1.7.27)

0

B =—2__2—__ 2 (1.7.28)

Daraus folgt, dafl
_ / / A
Ay (x,y,2) _—f dz'B,(x,y,2') +A,(x,y) (1.7.29)
%0

ist, wobei Ay(x, y) eine beliebige Funktion von x und y ist (Integrationskonstante bzgl. z).

Betrachten wir nun Gl. (1.7.20) fiir die y-Komponente:

JA, A, OA,
By=—t—ot=—r (1.7.30)

woraus sich ebenso wie fiir A, die Losung

z
Ax(x,y,z):f dz/By(x,y,z/)—l—Ax(x,y) (1.7.31)
%0
ergibt.
Schliefflich miissen wir noch die z-Komponente von erfiillen:
dA, A
B,=—>——=. 1.7.32
=5 (1732)
Setzen wir darin die Lésungen (1.7.29) und (1.7.31) fiir A, bzw. A, ein, entsteht daraus
z a a a . d
_ / / /
B,(x,y,z)= —LU dz [%Bx(x,y,z )+ S_yBy(x’y’Z )} + ZAy(x,y)— g—yAx(x,y). (1.7.33)

Nun verwenden wir die Bedingung (1.7.21), um die eckige Klammer unter dem Integral zu ersetzen:

Bz(x,y,z):f dz’%BZ(x,y,Z’)+%Ay(x,y)—aiﬁx(x,y)
% ) (1.7.34)

~

a a »
=B,(x,y,2z)—B,(x,7,2,) + EAyocay)_ g_yAx(x’y)'

Wir kénnen also tatsichlich Felder A, und Ay finden, die nicht von z abhingen und diese Gleichung erfiillen.

Wir kénnen z.B. A, =0 setzen. Dann lautet die verbliebene Gleichung

g «
_Ay(x’y):Bz(x’yaZO); (1735)

dx
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1.7. Das Lemma von Poincaré

diese besitzt die Losung

fiy(x,y) = J dx'B,(x",y,2,). (1.7.36)
Insgesamt erhalten wir fiir A eine Losung in der Form

A (x,9,2) szB (x,7,2),

(x,7,2 f dzB (x,7,2 f dx/BZ(x/,y,zo), (1.7.37)
Xo

Az(x7y’ )_

wie behauptet.

Ubrigens ist auch dieser wichtige Satz der Vektoranalysis ein Spezialfall des allgemeinen Poincaréschen Lem-
mas. Dies wird in unserer ,klassischen® Darstellung der Vektoranalysis nur nicht so deutlich. Fiir eine moder-
nere Formulierung der Vektoranalysis im Cartan-Kalkiil der alternierenden Differentialformen vgl. [JKOT]].

Es ist weiter klar, daf$ jede Losung von (1.7.20) durch eine ,Eichtransformation® der Form (1.7.24) mit einem
geeigneten Skalarfeld y hervorgeht, denn ist auch A’ eine Losung, so gilt

-

rot(A—A")=0, (1.7.38)

und dies war gerade die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die (zumindest lokale) Existenz eines
Potentials fiir A— A’ (vgl. Abschnitt .

Bei der Losung physikalischer Probleme erweisen sich manchmal andere Eichbedingungen als (1.7.26) als bes-
ser geeignet, um das Problem mdoglichst stark zu vereinfachen. Oft fiihrt z.B. die Coulomb-Eichbedingung

divA=0 (1.7.39)

zu einer erheblichen Vereinfachung, wie wir im folgenden Beispiel sehen werden.

Beispiel

Als Beispiel fiir die Anwendung eines Vektorpotentials betrachten wir das Magnetfeld, das eine eng gewickelte
von Gleichstrom durchflossene sehr lange Spule hervorruft. Die Grundgleichungen der Magnetostatik lauten

divB=0, rotB= ,uf. (1.7.40)

Dabei ist B das Magnetfeld, fdie elektrische Ladungsstromdichte und ¢ = const die magnetische Suszeptibi-
litdt des umliegenden Materials.

Die Stromdichte stellen wir in der gegebenen Situation in Zylinderkoordinaten als

j=jd(r—R)E, (1.7.41)

dar. Dabei ist & die Diracsche &-Distribution. Wir haben dabei eine eng gewickelte Spule aus sehr diinnem
Draht vor Augen. Um das Gleichungssystem (1.7.40) zu 16sen, wenden wir als erstes unseren eben bewiesenen
Satz an, wonach aufgrund der Divergenzfreiheit des Magnetfeldes ein Vektorpotential existieren mufi, so daf§

B =rotA ist. Diesen Ansatz setzen wir nun in die zweite Gleichung, das Ampéresche Gesetz, ein:

-

rotrotA ="V x (% X 1‘_1)) = uj. (1.7.42)
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1. Vektoranalysis

Eine formale Anwendung der bac-cab-Formel liefert
V(V-A)—V VA = grad (divA) — A4, (1.7.43)

wobei der letztere Ausdruck nur in kartesischen Koordinaten angewendet werden darf!
Wir sehen, dafl sich das Ampéresche Gesetz (1.7.40) vereinfacht, wenn wir die Coulomb-Eichbedingung
(1.7.39) verwenden, denn dann folgt

-

AA=—py;. (1.7.44)

Wegen der Rotationssymmetrie der Situation um die Spulenachse machen wir den Ansatz

A=A, (r)E, . (1.7.45)

Aus entnehmen wir, daff dieser Ansatz die Coulombbedingung erfiillt. Da die Anwendung
des Laplaceoperators A in krummlinigen Koordinaten problematisch ist, weil die Basisvektoren ortsabhingig
sind, rechnen wir rot rot A direk fiir diesen Ansatz aus, wobei wir auf die Formel 4i zuriickgreifen. Wir
finden zunichst

a0,

B=rotA= ;Tez y (1746)

und die weitere Anwendung von rot liefert schliefilich

L - d (dirA (0] L,
rotB =rotrotA = 4 {d—r e, - (1.7.47)
Wir haben also die Gleichung
d[rA,(r
d [1dird,(n)] — _4j,8(r—R) (1.7.48)
dr | r dr

zul6sen. Die rechte Seite verschwindet aufler bei » = R, wo die 8-Distribution ihre Singularitit hat. Wir l6sen
also die homogene Gleichung fiir die Bereiche » < R und » > R. Wir benétigen dann noch Randbedingungen
an dieser Stelle.

Integrieren wir jedoch zunichst die homogene Gleichung

d [1d[rA,(r)]
— - =0. 1.7.49
dr { r dr ( )
Das laf3t sich sukzessive ,hochintegrieren®:
1d[7A(r 1 1 C
—M =C, =const. = rA (r)=~C;r*+C, = A (r)==C,r + =2 (1.7.50)
r dr ¢ 2 4 2 r

Die Konstanten C; und C, miissen nun, wie oben bereits erldutert, in den Bereichen » < R und » > R
verschieden gewihlt werden, um die Randbedingungen zu erfiillen. In » = 0 soll keine Singularitit liegen, so
dafl offenbar C, = 0 fiir » < R sein mufl, wihrend fiir » > R die Konstante C; = 0 sein muf}, damit 4, im
Unendlichen auf 0 abfillt. Wir haben also

1 .
5 0<
, {ZClr fir r <R (1.7.51)

& fir r>R.

I

Da B wegen (1.7.47) fiir > R (unabhingig von der Wahl von C,) verschwindet, konnen wir C, = 0 setzen.
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1.8. Der Helmboltzsche Zerlegungssatz

Zur Bestimmung von C, integrieren wir (1.7.47) iiber ein kleines Intervall (R —€,R + ¢):

(1A ()] . .
lim {——gﬂ} =—C,=—ujyCy = ujp- (1.7.52)

1
e—0t | 7 dr Ree
Damit ist schlief$lich

/(l_jo f-- R = N R . fl' R
A (r)= 2 TS B rotd=g, {0 T TS
v 0 tir r>R

: { . (1.7.53)
0 fir r>R.

Wir haben also im Inneren der Spule ein homogenes Magnetfeld in Richtung der Zylinderachse, wihrend es
im Auflenraum verschwindet.

Um die physikalische Bedeutung der recht unanschaulichen Grofie j, zu gewinnen, integrieren wir das gerade
berechnete Magnetfeld entlang des Randes J R eines Rechtecks R parallel zur Zylinderachse, das den Zylinder
schneidet. Die Linge in z-Richtung sei L. Dann ergibt der Stokessche Satz

d‘r’-E:M'OL:J dg-rotgzluf dS-j = uNI, (1.7.54)
IR R R

wobei I der gesamte durch die Spule flielende elektrische Strom und N die Anzahl der in dem Rechteck
gelegenen Spulenwindungen ist. Wir erhalten also j, = NI /L = nl. Dabei ist n die Anzahl der Windungen
pro Lingeneinheit des Zylinders. Daraus folgt schliefflich das bekannte Resultat

(1.7.55)

E:EZ uonl, fir r<R
0 fir r>R.

Von diesem Beispiel riihrt tibrigens der Name ,Solenoidalfeld her, denn eine gewundene Spule wird auch als
Solenoid bezeichnet.

1.8 Der Helmholtzsche Zerlegungssatz

Das gerade behandelte Beispiel des Magnetfeldes der Spule fiihrt uns auf typische Fragestellungen der Feld-
theorie, nimlich die Bestimmung von Vektorfeldern aus ihren Quellen, und zwar im folgenden Sinne:

Gegeben sei ein skalares Feld o(7) und ein Vektorfeld @(7), und wir fragen nach der Existenz eines Vektor-

feldes \7, so daf _ _
divV=p, rotV=w (1.8.1)

gilt. Es ist klar, daf} fiir die (zumindest lokale) Existenz eines solchen Vektorfeldes V die Konsistenzbedingung
div# =0 (1.8.2)

erfiillt sein mufl, d.h. @ ist ein Solenoidalfeld, dessen Vektorpotential V sein soll.

Die Betrachtungen im vorigen Abschnitt legen die Zerlegung des Vektorfeldes in zwei Anteile nahe:
V= \71 + \72 mit  rot \71 =0 und div \72 =0, (1.8.3)

d.h. wir spalten V in ein Potentialfeld V, und ein Solenoidalfeld V, auf, so daf}

div V = div \71 =p, rot \71 =0, (1.8.4)
rotV=rotV,=®, divV,=0 (1.8.5)
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1. Vektoranalysis

gilt (vgl. (1.8.1)). Im folgenden zeigen wir, dafs eine solche Zerlegung existiert, vorausgesetzt es sind bestimmte
Glattheitsbedingungen und ein hinreichend schnelles Abfallen der Quellen p und @ im Unendlichen erfiillt.
Genauer gesagt miissen diese Funktionen stetig differenzierbar sein und

f d3r|/o(7)|, f d3r|z?)(7)| (1.8.6)
R3 R3

existieren. Das bedeutet, daf} |o| und |%| im Unendlichen schneller als 1/|7|? verschwinden miissen. Fordert

man zusitzlich noch, dafl V — 0 fiir |7] — oo, ist 1% eindeutig durch die Quellen @ und p erfillt.

1.8.1 Bestimmung des Potentialfeldanteils; die Greenschen Formeln

Wir beginnen mit der Aufgabe, \71 zu bestimmen. Wegen rot \71 = O existiert nach dem Poincaréschen Lemma
(zumindest lokal) ein skalares Feld @, so daf3

\71 =—grad® (1.8.7)
gilt. Setzen wir dies in ein, ergibt sich
div \71 =—divgrad® =—A® = p. (1.8.8)

Dies bezeichnet man als die inhomogene Potentialgleichung oder auch als Poissongleichung.

Um diese Gleichung zu [3sen, bendtigen wir den Greenschen Integralsatz. Dieser geht aus dem Gauf3schen
Satz hervor, wenn man das Vektorfeld in der Form

A=Dgrad¥ = VT (1.8.9)
mit zwei hinreichend glatten Skalarfeldern ® und ¥ wihlt. Offenbar gilt dann aufgrund der Produktregel
divA=V-(®VT) = (V) (VT)+ BV - VT = (grad®) - (grad U) + PAL. (1.8.10)

Sei nun V ein Volumen, in dem die Skalarfelder ® und ¥ zweimal stetig differenzierbar sind, so knnen wir
den Gauf3schen Satz anwenden:

f PrdivA=| df A=

v v ) (1.8.11)
f d’x [(grad®) - (grad ¥) + PAV] = df - (®grad¥).

\% av

Dies ist bereits die erste Greensche Formel. Die zweite Greensche Formel folgt daraus, wenn man @ und
W vertauscht und das Resultat subtrahiert:

J & x (PAY —TAD) = df-(@grad‘ll—\lfgrad@. (1.8.12)
\% av

Daraus kénnen wir nun eine wichtige Folgerung fiir die Losung der Poissongleichung (1.8.8) ziehen.

Dazu nehmen wir an, daf} die Felder hinreichend schnell abfallen, so daf§ das Oberflichenintegral im Unend-
lichen verschwindet. Wenden wir dann (1.8.12) auf den ganzen Raum V =R an, folgt

PxOAV = | LPxVAD=—| PxTp. (1.8.13)
R3 R3 R3
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1.8. Der Helmboltzsche Zerlegungssatz

Nehmen wir nun an, wir kénnten eine Greensche Funktion ¥(x) = G(x,x’) finden, fiir die
A G(E 3 =—80F %) (1.8.14)

gilt, wobei 8 die Diracsche 8-Distribution bezeichnet. Der Index x” am Laplaceoperator gibt an, dafl nach
den Komponenten des Vektors x” abzuleiten ist. Wir wenden nun (1.8.13) in der folgenden Weise an:

f Er’ d(FNALGE ) =— | £Px'BFENSCOE—F)=8(%)= f &x GF,3)p(R),  (1.8.15)
R3 R3 R3

womit wir die gesuchte Losung der Poissongleichung gefunden haben.

Es bleibt also, die Greensche Funktion zu finden. Wir machen dazu - aufgrund der Form der rechten Seite

von Gl. (1.8.14) - den Ansatz

G(%,x")=g(X'—%). (1.8.16)
Substitution von § = ¥’ — X, liefert dann die Gleichung
Ag(5)=—8). (1.8.17)

Diese Funktion ist offenbar rotationsinvariant, d.h. in Kugelkoordinaten (7, ¢, ¢) ist anzunehmen, daff wir
mit dem Ansatz

g(y)=h(r) (1.8.18)
auskommen. Aus folgt
o 1d7,d
Ag(y)= 24, |:r drb(r)]. (1.8.19)

Wir kénnen die 8-Distribution mit Singularitit im Ursprung nicht in Kugelkoordinaten darstellen, da diese
dort (und sogar entlang der ganzen z-Achse!) eine Singularitit besitzen. Wir kénnen aber (1.8.17) fiir j # 0
mit unserem Ansatz (1.8.19) leicht [3sen:

1d d d C
—— [rz—h(r)] =0= r’—h(r)=—C =const = h(r)=—. (1.8.20)
rz2dr L dr dr r

Die Integrationskonstante der zweiten Integration haben wir zu 0 gewihlt, damit die Greensche Funktion
im Unendlichen auf 0 abfillt. Um die Konstante C zu bestimmen, integrieren wir (1.8.17) tiber eine beliebige
Kugel mit Radius R und wenden auf der linken Seite den Gaufischen Satz an:

&Py Agy)=| dy divgradg(jf):J d]?-gradg(jf)é—l. (1.8.21)
Ky Ky K,
Der Gradient ist

-

c_

gradg(y) =grad — =——=—. (1.8.22)
] —]
Das Oberflichenintegral konnen wir in Kugelkoordinaten auswerten. Der Oberflichenelementvektor ist
- (dr d7 IR . g=
df = <# X 3_;> ddde =g, gges" x e(/ =r2sind ¢/, (1.8.23)

wobei wir (1.6.67) und die Orthonormalitit und Rechtshingigkeit der Vektoren ¢; (j € {r, ¥, ¢}) verwendet
haben. Da weiter €,” = 5/|y] ist, ergibt sich fiir (1.8.21):

= T 2r
j df-gradg(j_/’):sz dd dysin(F) <— C)
K, 0

0 R?
= —ZNCJ d¥sin(d) = 2n[—cos(3) ] =—4=C Y (1.8.24)
0
= C= i.
4r
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Sammeln wir nun die Resultate unserer Rechnung zusammen, folgt mit (1.8.16) die Greensche Funktion fiir

den Laplaceoperator:

. N 1
G(X,x)=g(x =X = b(|x—x/|):m. (1.8.25)

Damit ergibt sich schliefilich die Lsung fiir das skalare Potential des Potentialfeldanteils unseres Ausgangs-

vektorfeldes gemif} (1.8.15) zu

-

B(X) = ch’M. (1.8.26)

R3 47X — x|

Der Potentialfeldanteil selbst berechnet sich durch Gradientenbildung gemif} unseres Ansatzes (1.8.7):

\71(9?):—grad<1>(;?):f Py L )L’?/ (1.8.27)
R3

4 |X =X

1.8.2 Bestimmung des Solenoidalfeldanteils

Wir miissen nun noch den Solenoidalfeldanteil des Ausgangsvektorfeldes bestimmen, d.h. wir haben (1.8.5)
zu l6sen. Da div V,, = 0 ist, existiert aufgrund unserer Betrachtungen in Abschnitt ein Vektorpotential

g, so dafl _ _
V, =rotA. (1.8.28)

Wir wir ebenfalls in Abschnitt erldutert haben, ist A nur bis auf ein Potentialvektorfeld bestimmt, so
daf§ wir wieder die Coulomb-Eichbedingung

divA=0 (1.8.29)
fordern diirfen. Setzen wir dies in die erste Gleichung von ein, finden wir
rotrotA =V x (% Xz‘_{) = 6(% f_l))—(% . %)/T: graddivf_l)—A/_l): —AAZ B (1.8.30)

Es sei auch an dieser Stelle nochmals betont, daf} diese Gleichung nur auf kartesische Komponenten des

Vektorfeldes A angewandt werden darf, da nur fiir kartesische Orthonormalsysteme die Einheitsvektoren
ortsunabhingig sind’

Wir werden also wieder auf Poissongleichungen fiir die kartesischen Komponenten von A gefiihrt, so daf§
wir die im vorigen Abschnitt gewonnene Greensche Funktion anwenden kénnen:
3(3)

w(X

AR =| & (1.8.31)

R? 4r|x —%'|

Allerdings miissen wir uns nun zuerst vergewissern, ob diese Losung auch tatsichlich die Coulomb-Eichbe-

dingung (1.8.29) erfiillt, die wir ja verlangt haben, um fiir A cine Poissongleichung zu erhalten. In der Tat
gilt
TN 1 N > 1
dlvA(x) dx’ —w(x/)V —— = & —w(x/) -V (1.8.32)
R} 4r 1R=X Jgo 47 YIR=X)
Wegen der Konsistenzbedingung (1.8.2) kénnen wir dies mit Hilfe des Gauf8schen Satzes in ein Oberflichen-
integral umwandeln. Da der Rand des gesamten Raumes R? aber im ,Unendlichen® liegt, kénnen wir unter

*Die Komponenten selbst diirfen aber von beliebigen krummlinigen Orthogonalkoordinaten abhingen. Der Laplaceoperator
kann dann mit den Formeln fiir A, angewandt auf die kartesischen Vektorkomponenten, durch die Ausdriicke fiir Skalarfelder in
krummlinigen Koordinaten berechnet werden.
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1.8. Der Helmboltzsche Zerlegungssatz

der Annahme, daff @ im Unendlichen hinreichend schnell verschwindet, schlieflen, dafl dieses Oberflichen-
integral tatsichlich verschwindet. Nach der Produktregel gilt

. D(x’ C 1 . 1
div f_z)e/(x_)) =[div @(X)]=—= +@(X') - grad ) ——. (1.8.33)
|x — x| |x— x| |x— x|
Wir haben also nach dem Gaufischen Satz
s 1 . N 1 o1 >, w(x’
divAF) =—— | &xdivy|BEF) o = lim — |  dfF) E) g (1.8.34)
47 Jps |x—x/| | R—ooo4rm 0Ky |x — x|

falls (%) im Unendlichen schneller als @(|x’|~!) verschwindet. Also ist die Coulomb-Eichbedingung erfiillt
und somit tatsichlich eine Losung fiir das Vektorpotential. Fiir den Solenoidalfeldanteil finden wir
schliefflich

- =/
V,(X)=rotA(X)= | &x'V X&
R3 U 4n|x—X/|
I L (1.8.35)
—— | P EEF)x = | P BE) x ——
R 4rlx —X'| g 4r|x —x'

Damit haben wir den Helmholtzschen Zerlegungssatz fiir Vektorfelder bewiesen. Wir fassen ihn noch ein-
mal tibersichtlich zusammen:

Seien p(X) und @(X) im R? definierte Felder, die im Unendlichen schneller als mit der Ordnung @(|X|7!)

abfallen und erfiille @ die Bedingung div @ = 0. Dann lifit sich ein gegebenes Vektorfeld V eindeutig in einen
Potentialfeldanteil und einen Solenoidalfeldanteil zerlegen, so dafl

V= \71 + \72, divV = o, rot V= w, wobel (1.8.36)

=/
Vi=—grad® mit &(x)= d%/&, (1.8.37)

R 4rt|x — x|
==/

Vy=rtotA mit AF)=| &’ ) (1.8.38)

R 47|X — x|

Die Felder selbst berechnen sich aus der Quelle o und der Wirbelstirke @ des Vektorfeldes zu
N SN == . Y
V(%)= J Py PE) X=F V(%) = f P BEF)x ——F (1.8.39)
R3 4 |x—x') R 4r|x —x'|3

1.8.3 Beispiele

1) Elektrostatische Felder vorgegebener Ladungsverteilungen: Fiir den Fall ruhender Ladungen reduzie-
ren sich die Maxwellgleichungen der Elektrodynamik fiir das elektrische Feld in einem homogenen
isotropen Medium zu

= L= 1
rotE =0, divE=-p. (1.8.40)
€

Dabei ist £ das elektrische Feld, o die Ladungsverteilung (gemessen in Coulomb pro m*) und € = €, ¢,
die Dielektrizititskonstante des betrachteten Mediums. Dem Helmholtzschen Zerlegungssatz zufolge
ist dieses aufgrund der ersten Gleichung wirbelfreie Feld ein reines Potentialfeld, d.h. es existiert gemif}

(1.8.37) ein Skalarpotential @, so daf}
x’)

E= —grad® mit ®(X)= f dx’ _PE)
R3

4re|]x —X/|

(1.8.41)
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Das Feld selbst ist demnach durch

S = =
ﬂ@=f Py PE) FTE (1.8.42)
R 4re |x—x'?
gegeben.
Fiir eine Punktladung ¢ im Ursprung des Koordinatensystems ist
Y=g 80F) > 3@ = — 2 EE=-1 . 1.8.43
D)= 090) = D)= L, F=1L 1.5.49)

und wir erhalten das bekannte Coulombfeld.

Dies macht auch die allgemeine Losung (1.8.41) mit der Greenschen Funktion anschaulich: Das Poten-
tial setzt sich als Summe tiber die Potentiale aller vorhandenen Punktladungen zusammen bzw. in der
Grenze einer kontinuierlichen Ladungsverteilung iiber das oben angegebene Integral (1.8.41).

Die Formel ist allerdings nicht immer der effizienteste Weg, das elektrische Feld zu einer vorgegebenen
Ladungsverteilung zu berechnen. Betrachten wir als Beispiel eine homogen geladene Kugel vom Radius
R mit Mittelpunkt im Ursprung, also

- po fiur |x| <R,
= 1.8.44
) {o fir |x|>R. (18.44)

Hier ist es einfacher, direkt von der Poissongleichung fiir das Potential auszugehen

divE = —divgrad® = —Ad = £, (1.8.45)
€

Hier empfiehlt sich die Wahl von Kugelkoordinaten. Da p nur von |x| = » abhingt, machen wir den
Ansatz

B(X) = P(r). (1.8.46)
Mit (1.6.91) vereinfacht sich dann (1.8.45) zu
1 d[ ,d¢(r) P
_— =—-. 1.8.47
r2dr [7 dr € ( )

Diese Gleichung lafit sich leicht durch sukzessives Hochintegrieren 16sen. Fiir » < R haben wir

i |:7’2d¢(r)] :_&72 = rz_dgﬁ(r) :—&73 +C = ¢(7’):_&”2—& + G, (1.8.48)
dr dr € dr 3¢ 6 7

Da das Feld keine Singularitit im Ursprung haben kann, muf hier notwendig C; = 0 sein, d.h. wir
haben

gb(r):—%rz-i-cz fir r<R. (1.8.49)

Fiir » > R haben wir p =0, und wir kénnen die Lésung aus (1.8.20) ibernehmen:
C
pr)= S

,
Es bleiben noch die Konstanten C, und C; zu bestimmen. Es ist zunichst aus unserer Integralldsung

(1.8.41) klar, dafl das Potential stetig sein mufi. Weiter ist das elektrische Feld durch

fir r>R. (1.8.50)

E#(_’) 43(3) £oye,/=£% fir r<R, (18.51)
X)=—grad®(x)=+< & _ .. 8.
8 %e,’:@ﬁ fir >R
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gegeben. Die Konstante Cy erhalten wir, indem wir (1.8.40) iiber eine Kugel Kz, mit Radius R’ > R

integrieren:

47R? - -
1J d3x,o(x):n—'oozg:J d%cdivE:f df -E = 4nC,, (1.8.52)
€ Ji, 3e € Jky Ky

R R

wobei Q die Gesamtladung bezeichnet. Es ist also Cy = 4& und wir haben fiir » > R ein Coulombfeld,

als wire die Gesamtladung als Punktladung im Koordina?enursprung lokalisiert. Aus der Stetigkeit des

Potentials bei » = R folgt dann

—%RZ +C=Cy— 87:301{ = 42R = C,= 8;2}}{. (1.8.53)
Die Losung fiir das Potential lautet also
Q 2,2y g
o(x)=(r)= {j:,"” (3;; : >) Rfur Tk (1.8.54)
so dafd sich fiir das elektrische Feld
. % fir r<R
E(X)=—grad®(%) = { jéRT e ;R’ (1.8.55)

ergibt.
Fiir < R kann man das Resultat wie folgt interpretieren: Es ist nur der Anteil der Ladung wirksam,
die bei |X/| < || liegt, und diese kugelsymmetrische Ladung wirkt wie eine einzelne Punktladung im
Ursprung, d.h.

_3Q 4xnfkP X Q .
C4nR3 3 Ame|X]P 4meR3 ¥

E(%) (1.8.56)

in Ubereinstimmung mit (1.8.55).
2) Magnetostatik

Die Maxwellgleichungen separieren auch in Anwesenheit zeitunabhingiger Strome in Gleichungen fiir
das elektrische Feld £ und das magnetische Feld B.Das elektrische Feld wird wieder durch die Gleichun-
gen beschrieben. Wir interessieren uns hier allein fiir das Magnetfeld. In homogenen isotropen
Medien gehorcht es den Gleichungen

divB=0, rotB=yuj (1.8.57)

mit dem Stromdichtevektor j und der magnetischen Permeabilitit U = U, g des betrachteten Ma-
terials. Die erste Gleichung bedeutet die Quellenfreiheit des Magnetfeldes, d.h. die Nichtexistenz
magnetischer Ladungen, die zweite ist das Ampéresche Gesetz, das die Erzeugung des Magnetfeldes
aus elektrischen Stromen beschreibt.

Beispiel

Wir betrachten ein gleichstromdurchflossenes unendlich langes zylindrisches Kabel mit Radius R. Die
Stromdichte ist homogen entlang des Leiterquerschnitts verteild?], d.h.

2 #EZ fir 4/x24+y2<R,
j(x)= ) (1.8.58)
0 fir 4/x24+y2>R.

*Dies gilt bis auf relativistische Niherungen, was fiir die in der Praxis vorkommenden Stréme hinreichend genau ist.
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1. Vektoranalysis

Aufgrund des Helmholtzschen Zerlegungssatzes und der Quellenfreiheit des Magnetfeldes existiert ein
Vektorpotential, das wir der Coulomb-Eichbedingung unterwerfen diirfen:

B=rotA, divA=o. (1.8.59)
Das Ampéresche Gesetz schreibt sich dann in der Form
rot B = rotrotA = graddivg—Af_f = [u; (1.8.60)

Wegen der Coulomb-Eichbedingung gilt also die vektorielle Poisson-Gleichung

-

AA=—puj. (1.8.61)

Wir arbeiten in diesem Falle aufgrund der Symmetrie in Zylinderkoordinaten (7, ¢, z). Die Rotations-
und Translationssymmetrie um die z-Achse legt den Ansatz

A=A,(r)¢ (1.8.62)

z

nahe. Ein Blick auf (1.6.93) lehrt, dafl dieser Ansatz automatisch die Coulomb-Eichbedingung in

(1.8.59) erfiillt. Zur Berechnung von AA wenden wir allerdings wieder rotrot an, da der Laplaceopera-
tor in nichtkartesischen Komponenten nicht naiv ausgewertet werden darf. Wir erhalten gemif3 (1.6.94)

= - dA
B=rotA= ggﬂ/ dz<7>,
r
) A AT, - (1.8.63)
rotB =rotrotA=e,——|r =uj.
rdr dr
Fiir r <R ist also gemif} (1.8.58)
1d[ dA,(r) ul
- =— . 1.8.64
rdr |:r dr nR? ( )
Dies integrieren wir zweimal iiber 7:
dAz(r) IUI 2 /uj 2 r
T = R +C, A(r)= ypri +C;ln 7’_0 +C,. (1.8.65)

Dabei sind C; und C, Integrationskonstanten. Weiter haben wir eine willkiirliche Skala r, > 0 einge-
fithrt, um das Argument des Logarithmus’ dimensionslos zu machen. Eine Variation in 7, tragt freilich
auch nur zu der additiven Konstanten C, bei.

Da nun das Vektorpotential und das Magnetfeld bei » = 0 keine Singularititen besitzen diirfen, muf}
C, = 0sein, d.h. wir haben

I
A()=—"t"1r?1C, fir r<R. (1.8.66)
Fiir r > 0 verschwindet die Stromdichte, und (1.8.63) liefert

i rdAz(V) —o, rdAZ(r):C{, Az(r)zcl/ln r fir r>R. (1.8.67)
dr dr dr "o
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Die Integrationskonstante der letzten Integration haben wir wieder mittels der Lingenskala 7, in den

Logarithmus gezogen. Aus (1.8.63) folgt also unter Verwendung unserer Losungen (1.8.66} (1.8.67)
{ L T <R,

2R (1.8.68)
S fir r>R.

r

B,(r)=

Die Stetigkeit von B, bei 7 = R verlangt dann die Wahl der Konstanten zu
_H

C2n

Die Konstante C, in (1.8.66) hat keine weitere physikalische Bedeutung. Wir konnen sie aber so wihlen,
daf} das Vektorpotential {iberall stetig ist:

ul 7 ul
C=—In{— |+ ——. 1.8.70
27 n<ro>+47rR ( )

C, (1.8.69)

Insgesamt erhalten wir fiir das Magnetfeld also

B (r)= 27*:11{27 fir <R,
¢ 18 fir r>R.

27tr

(1.8.71)

Ahnlich wie bei dem elektrostatischen Problem der homogen geladenen Kugel kénnen wir auch hier
das magnetische Feld viel einfacher direkt aus dem Durchflutungsgesetz bestimmen, wenn wir die Form

B= é}ol B, (r) ansetzen. Dazu integrieren wir diesen Ansatz entlang einer Kreislinie Jdk, vom Radius
r mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung. Daraus ergibt sich wegen des Durchflutungsgesetzes

(1.8.57)
. rom o (4 2y? fir r<R
d7-B= dop rB, (r)=2nrB,(r)= ,uf df -7 = RRETETTHE TSI (1.8.72)
ok, 0 4 4 k, ul fir r>R.

Nach B,, aufgeldst erhalten wir wieder 1)
3) Elektromagnetische Wellenfelder

Wir betrachten nun den einfachsten Fall von zeitabhingigen elektromagnetischen Feldern. Wir ge-

-

ben dazu die elekrische Ladungsdichte o(z,7) und die elektrische Stromdichte j(z,7) vor. Die Max-
wellgleichungen fiir die elektrische Feldstirke E und die magnetische Induktion B lauten dan

divE = 1/0, (1.8.73)
€
rotB = <?+ eil:f> (1.8.74)
- lu ] at ) .0.
divB =0, (1.8.75)
tF =——B. 1.8.76
ro 3, ( )

Dabei beschreiben die ersten beiden Gleichungen, die inhomogenen Maxwellgleichungen, die Erre-

gung der Felder E und B aus ihren Quellen e und j.GL 1} ist das Gauf3sche Gesetz, das auch fiir

>Wir verwenden hier das Internationale Einheitensystem (SI) und beschrinken uns auf homogene isotrope nichtleitende ruhende
Medien, insbesondere das Vakuum, mit riumlich begrenzten Ladungs- und Stromverteilungen.
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zeitabhingige Felder gilt, wihrend das Ampéresche Gesetz auf der rechten Seite um den Max-
wellschen Verschiebungsstrom erginzt. Die beiden anderen Gleichungen, die inhomogenen Max-
wellgleichungen sind Zusatzbedingungen an die Felder, wobei die Beobachtungstatsache aus-
driickt, dafl es keine magnetischen Ladungen gibt. Gl. ist das Faradaysche Induktionsgesetz,
welches die zeitliche Anderung des Magnetfeldes mit den Wirbeln des elektrischen Feldes verkniipft.

Als erste Folgerung aus den beiden inhomogenen Maxwellgleichungen kénnen wir die Erhaltung der

elektrischen Ladung herleiten. Dazu leiten wir (1.8.73) nach der Zeit ab, was

Jd,. - d
EEdIVE =5.P (1.8.77)

ergibt. Setzen wir voraus, daff alle beteiligten Felder stetig differenzierbar sind, vertauschen die rium-
lichen Ableitungen mit der zeitlichen, so dafl wir (1.8.77) verwenden konnen, wenn wir die Divergenz

von (1.8.74) bilden:

divrotEZO:ydiV;+ /jfidiVE):‘u ﬁ+div]7>, (1.8.78)
adt dp
d.h. damit die Maxwellgleichungen in sich konsistent sind, muf} die Kontinuititsgleichung
a .2
——p+div; =0 (1.8.79)

at

gelten. Um sie physikalisch zu interpretieren, erinnern wir uns der physikalischen Bedeutung der Di-
vergenz eines Vektorfeldes als Fluf} einer Grofe durch eine geschlossene Oberfliche (s. Abschnitt|[1.6.3).
Integrieren wir also iiber ein festes Volumen V mit Rand d V, ergibt sich mit Hilfe des Gaufi-
schen Integralsatzes

ij d%p(:,?):—f df - (¢, 7). (1.8.80)
dt Jy av

Entsprechend der Standardorientierung des Flichennormalenvektors d f als vom Volumen weggerich-
tet, bedeutet dies, daf} jede zeitliche Anderung der im Volumen V' enthaltenen Ladung

Qv(t):fvd3r p(t,7) (1.8.81)

allein durch den Fluff von Ladungen durch die Oberfliche verursacht sein kann, d.h. verschwindet
Ladung aus dem Volumen oder erhoht sich die Ladung im Volumen, muf§ diese durch die Oberfliche
geflossen sein. Vorausgesetzt, die gesamten an einem Vorgang beteiligten Ladungen und Strome sind zu

jeder Zeit raumlich begrenzt (was in der Realitdt sicher der Fall ist), folgt aus (1.8.81)

d

d -
4 Qu(t) = I J &r o(t,7)=0, (1.8.82)
R3

da die Stromdichte fim raumlich Unendlichen voraussetzungsgemifs verschwindet. Das bedeutet, daf§
die elektrische Gesamtladung zeitlich konstant bleiben muf}, damit die Maxwellgleichungen in sich
konsistent sind.

Wir setzen im folgenden voraus, daf§ die vorgegebene Ladungs- und Stromverteilung der Kontinui-
titsgleichung geniigt und versuchen nun, die Gleichungen zu l6sen. Dabei kénnen wir den
Helmholtzschen Zerlegungssatz anwenden, indem wir die homogenen Maxwellgleichungen betrach-
ten. Dabei setzen wir stillschweigend voraus, dafl die Annahmen fiir dessen Giiltigkeit erfiillt sind. Aus
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(1.8.75) folgt, dafd das Magnetfeld auch im Falle zeitabhingiger Felder ein reines Solenoidalfeld ist, d.h.
g g 818

aufgrund des Helmholtzschen Zerlegungssatzes existiert ein Vektorpotential A, so dafl

-

B=rotA (1.8.83)
ist. Setzen wir dies in (1.8.76) ein, folgt
t<E+3A’> 0 (1.8.84)
ro —A)=0, 8.
dt

wobei wir wieder die Vertauschbarkeit der zeitlichen Ableitung mit den raumlichen Ableitungen be-
nutzt haben. Wiederum wegen des Helmholtzschen Zerlegungssatzes bedeutet dies, dafl das in den
Klammern stehende Vektorfeld ein Potentialfeld sein muf}, d.h. es existiert ein skalares Potential ®, so
daf§

. 94
F=——— (0] 1.8.85
3, grad ( )

gilt. Umgekehrt erfiillen alle Felder E und B von der Form 41.8.85b bzw. dl.8.86b automatisch die homo-
genen Maxwellgleichungen bzw. (1.8.76). Folglich kénnen wir mit der Einfiihrung des Skalar-
und Vektorpotentials diese Gleichungen als erfiillt ansehen. Um nun ¢ und A zu bestimmen, miissen
wir (1.8.83) und (1.8.85) in die inhomogenen Maxwellgleichungen (1.8.73) und (1.8.74) einsetzen. Das
ergibt

d - 1
—AP— —divA=—-p, 1.8.86
Eran g ( )
rotrotA = graddivA — AA = ?—68—2;{—6 radiCID (1.8.87)
=8 _/u ] 852 8 at ° e

Dabei haben wir (1.3.51) verwendet, wobei bzgl. der Anwendung des Laplaceoperators auf A die dort
erwihnte Warnung zu beachten ist. Wir arbeiten in diesem Abschnitt von nun an in kartesischen Ko-
ordinaten, so daf$ keine Probleme auftreten.

Das Gleichungssystem (1.8.86{{1.8.87) lifit sich noch erheblich vereinfachen. Wie in Abschnitt

betont, ist das Vektorpotential fiir ein Solenoidalfeld nur bis auf ein Gradientenfeld bestimmt. Das
bedeutet in unserem Fall, daf} mit jedem Vektorpotential A auch

E/:g—grad)( (1.8.88)

tur ein beliebiges Skalarfeld y zum gleichen Magnetfeld fihrt. Damit sich dabei auch das elek-
trische Feld nicht dndert, miissen wir zugleich das Skalarpotential auf

d
=0+ 1.8.89
X (1.8.89)
abindern. Es ist klar, daf§ sich auch die Gleichungen (1.8.86) und (1.8.87) unter einer solchen Eichtrans-
formation nicht dndern, denn diese Gleichungen gingen ja aus den Maxwellgleichungen und
ii hervor, die nur die eichinvarianten Felder £ und B enthalten. Wir kdnnen also durch geschick-
te Wahl von y erreichen, daf Skalar- und Vektorpotential geeignete Nebenbedingungen erfiillen, die die

Gleichungen (1.8.86) und (1.8.87) vereinfachen. In der Magnetostatik hatten wir die Coulomb-Eichung
(1.7.39) gewidhlt, um auf die vektorielle Poissongleichung (1.7.44) fiir das Vektorpotential zu kommen.
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Dies wire auch im vorliegenden Falle zeitabhingiger Felder moglich. Noch einfachere Gleichungen
erhalten wir jedoch, wenn wir die Lorenzeichunéﬂ

o -

Iue% +divA=0 (1.8.90)
wihlen. Setzen wir nimlich in (1.8.86) divA = —ued®/Jt, erhalten wir die inhomogene Wellenglei-
chung

d? 1
Ue—=¢—Ad=— 1.8.91
e P (1.8.91)

Setzen wir entsprechend in 1) 30/t =—divA/( w€) und formen die entstehende Gleichung ein

wenig um, ergibt sich auch fiir das Vektorpotential eine inhompogene Wellengleichung
EEIR
3 2
Der Vorteil der Lorenzeichbedingung (1.8.90) ist also, dafl die Gleichungen fiir das Skalarpotential und
die drei Komponenten des Vektorpotentials separieren. Wie wir die inhomogene Wellengleichung 16-

sen konnen, werden wir in Abschnitt[2.6.2|als Beispiel fiir die Anwendung der Fouriertransformation
zeigen.

2 A-NA= /u] (1.8.92)

Hier begniigen wir uns auf den Spezialfall freier elektromagnetischer Wellen, d.h. wir suchen Lo-
sungen fiir den Fall des ladungs- und stromfreien Raumes. Wir schreiben zur Abkiirzung ¢ =1/, /€.
Dann lauten die Gleichungen (1.8.91) und (1.8.92)

1 92 1 3% -

5572 A2=0, ;ﬁA AA=0. (1.8.93)

Es ist nun leicht zu sehen, daf} fiir irgendeine zweimal differenzierbare Funktion f : R — R

8(t,7)= flwt —k - 7) (1.8.94)
mit konstanten « € R und k£ € R?, vorausgesetzt es gilt
w? = k2. (1.8.95)

Entsprechend kann man mit irgendeiner zweimal differenzierbaren Funktion g : R — R eine Losung
der Form

A(t,7)=8(wt —k-7) (1.8.96)

fiir das Vektorpotential erhalten. Dies bedeutet in der Tat, daf Skalar- und Vektorpotential im ladungs-
und stromfreien Raum sich wellenf6rmig ausbreitende Losungen besitzen, wobei die Wellen gemaf3

(1.8.95) die Phasengeschwindigkeit

1
2= (1.8.97)

besitzen. Die Ausbreitungsrichtung ist dabei durch den Einheitsvektor k/|k| gegeben. Freilich gelten
diese Betrachtungen insbesondere fiir das Vakuum als Medium, wo die Materialkonstanten ¢ = ¢, und
4 = (g eine fundamentale Naturkonstante, die Vakuumlichtgeschwindigkeit c,, definieren. Die
Existenz solcher elektromagnetischer Wellen wurden von Maxwell vorausgesagt, der den Verschie-
bungsstrom zum Ampéreschen Durchflutungsgesetz aufgrund rein theoretischer Uberlegun-
gen hinzugefiigt hatte. Der experimentelle Nachweis gelang H. Hertz dann erst einige Jahre spiter.

®In der Literatur findet man diese Bedingung oft unter dem Namen Lorentzeichung. Aus historischen Griinden ist es aber ge-
rechtfertigter, die Bedingung nach dem dinischen Physiker Ludwig Lorenz als nach dem hollindischen Physiker Hendrik Antoon
Lorentz zu benennen [[JOO1]].
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1.8. Der Helmboltzsche Zerlegungssatz

Hinweise zum Weiterlesen

Ein empfehlenswerter Text, der die Vektoranalysis fiir die ersten Semester auf einem dhnlichen Niveau wie
dieses Skript fiir die Anwendung bereitstellt, ist [Gro05]]. Auch die einfiihrenden Lehrwerke zur theoretischen
Physik behandeln gewohnlich mathematisches Handwerkszeug, z.B. [Joo89, ISch89]]. Besonders hervorzuhe-
ben ist auch die sehr anschauliche Behandlung der Vektoranalysis in [Som92]]. Aus der mathematischen Li-
teratur seien nur einige Beispiele erwihnt: Die klassische Darstellung der Vektoranalysis und Einfithrung in
die Feldtheorie, wie sie in diesem Skript behandelt wird, sind in [BK88},ISmi61,[Mys81]] (Bd. II) enthalten. Die
moderne Behandlung der Vektoranalysis im Cartanschen Formenkalkiil auf differenzierbaren Mannigfaltig-
keiten, der allerdings in der Physik (aufler in der Allgemeinen Relativititstheorie) eher selten angewendet
wird, erfolgt auf sehr anschauliche Weise in [[JKOT].
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Kapitel 2

Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

Die Fourier-Reihen und Fourier-Integrale stellen fiir die Physik wichtige mathematische Hilfsmittel dar. Es
verwundert nicht, dafl Fourier die nach ihm benannten Reihen bei der Lésung von Randwertproblemen der
Wirmeleitungsgleichung entdeckt hat.

Der Grund fiir die Machtigkeit der Fourier-Reihen und Fourier-Integrale in der Physik liegt darin begriindet,
daf} viele lineare (gewohnliche oder partielle) Differentialgleichungen mit ihrer Hilfe in algebraische Glei-
chungen umgewandelt, und die Losung dieser Gleichungen eindeutig in Losungen der dazugehdrigen Ditfe-
rentialgleichung zuriicktransformiert werden konnen.

2.1 Fourier-Reihen periodischer Funktionen

2.1.1 Grundlagen und Beispiele

Ausgehend von einer Grundfrequenz c =27 /T bildet man

= Z frexp(—iw,t) mit w,=ncw. (2.1.1)

n=—oQ

Die Fourier-Reihe konvergiert gleichmiflig (und damit auch punktweise), wenn f(¢) periodisch mit
der Periode T und stiickweise glatt ist. Die (schwichere) Forderung der Konvergenz im quadratischen Mittel
ist erfiillt fiir periodische, in [0, T'] stetige Funktionen f(¢). Dabei heifdt eine Funktionenfolge £, gegen die
Funktion f konvergent im quadratischen Mittel, wenn

/2
I —flP = f (O —f(OF »0 fir oo 212)

—T)2

gilt. Wir werden im nichsten Abschnitt noch ausfiihrlich auf diese Begriffsbildung zurtickkommen, da sie fiir
die gesamte Physik eine entscheidende Rolle spielt. Insbesondere die Mathematik der Quantentheorie basiert
auf diesen zum Hilbertraum fithrenden Betrachtungen.

Die Fourier-Koeffizienten f, lassen sich bei gegebener Funktion f(¢), welche den obigen Voraussetzungen
genligt, wie folgt berechnen:

L (TR
1= —f dt f(t)exp(iw,, ). (2.1.3)
T J_ 1)
Beweis: Mit
/2
—f dt expliw(m—n)t]=4,,, (2.1.4)
)2
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

wird:

)2
—f dt f(t)exp(iw,,t) ané\mn =/ (2.1.5)

)2

Wenn die Funktion f reell ist, kdnnen wir auch reelle Fourierreihen definieren. Bilden wir das konjugiert

Komplexe von
= >, frexplio,t) = f(x), (2.1.6)

n=—oo
zeigt ein Vergleich mit (2.1.1), dafl fiir reelle Fourierreihen
fon=1 2.1.7)

gilt. Setzen wir f, =(a,+1b,)/2 mita,,, b, € R, folgt nach einfachen algebraischen Umformungen
fx)=fo+ Z[fn exp(—iw, t)+ [, exp(iw,t)] = % + Z[ﬂn cos(wt)+ b, sin(wt)]. (2.1.8)
n=1 n=1
Aus ergibt sich

5 [T/
a,=2Ref, :—J dt f(t)cos(w,t), neN,;={0,1,2,...}

n n T .
) TT//; 2.1.9)
bnzzImfn:?J ” dt f(¢)sin(w,t), neN={1,2,...}
—T)2

Es ist klar, daf§ auch komplexe Funktionen nach Fourier-Sinus-Cosinusreihen der Form entwickelt
werden konnen. Die Koeffizienten sind auch dann durch gegeben. Nur sind diese dann nicht reelle
sondern komplexe Zahlen.

Weitere Spezialfille ergeben sich fiir unter Spiegelungen x — —x symmetrische bzw. antisymmetrische

Funktionen. Dann folgt aus (2.1.9), daf3

/2

f(x)=f(—x) = :—f dt f(¢t)cos(w,t), b, =0;

)2
fx)=—f(—x) > a,=0, b,= —f dt f(t)sin(eo, 1),
T J_7p
Beispiele
(1) Wir betrachten die periodische ,Dreiecks-Funktion®
f(x)= 120, 2.1.11)
T

im Intervall [—7, 7] mit €(x) = —1 fiir x < 0 und €(x) = +1 fiir x > 0. Die Fourier-Koeffizienten f,
ergeben sich aus (2.1.10). Die entsprechende Fourier-Reihe lautet mit (2.1.8))
fx)= i Si s cos{(2n+ 1)x] @112)
x)= lim — » ————cos[(2n+ 1)x]. 1.
3 (2n+1)?

N—oo 7-[2

Die Approximation der Funktion f(x) durch (2.1.12) ist in Abbildung[2.1|fiir den Fall N = 1 illustriert
sowie fir N = 3, d.h. es werden nur die vier ersten Schwingungsmoden beriicksichtigt. Man erkennt
jedoch aus der Abbildung[2.1] dafl selbst fiir N = 3 bereits eine brauchbare Niherung entsteht.

84



2.1. Fourier-Reihen periodischer Funktionen

T T T T T T
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Abbildung 2.1: Illustration der Fourier-Reihe (2.1.12) fiir N =1 und N =3.

Allgemein kann man zeigen, dafl die Fourier-Reihen zu einer gegebenen Funktion desto besser konver-
gieren, je glatter die zu entwickelnden Funktionen sind. In unserem Fall ist die Funktion stiickweise
glatt und besitzt im betrachteten Intervall [—7, 7] nur eine Unstetigkeit in der Ableitung bei x = 0.

(2) Als Illustration fiir den Fall einer unstetigen Funktion betrachten wir die Rechteckschwingung

1 falls x>0,
fx)=e(x)= - (2.1.13)
—1 falls x<O.
Die Fourierkoeffizienten ergeben sich aus (2.1.3):
1 (" , i )
f=— dx e(x)exp(inx) = —[1—(—1)"]. (2.1.14)
2w J_, nfm
Sie sind nur fiir ungerade 7 von 0 verschieden, und es entsteht wieder eine reelle Fourierreihe
4 SHsinf(2k + 1)x]
xX)=— —_— . 2.1.15
fx) 7 ; 2k +1 ( )
1.5 w w w w w 1.5
i T T I TP ANPDIRNDY |t
! ! // Talet \\ l 1 s \
s N I 1
05 | ‘ vl 05t y
v .
“~ 0 4 Y w0
'\ 1o
A /e
0.5 Fu S 1 05 ¢
Y /o I ,
N ) 7 ] !
-1 A NI exact -1 B PN exact
N Nl ====. L X N=10 ---~-
- =) «ue- N=100 --- - -
N —— S R ‘
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X

Die Abbildung zeigt wieder Niherungen der Funktion mit N = 1,2,20, 100 Termen der Fourierreihe.
In der Tat sehen wir, dafl die Reihe an der Sprungstelle bei x = 0 sowie an den Intervallenden, wo
wegen f(r) # f(—m) die 2r-periodisch fortgesetzte Funktion Sprungstellen aufweist, die Konvergenz
nicht sehr gut ist. Selbst bei einer sehr groffen Zahl von aufsummierten Reihengliedern tiberschieflen
die Niherungen an diesen Stellen den exakten Wert erheblich. Dieses schlechte Konvergenzverhalten
der Fourierreihen an Sprungstellen der zu entwickelnden Funktion wird als Gibbssches Phinomen
bezeichnet.
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

2.2 Konvergenz der Fourierreihen

In diesem Abschnitt befassen wir uns etwas ausfithrlicher mit der allgemeinen Konvergenztheorie der Fou-
rierreihen und fithren zunichst den fiir die gesamte Physik wichtigen Begriff des Hilbertraums anhand des
Raumes der quadratintegrablen Funktionen L? ein.

2.2.1 Der Hilbertsche Funktionenraum L?

Wir kommen auf den in (2.1.2) eingefiihrten Begriff der Konvergenz im quadratischen Mittel zuriick. Wir
erhalten eine Analogie zu den endlichdimensionalen Vektorrdaumen und dem euklidischen Abstandsbegriff,
wenn wir zunichst das Skalarprodukt zweier Funktionen einfiihren. Wir beschrinken uns im Hinblick auf
die Anwendung auf Fourierreihen zunichst auf Funktionen f : [—7r, 7] — C. Die Verallgemeinerung des
Definitionsbereichs auf andere Intervalle, ganz R oder R” erfolgt analog.

Seien nun also f, g : [—7, 7] — C Funktionen. Dann definieren wir das Skalarprodukt durch

Vle)=| deregeo )

Dieses Skalarprodukt besitzt fiir beliebige A;,4, € Cund f, g,h : [—7, 7] — C offenbar die folgenden Ei-
genschaften:

(flAg+Ah)=A(f1g)+A{f|h), (2.2.2)
(Af + A8 lh)=A1{f|h)+ A3 (g|h), (2.2.3)
(1) =IIfIP=o0. (2.2.4)
(flg)=Uelf )" (2.2.5)

Es ist wichtig zu beachten, daf§ das Skalarprodukt linear im zweiten Argument ist, im ersten Argument aber
semilinear, da die A, A, konjugiert komplex herausgezogen werden. Die letzte Eigenschaft macht (2.2.1) zu
einer positiv semidefiniten Sesquilinearform.

Betrachten wir nun alle diejenigen Funktionen f : [—7, 7] — C, fiir die

U1 == | sl 226

existiert, spricht man von den quadratintegrablen Funktionen {iber dem Intervall [—7, ]. Dieser Funk-
tionenraum wird mit L?([—r, 7r]) bezeichnet. Aus den bekannten Sitzen iiber die Existenz von Integralenﬂ
folgt dann, daf§ dieser Funktionenraum einen Vektorraum bildet, d.h. mit zwei Funktionen ist auch jede
Linearkombination im Vektorraum enthalten.

Das Skalarprodukt (2.2.1) wird nun positiv definit, wenn wir zwei Funktionen f, g € L*([—r, r]) identifi-
zieren, falls

If —glP=| dx|f(x)—g(x)P=0 2.2.7)
ist. Dann konnen sich die Funktionen in einer abzihlbaren Menge von Punkten im Definitionsbereich [—7, 7]
unterscheiden! Setzt man voraus, dafl / und g stetig sind, miissen sie offensichtlich gleich sein. Wire nimlich
f(xo) — g(xo) # 0 an einer Stelle x, € [—7, 7], dann wire dies wegen der Stetigkeit der Funktionen sogar in
einem ganzen Intervall (xq — €, xy + €) € [—7, 7] der Fall, und (2.2.7) konnte nicht verschwinden.

"Wir miissen hier vom Lebesgueschen Integralbegriff ausgehen, um die im folgenden durchgefiihrten Konvergenzbetrachtungen
streng begriinden zu kdnnen. Wir gehen aber darauf nicht niher ein und verweisen auf die Literatur, z.B. [Smi61]].
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2.2. Konwvergenz der Fourierreihen

Auf diese Art wird die Abbildung

-1l L(=m 2 = R, [Ifll=V{f1f) (2.2.8)

zu einer Norm und L?([—, 7r]) zu einem metrischen Vektorraum. Die Norm erfiillt dabei die folgenden drei
Eigenschaften

IA£ 1= [AlIAII, (2.2.9)
IfI[=0< f=0, (2.2.10)
If + gl <[I£11+ gl (2.2.11)

mit A€ Cund f, g € L*([—r, ]). Der Beweis von (2.2.9) ist trivial, (2.2.10) entspricht der Verabredung, dafl
Funktionen als gleich zu betrachten sind, wenn (2.2.7) erfiillt ist. Einzig die Dreiecksungleichung (2.2.11)

ist nicht so unmittelbar einsichtig.

Wir konnen sie aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts beweisen. Seien f, g € L?([—m, 7]). Dann
gilt fiir alle A€ R

P =If + gl = Zllgl? +IfIP + A(f 1) +(g 1)) > 0. (2.2.12)

Damit ist auch sicher

PllglP+1IAIP+2A(F 1)1 =>0. (2.2.13)

Nehmen wir an, daf§ g # 0 ist, so kdnnen wir setzen

2=l (2.2.14)
llgl?

Dies in (2.2.13) eingesetzt liefert dann nach einigen einfachen Umformungen die Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung

A1l =1/ 18) 2.2.15)
Diese konnen wir nun benutzen, um schliefflich die Dreiecksungleichung|2.2.11|zu beweisen:

If +glP = 1P +llglP +(f 1g) + (gl f) < IFIP+llglP +21(F 1) <P +Igl? + 20/ lllgll- (2.2.16)

Ziehen wir aus dieser Ungleichung die Wurzel, erhalten wir unmittelbar (2.2.11).

Es ist nun klar, daf§ wir ganz analog wie bei den reellen oder komplexen Zahlen den Konvergenzbegriff fiir
Folgen auch auf dem Raum L*([—r, 7t]) einfithren kénnen. Eine Folge £, € L*([—, 7]) heifft konvergent
gegen die Funktion f, genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein 7, € N existiert, so dafl ||/, — /|| < ¢ fiir alle
n > ng 1st.

Alsdann kann man Cauchyfolgen von Funktionen definieren. Dies sind Folgen, fiir die zu jedem € > 0 ein
ng € N existiert, so daf} [|f, — £, || <  fiir alle ;,7, > N gilt.

Nun heifdt ein metrischer Raum vollstindig, wenn in ihm jede Cauchyfolge konvergiert. So wurden z.B. die
reellen Zahlen durch Vervollstindigung der rationalen Zahlen konstruiert. Ohne Beweis bemerken wir, daf§
L2([—, t]) vollstindig ist. Ein normierter vollstindiger Vektorraum heifit Banachraum. Wird speziell wie
im L%([—r, ]) die Norm durch ein Skalarprodukt erzeugt, wird der Vektorraum als Prihilbertraum oder
unitirer Raum bezeichnet. Ist er bzgl. dieser Norm auch noch vollstindig, also ein Banachraum, spricht man
vom Hilbertraum.
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

2.2.2 Fourierreihen im L?
Wir betrachten nun die Funktionen

up(x) =exp(ikx) mit keZ. (2.2.17)
Offensichtlich sind diese Funktionen in L?*([—7, 7]) enthalten, denn es ist

0 falls kAL

A e (2.2.18)

<uk|uz>=f”dxexp[ (I—k)x]= {

—7T

Man bezeichnet einen solchen Satz von Funktionen in Analogie zu den Verhiltnissen im Euklidischen R? als
Orthogonalsysteme, bei Normierung als Orthonormalsystem.

Es liegt daher nahe zu fragen, ob jede Funktion f € L?([—r, r]) durch eine Reihe der Form

= > fim(x) (2.2.19)

k=—c0

dargestellt werden kann, wobei wir als Konvergenzbegriff den des Hilbertraums, also Konvergenz im qua-
dratischen Mittel, voraussetzen wollen. Ohne dies hier vollstindig beweisen zu konnen, sei bemerkt, dafl
dem tatsichlich so ist, d.h. daf§ das Orthonormalsystem ein vollstindiges Orthonormalsystem
(VONS) auf L?[(—r, )] ist. Wir werden im folgenden nur einen einfacheren Satz beweisen, der die Behaup-
tung auf stiickweise stetige Funktionen einschrinkt.

Betrachten wir dazu (2.2.19) genauer: Ist die Reihe im Sinne der Hilbertraumnorm konvergent, so gilt wegen
(2.2.18)

<1/tl|f>: Z a (I/tl|%k): Z akZTCé‘M:ZrmZ. (2220)
k=—c0 k=—o0
Seien also f € L*([—n,7]) und
ozl )= — | dx fx)exp(—ikx), keZ (2.2.21)
2r 2 J_,

die dazugehorigen Fourierkoeffizienten.

Wir betrachten nun Teilsummen der Form
n
x)= Z fru(x). (2.2.22)
[=—n

Dann gilt
1f = SullP = =Sy 1 f = Su ) =W IP S = 1S,) = (S, 1) (2.2.23)

Wir rechnen nun die einzelnen Terme auf der rechten Seite aus:

FIS) = (8,11 = S fiflm) =22 ST,

I=—n I=—n

(2.2.24)
(S,18,) = Z Jofi (mplmy) =2m Z el
k,=—n k=—n
Es ist also .,
OS||f—5n||=||f||2—||5n||2=||f||2—27sz el (2.2.25)

88



2.2. Konwvergenz der Fourierreihen

Daraus folgt die Besselsche Ungleichung

1 n
ZIIS,ZHz: ARl (2.2.26)

k=—n

Das bedeutet, dafl die von den Quadraten |f|* der Fourierkoeffizienten gebildete Reihe konvergent ist. Ins-
besondere folgt daraus das Riemann-Lebesguesche Lemma, d.h. daf§

nlggoﬁ’ = nli)ngo fﬂ dx u;(x)f (x)= nli)rgofn dx exp(—inx)f(x)=0. (2.2.27)

—7TT —7T

fiir alle f € L?([—r, r]) ist. Weiter folgt, dafl die Fourierreihe der Funktion f genau dann im quadratischen
Mittel gegen diese Funktion f konvergiert, wenn

lim V27 IS, || =]If1]- (2.2.28)

Um die Konvergenz der Teilsummenfolge S, gegen die vorgegebene Funktion f nachzuweisen, schreiben wir

die Teilsumme (2.2.23) in ein Integral um, indem wir die Fourierkoeffizienten (2.2.21) einsetzen:

S,(x)= i fru(x)= i frexp(ilx) = % i J% dx’ f(x")exp[il(x —x")]. (2.2.29)
|=—n |=—nv—T

|=—n

Hier konnen wir unbesorgt die endliche Summe mit dem Integral vertauschen. Die endliche geometrische
Reihe ldft sich bekanntlich geschlossen aufsummieren. Nach einigen algebraischen Umformungen finden
wir den Dirichlet-Kern

n

D, (x,x) = Zi Z explil(x —x')] = % exp[(2n + 1)i(x —x”) /2] —exp[—(2n + 1)i(x —x") /2]

n = exp[i(x —x’)/2]—exp[—i(x —x')/2]
' sin[#(x—x’)] / (2.2.30)
=5 —— =D, (x,x).
()
Dies in eingefiihrt ergibt
S,(x)= f dx' D, (x,x")f (x)). (2.2.31)
Weiter kann man anhand der Summenform der Funktion leicht zeigen, daf3
f dx D, (x,x") :f dx' D, (x,x")=1. (2.2.32)

Wir beweisen nun die Konvergenz der Fourierreihen gegen die dazugehdrige Funktion f fiir die folgende
Klasse von Funktionen:

Essei f : [—m, ] — C stetig bis auf eine hochstens endliche Anzahl endlicher Spriinge im Intervall [—7, 7z].
Auflerdem besitze f in jedem Punkt dieses Intervalls eine rechts- und eine linksseitige Ableitung, d.h. es sollen
tur alle x € [—, ] die Grenzwerte

&Ef(x)= lim fetbx)—f(x) (2.2.33)

existieren. Es ist klar, daf} f/ genau dann in x € (—m, ) differenzierbar ist, wenn rechts- und linksseitige
Ableitung gleich sind. Dann gilt d¥f(x) = f'(x).
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

Wir zeigen als erstes, daff fiir jedes x € [—m, ], bei dem f stetig ist, die Fourierreihe an dieser Stelle gegen
£ (x) konvergiert. Dazu miissen wir wegen (2.2.31) und (2.2.32) nur zeigen, daf}

nlLIEO[Sn(x) = nli)rgof dx'[ —f(x)]D,(x,x")=0 (2.2.34)

ist. Nun ist aber

") — . [2n+1

[£(x")— f(x)]D, (x,x") = 1) /f(x) sm[ s (x’ —x)] . (2.2.35)
sin (x 2—x ) 2

Wir kénnen also (2.2.34) durch Anwendung des Riemann-Lebesgueschen Lemmas (2.2.27) beweisen, wenn

wir zeigen kdnnen, daf3

gx)= f(x)(—_f(;) e L*([—n, 7)) (2.2.36)
Sin 3

ist. Wir kénnen nimlich fiir den in (2.2.35) verbleibenden Faktor

sin [ 2n2—|— 1(x/ — x)i| :% exp I:%(x/ — x)] exp[in(x’—x)]

— % exp [_E(x/ - x)} exp[—in(x’ —x)]

schreiben, und man kann (2.2.27) auf die durch Ausmultiplikation dieser Ausdriicke mit (2.2.36) entstehenden

Funktionen anwenden.

(2.2.37)

Unsere Voraussetzungen besagen nun aber, dafl die in definierte Funktion fiir x # x" nur an denselben
Sprungstellen wie f unstetig ist. Fiir x’ — x0T ergibt unsere Annahme der Existenz links- und rechtsseitiger
Ableitungen, dafl g allenfalls eine zusitzliche endliche Sprungstelle bei x” = x aufweist. Folglich ist also g in
der Tat eine bis auf endlich viele endliche Sprungstellen stetige Funktion und daher ihr Betragsquadrat mit
Sicherheit integrabel. Damit ist die obige Behauptung bewiesen.

Wir untersuchen nun, was an einer endlichen Sprungstelle passiert. Dazu betrachten wir das Beispiel der
Rechteckwelle (2.1.13). Aufler in x = 0 ist diese Funktion stetig differenzierbar, und nach dem eben bewiese-
nen Satz konvergiert die dazugehdrige Fourierreihe (2.1.15). Fiir x = 0 ist die Fourierreihe offensichtlich 0.
Die durch die Fourierreihe von definierte Funktion ist also

1 falls xekrn,2k+1)r), keZ,
g(x)=40 falls x=2%kn, keZ, (2.2.38)
—1 falls xe((2k—1)r,2kn), keZ.

Sei nun x, € [—7, 7] eine Sprungstelle einer Funktion mit den oben angegebenen Eigenschaften. Definieren
wir die Sprunghdhe zu

J = f+07)— f(xg—07), (2.2.39)
so ist die Funktion

h(x)=f(x)—=g(x) (2.2.40)

offensichtlich stetig in x5, und aufgrund des obigen Beweises konvergiert die Fourierreihe dieser Funktion
gegen den entsprechenden Funktionswert /(x,). Da die Fourierkoeffizienten einer Summe von Funktionen
gerade die entsprechende Summe der Fourierkoeffizienten sind, schlieflen wir, daf} die Fourierreihe von f bei
x = x5 wegen g(0) =0 gegen

f(xg4+0")— f(x+07) _ f(x94+07)+ f(x,—07)
2 2

h(xy) = h(xg+0") = f(xg+01)— (2.2.41)
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2.3. Anwendungen der Fourierreihen

strebt.

Wir bemerken noch, dafl aufgrund der Konvergenz der Fourierreihen einer Funktion f € L*([—m, 7]), die
Folgen der Fourierkoeffizienten quadratsummierbar sind und daf}

2 > L=/ (2.2.42)
gilt (Parsevalsche Gleichung).
Ist umgekehrt (f,) (n € Z) eine quadratsummierbare Folge, so ist

fx)= > f,explinx) (2.2.43)

eine quadratintegrable Funktion mit
IAIP=27 > 1A% (2.2.44)
Offensichtlich bilden die quadratsummierbaren Folgen mit dem Skalarprodukt

[ee]

(alby=2r > a;b, (2.2.45)

n=—oQ

ebenfalls einen Hilbertraum, den Hilbertsche Folgenraum £2, und iiber die Fourierentwicklung ist ein Iso-
morphismus zwischen ¢2 und L?([—, 7t]) gegeben.

Es ist weiter klar, daf man diese Betrachtungen auf jedes beliebige endliche Intervall (a,a+ L) verallgemeinern

kann und dafiir die Formeln in Abschnitt erhilt.

Ebenso kann man offensichtlich die Fourierreihen auch auf Funktionen f : W — C, wobei W = [—m, 7] X
[—7, ] X - X [—m, ] C R” der Wiirfel der Kantenlidnge 27t im R” ist, verallgemeinern. Dann ist

. o o 1 - -
f(x)= kl’m;_wf/—é exp(ik-x) mit f;= W fw d"x f(x)exp(—ik - X). (2.2.46)

2.3 Anwendungen der Fourierreihen

2.3.1 Schwingungen einer Saite

Die Schwingung einer Saite der Linge L wird durch die Auslenkungen #(x, #) am Ort x entlang der Strecke
x € [0,L] beschrieben, entlang derer die Saite aufgespannt ist. Angenommen, wir haben eine homogene
Massenbelegungsdichte und Spannung, wird die Bewegung durch die eindimensionale Wellengleichung

<13_2_3_2> #(x,t)=0 2.3.1)

beschrieben. Dabei ist ¢ = 4/ /p, wobei o die Spannung und p die Masse pro Lingeneinheit der Saite be-
zeichnen.

Diese Differentialgleichung ist von zweiter Ordnung sowohl in der Zeit- als auch in den Raumkoordinaten.
Zur korrekten Fragestellung nach der Losung gelangen wir durch physikalische Uberlegungen. Zum einen
ist die Saite bei x = 0 und x =/ fest eingespannt, d.h. es muf§

u(t,x =0)=wu(t,x=1L)

0 (2.3.2)
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

sein, denn zu keinem Zeitpunkt kénnen die Endpunkte irgendwie ausgelenkt werden. Damit sind bereits
zwei Randbedingungen zur Festlegung der riumlichen Integrationskonstanten gegeben. Fiir die Zeit geben
wir eine Anfangsbedingung vor, d.h. wir miissen festlegen, wie zur Anfangszeit ¢+ = 0 die Saite ausgelenkt
wird und welche Geschwindigkeit sie besitzt, d.h. wir miissen die beiden Funktionen

d

uy(x)=u(t =0,x) und v4(x)= Eu(t =0,x) (2.3.3)

vorgeben. Wir haben es also mit der fiir Wellengleichungen typischen Anfangs-Randwertaufgabe zu tun.

Um diese Aufgabe zu [6sen, konnen wir nun die Fouriersche Methode anwenden. Dazu machen wir zunichst
den Ansatz einer harmonischen Zeitabhingigkeit:

u(x,t)=A,(x)exp(—iwt). (2.3.4)
Dies in die Wellengleichung eingesetzt liefert fiir A, die gewoShnliche Differentialgleichung

d2 O)z 2 2 0)2
@Aw(X):—C—ZAw(X):—k Aw(x), /€ :? (235)
Die allgemeine Losung ist

A, (x)=c,cos(kx)+ c,sin(kx). (2.3.6)

Nun verwenden wir die Randbedingungen (2.3.2). Fiir x = 0 folgt ¢; = 0 unabhingig vom Wert von k. Fiir
eine nichttriviale Losung mufl nun notwendig ¢, # 0 sein. Damit miissen wir aber fiir x = L verlangen, daf§
sin(kL) =0, und diese Gleichung konnen wir nur durch geeignete Wahl von & erfiillen, d.h. wir erhalten die
diskreten Werte o
k=" neN={1,23,.) (2.3.7)

fiir die Wellenzahl k. Damit sind aber vermége (2.3.5) auch die in (2.3.4) erlaubten Frequenzen festgelegt,
und zwar zu -

w=%tw, mit w,=ck,= - (2.3.8)
d.h. zu jedem Wert von & in (2.3.7) gibt es die zwei in (2.3.8) gegebenen Werte £, fiir w.

Da weiter die Wellengleichung eine lineare Differentialgleichung ist, erfiillt mit irgendeinem Satz Lsungen
auch jede Linearkombination dieser Losungen die Gleichung. Sammeln wir nun also unseren Satz Losungen

mit harmonischer Zeitabhingigkeit (2.3.4]2.3.8) zusammen, ist offenbar

[e]

u(x,t)= Z[ﬂn exp(iw, t)+ b, exp(—iw,t)]sin(k, x) (2.3.9)

n=1
eine Losung, vorausgesetzt die Koeffizienten 4,, und b, (» € N) bilden Folgen, so daf} die Reihe konvergiert.

Da weiter die Losung reell sein muf3, folgt noch

b =a’. (2.3.10)

n n

Wir haben also fiir jedes # € N zwei unabhingige reelle Koeffizienten Rea,, und Ima,, zur Wahl, um die An-
fangsbedingungen (2.3.3)) zu erfiillen. Diese Aufgabe wird erleichtert, wenn wir die Koeffizienten von vorn-
herein reell wihlen. Setzen wir also

1 1 .
Rea, = EA”’ Ima, :_EB" mit A,,B, R, 2.3.11)

konnen wir (2.3.9) auch in der Form

u(x,t)= i[An cos(w, t)+ B, sin(w,, t)]sin(k, x) (2.3.12)

n=1
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2.3. Anwendungen der Fourierreihen

schreiben. Setzen wir diesen Ansatz in die Anfangsbedingungen fiir # =0 (2.3.3) ein, so finden wir die Bedin-
gungen

uy(x) = iAn sin(k,x), vy(x)= iBn w,, sin(k,x). (2.3.13)
n=1 n=1

Es ist nun aber auch klar, dafl wir diese Bedingungen durch geeignete Wahl von A, und B, finden kdnnen.
Dazu stellen wir uns die auf dem Intervall [0, L] definierten Funktionen (die freilich jeweils die Randbedin-
gungen (2.3.2) erfiillen miissen) auf das Intervall [—L, L] ungerade fortgesetzt vor, d.h. wir setzen

Vx e[—L,0]:  uy(x)=—ug(—x), vy(x)=—v5(—2x). (2.3.14)

Dann kénnen wir entsprechend den Betrachtungen in Abschnitt [2.1] diese erweiterte Funktion nach einer
reinen Fourier-Sinus-Reihe entwickeln, wie es in (2.3.14) gefordert ist. Die Koeffizienten ergeben sich nach

den allgemeinen Formeln
2 L 2 L
A, = ZJ dx uy(x)sin(k,x), w,B, = ZJ dx vy(x)sin(k, x). (2.3.15)
0 0

Wir kénnen nun (2.3.12) sogar in eine geschlossene Form bringen, indem wir die Additionstheoreme der

Winkelfunktionen ausnutzen:
cos(w,, t £k, x)=cos(w, t)cos(k,x) Fsin(w,t)sin(k,x), (23.16)

sin(w,,t £k, x)=sin(w,t)cos(k,x) % cos(w, t)sin(k,x).

Durch Addieren bzw. Subtrahieren der ,Doppelgleichungen erhalten wir also die folgenden Formeln:

cos(ew, t)cos(k, x) = % [cos(co, t —k, x)+cos(c, ¢ + &, x)], (2.3.17)
sin(e, £)sin(k, x) = % [cos(c, t —k, x)—cos(c ¢ +k, x)], (2.3.18)
cos(ew, ¢)sin(k, x) = % [—sin(e, ¢ —k,x)+sin(ew, ¢ +k,x)], (2.3.19)
sin(e, ¢)cos(k, x) = % [sin(e,, ¢ — k,x) +sin(ew,  + k,x)]. (2.3.20)

Dabei bedeutet der erste Term in der eckigen Klammer auf der rechten Seite der Gleichung jeweils eine nach
rechts fortschreitende ebene Welle und der zweite Term eine nach links fortschreitende ebene Welle. Die
linke Seite der Gleichung besagt, dafl all diese Kombinationen stehende Wellen sind. Der Fourierentwick-
lungssatz besagt also, dafl wir alle Losungen unseres Anfangs-Randwertproblems fiir die schwingende Saite
nach stehenden ebenen Wellen entwickeln kdnnen, welche die Randbedingungen erfiillen. Wenden
wir also (2.3.18) und (2.3.19) in (2.3.12) sowie die Dispersionsrelation w,, = k,,c gemifl an, finden wir

W, 1) =2 S A, (sin[ky(ct — )]+ sinlky(ct +x)])
2 ”1:100 (2.3.21)
+ 3 ZBn {cos[k, (ct —x)]—cos[k,(ct +x)]}.

Ein Blick auf (2.3.15) lehrt uns, dafl der Term in der oberen Zeile auf der rechten Seite unmittelbar nach dem

Fourierschen Entwicklungssatz

[—dig(ct —x)+ dg(ct +x)] (2.3.22)

N | —

ui(x,t)=
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

entspricht, wobei wir unter #, die 2L-periodische Fortsetzung der ungeraden Erginzung von #, auf das In-
tervall [—L, L], d.h.

fii —x+nLe[0,L] mi z,
ﬁo(x)={”0(x”) br x,=x+nle[0.L] mit ne (2.3.23)

—up(—x,) fir x,=x+nLe[—L,0] mit n€Z

zu verstehen haben.

Im zweiten Term ist zu beachten, dafl die Fourierkoeffizienten B,, sich gemif$ (2.3.15) von den Fourier-Sinus-

koetfizienten der Funktion v, durch einen Zusatzfaktor — = = unterscheiden und statt der Sinusfunktion
n

n

eine Cosinusfunktion entsteht. Nun ist aber

f dx’ cos(k,x") = /ei sin(k,,x). (2.3.24)
0

n

Setzen wir dieses Resultat oben ein, erhalten wir fiir die zweite Zeile in (2.3.21)

ny(x,t)= %[Vo(ct—x)—\}o(ct—i—x)], (2.3.25)

wobei V(x) die Stammfunktion von v,(x) mit V,(0) = 0, die vom Intervall x € [0,L] gerade ins Intervall
[—L,0] erginzt und dann 2L-periodisch fortgesetzt wurde. Ist also V(x) = vy(x), V,(0) =0 auf x €[0, L], so
definieren wir

) fii —x+nlLe[0,L] mi i/
vo(x):{VO(x") Ur x,=x+nlel0,L] mit ne, (2.3.26)
n

Vo(—x,) fir x,=x+nLe[—L,0] mit neZ.

Insgesamt erhalten wir also aus (2.3.22) und (2.3.26) die Lésung unseres Anfangs-Randwertproblems

1 1~ 1~
u(x,t):5[—ﬁo(ct—x)+ﬁo(ct+x)+;Vo(ct—x)—zvo(ct+x)]. (2.3.27)

Es ist leicht, nachzupriifen, daf} dies tatsichlich eine Losung der Wellengleichung (2.3.1) ist, welche die Rand-
und Anfangsbedingungen (2.3.2) bzw. (2.3.3) erfiillt.

Beispiel

Wir betrachten den Fall einer angezupften Gitarrensaite. Als Anfangsbedingung kann man niherungsweise
eine Dreiecksform annehmen, wobei die Saite ruht. Wir setzen also als Anfangsbedingungen:

X fir xe [O, %] ,

S FITHE R T (23.29)

NIW N W

v(x) =0.
Die Fourierkoeffizienten ergeben sich aus (2.3.15) zu

2 (* . 12 . /nm
An_ZL dxuo(x)sm(knx)_—sm<7>, B,=0. (2.3.29)

n?
In der folgenden Abbildung der Lésung wurden 100 Glieder der Reihe aufsummiert:
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Man erkennt, dafl sich die Losung tatsichlich aus Uberlagerungen der urspriinglichen Form der Funktion

ergibt, wie in gezeigtﬂ

2.3.2 Schwingungen einer rechteckigen Membran

Als Beispiel fiir die Anwendung der Fourierreihe auf mehrdimensionale Probleme betrachten wir eine auf
einen rechteckigen Rahmen gespannte Membran. Fiir kleine Schwingungen um die Ruhelage gilt die Wellen-
gleichung

9 L 19
dx?2  dy? c¢2dr?
A

u(x,y,t)=0, (x,y)€R=[0,a]x[0,b], (2.3.30)

wobei wir den Laplaceoperator in zwei Dimensionen A, eingefiihrt haben. Die Gleichung ist wieder unter
den Rand- und Anfangsbedingungen

WG Dl ear =0 #(xy,t =)= ug(x,y), ulxy,t=0)=vo(x,y)  (233D)

zu l8sen. Wir gehen analog vor wie bei der schwingenden Saite im vorigen Abschnitt, d.h. wir suchen zunichst
Losungen der Form
u(t,x,y)=A,(x,y)exp(—iwt). (2.3.32)

Dies in (2.3.30) eingesetzt liefert die Helmholtzgleichung

<A2 + C:—22>Aw(x, y)=0. (2.3.33)

Diese Gleichung versuchen wir, mit einem Separationsansatz

A, (x,y)=X(x)Y(y) (2.3.34)
zu 16sen. Einsetzen in liefert
2
Y ()X (x)+ X (x)Y"(y) + C:—ZX(x)Y(y) —0. (2.3.35)

2Fine Animation kann unter
http://fias.uni-frankfurt.de.de/ hees/reueb2/saite-dreieck.gif
abgerufen werden.
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

Dividieren wir dies durch X (x)Y(y), konnen wir alle von x abhingigen Terme auf die linke und alle von y
abhingigen Terme auf die rechte Seite bringen:

X'x)__Y'0) o

X =T o (2.3.36)

Da es moglich ist, die Variablenabhingigkeiten in der angegebenen Weise zu separieren, sagt man, daf} in
kartesischen Koordinaten der Laplaceoperator separabel ist. Da nun die eine Seite der Gleichung
nicht von x, die andere Seite nicht von y abhingt, mufl der Ausdruck gleich einer gemeinsamen Konstanten
—Fk? sein, d.h. es gilt
Vi 1" 2
X() = Yo _ £ — k2= const. (2.3.37)
X~ Y0) e

Wir betrachten diese Gleichung zunichst als Differentialgleichung fiir X:

X"(x) =—k2X(x). (2.3.38)
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung lautet
X(x)=acos(k,x)+ bsin(k, x). (2.3.39)
Damit der Ansatz die in angegebenen Randbedingungen erfiillt, muf offenbar
X(0)=X(a)=0 (2.3.40)

gelten. Aus der ersten Bedingung folgt 2 = 0 und aus der zweiten, daf§ man nur von 0 verschiedene Losungen

der DGL (2.3.38) erhalten kann, wenn

k. =

TT
. —
a

n, mit n,eN={1,2,3,..} (2.3.41)

X

gilt. Insbesondere ist also b, € R, und die Losungen

X, (x)=b,sin(k, ,x) (2.3.42)
sind ebenfalls reell.
Die Gleichung fiir Y lautet
2
Y'(y)=— <‘:—2 — kf) Y(y)=:—k;Y(y). (2.3.43)

Mit derselben Rechnung wie fiir X (x) ergeben sich die Losungen

Y(y):ansin(/ey’ny) mit A nyEN:{l,Z,S,...}. (2.3.44)

_77,'
y =3

Sammeln wir nun unsere Ergebnisse unter Verwendung der Ansitze (2.3.32) und (2.3.34) zusammen, erhalten
wir die folgende Losungsschar unseres Randwertproblems:

Mnx,ny(x’y’ t) = {Anx,ny exp[la)(nx, ny)t] + an,ny eXp[_lw(nx’ ny)t]}

(2.3.45)
x sin(k, , x) sin(/ey)nyy)

mit
2

2 n
— . [p2 2 _ 1y y
a)(nx, ny) = kx,nx + /€y’ny =CTT a—z + ﬁ (2346)
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2.3. Anwendungen der Fourierreihen

Dies bestimmt die Eigenfrequenzen unserer rechteckigen Trommel. Andern wir die Koeffizienten A, B, ,
x? y
geeignet ab, konnen wir offenbar auch den Zeitanteil reell schreiben, d.h. wir konnen hoffen, unser Anfangs-

Randwert-Problem (2.3.3012.3.31) durch den Entwicklungsansatz

[e°]

u(x,y,t)= Z {“nx,ny cos(wnx’ny t)+ bnx,ny sin[w(n,, ny)t]}
n5n,=1 (2347)

x sin(k, , x) sin(/ey,ny y)

tiir beliebig vorgegebene Anfangsbedingungen #,,v, 16sen zu konnen. Dabei sind die Randbedingungen

durch den Reihenansatz (2.3.47) aufgrund unserer Losungen (2.3.42) und (2.3.44) bereits erfiillt. Es bleiben
die Anfangsbedingungen zu befriedigen. Setzen wir also (2.3.47) in diese Anfangsbedingungen ein, so folgt

MO(x’y) = Z ﬂnx,ny Sin(kx,nxx) Sin(ky,nyy>’
e (2.3.48)
Z_ bnx,ny w(ny,n,)sin(k, , x) sin(/ey,nyy).

Mit denselben Argumenten wie oben beim Fall der Wellengleichung fiir die schwingende Saite kénnen wir in
der Tat die vorgegebenen Funktionen #, und v, nach Fourier-Sinusreihen entwickeln. Dazu miissen wir uns
diese Funktionen nur bzgl. x und y jeweils ungerade in das groflere Rechteck [—a,a] X [—5, b] fortgesetzt
denken. Auf diese fortgesetzte Funktion konnen wir dann den Fourierschen Entwicklungssatz anwenden.
Die Fourierkoeffizienten ergeben sich aus der Verallgemeinerung von auf Funktionen von zwei un-
abhingigen Variablen zu

a b
Ay o, = ij de dy uo(x,y)sin(/ex,nxx)sin(/ey,n »)s
(2.3.49)

b, , f dxj dy vg(x,y)sin(k, , x)sin(k n, ).
x7y aba) (ng,n, ”

Freilich kénnen wir nun eine analoge Rechnung, die fiir die Saite zur geschlossenen Losung (2.3.27) gefiihrt
hat, nicht mehr durchfiihren. Das liegt vor allem daran, dafl die Dispersionsrelation (2.3.46) nicht linear in

k(ngn,) = (k

auszuwerten haben.

>Ry n ) ist wie bei der Saite. Im allgemeinen wird man also die Reihe (2.3.47) numerisch
2y,

Beispiel
Wir behandeln als Beispiel eine Anfangsbedingung
uo(x,) =A(x* —a®) ()’ = b%),  wy(x,)=0. (2.3.50)

Dies in (2.3.49) eingesetzt ergibt

16Aa? b?

dnx,ny - 3

()™ =1][(=)">—1], b, , =0. (2.3.51)

6 y
ﬂyﬂ'

Das Resultat ist in Abb.[2.2dargestell’]

*Eine Animation ist unter http://fias.uni-frankfurt.de/~hees/reueb2/membrane-paraboloid.gif abrufbar.
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Abbildung 2.2: Die Lsung zur Wellengleichung der Membran mit Anfangsbedingungen . Es wurden

100 x 100 Glieder der Fourierreihe

) aufsummiert.

2.4 Fourier-Integrale

2.4.1 Grundlagen und Beispiele

Nicht-periodische Funktionen lassen sich (unter sehr schwachen Voraussetzungen, s.u.) durch Fourier-Inte-
grale darstellen, die sich aus im Limes 7' — oo ergeben.

Fiihrt man den Abstand Acw = 27/T benachbarter Frequenzen w,, ein und definiert man

flen=fim (—=f
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2.4. Fourier-Integrale

so kann manf

:— Z f 2)exp(—iw, t)Aw (2.4.2)

71_—00

als Riemann-Summe des Fourler-Integrals
1 ° ~
f(r)= T f dow f(w)exp(—iwt) (2.4.3)
77: _

auffassen. Fiir die Umkehrung von zelgt der Vergleich von (2.1.3) und (2.4.1):

~

fw)= E f_oo dt f(¢)exp(iwt). (2.4.4)

fN (w) heifit die Fourier-Transformierte zu f(¢). Sie existiert und l) konvergiert im quadratischen Mit-
tel fiir alle quadratintegrablen Funktionen f(¢), fiir die

J dt |f(2)]* < oo; (2.4.5)
f () ist dann auch quadratintegrabel. Diese Funktionen bilden den Hilbertraum L*(R).

Beispiel 1: Rechteckimpuls

f(t)y=1 fir —%Stﬁ%; f(t)=0 sonst. (2.4.6)
1 el
0
. t w
Dann wird
x 1 ©/2 ) 1 exp(iwt) =/ 2 sin(wt/2)
w)=— dr exp(iowt) = - =4/ ——". (2.4.7)
flor=rz | dromtion = S =252

Die Breite Aw von f~ (w) schitzt man aus obiger Figur (aus dem Abstand der 1. Nullstellen) ab zu:

Aw n oder AwAt =271 bzw. AvArx1. (2.4.8)
T

Je schmaler (breiter) das Signal f(#) werden soll, desto breiter (schmaler) ist das Frequenzspektrum, das man
benotigt. Diese Unschirferelation ist nicht an das Beispiel (2.4.6) gebunden, sondern ist ein charakteristisches
Merkmal der Fourier-Transformation (siche Quantenmechanik).

*Wir werden weiter unten noch sehen, daf§ die spezielle Wahl der Normierung der Fouriertransformationen mit dem Faktor
1/+/27 besonders bequem ist. Insbesondere tritt derselbe Faktor dann sowohl in der Fouriertransformation als auch in der
Umbkehrtransformation auf. In der Literatur und in verschiedenen Anwendungsgebieten sind aber durchaus unterschiedliche
Konventionen gebrauchlich.
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Beispiel 2: Die Gauf3-Funktion

Als nichstes betrachten wir die Gaufische Funktion

202

f(t)=exp <— & > (2.4.9)

Die Fouriertransformierte ist

fN(a)) = ‘/%_nfoo dt exp <—2t7‘22 +ia)t>. (2.4.10)

Das Argument der Exponentialfunktion formen wir mittels quadratischer Erginzung um,
_2 +iwt = —L(tz —2io?wt) = L [(t—io?w) + o w?] 2.4.11)
202 202 202 ’ o

so daf§

fN(a)): \/;_ﬂexp <_022w2>f°° dt exp [—%]. (2.4.12)

2

Substituieren wir darin ¢’ = t —io*w, ergibt sich

~ 0.2 2 %) 12
fw)= 1/;_ﬂ_exp(— Zw >f_ dt/exp<—;7>, (2.4.13)

wobei wir benutzt haben, daf§ die endlichen Imaginirteile in den Integrationsgrenzen gegeniiber den gegen
+oo0 strebenden Realteilen vernachlissigt werden konnen. Es bleibt also das Integral

0 2
I= J dx exp <—%> (2.4.14)
oo o

zu berechnen. Dies gelingt mit folgendem Trick: Wir schreiben das Integral zweimal hin und benennen in
einem Integral die Integrationsvariable zu y um; weiterhin setzen wir r% = x? +y2:

[ 2\ (" PN (" [
I* = dx exp 3.2 dy exp —357)" d*r exp 507 )" (2.4.15)

Wir kénnen in dem zweidimensionalen Integral Polarkoordinaten einfithren. Dann ergibt sich mit der dazu-
gehorigen Jacobideterminante d?r = rdrde

[ere} 27 2 0 2
IZZJ dr dy 7 exp <—;7> :27'5[ dr rexp <—2%2>. (2.4.16)
0 0 0

Das verbliebene Integral ist durch die Substitution # = 2 /(2¢?), du = dr r /o2 leicht 16sbar:

oo

I’= an du o exp(—n)=—=2n0? exp(—u)| =2mo? = [=+2r0. (2.4.17)
0 u=0
Damit wird schlie8lich
x o?w?
f(w)=o0cexp <— > > (2.4.18)

Die Fouriertranformierte einer Gaufifunktion ist also wieder eine Gauf$funktion. Man kann in diesem Bei-
spiel durch eine Anwendung derselben Formel zeigen, daf§ die Umkehrung (2.4.4) tatsichlich gilt, denn es
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2.4. Fourier-Integrale
handelt sich ja um ein Fourierintegral derselben Gestalt wie (2.4.10), nur dafy wir o — —¢ und 02 — 1/0% zu
ersetzen haben. Demnach ist

12

‘/%_n f:o dw f(w)exp(iwt) = exp <——> (2.4.19)

202

was mit (2.4.9) tibereinstimmt. Wir bemerken noch, daf§ unsere Berechnung des Integrals (2.4.14) das Nor-

mierungsintegral
oo 2
J dt exp X V= V2ro (2.4.20)
. 202

ergibt. Daher lautet die auf 1 normierte Gaufische Normalverteilung

1 t2
G(t,o)= Umexp <_ﬁ>' (2.4.21)

Die Normalverteilung spielt eine wichtige Rolle in der Statistik, denn der Zentrale Grenzwertsatz besagt,
daf§ die Verteilung der Mittelwerte eines hinreichend groflen Ensembles von Zufallszahlen, die gemif} einer
beliebigen Verteilung streuen und eine wohldefinierte Standardabweichung besitzen, gegen die Gaufsvertei-
lung mit diesem Mittelwert und der Varianz o2 strebt.

Die Gauf3verteilung zu gegebenem Mittelwert ¢, und Varianz o2 lautet

1 (t— to)21|
G(t;ty,0)= exp|— . 2.4.22
(510:0) = — = exp| =5 @42)
In der Tat ergibt sich mit der Substitution t' =t —t,, dt/ = dt der Mittelwert
(t) :f dt t G(t;ty,0) :f dt’ (t' + t)G(t' + ty; oy 0)
~ o - (2.4.23)
= t t t — | =1,.
f—oo 0\/271'( " O)CXp< 2‘72> ’
Die Varianz berechnet sich zu
A =((t—15)) :f dt (t — 1,)*G(t; 10, 0) :f dt’ t2G(t' + ty; 1y, 0). (2.4.24)
Dieses Integral lifit sich durch zweimalige partielle Integration l6sen und ergibt
A =((t—1) )= 0" (2.4.25)

Das Fourierintegral 13t sich nach einigen einfachen Umformungen auf (2.4.18) zurtickfithren und ergibt

~ 1 w?o? 1 o? it,\> 13
G(w;ty,0) = 2nexp<— 5 +ia)to>: 2ﬂexp|:—7<a)—a—g> —ﬁ]. (2.4.26)

Diese Funktion ist freilich nicht normiert. Mit (2.4.14) und (2.4.17) erhalten wir

oo . 1 t2
N = f dw G(w; ty,0) = —exp <— 0 > ) (2.4.27)
o o

202
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

Ein Blick auf (2.4.26) zeigt unmittelbar, daf3

1 [ o it,
(w)= Nf dw w G(w;ty,0) = 0—2,
‘°° | oo ) (2.4.28)
Aw? = <(a) — (a)))2> =% J_Oo de w G(ew; ty,0) = =l
Zusammen mit (2.4.25) finden wir
AtAw =1. (2.4.29)

Da At und Aw, die Standardabweichungen der Groflen ¢ und w, die Breite der dazugehdrigen Verteilun-
gen charakterisieren, bedeutet dies, daf} eine schmale Verteilung im Zeitbereich eine breite Verteilung im
Frequenzbereich (und umgekehrt) zur Folge hat.

Dies spielt in der Quantentheorie eine bedeutende Rolle, wo iiber den Ort und Impuls eines Teilchens nur
Wahrscheinlichkeitsaussagen gemacht werden konnen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind dabei durch
(i.a. komplexwertige) Wellenfunktion ¢(x) bzw. ¢(p) gegeben, wobei die Verteilungen selbst durch P;(x) =
|¢(x)|? und Py(p) = |$(p)|? gegeben sind. Dabei sind ¢/(x) und ¢( p) wechselseitig die Fouriertransformierten
zueinander. Fiir die Standardabweichungen fiir Ort und Impuls (die ,,Ort- und Impulsunschirfe) Ax und Ap
gilt dann die Heisenbergsche Unschirferelation:

AxAp > g (2.4.30)

wobei # = b /(27) das modifizierte Plancksche Wirkungsquantum bedeutet. Man kann weiter zeigen, daf die
untere Grenze #/2 fiir das Produkt der Orts- und Impulsunschirfe gerade fiir die Gauf3verteilung gegeben
ist.

2.4.2 Beweis der Fourierschen Umkehrformel

Wir wollen den durch (2.4.3) und (2.4.4) gegebenen Zusammenhang zwischen Fouriertransformation und

deren Umkehrung beweisen. Wir miissen dazu zeigen, daf§

Flo)=— f " do f_oo de’ £(')explio(t' — 1)] (2.4.31)

2 oo

gilt. Esist wichtig zu bemerken, dafl wir hier nicht die Integrationsreihenfolge vertauschen konnen, da exp[ico(t—
t’)] sicher nicht {iber v € R integrierbar ist.

Wir kdnnen aber diese Vertauschung der Integrale ausfithren, wenn wir statt (2.4.32) das Integral
1 [e.e] [e.e] .
F(t,e)= Z_J da)f dt’ f(t")exp(—ew?)exp[ic(t’ —t)] (2.4.32)
TJ—00 —o0

betrachten, welches fiir € — 07 in das Integral (2.4.31) iibergeht. Wegen (2.4.18) ist dann

F(t,e)= \/%fo dt’ f(t")exp [—(t;/)z]. (2.4.33)

Wir wollen nun zeigen, daf§

lirélJr[F(t,e)—f(t)]:O (2.4.34)
ist. Wegen gilt
1 o (l’ _ t/)z ]
dt’ — 7 |=1, 2.4.35
V2re J o ' eXp|: 2¢ ( )
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2.4. Fourier-Integrale

und wir kénnen schreiben

F(,)— f(5) < dtlf f<t>|exp[—ﬂ]. (2.436)

J_ 2¢

Nehmen wir nun an, daf§ f auf ganz R stetig differenzierbar und beschrinkt ist, konnen wir dies weiter
abschitzen zu

IFwﬁﬁ—fKﬂlsgggVYXNv%;— :;dVV“—ﬂ&m[—ﬂt;:qfr=12533§V' ). (2437)

Damit ist aber in der Tat (2.4.34) bewiesen.

Der Beweis fiir beliebige Funktionen im Hilbertraum L?(R) beruht darauf, daf} die beliebig oft stetig diffe-
renzierbaren Funktionen, die schneller als jede Potenz im Unendlichen verschwindenﬂ dicht in L%(R) liegen,
d.h. jede Funktion im Hilbertraum L? kann durch eine Folge von C;°(R)-Funktionen angenihert werden.

2.4.3 Der Faltungssatz

Seien f, g € C5° und f~ , & die dazugehdrigen gemafd 1' definierten Fouriertransformationen. Wir berech-

nen dann

h(t)= \/%_7-:,{_ dw exp(—iwt f )8 (w)=: \/%_ﬁ f_‘x’ dew exp(—icot)%(a)) (2.4.38)

und fragen, wie h(¢) mit f(¢) und g(¢) zusammenhingt. Dazu driicken wir f~ (w) durch l) aus und ver-
tauschen die Integrale:

h(t J_ dw exp(—iwt)g J dt’ f(t")exp(icot”)
= \/T_n J_OO dt” f(¢ )\/T_n f_oo dw exp[—iw(t —t")]g(w) (2.4.39)
== | =)=l g

Man bezeichnet die so definierte Operation f * g als Faltungf| der Funktionen f und g. Substituiert man
darin t” =t —t’, dt” = —dt, erhilt man die Kommutativitit der Faltungsoperation

frg=gxf. (2.4.40)

Wir konnen den Faltungssatz aufgrund des Umkehrsatzes fiir Fourierintegrale auch wie folgt formulieren:
h(w)=f * g(w) i f de (f « g)(t)exp(iot) = f(w)§(w). (2.4.41)

Man kann auch kurz sagen, daf die Faltungsoperation durch die Fouriertransformation in die Multiplikation
der Fouriertransformierten abgebildet wird. Der Faltungssatz spielt in den Anwendungen oft eine wichtige
Rolle, wenn man die Fouriertransformierte (z.B. der Losung einer Differentialgleichung) bestimmt hat und
auf die Originalfunktion zuriickrechnen will.

’Dieser Raum bildet einen Untervektorraum des Hilbertraums und wird als C°(R) bezeichnet.
bengl.: convolution
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

2.5 Die Diracsche &8-Distribution

In dem obigen Beweis haben wir an entscheidender Stelle in (2.4.32) einen Regulator in das Integral einge-
fiihrt, welcher es uns erlaubte, die Integrationen bzgl. ¢ und c zu vertauschen. Nach Ausfiibrung der Integra-
tion haben wir dann den Grenziibergang ¢ — 0 ausgefiihrt.

Betrachten wir nun (2.4.33) etwas genauer. Definieren wir dazu den Kern

exp [—M] (2.5.1)

Ke(t’t/): 2
€

1
V2me
Wir kénnen dann unser Resultat (2.4.34) gemifl (2.4.33) in der Form
lim J dt' K (¢, f(t)) = f(¢) 2.5.2)

o
=0t J_ o

notieren. Es ist klar, daf§ wir hier den Grenziibergang nicht einfach mit dem Integral vertauschen konnen,
denn es ist

. /
lim Kf(t,t/) — {O fur t # t, (253)

e—0+ oo fiir t=t.
Der Limes ergibt also erst dann einen verniinftigen Sinn, wenn wir zuerst das Integral {iber eine C°(R)-
Funktion bilden und dann den Grenzwert bilden.
Wir kdnnen aber den Begriff des schwachen Grenzwertes einfithren, indem wir formal schreiben

S(t—t")=wlimK, (t,t"). (2.5.4)

e—0+

Dabei steht w-lim fiir ,weak limit*, und man versteht dies als die Vorschrift , d.h. man denkt sich die
regularisierte Funktion K, im Sinne dieser Gleichung auf eine Testfunktion aus einem geeigneten Raum
»hinreichend gutartiger Funktionen® (in unserem Fall C$°(R)) angewandt und betrachtet dann den Limes
¢ — 07. Man bezeichnet solche solche Konstruktionen als Distributionen oder verallgemeinerte Funktio-
nen. Die soeben definierte Distribution & heift Diracsche & -Distributiorﬂ Dies erlaubt es uns, statt
einfach

f_oo de’ 8t —t")f(t') = f(¢t) (2.5.5)

zu schreiben.
Nun war aber gemif$ (2.4.32) und (2.4.33)

1 (= .
K (t,t")= e J dew exp[iw(t —t')]exp(—ew?). (2.5.6)
TJ_
Im Sinne des schwachen Limes diirfen wir nun € — 0 ausfiithren. Dies ergibt die wichtige Darstellung
1 (™ .
S(t—t)= e J dew exp[iew(t —t')]. 2.5.7)
TJ—00

Dabeti ist freilich zu beachten, daf} das uneigentliche Integral gar nicht im tiblichen Sinne existiert. Die For-
mel (2.5.7) ist also wieder nur im Sinne von Distributionen zu verstehen. Sie ist aber duflert niitzlich fiir
Anwendungen.

7Oft sagt man salopp auch ,Diracsche 8-Funktion®. Dirac hat diese Distribution bei seiner Ausarbeitung der Quantentheorie
ausgiebig benutzt. In dhnlicher Weise wurde sie aber schon bei Rechnungen in der Elektrodynamik von A. Sommerfeld Anfang des
20. Jh. verwendet. Die strenge Begriindung dieser Begriffsbildungen durch den Mathematiker H. A. Schwartz hat wesentlich zur
Entwicklung der modernen Funktionalanalysis beigetragen.
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2.5. Die Diracsche 8-Distribution

Betrachten wir nun den Ausdruck 8[f(z)], wobei f € C;°(R) gelegen sei und nur einfache Nullstellen
besitzt. Es ist klar, daf§ zu dem Integral

f dt g(1)SLf(1)] 2.53)

nur kleine Intervalle um die Nullstellen der Funktion f beitragen. Da voraussetzungsgemifd / nur einfache
Nullstellen #, (k € {1,2,...,n}) besitzt, gilt f(z,) # 0, d.h. in der Umgebung jeder dieser Nullstellen ist
/ monoton. Seien also zu jedem /e das Intervall ([, 7;,) so gewihlt, daf§ f in diesem Intervall monoton ist.
Dann konnen wir das Integral (2.5.§) mittels Substitution u = f(t), du = dt f/(t) umformen. Sei weiter

l; =min[f7'(4), /7! (7,)] und rk_rnax[f (1), f~Y(7;,)]- Dann gilt
o [f 1 14
| seawarrn=2 ] “acswsrn=3 "an tmrew

g(t) * 3(t t,)
= — d ,
;V’(%N f—oo tg(t); If /()|

wobei wir verwendet haben, dafl in jedem Intervall (/, 7,,) die Funktion f monoton ist und folglich eindeutig
umkehrbar. Damit haben wir die wichtige Formel

(2.5.9)

2 8(t—1)
S = 5.
[f(£)] kzz; |f/(2)] (2.5.10)

gefunden. Es ist wichtig zu beachten, daf§ der Ausdruck &8[f(¢)] undefiniert ist, wenn f eine oder mehrere
mehrfache Nullstellen hat, weil dann nimlich f/(#,) = 0 wire und in durch O dividiert wiirde!

Ein wichtiger Spezialfall der Formel ist die Regel
S(ax):ﬁé\(x) fir x#0. (2.5.11)
a

Wir kénnen nun auch noch Ableitungen der &-Distribution definieren. Dazu beachten wir, dafl fiir g € Cg°

und den Kern (2.5.1) nach der Produktregel

Joo dt/[at/Kf(t,t/)]g(t/):—J‘oo dt'K (t,t)g'(t')——g'(t) fir e—0F 2.5.12)

—0Q

gilt. Insgesamt erhalten wir daraus die Definition der Ableitung:
f de’ 8'(t' —t)g(t') = —f dt' 8(t'—t)g'(t")=—4¢'(¢), (2.5.13)

d.h. die Ableitung der &-Distribution ist vermdge ihrer Wirkung auf Testfunktionen so definiert, daff man
auf sie die Produktregel wie auf eine gewohnliche Funktion anwenden kann.

Die Definition der 8-Distribution ldf3t sich auch auf Testfunktionen mit Definitionsbereich im R” erweitern.
Wir setzen zunichst fiir kartesische Koordinaten

SM(E—3")=8(x;—x])8 (xy—x)) -+~ S (x, —x]), (2.5.14)

d.h. fiir eine Testfunktion f : R” — R oder f : R” — C gilt

d"x 80 (E =) fF) = (). (25.15)
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

Betrachten wir nun irgendwelche generalisierte Koordinaten {g; }zc(;,
nante

a}» flir die die Jacobi-Determi-

.....

A(x1, %550 5%,

)
0 2.5.16
S ay) (2.5.16)

ist, so gilt analog zu der im Dreidimensionalen gezeigten Transformationsformel (1.6.4)

J(q)=det

f W EE)= fD &q (@) FTE()] 25.17)

q

Dabei ist D, der Definitionsbereich fiir die generalisierten Koordinaten, fiir den X(¢) den ganzen R” ab-
deckt. Damit nun die 8-Distribution unabhingig von den gewihlten Koordinaten stets die Bedeutung (2.5.15)
besitzt, miissen wir also die Funktionaldeterminante beriicksichtigen. Es gilt also in Analogie zur Formel

Falln =1
SM(E -3 = ——=8(q,—q1)8(q,— 4. (2.5.18)

Dabei ist ¥ = X(g) und X’ = X(q’). Im feldtheoretischen Sinne sind die §-Distributionen also keine skalaren
Felder sondern skalare Dichten, was ja schon durch Namen ,Distribution suggeriert wird.

Vorsicht ist beim Rechnen mit der §-distribution geboten, wenn man Koordinaten benutzt, die Singularititen
aufweisen.

Beispiel 1

Polarkoordinaten im R2. Fiir sie setzen wir ¢; = r und g, = ¢, wobei » > 0 und ¢ € [0,27) liegen. Es gilt

x(r,p)=r <COS gp> = J(r,0)= det< cosy sin > =r. (2.5.19)

sin @ —7rsing 7cosg

Die Polarkoordinaten weisen also wegen J(0, ¢) = 0 eine Koordinatensingularitit im Ursprung des Polar-
koordinatensystems auf. Dies ergibt fiir die §-Distribution wegen Probleme, wenn X’ = 0 gesetzt
wird, so daf} die §-Distribution fiir diesen Fall in Polarkoordinaten nicht formuliert werden kann. Fiir X" # 0
darf man aber schreiben

SO —7")= %3(7 — NS (p— )= ~8(r — ) (p—g). (2.5.20)

Beispiel 2
Kugelkoordinaten im R*. Hier gilt ¢, = 7, ¢, = ¢ und g; = ¢ mit » >0, ¢ € (0, ) und ¢ €[0,27):

sind cos g
X(r,9,0)=7sindsing |, J(r,d,¢)=r’sind.. (2.5.21)

cos

Die Jacobi-Determinante verschwindet fiir » = 0 und ¢ = 0 oder ¢ = 7. Die Kugelkoordinaten sind also
entlang der ganzen Polarachse, d.h. in der obigen Standarddarstellung entlang der z-Achse des kartesischen
Koordinatensystems, singulir. Entsprechend darf in (2.5.18) ¥’ nicht auf der z-Achse liegen. Dann ist

SOE -7 = ! 3(7—7’)3(19—19/)3(g0—g0/):%3(7—r/)S(cosﬁ—cosﬂ/)é\(go—go/). (2.5.22)

r2sin
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2.6. Anwendungen der Fouriertransformation und 8 -Distribution

Beispiel 3
Zylinderkoordinaten im R>. Hier ist ¢; = 7, g, = ¢ und g; = z mit

TCOSgD
X(r,p,2)=|rsing |, J(r,9,9)=r. (2.5.23)
zZ

Die Jacobi-Determinante verschwindet fiir » = 0, d.h. entlang der Zylinderachse, also die z-Achse in der
angegebenen Standardform der Zylinderkoordinaten. Es gilt also fiir Punkte x’, die nicht auf der z-Achse
liegen,

SOF—7")= %(w NS (p— ) (z—7). (2.5.24)

Anwendungsbeispiel zur &-Distribution

Als Beispiel leiten wir das Parsevalsche Theorem fiir Fouriertransformierte her. Dazu betrachten wir

das Skalarprodukt zweier Funktionen f, g € C5° und versuchen, es durch die Fouriertransformierten f, §
auszudriicken:

Vle)=| dirwen=] dt | do, | dorfongeielio—o)l @29

Nun kénnen wir im Sinne von Distributionen das Zeitintegral mit den Frequenzintegralen vertauschen und

anwenden:
)= dor [ donf@ttendio—o)= | doy it =(/

8 > (2.5.26)

Die Skalarprodukte im Sinne des Hilbertraumes L?(R) bleiben also unter Fouriertransformationen invariant.
Da die C3°(IR)-Funktionen dicht in L*(R) liegen, lifit sich diese Aussage offensichtlich auf den Fall f, g €
L2(R) verallgemeinern.

Da die Fouriertransformation auch eine lineare Abbildung ist, d.h. fiir zwei Funktionen f,g € L? ist die
Fouriertransformatierte von h = A, f + A, g durch h= A f~ + A, 8 gegeben, ist also die Fouriertransformation
eine unitire Abbildung.

2.6 Anwendungen der Fouriertransformation und &-Distribution

2.6.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen
Beispiel 1: Radioaktiver Zerfall

Sei N(t) die Anzahl der Atome eines radioaktiven Materials als Funktion der Zeit ¢. Diese Funktion gentigt

der Zerfallsgleichung

d .
EN(t):N(t):—AN(t) (2.6.1)
mit der Zerfallskonstante A. Zur Zeit t = 0 seien N, Atome vorhanden. Es ist klar, daf§ wir diese einfache
Gleichung am schnellsten durch Separation der Variablen direkt 16sen konnen. Wir wollen es nun aber als
einfachstes Beispiel fiir die Anwendung der Fouriertransformation auf Differentialgleichungen behandeln.

Dazu driicken wir /" mit Hilfe ihrer Fouriertransformierten
1 o ~
N(t)= —J dw N(w)exp(—iwt) (2.6.2)
v 217 J oo P
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

aus. Dies in (2.6.1) eingesetzt und die Eindeutigkeit der Fouriertransformation verwendet, ergibt die Glei-

chung
—iwN(w) =—AN(w) = (A—iw)N(w)=0. 2.6.3)

Fiir w # —iA muf} offenbar N(e) =0 sein. Damit N nicht iiberhaupt verschwindet (was freilich eine triviale
Losung der Differentialgleichung (2.6.1) ist), kénnen wir also

N(w)=A8(w +id) (2.6.4)

setzen mit A = const, wobei & die Diracsche &-Distribution bezeichnet. Dann ergibt die Riicktransformation
(2.6.2)
N(t)=Aexp(—At), (2.6.5)

und die Anfangsbedingung N(0) = N liefert sogleich A = Nj,.

Beispiel 2: Freie gedimpfte Schwingungen

Ein weiteres Beispiel ist die Gleichung fiir gedimpfte Schwingungen, z.B. eines Massenpunktes, der an einer
Feder aufgehingt ist:
mx +2yx +Dx =0. (2.6.6)

Diese Gleichung kénnen wir mit Hilfe der Fourierschen Methode wie folgt 16sen. Wir schreiben dazu die
Losung als Fourier-Integral:

1 e . .
x(t)= \/T_rc J_oo dw exp(—iwt)%(w). (2.6.7)

Setzen wir nun unseren Ansatz in (2.6.6) ein, finden wir
1 J o . .
— dew exp(—icwt)(—mew? —2iyw + D)% (w) =0. (2.6.8)
V27 ) !

Es folgt wegen der Umkehrbarkeit der Fouriertransformation, dafl
(—mew? =2iyew 4+ D)% (w) =0 (2.6.9)
sein muf3. Daraus schliefien wir, dafl von 0 verschiedene Losungen von der Form
#(w)=A(w)S(—mw? —2iyw + D) (2.6.10)

sein sollten, wobei & wieder die Diracsche 8-Distribution und A(w) eine beliebige Funktion bezeichnet. Wir

konnen diese gemif3 der Formel (2.5.10)

1
S[flw)]= S(w—ow .6.
)= 3 ot =) @61

umschreiben, wobei wir voraussetzen, daf§ / nur einfache Nullstellen v, besitzt. Dies ist in unserem Falle

gewihrleistet, solange die Nullstellen des Arguments der &-Funktion in (2.6.10)

. o
wp=—tt\ =L =Ty /D2, (2.6.12)
m m m m m

verschieden sind, also wenn D /m # y? /m?.
Wir verfolgen zunichst nur diesen Fall weiter. Dann ist jedenfalls nach der Formel (2.6.11)

%(w)=A;exp(—iw t)+A,exp(—iw,t), (2.6.13)
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2.6. Anwendungen der Fouriertransformation und 8 -Distribution

wobei w; und w, durch (2.6.12) gegeben sind und A, , beliebige Konstanten sind:

V21A(w, ,) m(mD — y?
Ay = O, | TP (2.6.14)
[2m ey, + 21y | 2

Es ist aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen klar, dafl die allgemeine Losung der Diffe-
rentialgleichung (2.6.6) darstellt. Weiter ist klar, daf} die Losungen entweder gedimpfte Schwingungen (falls
die Wurzel in eell, d.h. mD > y?, ist) oder eine exponentiell abklingende Bewegung (falls mD < y?)
ist. Diese Fille bezeichnet man als Schwingfall und Uberdimpfung.

Falls w, = w, wird, d.h. mD = y?, fiihrt unser Ansatz (2.6.10) nicht zum Erfolg, denn die §-Distribution
ist dann nicht wohldefiniert, wie wir schon in Abschnitt [2.5{ausgefiihrt haben. Wir kommen dann aber wie
folgt zur allgemeinen Losung der Gleichung. Die Nullstelle der quadratischen Gleichung ist in diesem Falle

w = w,=—T, (2.6.15)
m
und wir machen entsprechend den Ansatz
¥w)= VZN[AS(&) +i}//m)—ini (a)+iy/m)] (2.6.16)
w

mit beliebigen Konstanten A und B. Dies in (2.6.7) eingesetzt liefert
x(t):f dw X(w)exp(—iwt)
ZJ dw[AS8(w +iy/m)—iB(+it)]exp(—iwt) (2.6.17)

= (A+Bt)exp<—%t>.

Einsetzen in die Differentialgleichung (2.6.6) bestitigt, daf§ dies tatsichlich die allgemeinste Losung der
Schwingungsgleichung fiir den aperiodischen Grenzfall ist.

Beispiel 3: Die Greensche Funktion der Schwingungsgleichung

Wir betrachten nun den Fall, daff eine duflere zeitabhingige Kraft F(¢) zusitzlich an dem Massenpunkt aus
dem obigen Beispiel angreift. Dann lautet die Gleichung

mi(t)+2y%(t)+ Dx(t) = F(t). (2.6.18)

Ké&nnten wir nun eine Greensche Funktion G(t,t’) finden, die die Gleichung
m—zG(t t"+2 iG(t tY+DG(t,t"Y=8(t—1t") (2.6.19)
dez 7 7o\ ’ o

erfiillt, hitten wir sofort eine inhomogene Losung von (2.6.18) der Form
x(t)= f dt’ G(t,t")F (). (2.6.20)

Wir benétigen nur eine spezielle Losung von (2.6.19), denn im vorigen Beispiel haben wir die homogene Glei-
chung vollstiandig gelost, und wir konnen alle Losungen der DGL (2.6.18) erhalten, wenn wir zur speziellen
Losung (2.6.20) die allgemeine Losung der homogenen Gleichung addieren.
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale
Um (2.6.19) zu l5sen, driicken wir die Greensche Funktion mittels ihrer Fouriertransformierten aus:

G(t,t') dew G(w, ') exp(—iwt). (2.6.21)

i
Dies in (2.6.19) eingesetzt und auf der rechten Seite die §-Funktion vermége (2.5.7) als Fouriertransformation

geschrieben liefert

(—mew? —=2iyew +D)G(w, ') = > exp(icwt”). (2.6.22)
b
Gl. (2.6.22) kénnen wir sofort nach G auflésen:
. /
e, ') = ——1 explior) (2.6.23)

V2rm w2 +2iyw/m—D/m’

Die Greensche Funktion hat also genau Pole in w, wo die (komplexwertigen!) Eigenfrequenzen (2.6.12) lie-
gen. Dies kdnnen wir nun ausnutzen, um die Fouriertransformation (2.6.21) auszuwerten, indem wir den
Residuensatz anwenden (s. Kap. [4):

(o) : /I
Gt )= [ e Rl =] (2.6.24)
2nm ) _oo W24 2iyw/m—D/m

Dazu denken wir uns den Integrationsweg entlang der reellen Achse durch einen groflen Halbkreis im Un-
endlichen der oberen (fiir t' — ¢ > 0) bzw. unteren (fiir ' — ¢ < 0) Halbebene geschlossen. Wegen der Ex-
ponentialfunktion tragen dann diese Halbkreise jeweils nicht zum Integral bei. Sehen wir zunichst einmal
von dem aperiodischen Grenzfall ab, haben wir es gemif mit zwei einfachen Polen in der unteren
Halbebene zu tun. Fiir ¢’ > ¢ verschwindet also das Integral, da wir in diesem Fall den Integrationsweg in
der oberen Halbebene zu schlieflen haben. Fiir ¢/ < ¢ haben wir fiir beide Pole den Residuensatz anzuwen-
den und dabei das gednderte Vorzeichen aufgrund des im Uhrzeigersinne durchlaufenen Integrationsweges
zu beachten. Nach einigen algebraischen Umformungen finden wir

— ¢ [mD — 2
G(t,t)=g(t—1t")= o=t exp [—L(t — t’)] sin [u(z — z’)] ) (2.6.25)
VmD —y? m m
Dabei bezeichnet
0 falls t<t’
Ot —t)=11 falls t=1¢ (2.6.26)
1 falls t>1¢

die Heavisidesche Einheitssprungfunktion. Wir bemerken, dafl unser Resultat (2.6.25) fiir die Greensche
Funktion dem Kausalititsprinzip gentigt, denn gemif} (2.6.20) besagt die Heaviside-Funktion, dafl der Ort
x(t) zur Zeit ¢ nur von Kraftwirkungen vor diesem Zeitpunkt abhingt, denn unsere spezielle Losung ist

durch - .
:J dt’ G(t,t/)F(t/):f dt’ G(t,t")F(t)) (2.6.27)

gegeben. Irgendeine andere Losung ergibt sich - wie schon oben erwihnt - durch Addition der allgemeinen L6-
sung der homogenen Gleichung vom vorigen Beispiel. Die darin auftretenden Integrationskonstanten hingen
dann nur von den gegebenen Anfangsbedingungen ab, d.h. die gesamte Bewegung ist durch die Anfangsbedin-
gungen festgelegt, und die duflere Kraft wirkt nur aus der Vergangenheit auf den Bewegungszustand ein. Das
Kausalititsprinzip ist damit erfiillt. Man nennt daher eine Greensche Funktion der obigen Art, die o< ©(¢—t")
ist, die retardierte Greensche Funktion.
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2.6. Anwendungen der Fouriertransformation und 8 -Distribution

Diese ist als Distribution analog wie die Diracsche &-Funktion zu verstehen. Da sie in den Anwendungen
ziemlich wichtig ist, leiten wir einige ihrer Eigenschaften her. Wollen wir z.B. iberpriifen, ob (2.6.25) wirklich
die Gleichung (2.6.19) erfiillt, miissen wir ihre Ableitungen kennen. In gewisser Weise konnen wir sie als eine

Art Stammfunktion der 8-Distribution ansehen, denn formal gilt
t
J dt’ 8(t')=0(1). (2.6.28)
0
Dies ist freilich streng gesehen nicht ganz richtig, denn wir haben hier die §-Funktion auf die konstante Funk-

tion g(t) = 1 angewandt, und das ist keine Testfunktion in C5°. Trotzdem gilt im Sinne von Distributionen

d

a@(t) =8(¢). (2.6.29)

Um das zu beweisen, wenden wir die Vorschrift fiir die Ableitung einer Distribution an (vgl. die Diskussion

tiber die Ableitung der &-Distribution, die zu (2.5.13) gefiihrt hat). Sei also g € C$°(R). Dann ist

| gewgn=—| " aress0

—0Q —0Q

= [ "t Setr=—g0)| =+¢0) 260
0 0

= f_oo dt 8(t)g(¢).

Weil diese Gleichung fiir beliebige Testfunktionen g gilt, ist damit (2.6.29) bewiesen.
Wir kénnen nun die Ableitung von (2.6.25) bilden. Schreiben wir dazu

G(t,t)=0(t —t")h(t—1t') =>

/ / / / / / / (2'631)
3,G(t,t ) =8t —t)h(t—t)+0O(t—1t")I,h(t —t')=O(t — "), h(t — '),
denn es ist h(t —t") = 0. Nochmals nach ¢ abgeleitet finden wir
3Gt t")y=0(t —t") h(t —t")+ 8(t —t") I h(t —1t'). (2.6.32)

Da h(¢t —t’) die homogene Differentialgleichung erfiillt, erhalten wir beim Einsetzen in die linke Seite der

Gleichung
mI2G(t,t")+2y 3,G(t,t )+ D G(t,t')=m &(t —t')3,h(t —t'). (2.6.33)

Nun ist aber

iy SPLEC 1] { [_wm (Hq}

. D —y?
sin
mD —y? m
(2.6.34)
mD —y? v mD —y? ,
+ cos (t—t)|},
m m
also .
3,h(0)= —, (2.6.35)
m

so daf$ schliefilich aus tatsichlich wird.
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale

Die Greensche Funktion fiir den aperiodischen Grenzfall erhalten wir aus durch den Grenziiber-
gang a := mD — y2. Aus der de UHospitalschen Regel folgt nimlich

2 o 2
lim ! sin|: ey (t —t/):| = lim 2—° cos|: i (t— t/):| _ Lt (2.6.36)
a—y? Ja— }/2 m a—y? m m m
und damit "o .
G(t,t')= (t=t)O—t )exp[—l(t—t/)]. (2.6.37)
m

Der Nachweis, daf} dies im aperiodischen Grenzfall tatsichlich die DGL (2.6.19) 16st, zeigt man ganz analog
wie fiir mD # y2.

2.6.2 Partielle Differentialgleichungen
Beispiel 4: Die Greensche Funktion der Wellengleichung

Als Beispiel fiir die Fouriertransformation fiir Funktionen im R? leiten wir die retardierte Greensche Funk-
tion der Wellengleichung her. Die Wellengleichung bei Anwesenheit von Quellen lautet

<A—l3—2>q>(z,7) = o(t,7). (2.6.38)

2 dt2

Es ist daher niitzlich, analog zu dem Vorgehen bei der Schwingungsgleichung eine Greensche Funktion zur
Verfligung zu haben, die der Gleichung

1 J?
N SN VRN YRSy 6.
< ; 62—8t2>G(t,r,t,r) St—t)SYW(Gr—7") (2.6.39)

gentigt. Dabei ist die riumliche &-Distribution durch
SOGF—7)=8(x—x)8(y—y)S(z—2) (2.6.40)
definiert. Sie erfiillt offensichtlich fiir jede Testfunktion f € C3°(R?) die Gleichung

f &7 8OGF—7)g(7)=g(7). (2.6.41)
R3

Wir wollen insbesondere die retardierte Greensche Funktion finden, die wie oben anhand der Greenschen
Funktion fiir die Schwingungsgleichung erdrtert o< ©(¢ — ') ist. Haben wir nidmlich eine solche Greensche
Funktion gefunden, ist

@(t,?):f dt’ | &r' G, 7t 7 )t 7)) (2.6.42)

— oo R3
offenbar eine spezielle Losung der DGL (2.6.38), die nur vom Zustand p(t,7) der Quelle zu Zeiten ¢’ < ¢
abhingt, so daf} dem Kausalititsprinzip geniige getan ist.
Um eine Losung fiir (2.6.39) zu finden, schreiben wir die Greensche Funktion in Gestalt ihrer Fourierdarstel-
lung bzgl. der riumlichen Koordinaten|
Y 1 7

G(t,75t",7") = W JR3 &k (N;(t,/_é; t', 7 exp(ik - 7). (2.6.43)

$Man beachte, daff bei der Fouriertransformation bzgl. der riumlichen Koordinaten das Vorzeichen in der Exponentialfunkti-
on umgekehrt ist gegeniiber der Konvention fiir die Zeit ¢. Diese Wahl der Konvention ist besonders niitzlich, wenn man es mit
relativistischen Theorien wie z.B. der Elektrodynamik zu tun hat.
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2.6. Anwendungen der Fouriertransformation und 8 -Distribution

Setzen wir dies in (2.6.39) ein, finden wir wegen der Umkehrbarkeit der Fouriertransformation fiir G die
Differentialgleichung

2 N . N -
a <c_12% + kz) Glt,kst',7) = (27‘51)3/2 exp(—ik - 7')8(t —1t'). (2.6.44)

Weil wir an der retardierten Greenschen Funktion interessiert sind, wollen wir diese Gleichung durch eine
Funktion der Gestalt

~

G(t, kst 7Y =0(t — t'Yh(t —t' ks 7') (2.6.45)

(2.6.46)

Dies in (2.6.44) eingesetzt liefert

—@(t—t’)<cizaf +/22> B(t—t' k7' )+8(t—t")d, h(t—t' ks 7') = %/2 exp(—ik-7/)8(t—t'). (2.6.47)

(27)

Ein Vergleich der rechten und linken Seite dieser Gleichung ergibt, dafl der Ansatz (2.6.45) eine Losung der
DGL ist, wenn gilt

<123t2+/22>%(t—t’,/2;7’):o, (2.6.48)
C

exp(—ik - 7')

h(t—t'=0,k;7')=0, h(t—t' =0,k;7")= R

(2.6.49)

Die Differentialgleichung (2.6.48) ist eine ungedimpfte Schwingungsgleichung mit der allgemeinen Losung
/~9(t —t' ks 7)=Aexplic(t —t')]+ Bexp[—icw(t —t')] mit w= c|/2| =:ck. (2.6.50)
Die Koeffizienten werden durch die Randbedingungen (2.6.49) eindeutig bestimmt. Insgesamt finden wir

exp(—i/; 77

7 I TN
h(t—t'k;7")= (20

sin[co(t —t')]. (2.6.51)

Dies miissen wir nun noch zusammen mit (2.6.45) in (2.6.43)) einsetzen, um schliellich die Greensche Funk-
tion zu erhalten

G(t,7;t',7) = GE;T_);/) fRs d’k Wexp[ié (F=7"] (2.6.52)

Um das Integral auszuwerten, fithren wir Kugelkoordinaten mit der Polarachse (z-Achse) in Richtung von
7 —7' ein. Das p-Integral liefert einen Faktor 27, und wir verbleiben mit

4/ (e <] T .
G(t,7;t',7') = MJ dkj dd ksin¥ sin[ck(t —t")]exp(ikR cos }) (2.6.53)
@) Jo 0 ¢
mit R = |7 —7’|. Das J-Integral kann leicht mit der Substitution # = cos ¥, d» = —d¥ sin ¢ ausintegriert
werden: e
G(t,7;t',7") = MJ dk isin[ck(zf— t)]sin(kR). (2.6.54)
(27T)2 0 ¢R
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2. Fourier-Reihen und Fourier-Integrale
Das verbleibende Integral ist eine symmetrische Funktion in &, und wir konnen es daher umformen in

G(t,7;t', 7)) = ?2(#;;];) f ” dk sin[ck(t —t")]sin(kR). (2.6.55)

—0Q

Die Sinusfunktionen driicken wir nun durch Exponentialfunktionen aus und multiplizieren aus. Es ergeben
sich dann Integrale von der Form (2.5.7). Von den entstehenden vier Beitrigen bleiben aufgrund der Heavi-
sideschen ©-Funktion nur zwei tibrig, und diese liefern schliefflich das Resultat

G(t75t7) = =L Blete =) =77 = o= 8= (=) s

_47rc|7—?’| 4|7 —7 c

Die physikalische Bedeutung wird schnell klar, wenn wir (2.6.56) in die Losung (2.6.42) der Wellengleichung
(2.6.38) einsetzen. Dann konnen wir die 8-Distribution sofort ausintegrieren, um die retardierte Losung

- 1 T—7| .
@ret(t,r):f d&r’ <t—|r 4 |,r/> (2.6.57)
R3

anlf—71"

zu erhalten. Diese Losung ist dem Coulombpotential der Elektrostatik (1.8.41) sehr dhnlich. Der einzige
Unterschied ist, dafl zur Zeit ¢t der Beitrag der Quelle aus einem kleinen Volumenbereich um den Punkt 7’
der Quelldichte o zur friiheren (,retardierten) Zeit

(2.6.58)

zu nehmen ist. Dies entspricht gerade der Laufzeit, die ein mit der Phasengeschwindigkeit ¢ der Wellen sich
ausbreitendes Signal benétigt, um vom Quellpunkt 7’ zum Aufpunkt 7 mit der Wellengeschwindigkeit ¢ zu
gelangen.

Fiir statische Situationen, d.h. wenn p zeitunabhingig ist und man annehmen darf, daff auch ® zeitunabhingig
ist, geht die retardierte Losung der Wellengleichung (2.6.57) in die Losung der Poissongleichung

-

- 7
O5a(7) = L@ & r’% (2.6.59)
iiber (vgl. (1.8.41), wobei zu beachten ist, daff in der hier betrachteten Wellengleichung € = 1 gesetzt
wurde).

Im Zusammenhang mit der Maxwellschen Elektrodynamik wird die retardierte Losung nach ihren
Entdeckern auch als Lienard-Wiechertsches Potential bezeichnet. Dort tritt neben dem Skalarpotential aber
noch ein Vektorpotential hinzu. Zusammen beschreiben sie die Losung der gekoppelten elektrischen und
magnetischen Wellenfelder aus den vorgegebenen zeitabhingigen Ladungs- und Stromverteilungen.

Hinweise zum Weiterlesen

Die Fourierreihen und -integrale werden in den meisten Lehrbiichern, die die Mathematik fiir Physiker be-
handeln, dargestellt. Zur Vorbereitung dieses Skripts wurden [Smi61]] (Bd. IT) und [[Lig58]] verwendet. Einge
gute Einfithrung bietet auch [Som77]]. Eine mathematisch strenge Behandlung der Funktionalanalysis und
Hilbertraumtheorie erfolgt z.B. in [Smi61]] (Bde. IV und V).
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Kapitel 3

Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Ausgangspunkt fiir die Entwicklung von auf einem endlichen Intervall gegebenen Funktionen nach trigo-
nometrischen Funktionen (bzw. exp(—iw,,t)) war die Orthogonalititsrelation im Sinne des Skalar-
produkts im Hilbertschen Funktionenraum der quadratintegrablen Funktionen L*([—7'/2,T/2]). In den
Anwendungen kommt es hiufig vor, dafl es vorteilhafter ist, Entwicklungen nach anderen Systemen ortho-
gonaler Funktionen vorzunehmen, manchmal auch in Abinderung des Skalarprodukts durch Einfithrung
nichttrivialer Integralmafle. Diese Reihenentwicklungen bezeichnet man dann als verallgemeinerte Fourier-
entwicklungen. Wir betrachten in diesem Kapitel die wichtigsten Systeme von orthogonalen Polynomen
bzgl. verschiedener Skalarprodukte, die in den Anwendungen hiufig bendtigt werden.

Lesehinweis: Die einzelnen Abschnitte in diesem Kapitel sind weitgehend unabhingig voneinander lesbar.
Als Voraussetzungen werden lediglich die in Kap. [1] hergeleiteten Formeln fiir die Differentialoperatoren
grad, div und rot in Kugel- und Zylinderkoordinaten sowie die einfachen Grundlagen bzgl. des Hilbertschen
Funktionenraumes L? (vgl. Kap. [2) benétigt. Fiir die Behandlung der Zylinderfunktionen miissen wir auf
die im nichsten Kapitel besprochenen funktionentheoretischen Methoden, insbesondere I'- und Digamma-
Funktionen zuriickgreifen.

3.1 Das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren

Wir betrachten Funktionen im Hilbertraum L2, Nehmen wir nun an, wir hitten irgendein System von Funk-
tionen f, mit n € N, welches linear unabhingig und vollstindig in L? ist. Dabei bedeutet lineare Unabhin-
gigkeit, wie in der linearen Algebra {iblich, daf} fiir endliche Linearkombinationen

> b, =0< A, =0 (3.1.1)
k=1

gilt. Ein solches Funktionensystem heif3t vollstindig oder eine Hilbertraumbasis, wenn zu jeder Funktion
f €12 eine Folge von Zahlen 1;, € C (k € N) existiert, so dafl

> hb=f (3.1.2)
k=1

gilt, wobei die Konvergenz im Sinne der Hilbertraumnorm zu verstehen ist.

Wir kénnen nun aus solch einem abzihlbaren (vollstindigen) System linear unabhingiger Vektoren ein (voll-
standiges) Orthonormalsystem konstruieren. Dazu definieren wir rekursiv

b, _ b1 =20 M <”k | bn+1> (3.1.3)

W=7 Matl
12— 16,1 — 200y e (| Byt )|
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Als erstes miissen wir iiberpriifen, dafl diese Konstruktionsvorschrift, das Schmidtsche Orthonormalisie-
rungsverfahren, wohldefiniert ist, d.h. daf die in auftretenden Nenner nicht verschwinden. Das muf$
aber so sein, weil nach Voraussetzung die b, linear unabhingig sind. Es muf§ als b; # 0 und damit ||5;|| # 0
sein, so daf§ #; wohldefiniert und auf 1 normiert ist. Weiter ist #, fiir » < n eine Linearkombination der
endlichen Teilmenge {5, - linear unabhingiger Vektoren. Da aber nach Voraussetzung auch die um 4,_,
n+1

erweiterte Teilmenge {b; linear unabhingig ist, kann der im Zihler und Nenner von (3.1.3) auftretende

Vektor nicht verschwmden und somit ist mit # ...#, auch #,_; wohldefiniert.
Nun ist es einfach, durch vollstindige Induktion zu zeigen, dafl die Menge {#,} ;\ ein Orthonormalsystem

ist. Esist klar, daf§ {#, } ein Orthonormalsystem ist, denn es gilt nach Konstruktion {#, | u,) = (b, | b, ) ||5,|* =
1. Nehmen wir dann an, daf} die Menge {#; };’:1 ein Orthonormalsystem ist, miissen wir zeigen, daff sie auch

" > (3.1.4)

Da die Menge {#, };Zzl nach Induktionsannahme ein Orthonormalsystem ist, gilt demnach

RTINS > AT AL

bei Hinzuftigen von #,, | ein Orthonormalsystem bleibt. In der Tat ist fiir 1 < j <

n

bn+1 _Z”k <”/e | bn+1>

k=1

n

<”n+1 ) u; > = <bn+1_2”/e<”/e | bn+1>

k=1

<bn+1—zuk<uk|bn+l>

P :1\7]_;—/ ) (3.15)
:(bﬂ+1|uj>—<bn+1’%j>zo.

}n+1

Da weiter noch <un 1| g > = 1ist, ist also auch {; o ein Orthonormalsystem.

Schliefilich ist {;}; ¢y vollstindig, wenn {4;};cy ein vollstindiges Basissystem ist, denn offensichtlich kon-
nen wir alle b; als Linearkombinationen von #; darstellen, d.h. jeder Vektor f i}t sich in der Form

_ Zlfj ", (3.1.6)
=

mit geeigneten f; € C darstellen, denn voraussetzungsgemif! ist dies der Fall bzgl. der &,.

Der Vorteil der vollstindigen Orthonormalsysteme (VONSe) ist, dafl fiir vorgegebenes f die Koeffizienten
f]» besonders einfach zu berechnen sind. Gilt nimlich , folgt

(1) Zif]< |%]> Je- (3.1.7)

j=1 ~———
Sk

Beispiel

Betrachten wir den Hilbertraum L*([—,r]), so bilden aufgrund der Theorie der Fourierreihen die Funk-
tionen

uy(x)= exp(ikx), k€Z (3.1.8)

27
ein VONS. Denn es ist

J dox () (x J dx exp[i(j —k)x] =3, (3.1.9)



3.2. Legendre-Polynome

d.h. die Menge {#},},; bildet ein Orthonormalsystem. Dafl es vollstindig ist, ist Gegenstand der Theorie
der Fourierreihen (vgl. Kap.[2).

Meist ist der Beweis der Vollstindigkeit fiir ein gegebenes Orthonormalsystem kompliziert. Wir werden ithn
daher fiir die im folgenden behandelten Orthonormalsysteme in diesem Skript nicht fithren und verweisen
auf die Literatur (z.B. [[FK08])).

Die Entwicklung von Funktionen nach einem vorgegebenen VONS nennt man aufgrund dieses Beispiels
ebenfalls Fourierentwicklung wie die Entwicklung nach dem speziellen VONS bzw. dem dazu iqui-
valenten VONS gebildet aus den trigonometrischen Funktionen cos(kx) (k € Ny ={0,1,2,...}) und sin(kx)
(keN={1,2,3,...}.

3.2 Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynome bilden die Grundlage fiir das VONS fiir den Hilbertraum L*([—1,1]), das entsteht,
wenn man die Basisfunktionen

b(x)=xF, keNy={0,1,2,...} (3.2.1)
dem im vorigen Abschnitt besprochenen Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren unterzieht. Wie wir
weiter unten (vgl. Abschnitt [3.2.3) noch sehen werden, sind diese Polynome duferst wichtig fiir die Anwen-
dungen, weil sie im Separationsansatz fiir den Laplaceoperator in Kugelkoordinaten die im ganzen Intervall
[—1,1] reguliren Losungen der 9-Gleichung darstellen.

3.2.1 Berechnung der Legendrepolynome
Wir beginnen mit der Konstruktion der Legendrepolynome nach dem Orthonormierungsverfahren (3.1.3).

1
(b b} = 1ol = j_l dx =2 = wy(x) = % 3.2

Weiter ist demnach
(”O|b>—fl dx x =0 (b|k>—||b2|| —Jl dxx” = 3.2.3)
! —1 \/5 ’ e 1 3 -

und damit gemif§ (3.1.3)
3
ni(x) =1/ 5% (3.2.4)

(”o | bz> = 7’ (”1 | bz) =0, (3.2.5)

Fiir die nichste Funktion benétigen wir

N

d.h.
uz(x):N[xz—(uOMz) y(x)] :N<x2——>. (3.2.6)

Die Normierung ergibt sich aus

1 1 2
J dx, uzz(x):NZJ dx <x2—1> :Nzi =>N=4/ ﬁzz\/g (3.2.7)
—1 1 3 45 8§ 2V2

ny(x) = \/§(3x2— 1). (3.2.8)

und schlieflich



3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Die weitere Rechnung auf diese Art wird etwas unbequem. Wir schlagen daher eine andere Strategie ein.
Wir bemerken, dafd fiir / € N, offenbar

1 d

— 2 1
= g (3.2.9)

P;(x)

ein Polynom /-ten Grades mit reellen Koeffizienten ist und dafl das Skalarprodukt zwischen zwei solchen
Polynomen P; und P}, verschwinden muf3. Sei nimlich / > /’. Dann finden wir durch partielle Integration

) — e[ Ly ][ ey
(1|1/)—W_1x@(x—) S

, (3.2.10)
1 1 di-1 5 ; di'+1 5 y
~ o f_l dx |:dxl—1 (=1 ] dx1’+1(x U
denn offensichtlich ist fiir £ < / aufgrund der Ketten- und Produktregel
4k
—(x2—1) =0. (3.2.11)
dxk x=1

Insgesamt fithren wir die partielle Integration im Skalarprodukt /-mal durch. Dann erhalten wir als Integran-

den schliefilich den Ausdruck
(x*—1)" =0, (3.2.12)

denn wegen [ > [’ ist 41 > 21’, und das Polynom (x2—1)!" ist nur von 2/’-ter Ordnung, so dafl die Ableitung
verschwindet. Fiir / # [’ verschwindet also (3.2.10). Die P; bilden somit fiir / € N, ein Orthogonalsystem.
Mit derselben Rechnung erhalten wir aber fiir I = / auch das Normierungsintegral. Setzen wir also in
" =1 und wenden /-mal die partielle Integration an, finden wir

2 (_1)1 ! 2 [ dzz 2 ]
[P = (P1127) = s [ (e =) a7 =) 621

Die Ableitung ist leicht zu berechnen, denn wir miissen nur die hichste in dem Polynom (x2 — 1)/ = x?/ +
O(x*—") vorkommende Potenz x% 2/-mal ableiten, mit dem Resultat (2/)!, d.h. es ist

(=1 !
P, |2 = Ty (21)!J_1 dx (x? = 1)". (3.2.14)

Auch dieses Integral 1aflt sich durch /-maliges Anwenden der partiellen Integration losen, indem wir den
Integranden in der Form

(=1 =(x—1)(x+1) (3.2.15)
schreiben. Wir finden damit
! I ! (112 22+

dx (x*—1) = (1)’ J d ) = (1) = : 3.2.16
L = = e ) Y = o (-2.16)

Dies in eingesetzt liefert schlief3lich

2

||P1||2=—21+1- (3.2.17)
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3.2. Legendre-Polynome

Damit haben wir unser orthonormales System von Polynomen gefunden. Wir miissen die P; nur noch mit

Hilfe von (3.2.17) normieren:
2 1
) (x) = \ 12+ P,(x). (3.2.18)

Die P; heiflen Legendre-Polynome. Es ist in der Literatur {iblich, mit den Legendrepolynomen und nicht
mit den normierten Polynomen (3.2.18) zu arbeiten. Der Grund ist eher historisch als praktisch begriindet.
Fiir die Legendre-Polynome gilt allerdings die bequeme Beziehung

P,(1)=1. (3.2.19)

Dies beweist man, indem man Gl. (3.2.9), die in diesem Zusammenhang als Rodrigues-Formel fiir die
Legendre-Polynome bekannt ist, anwendet. Das ist insofern einfach als man in der Faktorisierung
[-mal die Produktregel anwenden kann und nur derjenige Term {ibrig bleibt, wo der Faktor (x — 1)" volle
[-mal abgeleitet wird. Diese Uberlegung ergibt
/ )
Loy ey Loy =2n, (3.2.20)
dx! dx!

x=1 x=1
d.h. es ist in der Tat

P,(1)= zlil!zllz: 1. (3.2.21)

Aus der Rodrigues-Formel (3.2.9) folgt {ibrigens, daf} die Legendrepolynome abwechselnd gerade und unge-
rade Funktionen sind, d.h.
P)(—x)=(—1)'P)(x), (3.2.22)

denn die abzuleitende Funktion in (3.2.9) ist eine gerade Funktion, und die Ableitung einer geraden (ungera-
den) Funktion ist ungerade (gerade).

3.2.2 Die erzeugende Funktion

Ein anderer Zugang zu den Legendrepolynomen liefert die Laplacegleichung in Kugelkoordinaten. Darauf
gehen wir am Ende dieses Kapitels noch genauer ein (s. Abschnitt [3.2.3). Fiir jetzt geniigt es zu bemerken,
dafl das Coulombpotential fiir eine in 7’ gelegene Einheitsladung

- - 1
(7,7 )= — (3.2.23)
7
die Potentialgleichung
A 9(7,7)=0, 747 (3.2.24)
16st. Setzen wir hierin 7/ = (0,0, 1), so wird in Kugelkoordinaten (7,9, ¢)
- 1 :
(7,7 )= ——— mit #=cos?. (3.2.25)

Vr2=2ru+1

Driicken wir den Laplaceoperator in Kugelkoordinaten aus, wird daraus

— (sind=—= (3.2.26)

y 9r2 T 72sng 39 29

Dabei haben wir beriicksichtigt, dafl ® nicht von ¢ abhingt. Wir konnen nun aber ® auch als Funktion von
7 und # = cos & auffassen. Da gilt d» = —d¥ sin ¥ und wegen sin} = v 1— #2, kdnnen wir (3.2.26) auch in

der Form 5
17 (r¢)+ii[(1_uz)§_‘1’]:o (3.2.27)
u

132(@) 1 8< 8<1>>:O_
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

schreiben. Man gelangt so auf natiirliche Weise auf folgende alternative Definition der Legendrepolynome.

q)(r’%):ﬁ ; w)yrl, |rl<1. (3.2.28)

Nach dem Taylorschen Satz iiber die Entwicklung einer analytischen Funktion in eine Potenzreihe folgt, daf§

P () 1 d! 1
n)=—
l IV Or! rT2ur +1 o

(3.2.29)

Dafl die P; Polynome sind, folgt daraus, daf$ die /-te Ableitung nach der Ketten- und Produktregel ein Bruch,
bei dem Zihler und Nenner nur aus Potenzen der in auftretenden Wurzel sowie Potenzen von # und
7 ist. Setzt man dann » = 0 werden simtliche Wurzeln 1, und es bleibt ein Polynom in # tibrig. Es ist auch
offensichtlich, daf§ es sich um Polynome mit reellen Koetfizienten handelt.

Um weiter P;(1) zu berechnen setzen wir in (3.2.28) # = 1. Dann folgt

&(r, Z (D)7 rl=>P,(1)=1 fir [eN,. (3.2.30)
[=0 [=0
Setzen wir nun die Reihenentwicklung in die DGL ein, erhalten wir
= _ o ;5 d dP;(n)
I(1+1)r'2P 2 2| (1 —u?) Rt }_o, 3.2.31
S+ 3 - T 6231
Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich
P
i{(1-»;2)d 1(”)]:—l(l+1)Pl(u). (3.2.32)
du du

Dies konnen wir nun als Eigenwertgleichung fiir den Differentialoperator

L= d(i [(1 — ”Z)d(i ] (3.2.33)

lesen. Mit diesem Differentialoperator schreibt sich (3.2.32) nimlich in der Form
LP, =—I(I +1)P,, (3.2.34)

d.h. P, ist eine Eigenfunktion dieses Differentialoperators zum Eigenwert —/(/ 4 1).

Offensichtlich ist der Differentialoperator L auf einem Teilraum des Hilbertraums L([—1,1]) ein linearer
Operator. Der Teilraum umfafit (mindestens) alle beliebig oft auf dem Intervall [—1,1] differenzierbaren
Funktionen (also den Funktionenraum C°([—1,1]). Dieser Unterraum ist dicht in L*([—1,1]), d.h. jede
Funktion ¢ € L?([—1,1]) kann im Sinne der Norm des Hilbertraums beliebig genau durch eine Funktion
aus C*°([—1,1]) approximiert werden. Fiir irgendwelche zwei solcher Funktionen £, g folgt nun durch zwei-
malige partielle Integration

1 ) " )
(f|Lg>:f_ld%f*(u)Lg(u):_J_ld%(l_uz)dfdi )di(”)

:fldu {%[(1—#)%]}5@: (Lflg)-
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3.2. Legendre-Polynome

Man nennt einen Operator, fiir den diese Beziehung fiir beliebige Funktionen £, g in einem dichten Teilraum
des L2([—1, 1]) erfiillt ist, einen (wesentlich) selbstadjungierten Operator. Wir haben also gezeigt, daf§ der
Operator (3.2.33) wesentlich selbstadjungiert ist.

Daraus folgt aber fiir die Legendrepolynome aufgrund von (3.2.34)

(, 'LP12 Y=L, +1)(P, ’PZZ )=(Lp, ’LPlz =14 +1)(P, ’P12> (3.2.36)

bzw.
[+ 1) =L+ 1](P, (Plz )=o. (3.2.37)

Da [;,1, € Ny, muf§ also
(P, |Py)=0 fir L#L (3.2.38)

sein, d.h. die Polynome P; sind tatsichlich paarweise zueinander orthogonal und erfiillen P,(1) = 1.

Damit kdnnen wir auch einfach zeigen, daf§ die durch die erzeugende Funktion via definierten Poly-
nome tatsichlich mit den durch die Rodriguesformel definierten Polynomen {ibereinstimmen. Dazu
brauchen wir nur zu zeigen, daf§ sie die Differentialgleichung erfiillen, also Eigenfunktionen des Diffe-
rentialoperators zum Eigenwert /(/+1) sind und daf} die zweite von dem Polynom linear unabhingige
Losung der Gleichung kein Polynom ist.

Setzen wir nun f(x) = (#>—1)", so folgt zunichst

(W2 =10 f"(n)=2ulf(n). (3.2.39)
Diese Gleichung leiten wir mit Hilfe der Leibnizschen Produktregel (/ + 1)-mal ab; das ergibt
(=)D + L+ 1020 ) + 1T+ 1) D) =20l FAY )+ 20(L+ 1) FP(u).  (3.2.40)

Fassen wir die Ausdriicke zusammen, finden wir nach einigen einfachen Umformungen

d

E[(l—uz)d%f(l)(u)} =—1(l+1)fD(u), (3.2.41)

so dafl also /() (und damit auch das vermdge der Rodriguesformel (3.2.9) definierte Polynom P,) tatsichlich

das Eigenproblem (3.2.34) 16st.
Um zu zeigen, dafl die andere zu P; linear unabhingige Losung der Eigenwertgleichung (3.2.34) kein Polynom

ist, machen wir einen Potenzreihenansatz

fx)=>auk. (3.2.42)
k=0
Die Eigenwertgleichung liefert dann nach einigen Umnumerierungen von Summationsindizes
Sk +2)(k + Dy px* =D 11 +1)—k(k+1)]x%; (3.2.43)
k=0 k=0

der Koeffizientenvergleich der Reihen auf beiden Seiten dieser Gleichung liefert die Rekursionsformel

1) —k(k+1)
ﬂk—i—Z = (]e +2)(k n 1) dk. (3244)

Wir kdnnen nun zwei linear unabhingige Lésungen konstruieren, indem wir einmal 4y # Ound ¢, = Ound das
andere mal 4, = 0 und 4, # 0 setzen. Im ersten Falle haben wir eine gerade im zweiten eine ungerade Losung
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

konstruiert. Falls nun / € Nj ist, ergibt sich fiir die eine Losung ein Polynom, denn dann bricht fiir & =
[ 4+ 2 die Reihe ab. Die andere Lsung stellt eine echte unendliche Potenzreihe dar; deren Konvergenzradius
berechnet sich aus

(k+2)(k+1) |
I[(I+1)—k(k+1)|

Die zweite Losung kann also kein Polynom sein, denn dann wire sie eine in der ganzen komplexen #-Ebene
analytische Funktion, und der Konvergenzradius der Potenzreihe konnte nicht endlich sein. Damit ist aber
gezeigt, daf$ die vermdge der Rodriguesformel definierten Polynome tatsichlich mit den durch die erzeugende
Funktion gemif} definierten Polynomen identisch sein miissen.

R?= lim

k—oo

= lim

k—oo

Apy2

(3.2.45)

Wir kénnen nun die erzeugende Funktion (3.2.28) verwenden, um weitere Eigenschaften der Legendre-Poly-
nome herzuleiten. Als erstes leiten wir den Logarithmus von (3.2.28) nach r ab:

— [P (u)r!!
D YL 1C) (3.2.46)
—2ru+1 S0 Pi(u)r!
Multiplizieren dies mit den Nennern auf beiden Seiten der Gleichung, finden wir
(u—7)P)(u Zl(r2—27u+1)Pl(14)rl_1. (3.2.47)
/=0 /=1

Wir numerieren nun die Summationsindizes der einzelnen Terme in dieser Gleichung um, so daf} ein Koetfi-
zientenvergleich einfach maoglich ist:

SR = SR ()

[=0 =1

SR (u)r T =D = 1)P_(w)r (3.2.48)
l:

=2
SUIP () T =S+ 1P ()
=1 /=0

Dies in (3.2.47) eingesetzt ergibt
uPo()+ > [P () =Py ()]’
/=1

o (3.2.49)
=P, (u)+ > [ = 1Py () —20uP () + (I + )Py (#)]r".
I=1
Dann folgt durch Koeffizientenvergleich
O Py(u) = uPy(n), (3.2.50)

rlofir 1> (L4 )P, (n) = 21+ 1)uPy(u)— 1P, (u).

Diese Rekursionsformeln eignen sich gut, die Legendrepolynome zu berechnen (auch numerisch). Wir beno-
tigen als Anfangsbedingung nur
Py(u)=1, (3.2.51)

was sofort aus der allgemeinen Normierungsbedingung f;(1) = 1 und der Konstanz von Py, folgt.

122



3.2. Legendre-Polynome

Leiten wir jetzt den Logarithmus von (3.2.28) nach # ab:

r 1 3 _ Z?ioP/[O’t)rZ

2 In[®(r,n)] =

_ oy, )= 20 0T 3.2.52
du r2—2ru+1 @(r,u)du (r,4) S0 Py(u)r! ( )

Multiplizieren wir die so entstandene Gleichung mit 72 —27# +1und >;{° P J(n)r" ergibt sich
ZPZ(M)VIH:ZP/I(u)rl(rZ—Zru—i—l). (3.2.53)

Dabei haben wir auf der rechten Seite Po(#) = const verwendet, d.h. P(#) = 0. Wir kénnen nun die Summa-
tionsvariablen der einzelnen Terme in (3.2.53) umnumerieren, so daf} ein Koeffizientenvergleich der Potenz-
reithen nach Potenzen von r moglich wird:

SP(uw)r T =DTP  (n)r,

=0 I=1

D P)r =T (), (3.2.54)
ZP/I(M)rZ(—Zru) = —ZMZP/Z_l(%)Tl.

=1 =2

Setzen wir diese Terme in (3.2.53) ein, erhalten wir

Po(u)r + iPl_l(M)rl =P (u)r + i[P/Z_Z(M) —ZMP/I_I(M) + P;(u)]rl. (3.2.55)
[=2 [=2

Der Koeffizientenvergleich ergibt dann

r: Polu)= P’l(u),

l / / / (3.2.56)
vt fir [>2: Py (u)=P)_,(u)—2uP)_ (u)+P)(un).
Die letztere Gleichung schreiben wir noch um, indem wir / um 1 erhéhen:
Pl(u):PQ_l(u)—ZuP/l(u)—i-P/lH(u), [>1. (3.2.57)

Diese Gleichung konnen wir noch vereinfachen, indem wir sie zuerst mit (/ 4+ 1) multiplizieren und dann die

Ableitung von einsetzen:
(I+10)Py(u) = (I + D[P)_ () —2uP) ()] + (2L + D)[Py(u) + uP) ()] — [P)_ (n), (3.2.58)

oder zusammengefafit

IP)(u) = uP)(u)—P)_ (). (3.2.59)
Verwenden wir die Ableitung von (3.2.50) zur Elimination des ersten Terms in (3.2.59), erhalten wir nach
einigen einfachen Umformungen die Rekursionsformel

1, (0)= QL+ 1D () +P)_(n). (3.2.60)

Diese Formel eignet sich zur effizienten Berechnung der Ableitungen der Legendre-Polynome. Wir benétigen
nur die Anfangsbedingungen
Py(u)=0, P (u)=unu. (3.2.61)
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3.2.3 Kugelflichenfunktionen

Wir werden nun die im vorigen Abschnitt bereits eingefiihrte Beziehung der Legendre-Polynome zum La-
placeoperator in Kugelkoordinaten weiter untersuchen. Dazu schreiben wir diesen wieder in den modifi-
zierten Kugelkoordinaten (7,#,¢). Dabei ist # = cos#, wobei ¢ der Polarwinkel in den gewdhnlichen
Kugelkoordinaten ist. Der auf ein skalares Feld angewandte Laplaceoperator ergibt sich zu

12%9) 12

_ 2
A(I)(r’%’(/))_r dr? +72¢9%[(1_% )%

2
aq)] L _o¢ (3.2.62)

* r2(1—u?) 3_g92

(vgl. die Rechnung, die auf (3.2.26) gefiihrt hat). Wir versuchen nun, einen vollstindigen Satz von Losungen
der Laplacegleichung
Ad(r,u,0)=0 (3.2.63)

zu gewinnen, aus denen wir alle moglichen Losungen durch Superposition aufbauen kénnen.

Wir versuchen jetzt, einen Satz von Losungen der Laplacegleichung zu gewinnen, indem wir den Produkt-
ansatz

O(r,u,0) =R(r)U(u)d(p) (3.2.64)
in einsetzen und dabei verwenden:

ldz[rR(r)] 1d dU(#)

2
Uln)lp)-—q 72— +R(NH(9) 5 [(1—u2)d—%}+R(r)U(u)72(11_M2)dj;(f):o. (3.2.65)

r

Dividieren wir diesen Ausdruck durch R(7)U(#)¢ () und multiplizieren mit 72, kdnnen wir eine Funktion,
die nur von r abhingt, separieren:

r d*[rR(r)] 1 d

R(r) dr2 Um)ydn [(1 —)

dU(») 1 d2¢(¢) B
du ]_ H(@)1—u?) dg? =1/ +1). (3.2.66)

Da die linke Seite dieser Gleichung nicht von # und ¢ abhingt und die rechte Seite nicht von r, muf diese
gleich einer gemeinsamen Konstanten sein, die wir mit /(/ + 1) bezeichnet haben'] Damit finden wir fiir die
Radialfunktion R ,
R 1
dTrR(r)] = A )R(r). (3.2.67)
dr2 r

Um die allgemeine Lsung dieser Gleichung zu finden, machen wir den Ansatz

R(r)=r* = A+ D)r* =1l +1)r*" = A= oder A=—(I+1). (3.2.68)
Die allgemeine Losung fiir dieses / ist also
R)(r)=A;r! + B,y (3.2.69)

mit beliebigen Konstanten A; und B;.
Wenden wir uns nun der Gleichung fiir U und ¢ in (3.2.66) zu. Auch hier kénnen wir durch Multiplikation

mit (1— #?) die Variablen trennen, indem wir schreiben
1—u? d
U(n) du

dU(u)
du

]+1(l+1)(1—u2):—L F(9) =m?. (3.2.70)

=) 5o dg?

'Der Sinn der Wahl dieser speziellen Form wird gleich klar werden.
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3.2. Legendre-Polynome

Weiter mufl 72 eine Konstante sein, denn die linke Seite der Gleichung hingt nicht von ¢, die rechte nicht
von # ab. Die Gleichung fiir ¢ ist wieder leicht zu l6sen. Offenbar ist die allgemeine Losung von (3.2.70)

bm(p) = A, exp(imy) + B,, exp(—imgp) (3:271)

mit beliebigen Konstanten A/, und B/, . Da wir Losungen suchen, die eindeutige Funktionen des Ortsvektors

V1—u?cosyp
r=r| /1= uzsingp (3.2.72)

u

ist, muf§ offenbar m € Z liegen, damit die Funktion (3.2.71) 27-periodisch im Azimuthwinkel ¢ ist.
Es bleibt schlie8lich die Gleichung (3.2.70) fiir U zu losen. Sie lautet

d% [(1_%2)%] + [z(z +1)— n m } U(u)=0. (3.2.73)

— 2

Diese Differentialgleichung besitzt offenbar eine Singularitit an den Stellen # = +1. Wir untersuchen daher
zunichst das asymptotische Verhalten der Funktion U in der Nihe dieser Singularititen. Setzen wir dazu den

Ansatz U(u) = (1—u*)* in ein:
(1—u?)*"Y(4a* —m?)+ 0[(1—un?)*]=0. (3.2.74)

Fiir #2 — 1 konnen wir den zweiten Term vernachlissigen, und die Gleichung wird in der Nihe der Punkte
u = =1 durch unseren Ansatz befriedigt, wenn wir

a= :I:% (3.2.75)

setzen. Da wir weiter tiberall im Intervall # € [—1, 1] endliche Losungen suchen, miissen wir @ > 0 wihlen.

Untersuchen wir nun zunichst den Fall 72 > 0. Dann ist @ = +m/2 zu wihlen. Fir m = 0 geht (3.2.73) in
die Differentialgleichung der Legendre-Polynome (vgl. (3.2.32)) iiber, d.h. fiir m =0 ist

U m=o() =P () (3.2.76)

eine Losung der Differentialgleichung. Die Legendrepolynome bilden aber schon einen vollstindigen Satz
orthogonaler Funktionen in L2([—1,1]), so daf} wir fiir unsere Reihenentwicklungen fiir Losungen der La-
placegleichung die zweite dazu linear unabhingige Losung von nicht benétigen.

Um die Gleichung jetzt auch fiir beliebige 7 € N zu befriedigen, separieren wir die Singularitit der
Losung ab, indem wir

Un)=(1—u?)"?*V(u) (3.2.77)
setzen. Dies in 3) eingesetzt liefert fiir V die Differentialgleichung
A= u?)V" () =2u(m+ 1)V (u)+[[(I +1)— m(m +1)]V () =0. (3.2.78)
Wir wollen nun zeigen, daf§
V(n)= dimm P (u) (3.2.79)

mit dem Legendrepolynom P; diese Gleichung 16st. Dazu leiten wir (3.2.32) 7-mal nach # ab. Dabeti ist nur

der Term
dm m+1 m

d
P’ —yu—P —P 3.2.80
0] = Py )+ m P () (.2.80)
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nicht trivial. Diese Gleichung erhilt man dabei aus der allgemeinen Leibnizschen Produktformel

d” 2o\ [ d*F(x) [ d"*g(x
=3 (;)| 42| 452 | 6281

k=0

die man leicht durch vollstindige Induktion beweist (Ubung). Leitet man also unter Zuhilfenahme der Ne-

benrechnung (3.2.80) die Gleichung (3.2.32) 7-mal ab und setzt (3.2.79) ein, erhilt man genau (3.2.78). Wir

haben also als Losungsschar fiir gegebenes / € Ny und 0 < m </ die zugeordneten Legendrefunktionen

dm
Up(34) = (1) (1= )" () (3.2.82)
Mm
Die Wahl der Phasenkonvention ist nicht einheitlich in der Literatur. Hier folgen wir der in der Quanten-

theorie bewihrten Wahl, indem wir die Condon-Shortley Phase (—1)” in die Definition der assoziierten

Legendrefunktionen einfiihren. Driicken wir in (3.2.82) P, durch die Rodriguesformel (3.2.9) aus, ergibt sich

B m(l_MZ)m/Z dl+m

Offensichtlich ist dies fiir gerade m ein Polynom vom Grade /, fiir ungerade 7 ein Polynom vom Grade /—1
multipliziert mit 4/(1— #2). Durch ist auch der Normierungsfaktor fiir die U, bestimmt. Fiir m > [
verschwinden die Uj,,, da dann die Differentiationsordnung kleiner als die Ordnung 2/ des abzuleitenden
Polynoms wird. Die Uj,, heiflen zugeordnete Legendrefunktionen.

Die Formel ergibt auch fiir —/ < m < 0 einen Sinn. Die vermeintliche Singularitit aufgrund des
Faktors (1— #2)"/? bei u = &1 wird dabei durch entsprechende Faktoren der Ordnung (#? — 1)”], der bei
der Differentiation in tibrigbleibt, kompensiert. Man rechnet leicht nach, daf§ auch diese Funktionen
die nur von m? abhingige Gleichung 16sen und von derselben polynomihnlichen Form wie U |,
sind. Damit muf§ aber U; _,, o< Uj,, sein. Den Proportionalititstaktor erhalten wir durch Ermittlung der
héchsten Potenz der in auftretenden Ableitung. Demnach ist fiir —/ < m <[

(u?—1). (3.2.83)

” o (1—u?)” di+m
(=20, 0=y U oy
m(l_uz)m I—m
= ()" @@ = 1) [2l = (L )+ 1) ) (3.2.84)
_ (21)' l+m
= Ini— )
Auf genau analoge Weise ergibt sich
20
(1—u2)’"/ZUZ,_m(u):(-1)’”%/“”..., (3.2.85)
woraus schliefflich l ,
Ul,_m(u):(—l)m%l]lm(u) fir —l<m<l (3.2.86)

folgt.

Wir zeigen jetzt, dafd fiir gleiche m die Uj,, bzgl. des Skalarproduktes in L%([—1,1]) orthogonal zueinander
sind. Dazu schreiben wir fir/=/,und /=1, an

d dUj, m(#) 2
@[(1_M2)Z:i—u]+[ll(ll+1)— 17_nu2}U11,m(”)=O, -
d dU,, (%) 2 o
- [(1—u2>§—u]+[12<12+1>—£7} Uy () =0
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Multiplizieren wir nun die erste Gleichung mit Uy ,,(#), die zweite mit Uj ,(#), ziehen die Gleichungen von-
einander ab und integrieren bzgl. # tiber das Intervall [—1,1] erhalten wir unter Verwendung des in (3.2.33)
eingefiihrten Differentialoperators

(U | LU )= (LU0 | U )+ Ll 4+ D)= Ly DUy | Upy ) =0 (3.2.88)

Dabei haben wir ausgenutzt, daf die Uj,, fiir # € [—1,1] allesamt reelle Funktionen sind. Wegen der Selbst-
adjungiertheit von L verschwinden die ersten beiden Terme, und es folgt fiir /; # [,, dafl tatsichlich

(Upon| Uy ) 811, (3.2.89)

11,m

Um schlief8lich auch den Normierungsfaktor fiir /; = [, = [ zu berechnen, verwenden wir (3.2.86) und
(3.2.83):

(I+ m)!
(I —m)

=(—1)’”EtZ;§ (2111!)2 f_l o [dd;z—m (= )][dcz;mm(”z_ly]'

Nun schaufeln wir mittels partieller Integration 7 Ableitungen vom rechten zum linken Faktor, wobei der
integralfreie Teil jeweils verschwindet, woraus schliefflich zusammen mit der Rodriguesformel (3.2.9) und
dem Normierungsintegral fiir die Legendre-Polynome (3.2.17)

Niw = (Ut | Uy ) = (=1)" (Ui | U )

(3.2.90)

(l + m) 2_ (I + m)! 2
T 3.2.91
folgt.
Mit den Funktionen
204+1(l—m)
Y,,, (0, 0)= \J i U3 ———U,,(cos?)exp(ime) (3.2.92)

haben wir so einen Satz orthonormierter Funktionen auf dem Raum L*(S,) gefunden, wobei S, die Ein-
heitskugelschale im R? bezeichnet, die als Kugelflichenfunktionen| Kugelflichenfunktionen bezeichnet
werden. Das Skalarprodukt fiir diesen Funktionenraum ist durch das Oberflichenintegral

T 27
(Fle)s, = f 49 f dpsind) (9,509 9)=: | 42/°(9.9)5(0,9) (3.293)

5

tiber die Einheitskugelfliche gegeben, und damit gilt

<Y . > _\J 211+1(11—m1)!\J 2L, +1(L,—m,)!
L,m L,m -
el s 4 (I +my) ) 4 (L+my) (3.2.94)
X <Uzm ’ Upom, >L dg exp[i(m, —m)¢]
Das g-Integral liefert 2728, , , und damit folgt wegen und tatsichlich
<Y,1)m1 'Y,z,mz >Sz =8, 1.8 - (3.2.95)

Zengl. nach Maxwell: spherical harmonics
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Wir bemerken, daf} aufgrund von fiir die Kugelflichenfunktionen die Gleichung

Il
AY,,(8,9) ==Y, (8,9) (.2.96)

gilt, d.h. diese Funktionen sind Eigenfunktionen des Laplaceoperators zum Eigenwert —/(/ +1)/r2.

Sammeln wir nun die Resultate (3.2.69), (3.2.71) und (3.2.83) fiir unseren Separationsansatz (3.2.64) zusam-
men, erhalten wir als allgemeine Losung fiir die Laplacegleichung (3.2.63)

[e.e]

B
&(r,8,0)=> Z <A,mr + 1>Y1m(19 ). (3.2.97)

=0 m=—I

Um die Losung vollstindig zu bestimmen, miissen wir @ auf einer Kugeloberfliche §, x vom Radius R fest-
legen. Damit die Funktion bei » = 0 nicht singuldr wird, miissen wir fiir » < R verlangen, daf§ B;,, = 0 ist.
Ebenso muf fiir » > R dafiir gesorgt werden, daff ®(7, &, ¢) — 0 fiir » — oo wird, was auf 4,,, =0 fiir r > R
fithrt. Wir schreiben also die Funktion @ auf der Kugeloberfliche S,  vor, verlangen also

®(R,8,9)=f(3,9), (3.2.98)

wobei f(#,¢) eine beliebige Funktion, die auf dieser Kugeloberfliche definiert ist, bezeichnet. Diese Rand-
bedingung in (3.2.97) eingesetzt liefert

oo | oo [ B
JACR? :IZ Z LR, (8,0 :g Z_IRZZY“” (&, 0), (3.2.99)

wobei wir noch vorausgesetzt haben, daf§ ® an der Kugeloberfliche stetig ist. Die Koetfizienten der Kugel-
flichenfunktionen unter der Summe sind nun die Verallgemeinerten Fourierkoeffizienten bzgl. des ortho-
normierten Funktlonensystems Y;,, auf L%(S,). Man kann zeigen, dafl dieses Orthonormalsystem auch voll-
standig ist. Daher finden wir fiir jedes Indexpaar (/, m) die Koeffizienten aus

Blm
A, R = s = (Y1 1 f)s, (3.2.100)
Damit ist ;
o ! z fir r <R,
o(r,8,0)= D > Y1,,(8,9)(Y;,, | f ), {<§§>z+l . (3.2.101)
1=0 m=—1 <7> fir r>R

die Losung des Cauchyschen Randwertproblems fiir die Kugel, wo das Potential ® einer Randbedingung
gemaf} (3.2.99) unterworfen wird.

In den Anwendungen kommt auch das Neumannsche Randwertproblem vor, wo die Ableitung der Funk-
tion ® in Normalenrichtung (in unserem Falle der Kugel also in radialer Richtung) vorgeschrieben wird, d.h.
man verlangt

¢, -grad®(r,3,¢9) = %@(7,19,§0) =g(4,9) (3.2.102)

mit einer vorgegebenen Funktion g entlang der Kugeloberfliche §, z. Man erhilt dann mit demselben Argu-
ment wie oben fiir das Cauchy-Problem die Koeffizienten 4,,, und B, zu

Blm

IR'A, =—(1+ Dt = (Yinl8)s,» (3.2.103)
und die Losung ist
2\ < Rz fir r<R
(1 8,0) =2 > Y1,,(8,0)(Y,,18)s, % {1 (RR> R (3.2.104)
1=0 m=—1 <—m><7> fir r>R.



3.2. Legendre-Polynome

Beispiel: Punktladung in der Nihe einer geerdeten Kugelschale

Wir betrachten ein Punktladung Q am Ort 7’ und eine leitende Kugelschale S, vom Radius R, die ,auf Erde*
gehalten wird. Wir wollen also die elektrostatische Poisson-Gleichung

A-G(F, 7)) =— L8007 — 7 (3.2.105)

mit der Dielektrizititskonstanten € des Mediums, in der sich unser Aufbau befindet, unter der Randbedingung

G(7,7") =0 (3.2.106)
?eSz,R
16sen. Wir machen den Ansatz
G\ 7) = S + 047, 7). (.217)
4dre|lr — 7|

Der erste Term ist das Coulombpotential der in 7’ lokalisierten Punktladung. Das Zusatzpotential ®,(7,7")
diirfen wir uns als das Potential des Feldes, das von der durch Influenz in der Kugelschale verschobenen
Ladung erzeugt wird, vorstellen. Es muf§ {iberall der Laplacegleichung sowie der Randbedingung

A;00(7,7')=0, @u(7,7) =—% (3.2.108)

geniigen, damit (3.2.105) und (3.2.106) erfiillt sind.

Wir betrachten den Fall, daf§ sich die Punktladung auflerhalb der Kugelschale befindet, d.h. es moge |7/| =
r’ > R sein.

Zunichst bemerken wir, daff fiir » =|7 | < R keine Singularititen vorhanden sind, denn die Punktladung ist
ja auf8erhalb lokalisiert. Fiir |#| — oo sollte hingegen ®(7,7’) — 0 streben. Das bedeutet, daff die Fourier-

entwicklung nach Kugelflichenfunktionen gemif} die Form

7 7= Zi’iozin:—lAlmrlYlm(ﬁ’gp) fir »r <R,
o7 7) = oo 0/ B ..
D e T Y (Pp)  fir r>R

besitzen muf3. Die Koeffizienten sind dann aus der in Gl. (3.2.108) gegebenen Randbedingung zu bestimmen.
Wegen der Kugelsymmetrie des Problems kann die Lésung nur vom Abstand »” der Punktladung vom Ku-

gelursprung abhingen. Wir kénnen also 7’ = 7’¢, wihlen. Dann wird

— Q (3.2.110)

Fesy 47eVRZ+ 1r2—2Rr"cos ¥

Esmufi also 4;,, = B;,, = 0 fiir m # Osein, weil (3.2.110) nicht von ¢ abhingt. Die Entwicklung der Funktion
(3.2.110) nach Kugelflichenfunktionen konnen wir sofort angeben, denn nach einer kleinen Umformung
folgt wegen 7’ > R mit Hilfe der erzeugenden Funktion fiir die Legendrepolyonme (3.2.25)

Q 1

(3.2.109)

®y(7,7")

@0(7,7/)ﬁ =—
7€Sg 4me v/ /(R]r")2—2(R/7")cos ¥ + 1
__Q< RY
_—47T”/§Pl(cos )<7 (3.2.111)
Q °°<R>1 41
=— TV A 2,08,
4ner’ZZ:O: r! 2/ +1 1o(?)
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Wegen R/7’ < 1 konvergiert diese Potenzreihe in R/ 7’ fiir alle ¢ € [0, ].
Aus der Stetigkeit des Potentials bei » = R folgt durch Koetfizientenvergleich (3.2.109):

B Q R!
/ /
AR = % =— Im = Bim

R a2l +1) i+

Dies in (3.2.109) eingesetzt liefert

=0 fir m#£0. (3.2.112)

1 I 47 .
= (%) \/ZZHYZO(ﬁ) fir <R,

rr<rr> zz+1Ylo(19) fir r>R.

Wir konnen nun wieder die erzeugende Funktion (3.2.110) verwenden, um diese Gleichung geschlossen auf-
zusummieren:

®o(7,7)

Z

3.2.113
47‘[6 ( )

1 1 .
! f R
- oy Q r 1/(7/7’)2—21'/7%05194-1 ur r<
(7,7 ):_4_ ﬁ, 1 fir r>R. (3.2.114)
S R ) T

Bedenkt man nun, daf§ 77’ cos§ = 7 - 7/ ist, ergibt sich

—% fur 7"<R,
7,7 = mz'zr 7'1 3.2.115
¢0(7’7 )— 43” T fir r>R. (3.2.115)

»12

Insgesamt erhalten wir also als Losung unseres Problems gemif3 (3.2.107)

0 fir r <R,
G(7,7') = Q| i R__ ) fir r>R. 02116
s\ T ey
Wegen
%/ 7—]% = \J 7’2;—22 +R2—2Rvr'cos? (3.2.117)

verschwindet in (3.2.116) fiir » = R auch der Ausdruck fiir » > R. Damit ist das Problem gel6st.

Wir bemerken, daf} das Innere feldfrei ist. Dies entspricht dem Phinomen des ,Faradayschen Kifigs“: Das
elektrostatische Feld im Inneren einer leitenden Oberfliche ist allein durch die im Inneren gelegenen realen
Ladungen und die durch die Geometrie der Oberfliche bestimmten Randbedingungen bestimmt. Insbeson-
dere ist dieser Bereich wie in unserem Beispiel feldfrei, wenn sich im Inneren keine realen Ladungen befinden.
Das Feld im Auflenraum ist hingegen durch die Superposition des Feldes von der realen Ladung bei 7’ und

einer fiktiven Spiegelladung der Grofle
R

QSpiegel = _Q7 > (32 1 18)
die an der Stelle )=
R 2

rSplegel 7 (3.2.119)

lokalisiert ist, gegeben. Die Spiegelladung liegt also auf der durch 7//r’ vorgegebenen radialen Richtung im
Inneren der Kugel, denn es ist ja ' > R, also R?/r’ < R.

130



3.2. Legendre-Polynome

Es ist auch einfach, die gesamte auf der Kugeloberfliche induzierte Ladung zu berechnen. Nach dem Gauf3-
schen Gesetz brauchen wir nur E = —grad; G(7,7') liber eine Kugeloberfliche S, z mit Radius R" €]R, [
zu integrieren. Wir konnen dort, wie eben beschrieben, die geerdete Kugelflache durch die Spiegelladung er-
setzt denken, und nur diese liegt im Inneren der Kugelfliche S, z/, so daff die gesamte influenzierte Ladung

gerade durch die Spiegelladung (3.2.118) gegeben ist.

Der Fall, daf} die (reale) Punktladung bei 7/ im Inneren der geerdeten Kugeloberfliche Sy plaziert wird, sei
dem Leser zur Ubung empfohlen. Auch dieses Problem 1df3t sich direkt mit Hilfe der Spiegelladungsmethode
oder tiber die Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen l6sen.

3.2.4 Das Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen

Wie wir mit der Herleitung der Gleichung (3.2.101) gezeigt haben, kénnen Funktionen ®(7) = ®(r, ¢, ¢), die
der Laplacegleichung A®(7) =0 genugenE sowohl nach aufsteigenden als auch absteigenden Potenzen von
r entwickelt werden, und die die Winkelabhingigkeit beschreibenden Koeffizienten von 7! bzw. r—/~!
durch die Kugelflichenfunktionen Y;,, (¢, ¢) gegeben, die ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) auf
L2(S,) bilden.

Wir wollen nun eine Verallgemeinerung der Reihenentwicklung herleiten. Dazu betrachten wir die
Greensche Funktion des Laplaceoperators fiir den freien Raum

sind

.. 1
G(7,7 )= ——= (3.2.120)
4rt|r —7/|

die wir in Abschnitt hergeleitet haben. Sie gentigt der Gleichung (1.8.14) und wegen ihrer Symmetrie
unter Vertauschung von 7 mit 7’ auch der entsprechenden Gleichung bzgl. 7:

AG(#,7)==80F —7"). (3.2.121)

Wir wollen nun die Entwicklung von G nach Kugelflichenfunktionen in der Form

00 /
)= Z (r,7)A (', 0)Y (8, 0) (3.2.122)

I=0m
finden. Dazu bemerken wir zunichst, daf$ aufgrund der Vollstindigkeit der Kugelflichenfunktionen

/

193&9 N8p— ) =D D0 Y} (8,9)Y,,(8,0) (3.2.123)
sin [=0 m=—I

gilt, denn fiir irgendeine auf der Einheitssphihre S, definierte Funktion f(&, ¢) gilt

f '

80 —19"8(p—¢ )8 —9")8(p—¢)f(9,¢)

. (3.2.124)
- f 30 [ ay' 89— 180 -9)3(0— ) (.5 =1(0.9)
Andererseits folgt aus der Vollstindigkeit und Orthonormalitdt der Kugelflichenfunktionen
Z Z dQ’ (&, NY;, (F,9))Y,,,(3,0). (3.2.125)

=0 m=—I

3Solche Funktionen werden als harmonische Funktionen bezeichnet.
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Vertauschen von Summation und Integration liefert dann durch Vergleich mit (3.2.124) die Behauptung (3.2.123).

Wenden wir nun den Laplaceoperator auf die Reihenentwicklung (3.2.122) an. Driicken wir dazu den La-
placeoperator gemif$ (1.6.95) in Kugelkoordinaten aus und verwenden (3.2.96), folgt

Il
G(7,7)= Z Z {73 S[rg(r,r)]— (jl)g;(r r )}A(ﬁ/,gol)Yzm(ﬁ,gﬂ). (3.2.126)

=0 m=—I

Andererseits ist wegen (3.2.123)

. 1 Slr—r) & < .
8OF—7)= g0 =138 —8)3(p— gp’):—( - )Z DY (@, ¢)Y,,(8,0). (3.2.127)
=0 m=—I
Verwenden wir nun (3.2.121), folgt
oo [
1 32 N LI+1 , ,
> 3 {2 et =220 41818,
1=0 m=—I
Srorye Lo (3.2.128)
:_T;—; Zlem(l9 sV 1 (8, 9).
Der Koetfizientenvergleich von linker und rechter Seite dieser Gleichung liefert
Ap(8,0") =Y, "), (3.2.129)
1.9? I+ S(r—r'
L b= 1 gy, = 2, 62130

Es bleibt, die Gleichung (3.2.130) zu I6sen. Fiir 7 # »’ ergibt der Ansatz g;(r,7’) = r*, dafl die allgemeine
Losung

A O T 6:2131)

ist. Es ist weiter klar, dafy wegen der &-Distribution in (3.2.131) die Funktion die Struktur

g/ (r,r")= @(r—r )+Brl®(r —7) (3.2.132)

rl+1

besitzen muff, denn g; muf} sowohl fiir » — 0 mit " = const als auch 7" — 0 mit » = const regulir sein.

Weiter ergibt die Betrachtung von (3.2.130), daf8 g;(7,7’) bei r = r’ stetig sein muf}, d.h. es gilt

A
=B (3.2.133)

Multiplizieren wir weiter (3.2.130) mit » und integrieren iiber ein infinitesimales Intervall » € (»' — 0%, r" +
0™), folgt die Sprungbedingung

J r=r'40" 1
. [rg(r,7))] =—— (3.2.134)
7 r=yr/'—0+ r
bzw. mit (3.2.132) unter Beriicksichtigung von (3.2.133)
1
@2l +1)Br" = (3.2.135)
r
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3.2. Legendre-Polynome

und damit schlieflich
! L goppan=_1 (3.2.136)
(21 1) /0 (2l + 1)
Setzen wir dies in (3.2.132) ein, haben wir schliefilich
/ 1 7i . . / /
g (r,r’)= T l+1 mit r_=mn(r,7"), 7y =max(r,7"). (3.2.137)
Setzen wir dies und (3.2.129) wiederum in (3.2.122) ein, erhalten wir
l 1
- =/ * / /
G(r,7)= m Z 57 +1 z+1 Y;,,(8,¢)Y,,,(8,9). (3.2.138)
=0 m=—1I

Setzen wir darin v’ = |7/| = 1 und » < 1, folgt mit # = cosy = cos[£(7,7)] durch Koeffizientenvergleich
mit (3.2.28) das Additionstheorem der Kugelflichenfunktionen:

/

4 .

P/(cosy) = Z ﬁYim(ﬁ/,gp/)Ylm(ﬂ,go). (3.2.139)
m=—I

Beispiel: Elektrostatische Multipolentwicklung

Ein wichtiges Beispiel fiir die Anwendung des Additionstheorems bzw. die Entwicklung (3.2.138) der Green-
schen Funktion des Laplaceoperators ist die Entwicklung des elektrostatischen Feldes einer ruhenden raum-
lich begrenzten Ladungsverteilung, also die Multipolentwicklung.

Die Poissongleichung fiir das elektrostatische Potential zu einer vorgegebenen Ladungsdichte lautet

AB(7) = —%lo(?), (3.2.140)

wobei p die vorgegebene Ladungsverteilung und ¢ die Dielektrizititskonstante des Materials bezeichnen.

Wir nehmen nun an, die Ladungsverteilung sei auf ein endliches Gebiet, z.B. die Kugel Kz mit Radius R und
Mittelpunkt im Ursprung des Koordinatensystems beschrinkt.

Man kann zeigen, daf} fiir den Fall, daf§ ansonsten keine Randbedingungen (z.B. durch Leiter oder unter-
schiedliche Dielektrika im Raum) zu beriicksichtigen sind, die Losung mit der Greenschen Funktion

durch
1

oF)=-| & GF7)p(F) (3.2.141)
KR
gegeben ist.

Interessieren wir uns nun fiir das Potential in groflerer Entfernung von der Ladungsverteilung, also fiir |7| =
r > R, verspricht die Entwicklung eine gute Niherung. Diese Gleichung in eingesetzt
liefert unter Berlicksichtigung, daf§ hier voraussetzungsgemifl im gesamten Integrationsgebiet », = r und
re=r'ist
s i Lty @ )f &' 1Y (8,0 )p(F) (3.2.142)
e =21yl I Ky C o

Definiert man also die sphirischen Multipolmomenté|

47
= Er' Y (0o (7)), 3.2.143
le 2l+1 X, rr lm( gD)IO(V) ( )

*Es ist zu beachten, daf§ die sphirischen Multipolmomente hinsichtlich der Normierung in der Literatur unterschiedlich definiert
werden.
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

schreibt sich (3.2.142) in der Form

_> AN le
__ZZ 2l+1 Z i1 \im(P ) (3.2.144)

Zu jedem [ heiflen die Q;,, die sphirischen 2/-Polmomente (fiir / = 0 Monopolmoment, fiir / = 1 Dipol-
moment, fiir / =2 Quadrupolmoment usw.). Zu jedem / € N, gibt es 2/ + 1 Multipolkoetfizienten Q;,, fiir
me{—l,—l+1,...,1—1,1}.

Zur physikalischen Interpretation gelangen wir, indem wir uns die Fille / = 0 und / = 1 genauer ansehen.
Fiir / = 0 haben wir nur ein (2° = 1) Multipolmoment, nimlich mit gemif}

%FxﬁﬁL&Mww¢*’jdmeﬁ jd3* = Que (2149

d.h. das Monopolmoment entspricht gerade der Ladung Q,,. Demnach enthilt die Entwicklung (3.2.144)
den Term
Quo

bl
4ter

®,_o(7)= (3.2.146)

d.h. das Potential der im Ursprung konzentrierten totalen Ladung.

Fiir / = 1 haben wir drei Multipolmomente. Wir schreiben zunichst die dazugehorigen Kugelflichenfunk-
tionen und die entsprechenden Ausdriicke in kartesischen Koordinaten hin:

Y meo(¥,0) = ‘/ P, (cos?’) \/ —cosﬁ ERa
/ </
Y g et (¥, 0") = ‘/ Ull(cosﬁ Jexp(ip’) = —\/ 8_ sind exp(ip’) = ‘/ 81 a +/1y , (3.2.147)
’ T
/N / N 3. / AN 3 x/_iy/
Yot m=(¥', ) = 2 U, (cos® Jexp(—ig’) =4/ o= sin® exp(—ip’) =4/ — :
’ 8n 7 8 8n 7/

Setzen wir dies in (3.2.143)) ein, erhalten wir

szf &' p(7) =P,

K

Qu=— d%’ﬂ (?’)——i(P —iP,) (3.2.148)
11— X 1/5 IO - \/5 x Y/ e

1 .
E(Px +iP,).

Dies wiederum in (3.2.144) eingesetzt liefert den Beitrag

Ql,—l = —QE =

x—1y

P-7
]: 4 (3.2.149)

- 1 z 1 o X1y
B(7) = s | P 25— T S0 i) presl

4er? r 2 r 2 r

Um dieses Potential physikalisch zu interpretieren, bemerken wir, daf§ die Gesamtladung aufgrund des Gaufi-
schen Satzes durch

T 2r

Q. = —ef ErAe(7) = —ef d]?- grad®(7) = —ef dd dg sin I R? i<I>(R,19,go) (3.2.150)
K, 9Ky 0 r

0
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3.3. Veektorielle Kugelflichenfunktionen

gegeben ist. Setzen wir darin die Multipolentwicklung ein, ist klar, daff wegen der Orthonormalitit nur der
Term fiir / = m =0 tibrigbleibt, denn wir kdnnen das Integral auch als

Qi = —€ V4R (Yoo |5, 8(R, T, 9)) s, (3.2.151)
schreiben. Die Multipolentwicklung ergibt dann tatsichlich

Qior = Qoo (3.2.152)

wie wir bereits oben in (3.2.145) hergeleitet hatten. Die Reihenglieder der Multipolentwicklung zu / > 1
entsprechen also den Potentialen zu im Ursprung konzentrierten (singuldren) Ladungsverteilungen mit Ge-
samtladung 0.

Unser Dipolbeitrag zum Potential enthilt nur einen Vektor P als Charakterisierung dieser punkt-
formigen Ladungsverteilung, nimlich das elektrische Dipolmoment der urspriinglich vorgegebenen endlich
ausgedehnten Ladungsverteilung. Es kann sich also nur um den Limes zweier beliebig eng benachbarter ent-
gegengesetzt gleich geladener Punktteilchen handeln. Betrachten wir also eine solche Anordnung. Sei dazu
pP=p / |13| der Einheitsvektor in Richtung des Dipolmoments. Dann legen wir eine negative Ladung —¢ in
den Ursprung des Koordinatensystems und die (positive) Ladung +¢ in den Punkt 7 = dP. Das Potential

dieser beiden Ladungen ist dann
1 4

47T€¢Dl 01(7) = ~ . (3.2.153)
’ 7—dP| 7
Fiir d < r konnen wir dies in niedrigster Ordnung in d entwickeln
- dp daP -7
By () = —— - grad®p | +0(dH) =T 1 0(d?). (3.2.154)
P 4re P a=o 4rer3

Lassen wir also d — 0 streben, wobei wir die Dipolstirke P = dq = const halten, erhalten wir in der Tat
unser Dipolfeld (3.2.149). In dhnlicher Weise kann man zeigen, dafl sich das Quadrupolfeld (/ = 2) als aus

zwei am gleichen Punkt zusammengefiihrten entgegengesetzten Dipolen interpretieren lifit usw.

3.3 Vektorielle Kugelflichenfunktionen

Ziel der Einfiihrung von vektoriellen Kugelflichenfunktionen ist es, eine Zhnliche Entwicklung wie
fiir skalare Felder auch fiir Vektorfelder anzugeben. Dies wird in vielen Anwendungsfillen benétigt, z.B. in
der klassischen Elektrodynamik fiir die Multipolentwicklung des Vektorpotentials fiir das Magnetfeld in der
Magnetostatik oder der Wellenlosungen der zeitabhingigen Maxwellgleichungen fiir vorgegebene Ladungs-
und Stromverteilungen. Wir folgen in der Definition der vektoriellen Kugelflichenfunktionen [BEGS5].

3.3.1 Definition und Eigenschaften der Vektorkugelfunktionen

Wir gehen von den skalaren Kugelflichenfunktionen aus und versuchen, drei zueinander orthogonale ko-
ordinatenunabhingige Vektorfelder aus ihnen zu konstruieren. Dazu stehen uns nur 7 und V zur Verfiigung.
Wir wollen weiter auch sicherstellen, daf§ die Vektorkugelfunktionen lediglich Funktionen von ¢ und ¢ und
nicht von der Radialkoordinaten » der tiblichen Kugelkoordinaten sind. Damit ergeben sich in der Tat drei
zueinander orthogonale Vektorfelder:

U, (8,0) = rVY,,,(8,0), (3.3.1)
By, (8,9) =7 x VY},,(8,0), (3.3.2)
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Dabei ist fiir (3.3.1) und (3.3.2) / € Nund fiir (3.3.3) / € Ny, und fiir jedes [ ist m € {—[,—[+1,...,[—1,/}.Es
folgt unmittelbar aus den Definitionen (3.3.1), daf} diese drei Arten von Vektorkugelfunktionen fiir gleiche
(I, m) paarweise zueinander orthogonal im Sinne von Vektoren im R? sind, d.h.

‘Illm"I)Zm:‘Illm'Ylm:cﬁlm.Ylm:O' (334)

Die Vektorkugelfunktionen sind weiter auf dem Raum L*(S,, C?) orthonormiert. Auf diesem Hilbertraum
quadratintegrabler Vektorfelder ist das Skalarprodukt durch

<\71"72>(

definiert. Die Orthogonalitit und Normierung der Vektorkugelfunktionen (3.3.1}§3.3.3) ergeben sich zu

S (Cs):f df2 ‘71*(19’¢)‘72(0> gﬂ) (3.3.5)
2 S,

(91,0 [Ty >(SZ,C3):1(Z+1)8U,8W,, (3.3.6)
(31,0 | >(52,@):l(1+1)811/3mm” (3.3.7)
S ><s2,<cs):8”’3mm” (3.3.8)
(91,11, >(SZ,C3) =(¥,, ‘?Z,m, >(52,<c3) =(%,,, ’?,,m/ >(SZ’C3) =0. (3.3.9)

Zum Beweis dieser Bezichungen bemerken wir, daf fiir Skalarfunktionen, die in Kugelkoordinaten nur von
¢ und ¢ aber nicht von r abhingen,

3

R
&r f(l?,(p):fo dr r? dQ f(8,¢)= R? ) dQ £ (8, ¢) (3.3.10)

K 5

gilt. Dabeti ist K die Kugel um den Ursprung des Koordinatensystems mit Radius R.

Wir kénnen fiir solche Funktionen also schreiben

NN 3 R -
(D]V:) g o0 =75 ), &7 V(0.0 Vstb0), (.3.11)

Wenden wir uns nun (3.3.6) zu. Zunichst konnen wir wegen (1.6.88)

schreiben. Damit erhalten wir unter Verwendung von (3.3.11) mit Hilfe der ersten Greenschen Formel (1.8.11)
7 I _ 3 3, 200y ~
(T, | T, ><sz,<c3> == L} &Er AVY; ) (VY00)

3 ~ : ~ *
= ) & FOVi R0 1Y, ¥

3 X -
:_F . d37 [7YlmA<le,m,)+Ylel/m/:| (3.3.13)
R

3 L =
T, dQRY; €. -V(rY,,)
2

r=R

3 " *
:_ﬁf d37’ TYZMA(TYl/m1)+2 dQ Y[mYl/m/'
KR SZ
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Mit folgt
I'('+1)

2
(VYZ/ ) = Yl/m/ - VAYl/m’ = _YZ’m/ Yl/m" (3314)
r

Dabei haben wir (3.2.96) angewendet. Setzen wir (3.3.14) in (3.3.13) ein, erhalten wir schliefllich

mm's

<\ijl’” ‘ i >(sz,<c3)

wobei wir die Orthonormalitit der skalaren Kugelflichenfunktionen (3.2.95) verwendet haben. Damit ist

(3.3.6) bewiesen.

Fiir (3.3.7) berechnen wir zunichst den Integranden

[7 x VY], ] [F X VY 1= 7 [(VY],) % (F X VY}0)]
=7 {F(VY], )-[VYp0 — (VY0 )7 - VY )] (3.3.16)
:\i]*m\i;l/m/’

wobei wir benutzt haben, dafl Y;/,,,, nur von ¢ und ¢ abhingt und also 7 - VY, , =0 ist. Folglich ist aber

(3.3.17)

<‘I’zm |q)l’m’ |‘I’1f / Ca):l(l+1)é\ll’8mm”

(S, (C3) S5,

wie behauptet.
Die Orthogonahtatsrelat 8) folgt unmlttelbar aus der entsprechenden Orthonormiertheit der skalaren

Kugelflichenfunktionen ( 9 ) denn wegen ¢2 = 1 ist

<Y1m |Y1/m/ >(SZ,(C3) = <Y1m |Yl/m/ >SZ = 311/3mm/ (3318)

Die Orthogonalitit der Vektorkugelflichenfunktionen unterschiedlicher Art ergibt sich wie folgt: Ex-
plizites Ausrechnen der Gradienten und etwas Vektoralgebra liefert

1 [9Y; a3y, 9Y; Y, .
sind \ d¢  do do d9 )

‘1/7”1 . cbl’m’ = T(VY?M) . (? X VYl’m’) = (3.3_19)

Uber S, integriert ergibt sich also

- w2 Y, Y, 9Y; 3Y,,.
dQ -é,m,:f dﬁf d < b Z U’ __Im “”>. 3.3.20
Lz i = )] WNTI9 Tag e 90 0-3.20)

Integriert man fiir den ersten Summanden partiell bzgl. ¢ und fiir den zweiten bzgl. ¢, bleiben nur die jewei-
ligen Randterme stehen, d.h. wir erhalten

> = 2 aY aY
% ) l/ / l/ /
52 0 gp:O
DaY,,, und Y, 27-periodisch sind, verschwindet das zweite Integral. Weiter ist
d=n
. Yy b=r
Y; ZE =i Y Y (3.3.22)

J ¢ lo=o =0




3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Wegen des Faktors (1 — #2)”/? im zugeordneten Legendrepolynom (3.2.83) und (3.2.92) verschwinden die
Kugelflichenfunktionen in diesem Ausdruck aufier fiir m = m’ = 0, aber dann sorgt der Faktor m’ dafiir, daf}

(3.3.23) und damit auch (3.3.21) verschwindet; das beweist schliefilich die erste Gleichung in (3.3.9).

Die tibrigen beiden Gleichungen sind sehr einfach zu beweisen, denn es gilt

O Yy =1(VY], ) €Y (3.3.23)

Nun hangt aber Y; nurvon ¢ und ¢ ab, so daf} der Gradient keine Komponente in ¢, -Richtung besitzt und
folglich (3.3.23)) verschwindet. Ebenso ist

® Yy =G X VY] )€, Y, =0, (3.3.24)

da das Kreuzprodukt von 7 = r¢, mit einem beliebigen Vektors senkrecht auf €, steht. Damit sind die Or-

thogonalititsrelationen (3.3.6)-(3.3.7) vollstindig bewiesen.

Fiir die Anwendungen stellen wir nun einige niitzliche Formeln fiir die Vektorkugelfunktionen zusammen.

Sei dazu V irgendein Vektorfeld, kdnnen wir es nach den vektoriellen Kugelfunktionen im Sinne einer
Fourierreihe auf L(S,,C?) entwickelnﬂ

oo /
H=> Z [V 18 0)+ V0 (0)08,(8,0)+ VE()®,(8,0)]. (3.3.25)

[=0m

Dabei ist zu beachten, dafl definitionsgemaf3
Uy, = By, =0 (3.3.26)

Zu setzen ist.

Es ist aufgrund der Definitionen der Vektorkugelfunktionen (3.3.1+(3.3.2) unmittelbar klar, daf} der vollstin-
dige bzgl. 7 longitudinale Anteil des Feldes durch den ersten Term gegeben ist, denn es gilt

-

=¢, -9, =0. (3.3.27)

e, '\Ijl m

m

Aus den Orthogonalititsrelationen (3.3.6{{3.3.9) folgt fiir die Komponenten

Vi) =(Y1,|V >(sz,<c3)’ (3.3.28)
Vi) = l(lil)@zm V). (3.3.29)
Vz(fn)(r): 1(11_1)@’17” ‘ \7>(52,<c3)' (3.3.30)

Diese Groflen bezeichnet man als sphirische Multipolmomente des Vektorfeldes V.

Fiir die Anwendungen wichtig sind die Differentialoperatoren div und rot. Dazu wenden wir die allgemeinen
Rechenregeln fiir die Differentialoperatoren an:

div[f(r)¥,,,(8, )] = div[r f(r)VY},,(8,0)] = V1 ()] VY, (8,0) + 7 f(r)AY,,, (8, )
=D 1%, (8,0, o

>Es ist klar, daf§ dies auch den Fall reellwertiger Vektorfelder umfafit, so daff der hier vorgestellte Formalismus insbesondere auch
auf die Elektrodynamik anwendbar ist (s. die Beispiele weiter unten).
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3.3. Veektorielle Kugelflichenfunktionen

Dabei haben wir im letzten Schritt (3.2.96) verwendet. Weiter ist

div[£(r)®,,,(8,0)]= Vf(r [7 x VY, (8,0)]+ f(r)V - [F x VY,,,(8,9)]

(3.3.32)
=f(r)\V-[F x VY, (8,9)]=0

Die Feldanteile o< 51,” sind also stets reine Solenoidalfelder. Schliefflich finden wir noch unter expliziter

Verwendung von (1.6.89)

div[f(r)Y),u(8,9)1 =V - [6, £ (1)Y,,(8,9)]

=Y,,,(8,9)V - [¢,f(N]+ f(r)E, - VY,,,(8,9) (3.3.33)
1 d

= [ ()18, 0)

Wenden wir (3.3.31}[3.3.34) auf (3.3.25) an, erhalten wir

= I
divV(F)=>" Z {72 =l (r)]—¥Vf2(r)}Ylm(z9,gp). (3.3.34)

=0 m=—I

Auf dhnliche Weise erhalten wir nach einigen einfachen Umformungen die Rotation der vektoriellen Kugel-
flichenfunktionen:

ot [f (1), )] = [rf 1,8, 0), (3.3.35)
(ot (18,011 = e ()T (8,0)— (1), (8, ), (3.336)
tot[f (1)¥1,,(8,9)] :—f (j)ézm. 6337

Die Gln. (3.3.35]3.3.37) auf (3.3.25) angwandt liefern

%) A N
e ZZ{ MEDy03, (8,00~ L L0v2,.6.0)

— rdr
[=0m=— (3.3.38)

+[2 d[ Vil >]—}v;;><r>}6zm}.

rdr

3.3.2 Debye-Potentiale und die Vollstindigkeit der vektoriellen Kugelflichenfunktionen

Um zu zeigen, dafl sich jedes Vektorfeld nach vektoriellen Kugelflichenfunktionen entwickeln lifit, erinnern
wir uns des Helmholtzschen Zerlegungssatzes aus Abschnitt demzufolge sich jedes Vektorfeld in ein
Gradientenfeld (oder Potentialfeld) und ein reines Wirbelfeld (oder Solenoidalfeld)zerlegen 1ifit, d.h. es exi-

stieren Skalar- und Vektorpotentiale ® und A, s0 dafl das vorgegebene Vektorfeld V in der Form

\7(7) :—grad@(?)—l—rotg(?). (3.3.39)
v, vy

geschrieben werden kann. Dabeti ist ® bis auf eine additive Konstante und A bis auf ein additives Gradienten-
feld eindeutig bestimmt.
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Das Gradientenfeld 1if3t sich nun nach Kugelflichenfunktionen in der Form

Z Z 3, (7)Y, (3,0) (3.3.40)

=0 m=—I

entwickeln. Man rechnet mit Hilfe der Produktregel sofort aus, daf§ unter Verwendung der Definitionen

(3.3.1}3.3.3) der Kugelflichenfunktionen gilt

d -
grad[q)lm(r)Ylm(ﬁ’gp)] Ylm(ﬁ gﬂ) q)lm( )+%q)lm(r)\lllm(ﬁa§0) (3341)
Damit folgt
2 < d .
I [Yzm ?, ?)9 Bim(r)+ ‘sz( )\I’z,n(ﬁ,go)] (3.3.42)
[=0 m=—

Der Potentialanteil des Vektorfeldes (3.3.39) kann also nach den Kugelflichenfunktionen (3.3.1) und (3.3.3)
entwickelt werden.

Umgekehrt folgt aus (3.3.38), dafd fiir jedes rotationsfreie Vektorfeld V

VO o y0)_ i[r\/}f,f(r)] (3.3.43)

Im Im dr

gilt. Ein Vergleich mit (3.3.42) zeigt weiter, daf§

1 d

Vi (1) ===0,(r), Vi ()= —2-2,,(7) (3.3.44)
ist.

Es bleibt zu zeigen, dafl auch V, nach Vektorkugelflichenfunktionen entwickelt werden kann. Dazu ist es im
folgenden niitzlich, den Drehimpulsoperator (1.3.73) zu verwenden, wobei wir zur Vereinfachung wie in der
theoretischen Physik iiblich 4 =1 (natiirliches Einheitensystem) setzen, d.h. im folgenden schreiben wir

L=—i7x V. (3.3.45)
Wir bemerken weiter, dafy wegen und
—P2AY, (8,0) =LY, (8,0) = [(I + 1)Y,, (9, 0) (3.3.46)

=2
gilt, d.h. Y;,, ist Eigenfunktion zu L zum Eigenwert /(/ 4+ 1), wobei [ € N,,.

Nun beweisen wir zunichst den Debyeschen Zerlegungssatz, welcher besagt, daf3 es fiir das divergenzlose
Vektorfeld V, zwei Skalarfelder y und ¢ gibt, so dafl

\72 =7 xgrad¢ +rot(7 x grad y) = 1i¢ +irot(i)() (3.3.47)

gilt. Dann folgt aus der Entwickelbarkeit der Skalarfelder ¥ und ¢ nach Kugelflichenfunktionen wegen
d3.3.41b und d3.3.38b die Entwickelbarkeit von V, nach Vektorkugelflichenfunktionen.

Nehmen wir zunichst an, daf§ \72 diese Form besitzt und bestimmen y und ¢ fiir dieses vorgegebene Feld.

Zunichst bemerken wir, dafl fiir beliebige y und ¢ die Bedingung div \72 =0 erfiillt ist, denn es gilt
divV,=ip- V,=—p-[L¢ +rot(Ly)] =0, (3.3.48)
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denn wegen (1.3.81) verschwindet der erste und wegen div rot W =0 fiir beliebige Vektorfelder W der zweite

Term.
Wir wollen nun die Debye-Potentiale ¢ und y aus dem vorgegebenen Vektorfeld \72 berechnen. Dazu bilden

wir mit dem Ansatz (3.3.47)
7- \72 =7 -[rot(7 x grad y)] = (¥ x %) (7 x V_))() = —iz)(. (3.3.49)

Damit also der Ansatz (3.3.47) zu dem vorgegebenen Vektorfeld kompatibel ist, miissen wir eine Greensche
Funktion zu L’ finden.
Setzen wir U = 7 - V,, und entwickeln dieses Skalarfeld und y nach Kugelflichenfunktionen

%) ! <) /
)= Z Upi(")Y 10(8,0)s x(F)=21 D 21m(1)Y1,,(8,9), (3.3.50)

=0 m= =0 m=—I
so lautet unsere Gleichung (3.3.50) wegen (3.3.46) und Yoo(&, ¢) = 1/+/47 = const

00 /

=2 2 WU+ Dx()Y,,(8,9) = FUoo +Z Z Uin(1)Y 1,0(8,9) (3.3.51)
=1 m=—I =1 m=—I

und wegen der Orthogonalitit der Kugelflichenfunktionen sind die ¢;,,(7) fiir / > 1 vollstindig durch

1

)(zm(r):—mUzm(f) (3.3.52)

bestimmt. Nun verschwindet wegen der Divergenzfreiheit von \72 das Multipolmoment Uy, denn integrieren
wir die Gleichung div V,, = 0 tiber die Kugel K, um den Ursprung mit Radius 7, folgt aus dem Gauf3schen

Integralsatz

:f d3rdiv\72:J df -V, =12 | dQE, -V, = VanrUy(r), (3.3.53)
K, S,

5

wobei wir uns Yoo(¢, ¢) = 1/+/47 bedient haben. Es ist also tatsichlich
Upo(r) =0 (3.3.54)

und damit ist (3.3.49) 16sbar, und die Losung ist in ihrer Form als Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen
durch (3.3.50) gegeben, wobei ¢bqy(7) = 0 gesetzt werden kann, und die tibrigen Koeffizienten durch (3.3.52)

eindeutig bestimmt sind.
Wenden wir uns nun dem Debye-Potential ¢/ zu. Dazu bilden wir das Skalarfeld

W(F) =iL- Vy(7) = —L ¢(7) (3.3.55)

Der Beweis dafiir folgt unmittelbar aus (3.3.47) und den Kommutatorrelationen (1.3.76):
iL-rot(Ly)=—L-(pxLy)= —€;iielip Ly =—¢€;;:L; {[P]"Lk] + Lkpj})( =3iL-py =0. (3.3.56)

Wir driicken (3.3.55) der einfacheren Handhabung wegen noch in gewohnlichen Differentialoperatoren aus:

oo
7on Z; Z Y, (8, 0). (3.3.57)
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Die Gleichung (3.3.55) ist von derselben Bauart wie (3.3.49). Wir miissen also als erstes kliren, ob der Multi-

polkoeffizient

Wi(r) = \/L_ dOW(7)=0 (3.3.58)

4 Js,

ist. Dies ist aber wegen div rot \72 aus demselben Grund der Fall, wie oben bei der Herleitung von (3.3.54). Es
ergibt sich also die Multipolentwicklung des Debye-Potentials ¢ zu

() iisﬁ (Y15 0) di(r) {O =0 (3.3.59)
r)= m\" m , , m\7r)= . 3.
[1=0 m=—I : : ! _ﬁ Wlm fir [ eN.

Damit haben wir eine Losung fiir die Debye-Potentiale bestimmt. Um zu zeigen, daf§ dann (3.3.47) tatsichlich
gilt, definieren wir das Vektorfeld

\72/(7) =7 x grad(7)+rot[7 x grad y (7)] = iigb(?)—f) X i)((?) (3.3.60)

mit den als Lésungen der Gleichungen (3.3.49) und (3.3.55) gewonnenen Debye-Potentialen. Im letzten Schritt
haben wir wieder die der Quantenmechanik entlehnte Schreibweise fiir die Differentialoperatoren mit # = 1

p=—iV, L=fxp=—irxV (3.3.61)
verwendet.

Um zu zeigen, daf} tatsichlich \72’ = \72 ist, entnehmen wir der obigen Berechnung der Debye-Potentiale, daf3

. =, . =22, . - 5 - -
tiir das divergenzlose Vektorfeld V, der inverse Operator zu L in seiner Anwendung auf 7 - V, und 7 - rot V,,
existiert. Daher kénnen wir wegen (3.3.49) und (3.3.55)

—

y=—L27-V,), ¢=—iL%L-V,) (3.3.62)
schreiben. Dies in (3.3.60) eingesetzt liefert
Vi =LL2(L- V) +(px LL7- V,). (3.3.63)

Um zu zeigen, daf} \72/ = \72 ist, folgen wir den Andeutungen in [GN78]]. Dazu bendtigen wir einige Opera-
toridentititen, die ein wenig mithsam zu beweisen sind. Wir geben sie zunichst an und zeigen, dafl sie zum
Ziel fithren. Die Beweise verschieben wir ans Ende dieses Abschnitts. Wir bendtigen

L (pxL)=—(Lxp)L, (3.3.64)

225 o o

—(Lxp)7-V)=L'V—L-(L-V) falls V-V =0. (3.3.65)
Multiplizieren wir (3.3.64) von links und von rechts mit L2, folgt

(pxLL2=—LLxp) (3.3.66)

- =2
Wenden wir dies auf die rechte Seite von (3.3.63) an und beachten, dafl L mit L™ und damit auch mit L2
vertauscht, folgt die Behauptung mit Hilfe von (3.3.65):

- = —

V=L2L(L-V,)+ L [iz V,—L(L- vz)} =V, (3.3.67)

Beweisen wir also (3.3.64) und (3.3.65). Da wir (3.3.64) auf das Skalarfeld 7 - V anwenden wollen, kénnen
wir die in Abschnitt [1.3.5( fiir ihre Wirkung auf Skalarfelder hergeleiteten Kommutatorrelationen fiir den
Drehimpulsoperator anwenden, wobei wieder # =1 zu setzen ist.
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Zunichst ist unter Verwendung von (1.3.76)
pxL=4¢e;;,p; Ly =¢€¢;ji[ic;pp; +Lyp; ] =2ip—L x p. (3.3.68)
.. . g . . 22 .
Multiplizieren wir dies von links mit L, erhalten wir
22, = 22= 22,
I'pxL=—L'Lxp+2Lp. (3.3.69)

. . . 22 . .
Im ersten Term auf der rechten Seite miissen wir L ganz nach rechts bringen, um auf die Form auf der rechten

Seite in (3.3.64) zu kommen:

2 =2,

L x p= LxL p= Ejfj/elLkLiLiPI
=¢€;¢;p(LeLii€;),p,, + Ly Lip/Ly)
= Ejfjkl[LkLiiEilmpm + L/e(ifilmpm +pZLi)Li]

=2

€€ kili€;1 L (Lip,, + P, Li) +Lep L] (3.3.70)

. > L L =z > ,22
:—1€j6]~lek(LXp+pXL)1+LXPL
—_—

(2Lxp—2ip);

- - - . = =2
=—2iILx(Lxp)—2Lxp+LxpL

Auf ihnliche Weise erhalten wir

L x (ixf)):iixf)—izf) (3.3.71)
und damit aus (3.3.70)

e B N

U'Lxp=Lxpl +2Lp. (33.72)

Dies in (3.3.69) eingesetzt liefert schlief8lich (3.3.64).

Auch (3.3.65) 1if3t sich mit Hilfe der Kommutatorrelationen beweisen. Dazu berechnen wir zunichst

p(F- V) =—i&,3,(x; V)
=—i¢;(8,;V; +x,0,V))

SR (3.3.73)
=—iV—ix;VV,
= —i\7 + f_. X \7
Den letzten Schritt erhilt man dabei wie folgt
= —16;€; 1€ 1, %19 Vi (3.3.74)

=+16,(3,1 04 — 81 Or1)%19,, Vi
=i,(x;0,V, —x, 8 V,) =iF(V - V)—ix, V'V,

und der erste Term fillt wegen der vorausgesetzen Quellenfreiheit, V- V weg. Mit (3.3.73) folgt weiter fiir
(3.3.65)

— —

—Lxp(F-V)=iLx V—Lx(Lx V). (3.3.75)

143



3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Nun benétigen wir

L _[L. Lf]>v'_i2‘7 (3.3.76)

—

- -2 -
:L( . 1elel]kLkV-—L \%

]
V)=
—LL-V)+ilx V—L'V.
Setzen wir dies in ein, erhalten wir in der Tat .

3.3.3 Zur Eindeutigkeit der Debye-Potentiale

Wir haben im vorigen Abschnitt gezeigt, dafl zu einem beliebigen quellenfreien Vektorfeld V stets zwei ska-
lare Debye-Potentiale )y und ¢ existieren, so dafy

V=7FxVd+Vx(FxVy) (3.3.77)

gilt. Fir vorgegebenes V sind die Debye-Potentiale aufgrund von d3.3.49b und d3.3.55b durch die Gleichungen

-2 -
Ly=—7-V, (3.3.78)
i2¢:—?~rot\7=—ii- 1% (3.3.79)

bestimmt. Wie wir oben gesehen haben, besitzen diese Gleichungen stets Losungen, fiir die die Multipolent-
wicklungen mit / =1 beginnen, d.h.

oo [
X =20 20 (Y1) $(F)= Z Z Dim(r)Y1,n(8,0). (3.3.80)

=1 m=—I =1 m=—I
Diese Losungen sind freilich nicht eindeutig, denn wir kdnnen sowohl zu y als auch ¢ ein radialsymmetri-
sches Skalarfeld ¥ (]7]) und QZ (]7|) hinzufiigen. Das sieht man am einfachsten ein, wenn man bedenkt, daf} der
Operator iL=%xVin Kugelkoordinaten ausgedriickt nur Terme mit Ableitungen nach & und ¢ enthilt, so
daf§ igZ(r) = i)?(r) =0 ist.
Aus der Vollstindigkeit der Entwicklung von Skalarfeldern nach Kugelflichenfunktionen folgt weiter, daf§
dies auch die einzige Freiheit in der Wahl der Debye-Potentiale ist.

Wir geben schliefllich noch die Entwicklung des Vektorfeldes nach vektoriellen Kugelflichenfunk-

tionen an. Dazu beachten wir, daf§ 7 x V = iL in Kugelkoordinaten ausgedrﬁckt nur Ableitungen nach den

Winkeln, nicht aber nach r, enthilt. Daraus folgt aus der Definition (3.3.2) und Gl
(I+1)

Z Z {Sblm q)lm 19 ¥ __d_l:r)(lm( )]\_ﬁlm(ﬁ’go)_ le(r)?lm(ﬁ’gp)} (3.3.81)
/=1

m=—1I

3.3.4 Anwendungsbeispiel: Magnetostatische Multipolentwicklung

In Analogie zur Multipolentwicklung in der Elektrostatik, wo wir fiir vorgegebene Ladungsdichten die Ent-
wicklung des dazugehorigen Skalarpotentials nach Kugelflichenfunktionen bestimmt haben, kénnen wir
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3.3. Veektorielle Kugelflichenfunktionen

auch ein statisches Magnetfeld aus vorgegebenen zeitunabhingigen Stromdichtevektoren berechnen. Die ent-
sprechende Spezialisierung der Maxwellgleichungen fiir das Magnetfeld auf den Fall stationidrer Stromvertei-
lungen lautet

rotB = uj, (3.3.82)
divB =0, (3.3.83)

Wir wollen die Entwicklung von B nach Kugelflichenfunktionen der Art (3.3.25) fiir den Fall, dafl ;nur
innerhalb der Kugel K mit Radius R um den Ursprung von 0 verschieden ist, berechnen. Wir suchen diese
Entwicklung des Magnetfeldes fiir » = |7| > R, also auflerhalb des Bereiches mit Stromen und Werden die

Losung dieses Problems auf zwei Arten finden. Zuerst suchen wir direkt die Koeffizienten Bl( ) B! o Y und B

durch Lésen der Gleichungen (3.3.82{3.3.83), die durch die Multipolentwicklung auf ein einfaches System
von gewohnlichen Differentialgleichungen fir die drei Koeffizienten zuriickgefiihrt werden. Als alternative
(wenngleich in der Literatur kaum zu findende) Methode bestimmen wir zuerst die Entwicklung der Debye-

Potentiale von B nach Kugelflichenfunktionen. Eine dritte Methode, die in der Literatur am verbreitetsten
ist, ist die Entwicklung des Vektorpotentials nach Vektorkugelfunktionen (vgl. Abschnitt|1.8.3).

Direkte Methode: Berechnung von B

Wir entwickeln sowohl B als auch ; nach Vektorkugelfunktionen gemif} 1)

. ) / N N -

BH=D 37 [BY)Y,,,(8.0)+ B(1)T,,(8,0) + B2 (1)B,,,(8,9)], (3.3.84)
[=0 m=—I

. ) / -

1 =22 20 [ OV 0,(8.0) i1, ()09 0) 4 i) (1)21,,(8.9) | 0389
=0 m=—I

Es ist klar, daff wegen (3.3.82) aus Konsistenzgriinden der Strom quellenfrei sein muf}, d.h. es mufl gelten

- 1 -
divj; = —divrotB =0. (3.3.86)
u

Wegen (3.3.34) bedeutet dies die folgende Bedingung fiir die Multipol-Koeffizienten von ;:

dr,. -(7) _ (1)
dr[’ fi )] = 1+ 17 (7). (3.3.87)
Ebenso ergibt (3.3.83) die Gleichung
< [72B7)()] =1+ 1)7B)(r) (3.3.89)
.

tir die Multipol-Koeffizienten von B.
Vermoge Gl. (3.3.38) ergeben sich aus (3.3.82) die weiteren Gleichungen

1d e .

75[’Bﬁi(ﬂ]—;Bz(m)(r)waf,f(r), (3.3.89)
1d .

—;5[7352(7)]=Mf2(7), (3.3.90)
I(I+1 (r

e r )Bl(f,)z(r)=wl(wf(r)- (3.3.91)
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Mit den Gln. 1 ) haben wir vier Gleichungen fiir die drei Multipolkoetfizienten von B. Auf den
ersten Blick sind sie also tiberbestimmt. Setzt man allerdings (3.3.91) in (3.3.90) ein, sicht man, dafl
aufgrund von bereits erfiillt ist.

B;m,z)

zu bestimmen, miissen wir demnach das aus (3.3.88), (3.3.89) und (3.3.91) gebildete Glei-
(r)

chungssystem 18sen. Berechnen wir also zunichst B, '. Dazu eliminieren wir mit Hilfe von (3.3.88 BY in

Im
(3.3.89). Dies ergibt

Um also die

1 d? r) l(l + 1)
32 S [7°B(n)] - )= ), (3.3.92)
Um diese Gleichung zu 16sen, suchen wir zunichst 1hre Greensche Funktion, die durch
1 32 , [(I+1)
Tgrz[’ g )]——( r )gfm)(n r)=8(r—7) (3.3.93)

fiir 7, ' > 0 definiert ist, denn dann wird (3.3.92) durch
:J dr’ gl(;)(r, r/),ujl(izu/) (3.3.94)
0

gelost.

Fiir » # r’ verschwindet die rechte Seite von (3.3.93), und die allgemeine Lésung der Differentialgleichung
ergibt sich zu

gl(:,l)(r, N=C,(" )y T+ ()T fiir x £7'. (3.3.95)

Damit nun gl(:n) fir » — 0 nicht singuldr wird und fiir » — oo verschwindet, muf§
gl (1,7 =00 = A )r =+ 0(r — 1 )B(r (.3.96)

sein. Zur Bestimmung der Koeffizienten A(7’) und B(r’) verwenden wir die Stetigkeit von gl( (r,7") bei

r = r’. Daraus folgt
A(r/)r/l_l +B(r/)7’/_l_2 —0. (3.3.97)

Um eine zweite Bedingung zu finden, multipolizieren wir (3.3.93) mit » und integrieren iiber ein infinitesi-
males Intervall » € (r' — 0%, 7"+ 07). Dies ergibt

9 ") r=r'4+0%" )
37[ g (7)] y:w_m:”(lH)' (3.3.99)
Darin und eingesetzt liefert
I(I+1) 1 l(l+1) /
A(ry=——————, B(r)=-— 142 3.3.99
== o= BO)= =5 (-3.99)
so dafl wir schlieflich
I\ (42
Ny oy LEED N r _ 3.3.100
glm(r,r)_ T <r’> o(r'—r)+ - O(r—r7") (3.3.100)

erhalten und damit vermdoge (3.3.94) die Losung fiir Bl(:r? Wir interessieren uns nur fiir » > R, also das Ma-

gnetfeld auflerhalb der Stromverteilung. Damit ist

(NN /‘l(l"'l 1 14252)
B, (r)=— EeE rl+2 d ]Zm(r). (3.3.101)
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Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung vollen wir noch mittels des vorgegebenen Stromdichte-

vektors ; ausdriicken. Aus den Orthogonalititsrelationen l i folgt

(2 P
i20 l+ 5l o) i (7", (3.3.102)
wobei
cospsind’
7 =7 sing’sind’ (3.3.103)
cos?’

zu setzen ist. Setzen wir dies in (3.3.101) ein, erhalten wir

J, areiter= g [ & v B0 @3.109

Verwenden wir hierin die Definition 1) der Vektorkugelflichenfunktionen &, , finden wir

R
f dr G = f O GORCEAD N RN
0 l(l—i—l) Kz
) (3.3.105)
—_ 30720y 2N . o /IY* A
l<l+1>fKRd POV )

wobei wir den Faktor 7’/ unter den Nablaoperator ziehen konnten, weil der Radialbeitrag des entsprechenden

Gradienten wegen des Faktors 7/ x fim Skalarprodukt nichts beitragt. Mit Hilfe von (1.3.55) und (1.3.56)

finden wir
(7' % 7)) V'Y (9, o) =div ({7 x jF )Y (9,0} + 7Y (8,9)F -rot'j(7). (3.3.106)

Setzen wir dies auf der rechten Seite von (3.3.105) ein, verschwindet der Term mit der Divergenz nach dem
Gauf$schen Satz, weil voraussetzungsgemifl j(7) auf Ky = S verschwindet. Damit haben wir schliefSlich

R
de’”%}y,i( = z+1>f &7 G867 1ot [ (7). (33.107)

4 1 -
= — | Er Y (0N rot’ (7, 3.3.108
Im \21+11+JKR ri Y (U, 90)7 e rot ' (71) ( )

wobei wir die Faktoren so wihlen, daf} diese magnetostatischen Multipolmomente moglichst analog wie
die elektrostatischen Multipolmomente (3.2.143) definiert sind. Wir bemerken gleich noch, dafy My, =0 zu

setzen ist, denn es gilt wegen (1.3.55) und rot 7 =0

Definieren wir nun

7ot j(7) = —div'[F x j(71)], (3.3.109)
so dafd wegen Y3 (¢',¢") = 1/v/4r
Myo< | &+ 7 rot’j(7)=— df-[fo(?/)]:O. (3.3.110)
Ky dKy
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Setzen wir (3.3.108) in (3.3.101) ein, erhalten wir

@ An (+0M, .. ] —
BZ(V>: =V e fir [eN, me{—l—l+1,... =11} (3.3.111)
m 0 fir [=m=0.

Fiir Bl(:’z folgt daraus aus (3.3.88

My M 47 Mlm
Blm___ 21+17’1+2 (3.3.112)

Die nun noch fehlenden Koeffizienten B
Fiir > R ergibt sich

erhalten wir unmittelbar durch Integration von (3.3.90) nach 7.

M 1 31T Sl .
)=—— V'Y . 3.3.113
f ' 7 rl(l+1)f1r<Rd”(r)v in(7) 03119

Wegen div?: 0 gilt aber

&y 7(7’) . %’Y;m(ﬁ’, o) = f &' div' ¥ (9,¢")j(7")]=0, (3.3.114)

Ky K

da das nach dem Gaufischen Satz verbleibende Oberflichenintegral wegen ;(?’ )#7eak, = 0 verschwindet. Es

ist also
B (r)=0, (3.3.115)

und das Magnetfeld ergibt sich durch Einsetzen von (3.3.111) und (3.3.112) in die Multipolentwicklung (3.3.84):

0 l
. “ Ylm(ﬁ’gg)
_Zmz £, 21+1M1m [—e I+ )22 VZHVYZm(z? 2|, (3.3.116)

/=1
= Y, (89)
¥ ]

d.h. auflerhalb der Stromverteilung ist das B-Feld ein Potentialfeld mit dem Potential

oo [
aM(7) %Z Z \ —zlil—rlirlYlm(ﬁ,go), B(7) = —grad®,,(7). (3.3.117)

was analog zur Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials (3.2.144) ist. Dies rechtfertigt die Wahl
der Normierung der magnetischen Multipolmomente in (3.3.108).

Multipolentwicklung iiber die Debye-Potentiale

Im folgenden leiten wir die Multipolentwicklung fiir das magnetische Feld auflerhalb der vorgegebenen La-
dungsverteilung mit Hilfe der Debye-Potentiale ab. Wie wir sehen werden, ist diese Methode erheblich ele-

ganter als die im vorigen Abschnitt durchgefiihrte direkte Berechnung des B-Feldes. Aus dem Debyeschen
Zerlegungssatz folgt wegen (3.3.83) gemifl (3.3.47), dafl es zwei skalare Funktionen y und ¢ (die Debye-
Potentiale des magnetischen Feldes) gibt, so daf§

— — —

B=7xV¢+Vx(FxVy) (3.3.118)
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ist. Um (3.3.83) brauchen wir uns nun nicht mehr zu kiimmern, da mit diesem Ansatz B allemal quellenfrei

ist (vgl. (3.3.48)). Die Gleichungen fiir die Debye-Potentiale ¥ und ¢ folgen aus (3.3.78) und (3.3.79) unter
Verwendung von (3.3.82):

-2 L o= 2, L = =
—L y=7-B, —L¢=7-rotB=pu7-j. (3.3.119)
Aus der zweiten Gleichung folgt fiir » > R, wo fvoraussetzungsgeméiﬁ verschwindet,
=2
I'y=0 (3.3.120)

mit der Losung ¢ = 0. Auf die erste Gleichung (3.3.119) wenden wir den Laplaceoperator an, der wegen
. 22 . . -
(1.3.80) mit L vertauscht, d.h. es folgt unter Zuhilfenahme von (1.3.49), (1.3.56) und schliefilich (1.3.51)

=2 - - — -
—L Ay =A(7-B)=7-AB=—7-rotrotB =—u7 -rotj. (3.3.121)
Wir wissen weiter, daf§ wir wegen divrot ; =0
Ay = uL 27 rot] (3.3.122)

schreiben diirfen. Die Losung in Form einer Multipolentwicklung fiir ein Skalarfeld kennen wir bereits vom

elektrostatischen Fall her. Gemif (3.2.142) folgt unter Verwendung der Definition der magnetischen Mul-
tipolmomente (3.3.108) und der oben bewiesenen Tatsache, dafl die Multipolentwicklung von 7 - V' fiir ein
quellenfreies Vektorfeld V' keinen Beitrag mit / = 0 enthal,

oo |
> M 4 Mlm Ylm(ﬁ’go)
2( )__E; ZZ T R (3.3.123)

Zur Berechnung des Magnetfeldes aus (3.3.118) verwenden wir, daft 7 x V =iL gemaf (1.6.97) nur Ableitun-
gen nach ¢ und ¢ enthilt, so daff sich unter Verwendung von (3.3.2)

o 1 4
L N U 4r Mlm q)lm(ﬁ’go)
rxV)((r)—.A(T)——rZ Zl\ TR (3.3.124)

ergibt. Dies ist tibrigens die vektorielle Multipolentwicklung des Vektorpotentials des Magnetfeldeﬂ denn

es gilt wegen (3.3.118)

-

B =rotA, (3.3.125)
was wiederum wegen (3.3.38) wieder auf (3.3.116) fiihrt, wie es sein mufl. Wir sehen, daf§ die Verwendung

der Debye-Potentiale in der Tat eine erhebliche Vereinfachung gegentiber der im vorigen Abschnitt demon-
strierten direkten Methode darstellt.

3.4 Sphirische Besselfunktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir die sphirischen Besselfunktionen, indem wir von der Wellengleichung

1 92 -

®Es handelt sich wegen (3.3.34) um das Vektorpotential in der Coulombeichung, in der definitionsgemif§ divA=0 gilt.
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

fiir ein skalares Feld @ ausgehen. Wie wir in Kapitel2Jgesehen haben, kénnen wir beliebige Zeitabhingigkeiten
des Feldes mit Hilfe eines Fourierintegrals (oder im Falle periodischer Vorginge einer Fourierreihe) der Form

@(t,?):f_oo j;o_nexp(—iwt)¢(/€,?) mit k:% (3.4.2)

darstellen. Setzen wir diesen Ansatz in ein, sehen wir, daf} ¢ die Helmholtzgleichung
(A+k?)d(k,7)=0 (3.4.3)

erfiillen mufs.

3.4.1 Kugelwellen

Zur Losung von Randwertproblemen fiir die Kugel bieten sich wegen der Symmetrie des Problems Kugelko-
ordinaten zur Lsung an. Wie wir in Abschnitt gesehen haben, empfiehlt sich fiir die Behandlung von
partiellen Differentialgleichungen in Kugelkoordinaten die Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen

/

Gk, F)=D"R)(r) D 1y Y1,(8,0). (3.4.4)

/=0 m=—I
Driicken wir den Laplaceoperator in Kugelkoordinaten aus, erhalten wir wegen (3.2.96) fiir die Radialwel-
lenfunktionen R; die Differentialgleichung
1 d?

r dr?

i)+ 1= 2 R

0. (3.4.5)

Setzen wir darin p = k7 und betrachten R, als Funktion von p, geht diese Gleichung in
1 d_2 [(I+1)
p de? P

tiber. Wir suchen Losungen in der Form einer verallgemeinerten Potenzreihe,

oo+ 1= 2 R o) = 6:46)

Ry(p)=p" D a;0/, (3.4.7)
j:O

wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf§ der fithrende Koeffizient a4 # 0 ist. Setzen
wir die Reihe in die Differentialgleichung (3.4.6) ein, finden wir nach einigen einfachen Umformungen die
Bedingung

a[A+ VA= +1)]p* 2+ 4 [(A+2)A+ 1) =1l + 1)]p*

= : 3.4.8
+ D Maj [+ A+3)( + A+ 2)— (L +1)]+a;}p/ T =0. (:4.8)
7=0
Durch Koeffizientenvergleich folgt wegen a4 # 0, daf§
AA+1)—=I(l4+1)=0= A=/ oder A=—(I+1) (3.4.9)

und dann notwendig 2, = 0 sein mufl. Die iibrigen Koeffizienten folgen dann eindeutig aus dem Verschwinden
der geschweiften Klammer in der Summe in (3.4.8), was zur Rekursionsformel
d .

_ ]
RT3+ A 2 — I+ D) (-4.10)
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fithrt. Betrachten wir zunichst die Lésungen mit A =/. Da [ € Ny ist, ergibt sich in diesem Falle eine um den
Ursprung o = 0 analytische Funktion, die man als sphirische Besselfunktionen bezeichnet. Sie sind durch
die Differentialgleichung nur bis auf die multiplikative Konstante a, bestimmt. Gewohnlich wihlt
man ag = 1/(2/ + 1)!, wobei

!
@I+ 1):=1-3-5...(2] +1) = (212;;1)' fir /€N, (3.4.11)
ist. Durch Iteration folgt dann aus (3.4.11)
IS | 25 = (20)! S VG+D 3.4.12
’0]202 ]+l +1"p 2e) ]Z]' ]+l +1]’O ( )

Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist offenbar oo und daher j; tiberall durch diese Potenzreihe definiert.
Fiir [ = 0 erhalten wir insbesondere

sin p

LN (=1 2 _
Jo(e) §(2].+1)!P P

Aus (3.4.12) erhilt man durch gliedweise Ableitung der Potenzreihe nach einigen einfachen Umformungen
die Rekursionsformel

(3.4.13)

) df[1.
Ji+1(p)= —p’$ [;Jz(,o)] : (3.4.14)
Durch Iteration finden wir daraus l
) (1 d Y.
={— - . 3.4.15
)=o) (552 ) i) 64.15)

Man kann durch Einsetzen in die Differentialgleichung zeigen, daff die Rekursionsformel (3.4.14) und
folglich auch (3.4.15) fiir jede Losung R; dieser Differentialgleichung gilt.

Fiir [ =0 erhalten wir als zweite von j, unabhéingige Losung der Differentialgleichung (3.4.6) die Funktion

ny(p) =—

(3.4.16)
/O ]—O

Dies entspricht der zweiten in p = 0 singuldren Losung unseres Reihenansatzes (3.4.7) fiir / = 0. In der Tat
weist ny bei o =0 einen Pol 1. Ordnung entsprechend der fithrenden Potenz (A= —1).

Fiir die tibrigen / erhalten wir die singuldren Lésungen mit einem Pol / +1-ter Ordnung in o = 0 aus (3.4.15):

/
e = (25 ) o) BA1)

Diese Funktionen heiflen sphirische Neumannfunktionen. Die Reihenentwicklung erhalten wir durch An-
wendung dieser Formel auf die Reihe in (3.4.16):

(o) =—— i 1y 2’1_[ (3.4.18)
M\P) =" 4 2)! P o
P 5 (27)

7= k=

Das Produkt in den Reihengliedern kénnen wir noch mit Hilfe von Fakultiten darstellen, wobei wir die Fille
7 <!l undj > unterscheiden miissen:

i Y AReDIEETNL fir j<I
[T -k+11=1 20807 ) (3.4.19)
= m fur ] Z l
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Damit wird

/ i
1 2=/ DG =D o
n;(p) = — ST VT (3.4.20)
e ﬂﬂﬂ{ija g ;;/{U—Ulp
Da j; und n; fiir jedes / zwei linear unabhingige Losungen der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
sind, ist die allgemeine Losung durch die Linearkombination

Ri(p)=Ap1(e)+Bim(e) (3.4.21)

gegeben. In den Anwendungen sind auch die sphirischen Hankelfunktionen 1. und 2. Art

hV(e) =ji(e) +ins(e),  hi7 () =]i(e)—iny(p) (3.4.22)

wichtig. Sie sind offensichtlich ebenfalls linear unabhingige Funktionen, und man kann daher alle Losungen
der DGL (3.4.6) auch als Linearkombination dieser beiden Hankelfunktionen schreiben.

Die allgemeine Entwicklung der Lésungen der Helmholtzgleichung (3.4.3) lautet demnach gemif3 Ansatz
(3.4.4)

Al]l ]€7’ +BZ nl(/er Z Clelm(ﬁ gﬂ) (3423)
/=0 m=—I
bzw.
¢(k,7)22[ (/er)+bl kr ] Z C1m Y1, (0, 0). (3.4.24)
[=0 m=—1

Mit Hilfe der Rekursionsformel (3.4.14) zeigt man schnell mittels vollstindiger Induktion die geschlossene
Formel

l (3.4.25)
W) (o) = 1+1 SPHR) D (=) (+))
/ 247120y (=)
p 7=0 ] /0 ]
Fiir grofie p besitzen die Hankelfunktionen die Form ein- bzw. auslaufender Kugelwellen
/41 xp(1 ex
h(zl)(lo> ~ (—1)1+1 p( IO), hgz)(lo) ~ 1 p(—i /0) (3.4.26)

3.4.2 Die Greenschen Funktionen der Helmholtzgleichung

Um Lésungen fiir die Helmholtzgleichung mit dufleren Quellen zu finden, bendtigen wir eine Greensche

Funktion, die die Gleichung

(A+EH)G(F,7)=—80(F —7) (3.4.27)
erfiillt. Wir suchen eine Losung, indem wir G durch ihre Fouriertransformierte ausdriicken:
d’x
= =/ =/
G(r,r")= Lgs (27r)3/2g( x)exp[ix- (7 —7")]. (3.4.28)

Zusammen mit der Fourierdarstellung der Diracschen 8-Distribution

- -/ d3 .= - =/
NM—M=LQ;WWWWWH (3.4.29)

152



3.4. Sphirische Besselfunktionen

liefert Einsetzen von (3.4.28)
NN NP | 1
(" —k)g(x)= 2rpP = g(x)= QR

(3.4.30)

Bei der Riicktransformation gemifl (3.4.28) ergibt sich hier charakteristischerweise das Problem, wie der Pol
bei |X| = k zu behandeln ist. Um dieses Problem zu beheben, betrachten wir die Funktionen

1
T (2r)2 R2— (k2 £i0+)

(3.4.31)

Setzen wir dies in (3.4.28) ein, kdnnen wir das Integral in Kugelkoordinaten umschreiben, wobei wir R =

# — 7’ in Richtung der Polarachse legen. Dann ist % - R = Rx cos ¢, und nach Integration iiber die Winkel,
und eine einfache Umformung des entstehenden Integrals nach x = | x| liefert

. 1 °° x )
G(:f:)(r, y /) = - J_oo d%m CXP(IXR). (3432)

Dieses Integral kénnen wir mit Hilfe des Residuensatzes 18sen (vgl. Abschnitt [4.4). Dazu denken wir uns
den Integrationsweg durch einen ins Unendliche verlagerten Halbkreis in der oberen Halbebene geschlossen.
Wegen der Exponentlalfunktlon trigt dieser Halbkreis nichts zum Integral bei. Fiir G liegt nur der Pol bei
x = +k und fiir G nur der Pol bei x = —k im Inneren des Integrationsweges. Berechnen der entsprechenden

Residuen mit Hilfe von (4.4.4) liefert schlieflich

exp(Lik|7 —7'|)

GHF, 7)) = (3.4.33)

4|7 —7

Beachtet man die durch (3.4.2) gegebene Zeitabhingigkeit, sieht man, daff G einer auslaufenden und G
einer einlaufenden Kugelwelle entspricht. Es hingt von der jeweiligen physikalischen Situation ab, welche
Greensche Funktion der Losung des betrachteten Problems entspricht.

Im folgenden untersuchen wir die Funktion G™*) und suchen ihre Entwicklung nach Kugelflichenfunktio-
nen. Fiir 7 # 7/ erfiillt sie die homogene Helmholtzgleichung (3.4.1), und wegen der Symmetrie unter Ver-
tauschung der Argumente 7 und 7’ sowohl bzgl. 7 als auch bzgl. 7'. Fiir festes 7 # 0 ist die Funktion in
7/ =0 stetig (und umgekehrt). Fiir endliches 7" und » — oo bzw. endliches 7 und 7' — oo wird

- - .k 1

GH(F,7) V_)Eoo eXES;’?’) " ﬁ<ﬁ>’ (3.4.34)
o an o exp(ikr’) 1

67 = SR o(2) 0.4.39)

Diese Randbedingungen der Lsung werden offenbar eindeutig durch den Ansatz

GH(F,7) ch” (kr.) kr Z Y (,9")Y,,, (8, 9) (3.4.36)

m=—I

mit 7. = min(7,7’) und . = max(r,r’) erfiillt, denn die sphirische Besselfunktion j; ist fiir jedes / die
im Ursprung analytische Lésung der Radialgleichung (3.4.5), wihrend die sphirische Hankelfunktion 1. Art
sich gemaf3 durch ihr asymptotisches Verhalten als auslaufende Kugelwelle auszeichnet. Die Summe
tiber m ergibt sich durch die gleiche Betrachtung wie bei der Entwicklung der Greenschen Funktion fiir den

Laplaceoperator, die von (3.2.123) ausgeht.
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Die noch zu bestlmmenden Koeffizienten ¢; erhalten wir am einfachsten durch Betrachtung des Grenzwertes
k — 0, fiir den GM) in die Greensche Funktion (3.2.138) der Laplace-Gleichung {ibergehen mufi. Dazu ver-
wenden wir die Entwicklungen der sphirischen Bessel und Hankelfunktion fiir kleine Argumente, die wir
(3.4.12), (3.4.20) und (3.4.22) entnehmen:

ety (k) = ekr ) oy i 1) 2! (/eZ)ZH (2113) f/i Z-ZH 21 L T .4.37)
Der Vergleich mit licfert dann ¢, = ik. Folglich ist
GM(F,7) = wﬂki (kr.) h1 (kry) Z Y; (9,9")Y,,,(9,9). (3.4.38)
4|7 —7/| — S~

3.4.3 Die Entwicklung ebener Wellen nach Kugelwellen

Oft benotigt man auch die Entwicklung ebener Wellen nach Kugelwellen. Offensichtlich 16st nimlich auch

-

F(k,7)=exp(ik - 7) (3.4.39)

mit |k| = k& die Helmholtzgleichung . Dies entspricht Wellen, die sich in die Richtung 7 = k/k aus-
breiten. Die gesuchte Entwicklung nach Kugelwellen finden wir, indem wir in die asymptotische Ent-
wicklung fiir 7’ — oo betrachten, wobei wir 7/ = 77 setzen. Dann ist 7 = (cos ¢’ sin ', sin ¢’ sin ¢, cos ).
Zunichst gilt

- - - - - 1
|7‘—r/|:‘r Le —n/ 7’/—7'71/‘}‘0 — ). (3440)
r! r!
Dies in (3.4.38) eingesetzt liefert mit k = k7' fiir die linke Seite
- ik 1
GHF, 7= —exp(l ") exp(—lk 7)+ ﬁ< > (3.4.41)
4y’ 2

Auf der rechten Seite der Gleichung verwenden wir die asymptotische Form (3.4.26). Nach einfachen Um-
formungen ergibt ein Vergleich beider Seiten der entstehenden asymptotischen Entwicklung und Bildung des
konjugiert Komplexen

exp( 1/€ 7) 47'521 j (k) Z Y, (&, 0)Y;, (8,0)

"’“1 (3.4.42)
_47'521 j (k) Z Y5, Ylm(15l ®).
m=—I

Dabei haben wir verwendet, dafl wegen des Additionstheorems fiir die Kugelflichenfunktionen (3.2.139) die
Summe {iber 7 reell ist. Wegen des Additionstheorems kann (3.4.42) auch in der Form

exp( 1k 7) :le 214+ 1)j,(k7)P;(cosy) (3.4.43)
/=0
geschrieben werden, wobei
_ sind cos @ sin®’ cos ¢’
cosy=7-k/(rk)=| sindsing |- sin?sing’ | =sin?sin cos(p — ¢") + cos? cos ¥ (3.4.44)
cos ¥ cos Y’
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3.4. Sphirische Besselfunktionen

ist.
Setzen wir cosy = # und p = k7, ergibt sich aus der Orthogonalitdt der Legendrepolynome und der Nor-
mierungskonvention (3.2.17) das Integral

1
f 1dl4 exp(ipu )P (u) = ZiZjl(,o). (3.4.45)

3.4.4 Die Multipolentwicklung fiir dynamische elektromagnetische Felder

Als Anwendungsbeispiel fiir die sphirischen Bessel- und Hankelfunktionen wollen wir die Multipolentwick-
lung fiir elektromagnetische Wellen bei vorgegebener zeitabhingiger Ladungs- und Stromverteilung herleiten.
Wir nehmen dabei an, dafl zu allen Zeiten die Ladungs- und Stromdichte o(¢,7) und f(t, 7)fir r =|7| >R
verschwinden, und wir suchen die Felder aulerhalb dieser Ladungs- und Stromverteilung. Da wir beliebige
Zeitentwicklungen mit Hilfe von Fourierintegralen oder -reihen aus Feldern mit der Zeitabhingigkeit

E(t,7)=E'(k,7)exp(—iwt), B(t,7)=B"(k,7)exp(—iwt),

. . (3.4.46)
o(t,7)=p'(k,7)exp(—iwt), j(t,7)=]'(k,7)exp(—iwt)
darstellen konnen, betrachten wir Felder dieser Form. Wir definieren dabei « = ck.
Setzen wir dies in die Maxwell-Gleichungen (1.8.73[[1.8.76) ein, erhalten wir die Gleichungen
divE'(k,7)= 2 o/ (k,7), (3.4.47)
rotB'(k,7) = [ ‘(k,7)—iweE (R, 7)], (3.4.48)
divB'(k,7)= (3.4.49)
rotg (b, 7)=iwB(k,7). (3.4.50)
Aus der Kontinuititsgleichung ergibt sich die Integrabilititsbedingung
div;'(k,7) =i (k, 7), (3.4.51)

die erfiillt sein mufl, damit das Gleichungssystem (3.4.47}3.4.50) tiberhaupt eine Lsung besitzen kann. Der
schon oben behandelte statische Fall, der o = 0 (und damit auch & = 0) entspricht, ist ein Spezialfall, den wir
hier nicht weiter erdrtern miissen. In diesem Fall muf§ gelten

div;(0,7)=0, (3.4.52)

d.h. der stationire Strom mufl quellenfrei sein, wihrend o’(0, 7) keinen weiteren Restriktionen unterliegt Die
dazugehorigen elektro- und magnetostatischen Felder haben wir bereits in 4) bzw. (3.3.4) behandelt.

Sie sind ggf. zu den folgenden dynamischen Feldern hinzuzuaddieren.

Wir beginnen mit der Berechnung des Magnetfeldes B, welches wegen (3.4.49) durch zwei Debye-Potentiale
gemaf} (3.3.77) dargestellt werden kann:

B' =7 xVJ+Vx(FxVy). (3.4.53)

Um die Debye-Potentiale aus den vorgegebenen Ladungs- und Stromverteilungen berechnen zu kénnen, be-
nétigen wir gemif (3.3.78) und (3.3.79) Gleichungen fiir 7 - B’ und 7 - rot B':

y=—7.8 (3.4.54)
-2 — - =
L' ¢=—7-rotB’=—iL-B’. (3.4.55)
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Dazu bilden wir die Rotation der Gl. (3.4.48). Unter Verwendung von (3.4.50) und dem Zusammenhang

€u=1/c? erhalten wir

rotrotB’ = —AB' = yrot7/+ C:—ZZE’/ (3.4.56)
Dabet haben wir verwendet. Wegen e /c = k erfiillt B’ also die inhomogene Helmholtzgleichung
(A+ kB =—urot;’. (3.4.57)

Nun vertauscht der Drehimpulsoperator L = —i7 x V mit dem Laplaceoperator A = —p - p:
[i’f’ : f’] =¢ I:Lj’p/ep/e] =€ {Pk [LpP/e] + [Lj’P/e] P/e} = €ji¢ 11 (PeP; +PiP) =0 (3.4.58)

Dabei haben wir die Formeln (1.3.72) und die Vertauschungsregeln (1.3.76) verwendet. Multiplizieren wir

also (3.4.57) von links mit i, erhalten wir
(A+E>L-B’ :—yi-rot;/. (3.4.59)
Weiter gilt wegen divB’ =0

A(7-B')= @r?i(er;) =0(B;+1;0.B;)=0(r;0.B;) = @[ijijk(mtél)k +(7-V)B!]

. 2 (3.4.60)
=—7%-rotrotB' =7 -AB.
Multiplizieren wir (3.4.57) skalar mit 7, erhalten wir
(A4 k)7 B =—u7-Vx ' (3.4.61)

Wenden wir also auf (3.4.54) und (3.4.55) den Helmholtz-Operator A + k2 an, ergibt sich aus (3.4.61) und
(3.4.59)

(AR y = w7, (3.4.62)
(A—i—kz)ing —iuL-rot;’. (3.4.63)
Diese Gleichungen lassen sich dadurch 16sen, daff wir die Entwicklung der Greenschen Funktion (3.4.38)
anwenden, denn dies entspricht offenbar auch der korrekten Randbedingung fiir die hier beschriebene physi-

kalische Situation der Ausstrahlung von elektromagnetischen Wellen von zeitlich verdnderlichen Ladungs-
und Stromverteilungen. Dann erhalten wir zunichst

o I
Ly =—pikY] > b (k7)Y,,,(8,9) L &' k'Y, (8,¢')7 ot} (7). (3.4.64)

1=0 m=—I R
Wir definieren nun die magnetischen Multipolmomente A{;,, durch

. . < 2Lk 2041
S7h5,(krY,, (8,07 rot’ ' (7) = \ M 3.4.65
KRd (k)Y 1, (87,977 ot (7) 2l 1) i Mimo (3.4.65)

wobei die Wahl der Normierung weiter unten noch begriindet wird. Zur L3sung von (3.4.61) ist es wichtig,

dafy My, = 0 ist. Dies ist der Fall, weil gemaf3 und
div'[jolkr")7' x j' (') ] =jolkr")7 - rot'j'(7") (3.4.66)
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und folglich wegen des GaufSschen Integralsatzes

My, ocj d3r/jo7/-rot/] (7= df [7' xj'(7")]=0 (3.4.67)
Kx IKy

ist, weil voraussetzungsgemaf 7/(7/)|;/€ oK, = 0ist.

Demnach konnen wir auf (3.4.64) den Operator L=% anwenden. Dies bewirkt, daf} jedes Reihenglied unter

der Summe mit 1/[/(/ +1)] zu multiplizieren ist, und wir erhalten

21— 1)k! |21+1
x(7) ——wkZ Z (21+1) 7 Mlmhz (/er)Ylm(ﬁ Q). (3.4.68)

—1

Ebenso folgt aus (3.4.63)

. 2L —1)k! 2l+1
$(7)= yckZZ Z arrn \ e Qb kY820 (3.4.69)
—/

wobei die elektrischen Multipolmomente Q,,, durch

2+ |21 +1
(2l +1)!

J &5,k YT () - rot'j(7) = — —Qu, (3.4.70)
KR

definiert sind.

Entsprechend den beiden Debye-Potentialen teilt man gemaf3 (3.4.53) das elektromagnetische Feld in einen
elektrischen und magnetischen (bzw. transversal magnetischen (TM) und transversal elektrischen (TE))
Anteill auf:

"k, 7)=B"™(k,7)=7 x V(k,7),
(k.7) -, (e,7)= Z # J) (3.4.71)
"Mk, 7)=B"TEk,7) =V x (F x V).

> ooy

Die dazugehorigen elektrischen Felder erhalten wir aus (3.4.48) unter Berticksichtigung, dafl ]_"’ (k,7)=0 fiir
r > R ist:

—

/ -\ iCz =, . 1c = =
E'(k,7)= —rotB'(k,7)= zrotB (k, 7). (3.4.72)
w

Dabei haben wir wieder die Beziehung ue = 1/c? verwendet. Es gilt also

ic > = .
Ek,7)=E" ™)k, 7) = ZV 7 X Vi(k,7 (5.473)
E’(M)(k,7) =E'M™(k,7)=ick? x Vy.
Dabei haben wir fiir den letzten Ausdruck ausgenutzt, dafl gemif3 fur » >R
(A+ k) y(7)=0 (3.4.74)
gilt und folglich
rot B'M(k, 7) =V x [V x (7 x V)] = V[V-(F x Vy)]—AF x Vy) = kX7 x Vy) (3.4.75)

"Die Transversalitit bezieht sich hier auf den Ortsvektor 7.
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ist. Dabei haben wir die Vertauschbarkeit von A mit 7 x V =iL und V- (7 x v x)=—Pp" L x = 0 ausgenutzt.
Die Multipolentwicklungen der Felder lauten gemif§ (3.3.81) also

2L —1)k! 2l+1 -
,uc/ezz Z 21+1 le i ( )q)lm(ﬁ’§0)> (3476)

=1 m=—I[

- L kS 241 —1)k! 2l+1
E®¢ =2 \ 3.4.77

1 m=—I
{——[7h§1)(k7’)]‘f’zm(19>§0)+ DO 0,90

oo [ / /
-, . 280 —1)k° |21 +1
B"™M(k,7)=iku > > ((21+1>)!\ Min (3.4.78)

[(l+1
Ll
r

hﬁ”(/er)?zm(ﬁ,go)},

- ) k2 & 21 —1)k! 2l+1
E'™(k :_Z Z 2l+1) — My, Z”(kr)élm(ﬁ ). (3.4.79)

—1

Betrachten wir nun den Grenzfall k7 < 1, wobei wir davon ausgehen, dafl auch fiir die Ausdehnung der Quel-
le kR < 1 gilt. Letzteres ist z.B. fiir die Abstrahlung von elektromagnetischen Wellen (z.B. sichtbarem Licht)
von Atomen der Fall, da die typischen Atomradien klein gegentiber der Wellenlidnge des abgestrahlten Lichtes
sind. Die Wellenlinge der betrachteten Feldmoden ist nimlich durch A =27 /k gegeben, so daf} die Nahfeld-
bedingung kr < 1 bedeutet, dafl die Entfernung r des Beobachtungspunktes von der Strahlungsquelle klein
gegeniiber der Wellenlinge A ist.

Dann brauchen wir fiir die Hankelfunktionen in nur die hochste Potenz in 1/(k7) in

zu berticksichtigen und kénnen exp(ik )22 1 setzen:

21(1—1)!klh(1) 20—kl (=) @y (=) 1

kr) = = . 3.4.80
1+1) ! ( r)kr—>0 QI+ (Br)t 1120 21+ 1)k ri+t ( )
Daraus folgt durch Differenzieren
20—kt 1 d i 1
_— h}’(k & — 3.4.81
@I+10 rdr [r ( r)]/eHo 21+ 1)k ri+2 ( )
Setzen wir dies in ein, erhalten wir
Flb.7) ~ ENE)NE ~ S le S s/
E(k,r)k; E'E)(k, :o 47762 Z 21+1rl+2 [ +1)Y,,(30)—Y,, (3,0)].  (3.4.82)

I=1m

Die magnetische Mode £/™ ist um einen Faktor k7 kleiner als £/® und damit von derselben Gréfen-
ordnung wie die in (3.4.83) vernachlissigten Terme. Setzen wir in (3.4.83) die Definitionen der vektoriellen
Kugelflichenfunktionen (3.3.1) und (3.3.3) ein, erhalten wir nach einigen Umformungen

o0 l
E'(k,7) = _L%Z Z 4 Quny 1n(0,0) ==V (k, 7). (3.4.83)

kr—0 47me 2l+17r Z‘H

Der Vergleich mit der Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials (3.2.144) zeigt, daf§ in der durch
kr < 1 charakterisierten Nahzone zu jedem Zeitpunkt niherungsweise ein elektrostatisches Feld herrscht,
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welches der Ladungsverteilung zu dieser Zeit entspricht, d.h. Retardierungseffekte sind in dieser Niherung zu
vernachlissigen. Dies rechtfertigt die Wahl der Normierung in der Definition der Multipolmomente (3.4.70).
In der Entwicklung fehlt auch der Beitrag zu / = 0. Falls die Ladungsverteilung insgesamt nicht elek-
trisch neutral ist, ist dieses radialsymmetrische statische Coulombfeld in der Multipolentwicklung gesondert
zu berticksichtigen.

Auf dieselbe Weise erhilt man fiir das magnetische Feld in der Nahzone

o0 /
o o 4 M, - -
B'k7) = BOORT) = 50 D0\ S B D10 (8,0) = (8, 9)]
1

/
u - 470 M > M
- y E Z le(é’(/;)_ ;I( )<‘é’7)’
r

(3.4.84)

stat

was gemaf} (3.3.117) genau der Multipolentwicklung eines magnetostatischen Feldes entspricht.

Setzt man in (3.4.65) bzw. (3.4.70) die fiihrende Ordnung der Entwicklung fiir die Besselfunktionen j; (k7
(3.4.12) nach Potenzen von (k7”) ein, d.h.

iikr) = (2kr)

3.4.85
kr—0 2l + 1) ( )

erhilt man die entsprechenden statischen Ausdriicke fiir die magneto- bzw. elektrostatischen Multipolmo-
mente gemif (3.3.108) bzw. (3.2.143). Diese Niherung gilt unter der bereits oben angegebenen Bedingung
kR < 1, d.h. wenn die Ausdehnung der Quellen klein gegen die Wellenlinge der emittierten elektromagne-
tischen Wellen ist.

Bei der Berechnung der elektrischen Multipolmomente (3.4.70) ist dabei die folgende Umformung des ent-
sprechenden Integrals niitzlich: Zunichst gilt

/

— - - - - 3 -
L-rotj’ =—i7-rotrotj’ =—i7 -[graddiv; ' — A; '] = c/erg—p +ir-Af. (3.4.86)
r
Auflerdem ist L2
AF-jY=7-Aj +2div; = L-rot;’ = C—a—(rzp/) FIAG-S). (3.4.87)
r dr

Setzen wir dies in (3.4.70) ein und fithren im ersten Summanden eine partielle Integration bzgl. r aus (wobei
das Volumenintegral in Kugelkoordinaten ausgefiihrt zu denken ist) und wenden im zweiten Summanden
den Greenschen Satz an, so folgt wegen

Al (kr)Y; (9,0)]=—k%;(k7)Y},,(9,9) (3.4.88)
fiir das Integral in

[ i@ ol P = [ B89 ek )
Ky Kg r (3.4.89)
+ik% (k)7 ()}

Bei der Entwicklung fiir k7" < 1 stellt sich heraus, daf§ der erste Term gerade (3.2.143) entspricht und der

zweite um eine Ordnung kR kleiner ist und folglich vernachlissigt werden kann.
Betrachten wir noch die Struktur der Wellenfelder fiir die Fern- oder Wellenzone also fiir £ > 1. Dann

kénnen wir in (3.4.76{3.4.78) die asymptotische Form (3.4.26

(iy 1 SRk li[rh(l)(kr)]

. exp(ikr)
(—i) ———=
0o kr rdr !

bl (kr) = = . (3.4.90)

kr kr
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einsetzen. Beachten wir weiter noch, dafy wegen der Definition der vektoriellen Kugelflichenfunktionen
B3.1) und 3.3.2)

€, xD1,(0,0)=—0,,(8,0), & x U}, (9,0)=%,,(9,9) (3.4.91)
gilt, ergibt sich
- _kexp(ikr) < l—l '/e 21 +1
E'® =~ ek T, (9, 3.4.92
- /eexp1/er = 211—1'16 : 2l +1 >
E'M =~ MW =22m,, @, (8, 9), 3.4.93
kr oo ZZ; Zl 2ty Y 1 Min®in(0:9) (-4.93)
B® =~ T B o~ O ) (3.4.94)
kr—oo € kr—oo €

Da weiter &, - ¥, =¢,-®, =0 ist, bilden ¢,, £ und B in der Fernzone ein orthogonales rechtshindiges
Dreibein, besitzen also in jedem nicht zu groflen Raumwinkelelement die Charakteristica einer ebenen elek-
tromagnetischen Welle. Im grofieren raumlichen Maf3stab gesehen, handelt es sich freilich um Kugelwellen,
deren Amplituden mit 1/7 abfallen.

3.5 Zylinderfunktionen

Die Zylinderfunktionen spielen eine analoge Rolle fiir zylindersymmetrische Probleme wie die sphirischen
Bessel-, Neumann- und Hankel-Funktionen fiir kugelsymmetrische. Sie sind aber insofern etwas komplizier-
ter zu handhaben als sie nicht mit Hilfe von elementaren Funktionen ausgedriickt werden kénnen. Im folgen-
den besprechen wir ihre wichtigsten Eigenschaften und Beispiele fiir typische Anwendungen in der Physik.

3.5.1 Zylinderwellen

Die Losung der Helmholtzgleichung (3.4.3) in Zylinderkoordinaten fiihrt fiir den Radialanteil auf die Zy-
linderfunktionen. Um zu dem entsprechenden Satz von orthogonalen Funktionen zu gelangen, schreiben
wir die Helmholtzgleichung in Zylinderkoordinaten

L _ 13T d4(7) 1 3%p(F)  I*H(F) -
A+ k? =- — 2 =0 3.5.1
(B+E)$(F) 737[ dr :|+72 dp? * dz2 TR G:5.1)
und suchen Losungen in der Form des Separationsansatzes

P(7) = R(r)2(p)Z(2). (3.5.2)

Dies in eingesetzt liefert nach einigen einfachen Umformungen

1 & 1 dr.d 1 &

L 7 =R = [ —R ]_ — () =—k2. 3.5.3
7@ a2’ PR(r)dr L dr B(p) dpt P = G->3)

Da der Ausdruck einerseits nur von z, andererseits aber nur von r und ¢ abhingt, muf £, eine Konstante
sein, und die allgemeine Lsung der DGL fiir Z lautet

Z(z)=Aexp(ik,z)+ Bexp(—ik,z). (3.5.4)

Ein vollstindiger Satz von Funktionen hinsichtlich der z-Abhingigkeit ist also durch

Z(k,,z)= exp(ik,z) (3.5.5)

271
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mit k, € R gegeben und fiihrt in der Entwicklung der Losungen der Helmholtzgleichung nach orthogonalen
Funtionensystem des Typs (3.5.2) bzgl. z zur Darstellung als Fourierintegral.

Betrachten wir erneut (3.5.3) im Hinblick auf die Funktionen R und ®. Eine einfache Umformung fiihrt auf

2,2 r d d _Ld_z — 2
K2y _R(r)a[rER(r)]_Q(gﬂ) 32 O=m" (3.5.6)

Dabei haben wir k7 = k? — k7 gesetzt. Da demnach m? einerseits nur von 7 andererseits aber nur von ¢ ab-
hingt, muf} es sich wiederum um eine Konstante handeln. Lesen wir (3.5.6) zunichst als DGL fiir ®, erhalten
wir als Losungen

®,,(¢) = exp(img), (3.5.7)

und da die Funktion ¢ im Ansatz (3.5.2) eine eindeutige Funktion von 7 sein soll, muf§ m € Z sein, denn ®
muf$ 27t-periodisch bzgl. des Winkels ¢ sein. Hinsichtlich der Entwicklung der Lésungen der Helmholtzglei-
chungen nach Funktionen der Form (3.5.2) handelt es sich also bzgl. ¢ um eine Fourierreihe.

Wir bemerken noch, daf§ wir durch Restriktion dieser Betrachtungen auf die xy-Ebene zugleich Lésungen
der ebenen Helmholtzgleichung in ebenen Polarkoordinaten erhalten.

3.5.2 Bessel- und Neumann-Funktionen

Die Differentialgleichung fiir die Radialfunktion R lautet nach Einfiihrung der dimensionslosen Variablen

o=k, r gemifl

1d [ d 77’12 2 pl / 2 2
- /o—R(,o)] + <1 — —>R(p) =0 = p°R"(p)+ pR(p)+ (0" —m")R(p)=0. (3.5.8)
pdel de p?

Dies ist die Besselsche Differentialgleichung. Wir sehen zunichst von der Beschrinkung 7 € Z ab und

betrachten diese Gleichung fiir m € R. Dabei geniigt offenbar die Untersuchung fiir 7 > 0, denn (3.5.8)
hingt nur von m? ab.

Wir suchen Losungen dieser Gleichung in Gestalt eines verallgemeinerten Potenzreihenansatzes

R(p)=>ajp/** mit ay70. (3.5.9)
=0
Dies in eingesetzt und nach Potenzen von p geordnet liefert
ag( X2 —m?)e 2 +a [(A+ 1) —m? 1" + D {[(A+] +2) —mPlaj,, 4} =0. (3.5.10)
j:O

Der Koeffizientenvergleich ergibt wegen 4, # 0

dA
A=+xm, a,=0, a,,= / . 3.5.11
1 742 (A+]+2)2_m2 ( )

Offensichtlich verschwinden also alle 4; mit ungeradem ;. Wir betrachten nun zunichst die fiir o — 0 endli-
chen Funktionen mit A= > 0. Dann lautet die Rekursionsformel fiir die Koeffizienten a,; (j € No):
ay;

! (3.5.12)

Ayipg=——t
YR 4mtj+1)

und durch Iteration gelangen wir zu

(= (=1YT(m+1)
ﬂzj: 27 N ﬂo: 27 . ﬂO)
21 (m+1)---(m+j) = 22j(m+j+1)

(3.5.13)
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

wobei wir uns der Formel (4.6.53) fiir die I-Funktion bedient haben. Mit der Wahl

1

- 35.14
= 2T (m+ 1) (-5.14)

liefert Einsetzen dieses Resultats in (3.5.9) die Definition fiir die Bessel-Funktion

Jm(p) = <§>m§%<§>2] (3.5.15)

Fiir m ¢ Ny ist offenbar auch J_,, eine von J,, linear unabhingige Losung der Besselschen DGL (3.5.8), und
folglich haben wir die allgemeine Losung der Besselschen Differentialgleichung als Superpositionen von J,,
und J_,, gefunden.

Fiir m € N allerdings miissen wir bei der Berechnung von J_,, beachten, dafl I'(z) einfache Pole in z € Z
hat. Demnach verschwinden in der Reihe (3.5.15) beim Ersetzen von m € N durch —m die Reihenglieder fiir

7 <m—1. Numerieren wir den Laufindex der Summe um, erhalten wir

Jom(e)=(=1"],(p) falls meN. (3.5.16)

Um auch fiir den uns interessierenden Fall m € N; eine zweite zu J,, linear unabhingige Losung der Bessel-
schen DGL zu finden, definieren wir fiir v ¢ Z die Neumannschen Funktionen’

J(e)costv) =1 (e)

sin(v7)

N, (o) = (3.5.17)

Offensichtlich stellen sie fiir diese v eine zu J, linear unabhingige Losung der Besselschen DGL dar. Fiir
m € Ny definieren wir daher

N () lim PAEECT —T(p)

v—m sin(v7r)

(3.5.18)

Wegen (3.5.16) konnen wir zur Berechnung des Grenzwertes den de L'Hospitalschen Lehrsatz anwenden,
d.h. es gilt

N, (p)= —hm —[J (p)—(=1)"]_(p)]: (3.5.19)

Wir berechnen zunichst die partiellen Ableltungen der Besselfunktionen nach v auf der rechten Seite. Dazu
gehen wir von der Reihe (3.5.15) aus. Unter Verwendung der Digammafunktion (4.6.51) folgt nach einigen

Umformungen ‘
% B P\ (P~ (Y ¥(v+j+1) /N4
e =1e)a(%) (2)]2203 s (B) 6.5.20)
Fiir v — m erhalten wir
% o\ X (—1)/U(m+j+1)/p
vll)rrr}la‘/] (p) = ln<—> ]Z FEE <2> . (3.5.21)
Genauso folgt
d B > (—v+7+1)/p :
ZJ_v(p)——J_V(p)ln< > < > Z V+;+1) <2> U(—v+]+1). (3.5.22)

j=0

8In der angelsichsischen Literatur werden diese Funktionen gewthnlich mit Y, bezeichnet. Um die Gefahr der Verwechslung mit
den Kugelflichenfunktionen auszuschlieflen, verwenden wir hier die tibliche deutsche Konvention.
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Fiir v — m konnen wir zunichst (3.5.15) verwenden, um den ersten Term zu vereinfachen. In der Summe
empfiehlt es sich den Teil j ={0,1,...,m — 1} abzuseparieren und (4.6.55) zu verwenden. Im verbleibenden
Teil der Summe erreicht man schliefflich durch Umnumerieren die Form
()"
2

1

_(_1)m}L@ﬂ%J_V(p)=Jm(P)1 < > < > mz:

]

_<£>’”2M< >

=0 7/ I(j +m)!

(3.5.23)

Fiir m =0 st die endliche Summe in der ersten Zeile wegzulassen.

Setzen wir nun (3.5.21) und (3.5.23) in (3.5.19) ein, erhalten wir schliefilich die gesuchte Reihendarstellung
der Neumannfunktion

m— 1

Nm(p)=3Jm(p)ln<§>_%<_> ’”Z —;—1 <,;>

T =0

| (3.5.24)
( > ZO ]+m+1)+\11(]+1)]<’;>2].

Die Neumannfunktion N, besitzt fiir m € N bei p = 0 einen Pol m-ter Ordnung und fiir 7 = 0 eine
logarithmische Singularitit ~ In(p). Sie ist also die gesuchte von der Besselfunktion J,, linear unabhingige
Lésung der Besselschen DGL (3.5.8).

Aus den Reihendarstellungen (3.5.15) und (3.5.24) folgt fiir das asymptotische Verhalten der Zylinderfunktio-
nen fiir kleine Argumente f

~ L (eV”
),;oﬁ<5> : (3.5.25)
N %ln(%) fir m=0, 150
~ .5.26
m(P)P_)O ——(m:)! <§>_m fir m#0. ( :

Wir definieren schliellich noch die Hankelfunktionen 1. und 2. Art als
H (@) =],(0) +iN,, (o),
H,2(0) =1(0) =N, (o).

Auch sie sind linear unabhingige Losungen der Besselschen DGL (3.5.8).

(3.5.27)

3.5.3 Integraldarstellungen der Zylinderfunktionen

Mit Hilfe der Hankel-Darstellung der inversen I'-Funktion (4.6.30) kénnen wir eine niitzliche Darstellung der
Zylinderfunktionen als Konturintegral herleiten. Fiir die Bessel-Funktion J, ergibt sich fiir i.a. nicht ganzzah-

liges v |
__L e v © lex ) <_/O_2>]
1) 277:1< >Ldy;oj! =) (=) 7 (3.5.28)

Die unendliche Reihe ist offensichtlich die Reihe fiir eine Exponentialfunktion, so dass wir die Schlifli-For-
mel

y 2
J(e) = _zini (2) f e <—y + f—y) (=) Y (3.5.29)
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

erhalten.

Dabei ist C der in der rechten Abbildung [4.7]angegebene Integrationsweg mit der Definition des Riemann-
blattes fiir (—y)~(+!) (4.6.28). Besonders bequem wird die Darstellung fiir die Wahl R = p/2. Fiir den Beitrag
des Kreises erhalten wir daraus

(7 o 1 (7 L

JE/K)(,O) =— exp(n/ﬂ)f dtexp(—psint —ivt) = — J dt’exp <1p sint’ — 1vt/> . (3.5.30)
21 0 21 —

Dabei haben wir im letzten Schritt die Integrationsvariable ¢t = 7 — ¢ substituiert. Schreiben wir die Ex-

ponentialfunktion exp(ia) = cosa + isina, fillt beim Integrieren der Anteil mit sin weg, da der Integrand

antisymmetrisch ist, und wir finden schlief8lich

JSK)(/O): %Lndt cos(psint —vt). (3.5.31)
Fiir die Beitrige des Integrationsweges entlang des Schnitts der Funktion (—v)~*1 finden wir
JGHC ) = %sin[(v + m)(%)z ; dt exp <—t + ’Z—j) 0+, (3.5.32)
Substitution von ¢ = p/2expt’ fithrt auf
1t (o) = —% sin(vrr) JO ” dt’exp (—psinh ¢/ —vt'). (3.5.33)
Fassen wir (3.5.31) und (3.5.32) zusammen, ergibt sich schlielich die Schlifli-Formel fiir die Bessel-Funktion
T(e)= % f: dt cos(psint —vt)— Sing:”) JO e exp(—psinht —vt). (3.5.34)

Fiir v € Z fallt der zweite Term weg.

Als nichstes verwenden wir (3.5.17), um auch eine Integraldarstellung der Neumann-Funktionen zu gewin-
nen, zunichst wieder fiir allgemeines v. Setzen wir also (3.5.34) in (3.5.17) ein und betrachten zuerst den ersten
Term, der vom Beitrag des Kreises der Integrationskontur herriihrt:
1 ! . .
NSK)(/O) = —) J dt[cos(psint —vt)cos(vrr)—cos(psint +vt)]. (3.5.35)
0

 msin(vr

Dies ldsst sich erheblich vereinfachen, wenn wir im zweiten term ¢’ = 7w — ¢ substituieren und das Additions-
theorem fiir den cos anwenden:

N$K>(p)=% Jo dtsin(psint —vt). (3.5.36)

An dem zweiten Beitrag, also dem Anteil von den Linien C; und C, entlang der reellen Achse, lassen sich
keine Vereinfachungen vornehmen, so dass wir insgesamt

N,(p) = 1 J i dtsin(psint —vt)— 1 J ” dt exp(—psinht)[exp(vt)+ exp(—vt)cos(vr)] (3.5.37)
0 0

T 7T

erhalten. Hier ist auch das Bilden des Grenzwertes v — m € Z unproblematisch.

Schlieflich gilt fiir die Hankelfunktionen (3.5.27), auch fiir beliebiges v,
HV(0) = 1 f dt exp[i(psint —vt)]—— f dt exp(—psinht){exp(vt)+exp[—v(t +im)]},  (3.5.38)
Jo TJo
H ()= 1f dt exp[—i(psint —vt)]+ — J d exp(—psinh ) {exp(vt) + exp[—W(t —im)]}. (3.5.39)
TJo T Jo
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3.5. Zylinderfunktionen

3.5.4 Asymptotisches Verhalten der Zylinderfunktionen

Fiir die physikalischen Anwendungen sind oft die asymptotischen Entwicklungen der Zylinderfunktionen
tir p — oo wichtig. Es genligt offenbar, sie zuerst fiir die Hankelfunktion H ) herzuleiten, denn wir kénnen
dann diejenige fiir H? durch komplexe Konjugation mit v, o € R finden.

Offenbar brauchen wir die asymptotische Entwicklung nur fiir das erste Integral in (3.5.38) bestimmen, da
dieser Beitrag von der Form ~ exp(ip)/ /@ sein wird, wihrend das zweite Integral fiir o — oo exponentiell
— 0 geht. Wir wenden also das in Abschnitt 4.8/ beschriebene Verfahren der Sattelpunktsniherung mit

f(t)=exp(—ivt), ¢(¢r)=isint (3.5.40)

an. Der auf unserem Integrationsweg ¢ € (0, ) gelegene Extrempunkt von ¢ ist offenbar 7, = /2, d.h. in
(4.8.10) ist 8 = —m/2 und aufgrund der Integrationsrichtung ist fiir den in Richtung des stirksten Gefilles

deformierten Weg in ( a = —m/4 zu wihlen. Setzt man dies in (4.8.17) ein und fiihrt die Entwicklung
nach Potenzen von y = 1 / /P aus, erhilt man in fiihrender Ordnung

1) ~ 2 |:< 2v+1 >]

H = — — . 3.5.41

v(e) Z 0 e R (3.5.41)
) ~ 2 [ < 2v+1 >]

H = — — — 3.5.42
y (P)/Hoo\ e G (3.5.42)

o @) ~ 2 2v+1
]V(’O>_§|:Hv1 (,O)+Hv2 (IO)] = 4 ﬂ-—locos<lo— 7 7'z:>, (3.5.43)

1 (1) @) ~ 2 . 2v+1
J(p)= 5 [Hvl (P)_Hv2 (/O)illo:oo‘ n_,osm <,o— 7 7'c>. (3.5.44)

3.5.5 Entwicklung ebener Wellen nach Zylinderwellen

Daraus ergibt sich

und damit

o

Wir betrachten eine sich in der xy-Ebene ausbreitende ebene Welle. Fiir Vektoren in dieser Ebene schreiben
wir im folgenden X| usw. Dabei bezieht sich ,, L“ auf die zur Symmetrieachse (in unserer Konvention die z-
Achse) der Zylinderkoordinaten senkrechte Ebene. Da eine solche ebene Welle eine tiberall analytische Losung
der Helmholtz-Gleichung ist, muf} sie gemif} unseren Losungen des Separationsansatzes ( mit Z(z) =1

nach Besselfunktionen J,,(k| r| ) entwickelbar sein, denn diese sind die iiberall analynschen Losungen der

Besselschen DGL (3.5.8) fiir die Radialfunktion. Demnach ist also

exp(lkj_ 7)) =exp(ipcos ) = Z C,.J..(p)exp(img), (3.5.45)

m=—0Q

wobei wir zur Abkiirzung wieder p = k| 7| geschrieben haben. Um die konstanten Koeffizienten C,, zu
bestimmen, nutzen wir aus, daf (3.5.45) bzgl. des Winkels ¢ eine Fouriertransformation ist, so dafl wir die
Orthogonalititsrelation

fﬂ de expli(m —n)p|=2x38,,, (3.5.46)

—7TT

verwenden konnen. Dadurch gelangen wir zu der Integraldarstellung
C,Jn(p)= ZL f dy exp(ipcosp —img) (3.5.47)
7 —7T
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

der Besselfunktionen. In diesem Integral konnen wir die Integrationsgrenzen beliebig verschieben und iiber
ein beliebiges Intervall der Linge 27 integrieren, da der Integrand offensichtlich 27t-periodisch ist, d.h. es gilt

1 (372 . .
Colnle) =5 |  dpeplipeosp—ing)

2r
zzif dypexplipcos(¢p — 7 /2)—im(p —m/2)] (3.5.48)
TJo

1" .
= —J exp(ipsinp —me).
21 0

Dabei haben wir im Schritt von der 1. zur 2. Zeile ¢’ = ¢ + 7/2 substituiert und wieder ¢ fiir die Integrati-
onsvariable geschrieben. Der Vergleich mit (3.5.30), wo wir auch wieder das Integrationsintervall der Linge
27 fiir v=m € Z wieder zu (0,27) dndern konnen, zeigt, dass C,, =1 ist.

exp(ipcos@) = Z 1] (o) exp(imy) (3.5.49)
und wegen
"], (p) = J dy exp(ipcosp —img). (3.5.50)

Daraus lassen sich leicht weitere Beziehungen fur die Besselfunktionen gewinnen. Leiten wir (3.5.50) nach p
ab, folgt

J ()= f dy cospexp(ipcosp —ime)
=i f_ dg exp(ip cos ) {exp[—i(m —1)p]+ exp[—i(m + 1)p ]} (3.5.51)
= %[Jm_1<p>—Jm+l<p>],

wobei wir im letzten Schritt wieder (3.5.50) angewendet haben. Wir erhalten also fiir die Ableitung der Bes-
selfunktionen q '

@J m(P)= 5[] m—1(2) =L s1(0)]- (3.5.52)

Diese Gleichung hitten wir freilich auch durch gliedweise Differentiation der Reihe (3.5.15) gewinnen kon-

nen.
Leiten wir andererseits (3.5.49) nach ¢ ab, erhalten wir

[ee]

—ipsin @ exp(ip cos @) = Z "m], (o) exp(img). (3.5.53)

m=—0Q
Setzen wir auf der linken Seite wieder die Reihe (3.5.49) ein und schreiben den Sinus mit Exponentialfunk-
tionen, folgt daraus

oo [ee]

-£ > PLa(e)expliim + Dl —explilm —glt = > "*'m],,(p)exp(ime). (3.5.54)

2 m=—0oQ m=—0oQ

Umnumerieren des Summationsindexes auf der linken Seite der Gleichung und anschlieflender Koeffizien-
tenvergleich mit der Fourierreihe auf der rechten Seite ergibt

() = Sl a(e) + T () (3:5.55)
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Dies konnen wir als Rekursionsformel fiir die Besselfunktionen schreiben:

Jpa(o)= %”W)—Jm_l(p). (3.5.56)

Auch diese Rekursionsformel i3t sich aus der Reihendarstellung (3.5.15) herleiten, und man kann unter
Verwendung von (3.5.24) zeigen, dafl sie auch fiir die Neumann-Funktionen N,, und folglich fiir beliebige
Zylinderfunktionen

Z,(p) = A1,,(p)+ BN, ) 6557)
gilt.

Setzen wir (3.5.56) in (3.5.52) ein, erhalten wir als alternativen Ausdruck fiir die Ableitung der Besselfunktio-
nen

d m

— = —— . 3.5.58

dme(p) Jin1(p) p Jne) (3.5.58)
Eliminieren wir mit Hilfe von (3.5.56) stattdessen ] aus (3.5.52) finden wir

d m

— = — — . 3.5.59

dme(P) - In(P)=Jons1(p) (3.5.59)

Mit Hilfe der von kann man zeigen, daf§ diese Gleichungen auch fiir die Ableitung der Neumann-
funktionen gelten. Dies trifft dann freilich auch auf die Form zu. Folglich gelten fiir irgendwelche
Zylinderfunktionen der Form die Ableitungsregeln

d

2P =0V = 22, (p) (560
d m

_dlo Zm(/o): ;Zm(/o)_zm—i—l' (3.5.61)

Weiter gilt auch die Rekursionsformel (3.5.56) fiir allgemeine Zylinderfunktionen der Form (3.5.57):

2
Zppia(p)= 7’”zm<,o>— Zpp1(p) (3.5.62)

3.5.6 Fourier-Besseltransformationen

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafl dhnlich wie fiir die Exponentialfunktion Fourierdarstellungen
beliebiger Funktionen auch entsprechende Integraltransformationen mit Besselfunktionen existieren.

Wir gehen dazu von der Fourier-Darstellung der §-Distribution in der Ebene gemif} (2.5.7) aus:

N o 1 5 1
SO —7]) = Zé\(ﬂ —7)8(p—¢")= 2y

R2

Die Darstellung der 8-Distribution in Zylinderkoordinaten folgt aus der Anwendung auf eine beliebige Test-
funktion f : R? — C:

FG0= | & 886, —7)r()

oo 2 . (3.5.64)

:J dri | dof Uzé\(u—71)3(¢—¢/)f[7j(7i,¢/)]-
0 0
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. . . . / / . . - - / . . .
Dabei bezeichnen wir mit (7, ) und (r],¢") die Polarkoordinaten von 7| bzw. 7 . Wir integrieren nun

nach ¢’. Dazu miissen wir das Integral (3.5.63) in Polarkoordinaten berechnen. Wir konnen dabei
offenbar diese Gleichung vorher mit exp[in(¢—¢’)] multiplizieren, denn es ist offenbar & (p—¢”) exp[in(p—

¢)]=8(¢—¢’). Zur Integration fithren wir mit (£, ¢) die Polarkoordinaten des Vektors &, ein. Dann gilt

1 1 o T
—3(r =)= —zf dei k) | d explik) 7) cos(p—¢)+ing]
. (27 Jo " (3.5.65)

X J d’ exp[—ik, r| cos(¢’ — ) —ing'].

Das ¢'-Integral 13t sich mit Hllfe von (3.5.50) und der Beziehung ], ,(—p) = (—1)""],,(p), die unmittelbar
aus der Reihenentwicklung (3.5.15) folgt ausfuhren Demnach ist

Loy —1])= f by kg, (k) | dgexplib 7 costy— )= in(g— )]

L . (3.5.66)
ZL dk k], (ky7 )], (ky7]).

Multiplizieren dieser Gleichung mit 7| f(7| ) und Integration bzgl. »| liefert
fo= [ a0, 6567)

Definieren wir also die Fourier-Bessel-Transformierte der Funktion f durch
ko= [ " ar GO0 6569)

so gilt fiir die Umkehrtransformation

Fr)= f dky k)] (k7)) f (k) (3.5.69)

3.5.7 Die Greensche Funktion der ebenen Helmholtz-Gleichung

Wir wollen jetzt die ,auslaufende“ Green-Funktion fiir die ebene Helmholtz-Gleichung herleiten. Dazu ver-

wenden wir die entsprechende raumliche Green-Funktion (3.4.33)
exp(ikr)

GH(F) = (3.5.70)
4rry
um die Green-Funktion in der Ebene, die
(—A, — k)G (r) = (A= RGP ) = 8D(7)) (3.5.71)
erfiillen soll, zu bestimmen. Im folgenden schreiben wir dabei 7, = (7, 7,,0)T. Offenbar ist
G\M(r)) = f &r'GHF —7)8AF)). (3.5.72)
R3
Nun ist [7 — 7| = \/ (7, — 7+ (r3— ;)2 Setzen wir dies in (3.5.72) ein und fithren die Integration {iber
71 aus, erhalten wir
exp(ikq/72 +7}?)
GM(r)) :f dr! L . (3.5.73)
2 R 4y /i + 7y
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Substitution von 7; = 7, sinh z ergibt
(+) 1 -
G,"(r))= yp dzexp(ik7) coshz). (3.5.74)
TJRr

Andererseits ist klar, dass G§+) fiir r; > 0 die Besselsche Differentialgleichung fiir m = 0 [8st, d.h. sie muss
eine entsprechende Zylinderfunktion sein, d.h. es ist

G ir)=CcH(0)+ CGHY(p) mit p=kr,. (3.5.75)

Aufgrund der asymptotischen Form (3.5.41) und (3.5.42) der Hankel-Funktionen erwarten wir, dass C, =0
sein muss. Um dies zu beweisen und C, zu bestimmen, brauchen wir nur auf (3.5.74) die Sattelpunktsmethode

aus Abschnitt 4.8/ anzuwenden. Mit den dortigen Bezeichnungen ist
1 .
F(z)= yp #(z)=icoshz, x=p. (3.5.76)
T

Der fiir den Integrationsweg entlang der reellen Achse mafigebliche Extrempunkt von ¢ ist offenbar z, = 0.
Daraus folgt A = 1und 8 = /2. Unter Beriicksichtigung der Integrationsrichtung ergibt sich dann « = 47 /4
und die entsprechende Entwicklung von (4.8.17) liefert in fiihrender Ordnung

G(+)

1 : 1 1 [2 . 1
S () = —v27'cexp<1/e7l—|— 1—7T> =- —exp<1kq— 1—ﬂ> (3.5.77)
1500 4 Bry 1) 4V x% 4
Der Vergleich mit (3.5.41) ergibt also tatsichlich

Gy )= g Hy ). 3.578)
Wir kénnen nun auch, analog zum dreidimensionalen Fall gemif$ (3.4.38), die allgemeine Green-Funktion
G (7L 7) = Gy (L =71 = JHy (k7L = 71)) 3.579)

nach Zylinderfunktionen entwickeln. Wir schreiben es gleich als Entwicklung der Hankel-Funktion. Zur
Vereinfachung der Schreibeweise setzen wir 6 = k7, und g’ = k7| . Die besagte Entwicklung muf§ dann die
Form

[ee]

H{(5—7)= 2, ) (P H (02) explim(p— )] (3.5.80)

mit p_=min(p,0’), p. =max(p,p’)

besitzen, denn die links stehende Hankel-Funktion entspricht rein auslaufenden Wellen, was auch auf der
rechten Seite der Fall sein muf3: Betrachtet man nimlich den Fall p > p’ > 0, bleibt fiir o” — 0 die linke Seite
endlich, d.h. in der Reihenentwicklung muff die von p’ abhiingige Zylinderfunktionen ebenfalle fiir o" — 0
endlich bleiben, und das ist eben genau fiir die Besselfunktionen J,, der Fall. Fiir endliches o" und p — oo
muf sich die asymptotisch auslaufende Welle ergeben, und das erfiillen eindeutig die Hankel-Funktionen 1.
Art H(,,ll).

Die c,, bestimmt man nun auch wieder durch die Betrachtung der asymptotischen Entwicklung fiir o — oo.
Zunichst ist

P—F'|= Vp?—2pp coslp — ) + 0
2
p NP
=P\J 1—2—COS(¢—§0)+<—> 3.5.81
p p G381

1
~ o0 —¢ +ﬁ<—>.
p_)oo,o e cos(p—¢') p
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Mit der asymptotischen Entwicklung fiir die Hankel-Funktion auf der linken Seite (3.5.41) von (3.5.80) ergibt

sich daraus
N ~ 2 17T .
Hy (15— A2 s <1p - —> exp[—ip’ cos(p — ¢')]. (3.5.82)

Fiir die letztere Exponentialfunktionen verwenden wir die Entwicklung (3.5.49) fiir ebene Wellen. Mit J,,(—p) =
(—=1)"],.(p) liefert dies

[ee]

HO (5 — |>M\]§pexp<lp—1§) > L) esplitp— )] (.58

m=—oQ

Verwenden wir nun (3.5.41) fiir die Hankelfunktionen auf der rechten Seite von (3.5.80), folgt andererseits

i 2 i\ "< o
HY(15 7)) = =\ ﬂ—peXp<P—7> > ()]0 ) expli(p — )], (3.5.84)

P m=—o0

und der Vergleich mit (3.5.83) ergibt schlieflich c,, = 1. Es gilt also

H(3-51) = ZJ (p)H (05 expli(e — ). (3.5.85)

m=—0oQ

Wir kénnen aus (3.5.74) und (3.5.78) noch eine manchmal niitzliche Integraldarstellung fiir die Hankel-Funk-
tionen mit ganzzahligem Index herleitung. Zunichst ergibt sich aus diesen beiden Formeln

Hél)(p) = %JR dzexp(ipcoshz). (3.5.86)
Wir behaupten nun, dass fiir m € N
(1) (_i)m-‘rl ]
H,,/ (p) = ——— J dz exp(ip cosh z) cosh(m z) (3.5.87)
T R

gilt. Dies beweisen wir durch vollstindige Induktion. Der Induktionsanfang ist durch (3.5.86) bereits bewie-
sen. Nehmen wir nun an, dass die Behauptung fiir ein 7 € N gilt, konnen wir mit Hilfe von (3.5.62) den
Induktionsschritt ausfithren:
(1 m_ d o
H =———H,,

(_1)m+1

= dzexp(ip coshz) |:ﬁ cosh(mz)—lcoshzcosh(mz)]
j

R
—i)m 1d . :
dzexp(ipcosh z)| — —sinh(mz)—icosh z cosh(mz) (3.5.88)
R pdz
1 m—H
f dzexp(ip cosh z) [—isinh z sinh(72z) —icosh z cosh(m z)]
T R
1)m+2
= f dzexp(ip cosh z) cosh[(m + 1)z],
7

und das ist die Behauptung fiir m + 1, womit (3.5.87) mittels vollstindiger Induktion bewiesen ist. Dabei
haben wir beim Schritt von der 3. zur 4. Zeile im ersten Term eine partielle Integration ausgefithrt und im
letzten Schritt das Additionstheorem fiir die cosh-Funktion verwendet.
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3.5.8 Das Koaxialkabel als Wellenleiter

Als Anwendung der zylindrischen Besselfunktionen behandeln wir die Ausbreitung elektromagnetischer
Wellen in einem Koaxialkabel. Es besteht aus einem als unendlich lang angenommenen zylindrischen Ka-
bel, dessen Riickleitung ebenfalls zylindrisch um diesen Leiter angeordnet ist. Der Radius des Innenleiters sei
a, der des Auflenleiters 5. Die Leiter seien ideal leitfahig. Das Material dazwischen nehmen wir als homo-
genes isotropes Medium an, so daff € und u raumlich und zeitlich konstant sind. Wir suchen die allgemeine
Losung fiir das elektromagnetische Feld im Zwischenraum zwischen den Leitern, wo sich keine Ladungen
und Strome befinden. Dabei konnen wir uns auf harmonische Zeitabhingigkeit beschrianken, da wir beliebi-
ge Wellenpakete aus diesen Losungen iiber das Fourierintegral bzgl. der Frequenz zusammensetzen kénnen.

Die Maxwellgleichungen fiir Felder mit harmonischer Zeitabhingigkeit haben wir bereits in (3.4.47}3.4.50)
hergeleitet. Sie lauten fiir den hier diskutierten Fall eines ladungs- und stromfreien Bereiches

divE’(k,7)=0, (3.5.89)
rot B'(k,7) :—%E’(k,?) (3.5.90)
divB'(k,7)=0, (3.5.91)
rot E'(k,7) = iwB'(k, 7). (3.5.92)

Dabei haben wir die Lichtgeschwindigkeit im Medium ¢ = 1/,/u€ und die Wellenzahl £ = c /¢ eingefiihrt.

Entsprechend der zylindrischen Symmetrie des Systems fithren wir Zylinderkoordinaten ein. Wie wir sehen
werden, empfiehlt sich hier im Gegensatz zum Vorgehen in Abschnitt bei der Behandlung des analo-
gen Problems in Kugelkoordinaten die direkte Formulierung des Problems fiir das elektromagnetische Feld.

Bilden wir die Rotation von (3.5.90), finden wir unter Verwendung von (3.5.91) und (3.5.92)) die Helmholtz-
Gleichung

(A+F)B'(k,7)=0. (3.5.93)
Entsprechend fiihrt ein analoges Vorgehen durch Rotationsbildung von Gl. (3.5.92) zu

(A+ED)E (k,r)=0. (3.5.94)

Es ist wieder wichtig zu beachten, dafl bei der Anwendung des Laplaceoperators A auf einen Vektor dieser, in
krummlinigen Koordinaten geschrieben, nur fiir kartesische Komponenten dieselbe Form wie ein Skalarfeld
besitzt. Dies ist bei Zylinderkoordinaten fiir die z-Komponente von Vektorfeldern der Fall. Wir kénnen
daraus schlieflen, dafy £, und B, Entwicklungen nach Zylinderfunktionen

der Form
Ej(k,7)= > [An ], (k1) +ByN,, (k7)) exp(ik,z +imp), (3.5.95)
By(k,7)= > [Cy), (ki) + DN, (k) 7)) exp(ik,z +img) (3.5.96)

erlauben. Dabei ist k£, ein im folgenden zu bestimmender Parameter, und es gilt
kT +k; =k (3.5.97)

Um die fiir unser Problem angemessenen Losungen zu finden, benétigen wir zunichst Randbedingungen.
Da wir unendliche Leitfihigkeit fiir Innen- und Auflenleiter annehmen, miissen die Tangentialkomponenten
des elektrischen Feldes £, und E, an die Leiteroberflichen verschwinden, d.h.

Ey(k,7)| = Ey(k,7)

r =a

—0. (3.5.98)

VL:b

= E;(/e,?)

v =a



3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Um auch Randbedingungen fiir B’ zu erhalten, betrachten wir (3.5.92). Wegen (1.6.94) gilt fiir die Radialkom-

ponente

a1 a a -
Fiir w # 0 folgen daraus wegen die Randbedingungen
B.(k,7) = B/(k,7) =0. (3.5.100)
7 =a r =b

Aus (3.5.90) finden wir weiter fiir die p-Komponente

6,V x B/(k,7) = 2B (b7)— 2B (b7) =i E (k7). (3.5.101)
dz r c ?

Wegen (3.5.98) mufl also diese Komponente der Rotation von B’ auf den Leiteroberflichen verschwinden,
und wegen (3.5.100) bedeutet dies die weitere Randbedingung

c c By(k,7)| =0 (3.5.102)

dr 7 =a 37" r=b

fiir B’. Um nun die Randbedingung (3.5.98) fiir die z-Komponenten von E’ durch den Ansatz (3.5.95) zu

erfilllen, miissen wir das Gleichungssystem

B.(k,7)

(3.5.103)
AT,k b)+BSIN, (b b) =
6sen. Es ist also entweder A( ) = B(i) 0, oder es muf}
Jm(de) Nm<kj_ﬂ) — _ —

sein. Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir & . Aufgrund des asymptotischen Verhaltens der Bessel- und
Neumannfunktionen bzw. bei groflen Argumenten ist klar, dafl fiir jedes 72 € N, diese tran-
szentdente Gleichung, die wir nur numerisch 16sen kénnen, unendlich viele Losungen besitzt, die wir mit
kj_n bezeichnen wollen, wobei » € N laufen soll. Aus dem Verhalten der Bessel- und Neumannfunktio-
nen fiir kleine Argumente (3.5.25) bzw. (3.5.26) folgert man noch, daff &, = O fiir kein m eine Ldsung von

(3.5.104) sein kann. Dabei steht d1e Bezelchnung TM fiir die Wellenzahlen fiir transversal magnetisch. Diese

Bezeichnung wird gleich noch klar werden. Ist (3.5.104) erfiillt, lautet die Losung fiir (3.5.103)
L(TM)

(F) _ _ 4 Ik Lnm® @)
B, =—A,, i

Nm(k( )a)

Lnm

(3.5.105)

Definieren wir also die Funktionen

T (k™)

1lnm

¢nm VJ_ (/eJ_nm ) WNm(kJ_nm rJ_) exp(lm§0)> (3.5.106)
Nm kJ_nm )
lautet die allgemeine Lésung der Helmholtzgleichung fiir £, gemif3

oo

E; ™k, 7)=>" Z > AN b (7 )exp(iAk{M ). (3.5.107)

n=1m=—00 Je{—1,4+1}
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Nun erfiillen die ¢,,,, die ebene Helmholtzgleichung

(AL +E Mg (7)) =0. (3.5.108)

Dies konnen wir als Eigenwertgleichung fiir den ebenen Laplaceoperator A | lesen. Da dies bzgl. des Skalar-
produkts

(Flg), = fD Prof(F)g(F) (3.5.109)

ein selbstadjungierter Operator ist, bilden die ¢,,,, ein orthogonalens Funktionensystem. Dabei bezeichnen
wir mit D die kreisringformige Querschnittsfliche des Wellenleiters. Durch geeignete Wahl der Konstanten
N, in der Definition (3.5.106) konnen wir erreichen, daff diese Funktionen normiert sind, d.h. daf§

<¢nm |¢n’m’ )J_ = Snn’amm’ (35110)
gilt. Wahlen wir die N,,,, € R, so sind die ¢, € R. Nun ist weiter

(%J_‘zénm)(%J_(;énm):%J_(sénm%J_génm)_qsnmAJ_qsnm:%J_(stnm%lqsnm)-i_[kfz\i)]z im (3'5'111)

Mit dem Stokesschen Satz in der Ebene erhalten wir daraus

0< | @18, Fubu) =0T | drigh, =[KINT- 65112
Damit ist aber k E R, und wir kénnen
R > 0 (3.5.113)

wihlen, denn fiir negative /e(T]\:i entsteht keine neue linear unabhéngige Losung der Eigenwertgleichung

3.5.108). Folglich sind die ¢,,,, mit den positiven reellen Losungen k M der Glelchung 3.5.104) ein voll-
standiges Orthonormalsystem von Losungen. Wir wihlen weiter gemaﬁ

(T (/eg}jf)z —k s k(D> E, (3.5.114)
(R0 gl £ <k,

Das jeweils andere mégliche Vorzeichen haben wir in (3.5.107) bereits explizit berticksichtigt.

Auf genau analoge Weise erhalten wir die allgemeine Lsung fiir B, als Entwicklung nach dem vollstindigen
Orthonormalsystem

TE
=\ _ A7/ k(TE) J/ (kj_mzl“) k(TE)
Bum (P = Ny | TR 7)== — =N, (k] 7)) (3.5.115)
N (kan )

wobei die /e( ~ > 0 entsprechend der Randbedingung (3.5.102) die Losungen der transzendenten Gleichung

Tk a)N, (R B) =T, (k b)N, (R a) =0 (3.5.116)

sind. Es ist weiter klar, daf§ in diesem Fall

(TE) S\ 1
Rl =0 $oo(71)= b —a)

= const. (3.5.117)
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

stets eine die Randbedingungen erfiillende Losung ist. Wie bei den TM-Losungen zeigt man, daf3

FY >0 (3.5.118)

ist, und wieder wihlen wir

LTE) _ +Hy/ (R k2 falls P >k, 55119
Ve —E falls R <,

Die allgemeine Losung fiir B, lautet dann

7 :i i > B G (7)) exp(iMk{TE)2). (3.5.120)

n=1m=—00 \e{—1,+1}

Nun miissen wir zu jeder Lésung fiir £, und B, die Transversalkomponenten von E’ und B’ finden. Wegen

(3.4.50) gentigt es, E | (k,7) zu ermitteln. Dazu bedienen wir uns des Helmholtzschen Zerlegungssatzes in
zwel Raumdimensionen. In zwei Dimensionen a3t sich dieser Satz auch bzgl. des quellenfreien Feldanteils

auf die Potentialtheorie zuriickfiihren, denn fiir jedes Vektorfeld \7(l)(7 | ) ist auch
TV =g, v (3.5.121)

wieder ein Vektorfeld, wobei wir uns kartesischer Koordinaten bedient und die Summationskonvention iiber
J,k €{1,2} angewandt haben. Das Levi-Civitasymbol ist analog zum entsprechenden Symbol im Dreidimen-
sionalen durch €, = —¢,; = 1 und ¢,; = ¢,, = 0 definiert. Durch Ausschreiben der Komponenten ist leicht
zu zeigen, daf§

+4 V) = —yperp) (3.5.122)

ist. Damit folgt aus V, VL =0

3, (1V),—3,(1V), ==V, - VP =o. (3.5.123)

Dies entspricht aber der Rotationsfreiheit des Vektorfeldes T\7l, d.h. es existiert ein Skalarfeld ¥, so daf§
V=V, U= Vi=—4V, T (3.5.124)

Wir kénnen dies auch dreidimensional formulieren, indem wir

Vl
Vi) =V, (3.5.125)
0

definieren. Dann folgt aus div V| (7) =V, - V| (¥) =0 und (3.5.125)
Vi(7)=V x &, U(7) = =2, x V(7). (3.5.126)

Dabei kénnen offenbar V; und V, auch von z abhingen, denn weder in div \_/l noch in (3.5.126) treten Ablei-
tungen nach z auf, so dafl sich in diesem Falle z hinsichtlich der Differentialoperatoren wie ein unabhingiger
Parameter verhilt.

Aus (3.5.89) folgt

divE'(k,7)=V | -E|(k,7)+ ,EL(k,7)=0= V| -E|(k,7) =—3,EL(k, 7). (3.5.127)
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Gemifd dem Helmholtzschen Zerlegungssatz, suchen wir zunichst ein skalares Potential ®(7) mit

—V |-V, 8(F) = =—J,F, = —Z Z > AN & (7)) exp(idk{™ 7). (3.5.128)

=1m=—00 Je{—1,+1}

Dies wird aber offenbar durch

o oo (T™) _ )
N=>. > 2 2 Fanm_ AN T | b (FL)expi ARG 2) + E (R, 7) (3.5.129)
n=1m=—oo /16{—1,4—1} <kjjll\:i)>

erfiillt, wobei

E|,(k,7)=0 (3.5.130)

sein muf3. Um E, zu bestimmen, verwenden wir die z-Komponente von (3.5.92):

zz-mtﬁizz.(%xf) ¢,-(VixE])

> 3.5.131
B =03 S S B GoepikHa. TP
n=0m=—00 le{—1,+1}
Gemif (3.5.126) muf} es ein Skalarpotential U(7) gegeben, so dafs
E{,==8, xV U(7). (3.5.132)
Daraus folgt weiter
¢, (VixE})=—A. (3.5.133)

Daraus ergibt sich, daff (3.5.131) nur erfiillt sein kann, wenn B! =0 ist. Demnach gilt

M=o S S L B epak) (3.5.134)

n=1m=—00 Je{—1,+1} (kJ_nm)

d.h. gemif§ (3.5.132)

y=—iw ] D0 > g V(7 1) explidkp z) + E | TEM), (3.5.135)
n=1m=—00 Je{—1 +1} J_nm)z
Dabei erfiillt EJ/_(TEM)
V-E[TEM =g 5 £ (TEM) — g, (3.5.136)
Es existiert also ein Skalarfeld ®(TEM) mit
E[TM = v oM7) A oTEM7) =0, (3.5.137)

Man rechnet leicht nach, daff eine allgemeine Losung der Laplacegleichung in zwei Dimensionen die Fourier-
entwicklung

(D)
B(TEM)(3) = Z { A exp(1/1kz)ln< >_|_ Z <(/1)yl+i—>exp(1/1kz+1mgp)} (3.5.138)
o

Ae{—1,1} meZ\{0
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

besitzt. Die Randbedingungen fiir £, liefern zwingend A,, = B,, =0 fiir m # 0, so daff schliefilich

. AD exp(ikz) + A7) exp(—ikz
Ej_TEM)(;») _“h p(ikz) +4; " exp( )gr (3.5.139)
Ty

folgt. Insgesamt haben wir also fiir das elektrische Feld die allgemeine Losung

) o) M
23 3 kwg AT | o (P expliAez)

n=1m= As{—1+ J_nm

—le Z Z L X V1 (7)) exp(i Ak 2)

=1 m=o00 Je(—1,+1} ( inm) (3.5.140)
N Aé exp(ikz) +AO )exp(—lkz)_)

r

Ty

+Ezf f ST AN (P explidz).

00 Je{—1,+1}

Dabei entspricht die erste und letzte Zeile den transversal magnetischen Feldern, denn der Reihenentwick-

lung nach den TE-Moden entspricht keine z-Komponente des magnetischen Feldes, wie wir gleich in der

nichsten Gleichung zeigen werden. Das Magnetfeld ist also transversal zur Zylinderachse, was die Bezeich-

nung transversal magnetisch (TM) rechtfertigt. Die zweite Zeile ist der transversal elektrische (TE)-Anteil
<

des elektrischen Feldes. In der Tat tritt keine £,-Komponente mit Koeffizienten B,;, auf. Die vorletzte Zei-

le ist die TEM-Mode, fiir sowohl E§TEM) = 0 als auch BETEM) = 0 ist, d.h. fiir diese Mode ist sowohl das
elektrische als auch das magnetische Feld transversal.

Das Magnetfeld ergibt sich daraus durch Bildung der Rotation gemif$ (3.5.92):

oo

k 7 _m)z Z Z ) [e, XVJ.¢nm (71)] exp(l/lkznm z)

n=1m=—00 Je(_ 1+1}( an

+IZ Z Z /1 nm kznm vlsbnm rJ_ eXp(l/Ueznm )

=1 m=—00 \e{—1+1) (k)2 (3.5.141)
N ,{AO exp(1kz)+AO )exp(—i/ez)
; T

53D I NIRRT

00 \e{—1,+1}

-

€

Die Ubereinstimmung der letzten Zeile mit (3.5.120) zeigt die Konsistenz unserer Entwicklung nach Eigen-

moden.

Wir bemerken noch, daff analoge Rechnungen fiir einen einzelnen Kreiszylinder als Hohlraum das Verschwin-
den des TEM-Modes ergeben, weil die einzig mogliche Losung wie eben ebenfalls von der Form (3.5.139) sein

miifite, diese aber in 7| = 0 singuldr ist, also nicht auftreten darf. Die TE- und TM-Moden weisen stets eine

Dispersion entlang der z-Richtung auf, und fiir £ < /e (TE,TM)

) sind die Wellen sogar gedimpft, da dann der
entsprechende k,-Wert rein imaginir ist. Das Signal W1rd also fiir breitbandige Signale stets verzerrt.
Daf$ in der Tat nur entlang der z-Richtung exponentiell gedimpfte und nicht exponentiell wachsende Lo-

sungen physikalisch sind, ergibt sich dabei aus dem Kausalitatsprinzip. Um das zu verstehen, nehmen wir
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als Anfangsbedingung an, daf} zur Zeit ¢t = 0 fiir z > 0 die Felder E und B verschwinden. Da weiter fiir
w — oo fiir jede TE, - oder TM,, -Mode k,,,, — |w|/c, konnen wir fiir jede Mode das Fourierintegral
bzgl. w berechnen, indem wir fiir ¢ > 0 das Integral in der oberen Halbebene schlieflen. Damit bei ¢ =0 die

Felder fiir z > 0 verschwinden, miissen wir fiir k£, die Wurzeln

2

_ 1lnm . _
kznm —/€ 1—m mit k =

w
C

(3.5.142)

wihlen, wobei wir unter der Wurzel den Hauptwert verstehen, und wir diirfen nur die Terme mit A = +1
beibehalten. Die entstehenden Wellenmoden sind dann fiir die sog. evaneszenten Moden, fiir die &,,,,, rein
imagindr wird, fiir z > 0 stets exponentiell geddmpft. Fiir die Moden, die propagieren, d.h. fiir diejenigen, fiir
die b, reell ist, laufen die entsprechenden Wellen fiir z > 0 stets ausschliellich in positive z-Richtung, und es
gibt keine zuriicklaufenden Moden. Entsprechend kann man fiir andere Anfangsbedingungen argumentieren.
Es ergibt sich stets, daff fiir die evaneszenten Moden nur die gedimpften Anteile physikalische Losungen sind.

3.6 Modifizierte Bessel-Funktionen

Die modifizierten Bessel-Funktionen, auch als hyperbolische Bessel-Funktionen bekannt, werden in der
relativistischen Quantenfeldtheorie und statistischen Mechanik bendtigt.

3.6.1 Definition und Eigenschaften der modifizierten Bessel-Funktionen

Wir kdnnen die modifizerten Bessel-Funktionen {iber die gewohnlichen Bessel- und Neumann- bzw. die Han-
kelfunktionen aus Abschnitt[3.5.2leinfiihren. Die modifizierten Bessel-Funktionen 1. und 2. Art sind dann
beziehentlich durch

I(x)=exp <—i%>]a(ix), (3.6.1)

2l () L,(x)

2 sin(amn) 062

K, (x)=

definiert. Fiir ganzzahlige @ ist in der letzteren Formel der jeweilige Grenzwert zu verstehen. Aus der Rei-
henentwicklung fiir J,, (3.5.15) ergibt sich sofort diejenige fiir die modifizierte Bessel-Funktion,

e 2j+a
= <—> . (3.6.3)
P J'T(; +a+1) 2

Daraus ist ersichtlich, daf§ diese Funktion fiir reelle Argumente reell ist.
Kombinieren wir andererseits die Definition der Neumannfunktionen (3.5.17) und der Hankelfunktionen

(3.5.27), erhalten wir aus (3.6.2) die Beziehungen
1
i < ot >H( )(1x) gexp <—i7‘c

K =—

2(%) 5 explim

Man kann nun vermége (3.6.1) bzw. (3.6.4) die fiir die gewdhnlichen Zylinderfunktionen hergeleiteten Be-
ziehungen auf die modifizierten Bessel-Funktionen tibertragen. Fiir physikalische Anwendungen besonders
niitzlich sind die folgenden Integrale.

Fiir o = m € Z folgt aus (3.5.50) vermége (3.6.1) nach einigen kurzen Umformungen

L,(x)= %fﬂ dy cos(me)exp(x cosy). (3.6.5)

a+1

> HP(—ix). (3.6.4)
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Dabei haben wir verwendet, daff wegen I, (—x)=(—1)"1(x) ist.

Eine weitere wichtige Integrationsformel ergibt sich nach einfachen Umformungen fiir x > 0 unmittelbar aus
(3.5.87) und (3.6.4):

K, (x)= JOOO dz cosh(mz)exp(—pcoshz). (3.6.6)

3.6.2 Die kanonische Zustandssumme eines relativistischen idealen Gases

In der klassischen statistischen Physik lautet die Einteilchenzustandssumme fiir ein relativistisches Gas aus
spinlosen Teilchen mit Masse m

pexp(—L1/ m2+ p2). (3.6.7)

Dabei haben wir das modifizierte Plancksche Wirkungsquantum # = 1, die Vakuumlichtgeschwindigkeit
¢ = 1 und die Boltzmannkonstante k5 = 1 gesetzt (natiirliche Einheiten). Es gilt weiter 8 = 1/T, wobei T
die absolute Temperatur des Gases bezeichnet.

Fiihren wir Kugelkoordinaten ein, konnen wir sofort iiber die Winkel integrieren, was einen Faktor 47 ergibt,
und es folgt

Z(B)= Z—LLOO dp pzexp<—,3\/ m? +p2>. (3.6.8)

Dieses Integral konnen wir durch Substitution von p = m sinhy in die Form

Z(B)= f dp sinh? y coshy exp(—Bm coshy)

27T2
_ Vm?
~ 8n2
Vm?

- 82

fo dy exp(—Bm coshy)[cosh(3y)—coshy] (3.6.9)

[Ks(Bm)—K, (Bm)]= Ky(Bm).

ﬁ
Dabei haben wir in den beiden letzten Schritten (3.6.6) bzw. die aus (3.5.62) folgende Rekursionsformel

2
K,(0)= 7’"K (p)+K,p_i(p) (3.6.10)

angewandt.

Fiir die mittlere Energie der Teilchen folgt

1426)_ o )~ Kol pm)
Z dp 8 K,(Bm)

Dabei haben wir die den Gleichungen (3.5.61) entsprechenden Ableitungsregeln fiir die modifizierten Bessel-
Funktionen und die Rekursionsformel angewandt

u(p)=-—

(3.6.11)

Den nichtrelativistischen Limes erhilt man fiir 87 = m /T > 1 aus der auf die modifizierten Bessel-Funktionen
umgeschriebene asymptotische Formel (3.5.41). Dann folgt fiir die Zustandssumme

_m_
2rf3
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3.7. Hermate-Polynome
und fiir die mittlere Energie eines Teilchens
UB)=m+ . (3.6.13)

Das stimmt, abgesehen von der der relativistischen Konvention entsprechenden Wahl des Energienullpunkts
E(p =0) = m mit der Formel klassischen Formel fiir die mittlere kinetische Energie eines Teilchens in einem
idealen Gas der Temperatur 7 =1/,

Eyin= U(/J’)—rn:—:%T, (3.6.14)

tiberein.
Den ultrarelativistischen Grenzfall Bm < 1 ergibt sich aus den Entwicklungen (3.5.26) unter Verwendung

von (3.5.27) zu
\%4

~ ~ 3 _
Z(ﬁ)ﬁ;ﬁmz—ﬁ}, U(,@)ﬂn;o ﬂ_3T. (3.6.15)

3.7 Hermite-Polynome

Die Hermite-Polynome sind ein System orthogonaler Polynome im Hilbertraum L[ R, exp(—x?)]. Das ist
derjenige Hilbertraum von Funktionen f : R — C, fiir die das Skalarprodukt durch

oo

(Flghy= f dx exp(—x?) f*(x)g (x) 6.7.1)

—0Q

definiert ist.

3.7.1 Berechnung der Hermite-Polynome

Es ist klar, dafl wir die Hermitepolynome wieder mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfah-
rens aus Abschnitt [3.1] konstruieren kdnnten. Dieses Verfahren ist jedoch etwas mithsam zur Berechnung
dieser Polynome. Es ist daher besser, gleich von der Rodrigues-Formel fiir die Hermitepolynome

H, (x) = (~1)" exp(e))

exp(—x?), neN, (3.7.2)

xﬂ

auszugehen’] Durch fortgesetzte Anwendung von Ketten- und Produktregel wird sofort klar, daf§ dies tat-
sichlich reelle Polynome 7-ten Grades sind.

Daf} sie auch ein Orthonormalsystem bzgl. L*[R,exp(—x?)] bilden, zeigt man mit Hilfe der erzeugenden
Funktion. Diese ist durch

[ee] Zn
F(x,z)zéHn(x)z (3.7.3)
definiert. Es ist klar, dafl wir aufgrund des Taylorschen Satze von der Entwicklung einer analytischen Funk-
tion in eine Potenzreihe die Hermitepolynome durch

n

m Qgn

H F(x,z) (3.7.4)

z=0

"Wir verwenden hier die in der Physik {ibliche Definition. In der mathematischen Statistik sind auch andere Definitionen ge-

briuchlich.
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

berechnen konnen. Es ist auch leicht, unter Verwendung des Taylorschen Satzes die erzeugende Funktion
explizit auszurechnen. Dafiir setzen wir in der Definition (3.7.3) z = x —y und verwenden (3.7.2):

o0 A\ dn
F(x,z)= exp(xz)z b n'x) T exp(—x?) (3.7.5)
n=0 . h

= exp(x?) exp(—y?) = exp[x? — (x — 2)*] = exp(2x z — z°).

Um nun die Orthogonalitit der Hermitepolynome nachzuweisen, definieren wir die Funktion

oo

f(z1,2,) :f dx exp(—x?)F(x,2,)F(x,2,), (3.7.6)

—0Q

denn dann ist einerseits aufgrund der Definition von (3.7.3)

Flz1,2))= i “4%h f ” dx exp(—x)H, (x)H, (x), (3.77)

1921
711,71220 nlnz —00

so daf$ wir durch Taylorentwicklung von /" um z; = z, = 0 die gewiinschten Integrale erhalten, und anderer-
seits finden wir mit (3.7.6)

f(zy,2y) = f dx exp[—x? 4 2x(z, + 2,) — 28 — 73 ]. (3.7.8)

Dieses GaufSsche Integral 133t sich mit Hilfe der in Abschnitt hergeleiteten Formeln zu

f(zy,2,) = Vrexp(2z,2,) (3.7.9)
auswerten. Gemifd erhalten wir also die gewlinschten Integrale durch
o0 am Jdm
f dx exp(—x*)H, (x)H,, (x)= W_nzf (21,2,) (3.7.10)
oo z,' dz, —
Nun ist aber p
7
S (212) = V(22" exp(22,2)). (3.7.11)
2

Um diesen Ausdruck wiederum 7,-mal nach z; abzuleiten wenden wir die Leibnizsche Produktdifferentiati-

onsformel an
am gm , e 4k " gm—k
f<zl,Zz>:ﬁzzZ<Ezﬁ> a2+

e CXP(2Z122) . (3712)
dz;' dzy® k=0

Jede Ableitung der Exponentialfunktion bringt nun einen Faktor z, in den entstehenden Ausdruck ein, so
dafd dieser fiir z; = z, = 0 verschwindet. Das bedeutet, daf§ in der Summe {iberhaupt nur der Term mit k = 7,
relevant ist. Ist nun 7, < 7,, bleibt in diesem Term z;""™ stehen, und fiir 7, > 7,, verschwindet die 7;-te
Ableitung von z;?. Also verschwindet tatsichlich fiir 7, # n,. Die Hermitepolynome sind also ein
auf L[ R, exp(—x?)] orthogonales Funktionensystem. Auch ihre Normierung ergibt sich leicht aus unserer
obigen Uberlegung. Mit (3.7.10) und (3.7.12) folgt némlich fiir 7, =7, = n

J°° dx exp(—x?)HA (x) = /7 2"n! . (3.7.13)
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3.7. Hermate-Polynome

Wir verwenden nun die erzeugende Funktion, um einige niitzliche Formeln fiir die Hermitepolynome her-
zuleiten. Um zu einer Rekursionsformel fiir die Hermitepolynome zu gelangen, differenzieren wir die er-
zeugende Funktion nach z. Aus (3.7.3) und (3.7.5) folgt durch Ableiten nach z

8 2\ 5 1 n—1 __ 5 1 n
ZF(x z) = 2(x—z)exp(2xz—z)_;Ean(x)z _EEHM(;C)Z. (3.7.14)

Multiplizieren wir andererseits die Reihenentwicklung (3.7.5) mit 2(x — z), ergibt sich

1
—F(x,z)=>» —2(x—z)H "
Pl 1= e o, (07
o 1
=> —[2xH,(x)z" —22z"""] (3.7.15)
n=0 n!
=S Lo - S0 (x)2"
B n=0 n! ! n=1 (71 - - .
Ein Koeffizientenvergleich der Reihen (3.7.14) und (3.7.15) liefert dann
H,(x)=2xHy(x), H, (x)=2xH, (x)—2nH,_(x). (3.7.16)

Zusammen mit Hy(x) = 1 lassen sich daraus die Hermitepolynome sowohl analytisch als auch numerisch
bequem berechnen.

Dieselbe Technik erlaubt die effiziente Berechnung der Ableitung der Hermitepolynome. Leiten wir die
erzeugende Funktion (3.7.3) nach x ab, erhalten wir unter Beriicksichtigung von (3.7.5):

iF (x,z :nfjH —n —2zexp(2xz—zz):§::0 2 izH nl).. (3.7.17)
Der Koetfizientenvergleich der Potenzreihen liefert dann
H/ (x)=2nH, (x). (3.7.18)
Die zweite Ableitung ist demnach
H/(x)=4n(n—1)H,_,(x). (3.7.19)

Wenden wir hierauf die Rekursionsformel (3.7.16) fiir » — 72 — 1 an, finden wir
H(x)=2n[2xH,_(x)—H,(x)] = 2xH, (x) —2nH,(x). (3.7.20)

Dabei haben wir im letzten Schritt nochmals (3.7.18) angewandt. Diese Differentialgleichung kann man auch
in der Form

hH, (x):= <—— +2x—> H,(x)=2nH,(x), (3.7.21)

d.h. als Eigenwertgleichung schreiben.

Wir kénnen leicht nachweisen, dafl h auf dem Hilbertraum L?[R, exp(—x?)] wesentlich selbstadjungiert ist.
Dazu schreiben wir den Operator zunichst in der Form

hf (x) = —exp(x*)[exp(—x*)f"(x)], (3.7.22)

was man sofort durch Produktdifferentiation nachweist.
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Seien nun f, g € L?[R,exp(—x?)] wenigstens zweimal stetig differenzierbare Funktionen, die fiir x — 00
schneller verschwinden als jede Potenz. Dann folgt durch zweimalige partielle Integration

(f Ihg ) f d f*(x)exp(—x)g ()] = j " ) exp(—x2)g ()

f dx [exp(—x2)f*/( J dx exp(xd)[hf*(0)]g( (3.7.23)

hflg H’

d.h. wie behauptet die Selbstadjungiertheit der Hermitepolynome auf dem dichten Teilraum der schnell fal-
lenden beliebig oft differenzierbaren Funktionen.

Da die Hermitepolynome wegen Eigenfunktionen des selbstadjungierten Operators h sind, ist dies
ein weiterer Beweis fiir die Orthogonalitit der Hermitepolynome, denn Eigenfunktionen eines selbstad-
jungierten Operators zu verschiedenen Eigenwerten sind stets orthogonal. Das zeigt man sehr einfach unter
Verwendung des Skalarprodukts:

H, |th ), =k(H, |H,e )=(hH, ’H,e )= (H, |H,e ), (3.7.24)
d.h,
(j—k)(H; | Hy ) =o. (3.7.25)

Daraus folgt fiir j # k sofort <H]» | H, > =

Man kann zeigen, daf} die Hermitepolynome ein auf L?[R, exp(—x?)] vollstindiges Orthogonalsystem bil-
den, d.h. definieren wir die Orthonormalbasis

~ 1
H =
=N Tz

wobei wir den Normierungsfaktor der Gl. (3.7.13) entnommen haben, so gilt fiir eine beliebige Funktion
f € LY[R,exp(—x?)] die verallgemeinerte Fourierentwicklung

f :iﬁn(x)<ﬁ|f>H. (3.7.27)
n=0

H,(x), (3.7.26)

Das impliziert weiter, daf§ die Funktionen

u,(x)=F,(x)exp <—%2> (3.7.28)

ein VONS im Standardhilbertraum L?(R) bilden, denn fiir f € L*(R) kann man die Funktion ]F (x) =

exp(x?/2)f(x) betrachten. Diese liegt offenbar in L2[R,exp(—x?)] und kann daher durch die Reihe
dargestellt werden. Fiir die Koeffizienten gilt

f; J dxexp<——> f doc o, (x)f (x) = (u, | ). (3.7.29)

Fiir die Umkehrung erhalten wir

fe) = exp (=)0 Zexp<——) ({11, f>H=2un<x><un|f>. 6730

Das bedeutet, daf} in der Tat f als verallgemeinerte Fourierreihe bzgl. des Orthonormalsystems (3.7.28) auf
L2(R) darstellbar ist.
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3.7. Hermate-Polynome

3.7.2 Anwendung: Die Energieeigenfunktionen des harmonischen Oszillators

In der Quantenmechanik spielen die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators eine besondere Rolle, denn
sie reprasentieren die stationdren Zustinde des Systems. Der harmonische Oszillator ist eines der wenigen
vollstindig analytisch l6sbaren Probleme.

Der Hamiltonoperator lautet

B &2 me?
H:—E@-i- > x2. (3.7.31)

Dabei ist % := b /(27) das modifizierte Plancksche Wirkungsquantum, 7 die Masse des Teilchens und « die
Eigenfrequenz des entsprechenden klassischen Oszillators. Die Eigenwertgleichung ist also

2
Hgb(x):—f—mug(x)—i- mwzxzuE(x):EuE(x). (3.7.32)

Wir suchen dabei alle Werte fiir E, fiir die diese Gleichung Losungen #; € L*(R) besitzt.

Als erstes vereinfachen wir das Problem ein wenig, indem wir die unabhingige Variable x und die Energie £

umskalieren:
x =1 P potbe. (3.7.33)
mew 2

Fassen wir dann # als Funktion von & anstatt von x auf, schreibt sich die Eigenwertgleichung (3.7.32) in der

Form

—ug(&)+ & up(&) = engp(&). (3.7.34)

Wir betrachten als erstes das asymptotische Verhalten einer Losung der Differentialgleichung fiir & — +oo0.
Dann kann man e auf der rechten Seite gegen &2u, (&) vernachlissigen, und wir erhalten die Differential-
gleichung

u”"(E)=E*u(&). (3.7.35)
Setzen wir nun #(&) = exp(—¢&?/2), so ist
%/’(5)=(§2+1)%(5)5io (), (3.7.36)
d.h. asymptotisch verhilt sich # wie exp(—&?/2). Entsprechend machen wir den Ansatz
£2
up(&)=-exp <—7> ve(&). (3.7.37)

Setzen wir dies in (3.7.34) ein, erhalten wir nach einigen einfachen Umformungen

hvp (&) = (e —1)ovg(8), (3.7.38)

wobei h der durch (3.7.21) definierte Differentialoperator ist. Die Losungen dieser Eigenwertgleichung auf
L2[R,exp(—&?)] sind gerade die Hermiteschen Polynome H, (&) mit den Eigenwerten 27. Nach unseren
Bemerkungen im Anschluf§ an (3.7.27) wird unser Problem also durch das VONS (3.7.28))

£\ ¢
) =exp( =5 ) 1,(6) 6739
gelost. Die dazugehorigen Eigenwerte sind
¢, —1=2n=¢,=2n+1, (3.7.40)
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

also die Energieeigenwerte gemaf3 (3.7.33); in physikalischen Einheiten erhalten wir

E = 757“)(2;1 +1). (3.7.41)

n

Die Eigenfunktionen sind beim Umschreiben vom & auf x entsprechend neu zu normieren:
7, (x) <ma)>1/4e < ma)x2>I:I < ma)x> (3.7.42)
=(— xp(——— —x). 7.
” z ST RPN

3.8 Laguerre-Polynome

Die Laguerre-Polynome sind ein System orthogonaler Polynome im Hilbertraum LRy, exp(—x)), auf
dem das Skalarprodukt fiir zwei Funktionen f, g : Ry, — C durch

(Fleh = fo " dr exp(—x)f (0)g(x) 3.81)

definiert ist. Wie wir unten sehen werden, sind die Laguerre-Polynome eng mit der Losung des Energieeigen-
wertproblems fiir das Wasserstoffatom in der Quantenmechanik verkniipft.
3.8.1 Definition und Eigenschaften der Laguerre-Polynome
Wir fithren die die Laguerre-Polynome als Losungen der Laguerreschen Differentialgleichung

—xy" —(1—=x)y' =ky (3.8.2)
ein. Dies konnen wir als Eigenwertproblem des Differentialoperators

Lf(x)= —xd— (x)—(1— x)%f(x) = —expx% [x exp(—x)%f(x)] . (3.8.3)

lesen. Wir weisen nach, dafl er bzgl. des Skalarprodukts (3.8.1) selbstadjungiert ist. Durch zweimalige parti-
elle Integration folgt nimlich fiir £, g € C3°(R5)

ltgh = | dv esplon)r (o) ~espr [ esp-n) et}

— Lm dx [% f*(x)i| xexp(—x)dix o(x) (3.8.4)
d

= | avestn) e [repn 0]} g = (01 1e),

Da der Raum C;°(R,) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen, die schneller fallen als jede Potenz,
dicht in L*(R, exp(—x)) liegt, ist der Operator (3.8.3) tatsichlich selbstadjungiert.

Folglich sind die Eigenwerte dieses Operators reell und die dazugehorigen Eigenfunktionen zu verschiedenen
Eigenwerten zueinander orthogonal. Seien nimlich #,, diese Eigenfunktionen, so gilt wegen der Selbstadjun-
giertheit von L

(i | L) = (g | ooy ) = Rl | = (Lo |y ) = Ry [y, ) = ¥ |2, (3.8.5)
so dafl wegen || || # 0 auf & = k* (d.h. k € R) geschlossen werden darf. Weiter gilt
(| L) = (e | Loy ) = D |y ) = (Lig |y ) = (ong |y ) = e (g | g ) (3.8.6)
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3.8. Laguerre-Polynome

bzw.

Falls k # [ ist, muff also (#;, | #;) = O sein, d.h. #;, und #; sind fiir & # [ zueinander orthogonal.

Wir zeigen nun, daf§ die Eigenwerte von L durch die ganzen nichtnegativen Zahlen gegeben sind und die
Eigenfunktionen Polynome sind. Setzen wir einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz

[ee]
x):x’lza/ex/e (3.8.8)
k=0

in die Eigenwertgleichung (3.8.2) ein, folgt nach Sortieren der Potenzen von x durch Koeffizientenvergleich
die Rekursionsformel

= ﬁan. (3.8.9)
Bricht diese Reihe nicht ab, ergibt sich fiir 7 > k:
1
d"“nik n_—l-ldn’ (3.8.10)
so dafd fiir grofle x — oo das asymptotische Verhalten durch
y(x) = expx (3.8.11)

X—0Q0

gegeben ist. Damit wire aber y ¢ L2(R,exp(—x)), scheidet also als Eigenfunktion aus. Wir miissen also
durch geeignete Wahl von k dafiir sorgen, daf} die Reihe abbricht, d.h. fiir

keN,. (3.8.12)

Die dazugehérige Eigenfunktion #, des Differentialoperators L ist dann ein Polynom vom Grade k. Wir
koénnen es mit (3.8.9) explizit ausrechnen, wobei wir noch die Normierung durch Wahl von 4, festlegen
miissen. In der Phys1k ist die Wahl 4, = k! iiblich. Damit sind die Laguerre-Polynome durch

= k!
Z:;J <n> n: " (3.8.13)

gegeben.
Mit Hilfe der Leibnizschen Produktformel (3.2.81) findet man weiter

d — "
Tk [xk exp(—x ]_exp ; <n>n' , (3.8.14)
so daf} die Rodrigues-Formel fiir die Laguerrepolynome
Ly(x)= & 3.8
k(x)_(expx)w [x exp(—x)] (3.8.15)

lautet.

Mit ihrer Hilfe folgt fiir die Normierung der Laguerrepolynome

(o) d/e 2
(Le L)y :L dx expx {d p I:xk exp(— )]} . (3.8.16)
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Wir konnen dieses Integral k-mal partiell integrieren. Denken wir uns jeweils die dabei auftretenden Ablei-
tungen nach der Leibnizschen Produktregel ausgefiihrt, sehen wir, dafl stets insgesamt immer ein Ausdruck
der Form P(x)exp(—x) tibrigbleibt, wobei P(x) ein Polynom mit P(0) = 0 ist. Die vom Integral freien Terme
verschwinden also jedesmal, so dafl insgesamt

00 k
<Lk|Lk>:L dx xkexp(—x)(—l)kdd {expxddk[xkexp(—x)]}

dk

0o (3.8.17)
= [ e stesplon)tf Lt

entsteht. Die Ableitung des Laguerrepolynoms ergibt sich leicht aus der expliziten Darstellung (3.8.13), wobei
wir nur den Term fiir #» = k berlicksichtigen miissen:

Ky 1) k! 3.8.18
Dies liefert insgesamt
(Ly L) = /e!f dx x* exp(—x) = (k!)>. (3.8.19)
0

Dabei haben wir das Integral mit Hilfe der partiellen Integration ausgewertet. Es gilt nimlich

I, ::f x* exp(—x J kx*lexp(—x) = kI, . (3.8.20)
0

Zusammen mit

Iy= J exp(—x)=—exp(—x)| =1 (3.8.21)
0 0
liefert dies vermittels vollstandiger Induktion in der Tat
Sy (3.8.22)
Damit bilden wegen die Funktionen
L(x)= k'Lk( x) (3.8.23)

ein VONS auf L*(R o, exp(—x)). Oft werden auch diese Polynome als die Laguerre-Polynome deﬁnier

Eine Rekursionsformel fiir die Laguerrepolynome erhalten wir mit Hilfe der Rodriguesformel (3.8.15), indem
wir eine Ableitung mittels Produktregel ausfiihren:

dk+1
Lis(x)= expxr [x* exp(—x)]
k
—expx dd p [(k + 1)x* exp(—x) — x*+! exp(—x)] (3.8.24)
— /e L _ dk /€+1 _
= (b DLy () —exp -+ [eH exp(—r)].
Im letzten Term auf der rechten Seite verwenden wir die Leibnizsche Produktformel
d* k+1 d* d &ty
@[ exp(—x)] = Tk —[x - x* exp(—x)] = x—[x exp(—x)]+k T [x® exp(—x)]. (3.8.25)

107 B. bezeichnet unter Mathematica die Funktion Laguerre [k,x] das Polynom (3.8.23).
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3.8. Laguerre-Polynome

Dies in (3.8.24) eingesetzt ergibt

d/e—l
Ly =(k+1—x)L,(x)—kexpx T 1[x/e exp(—x)]. (3.8.26)
Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite verwenden wir (3.8.24) fiir L:
d/e—l
Liy(x)=kLy_(x)—exp xm[xk exp(—x)] =
et X (3.8.27)
—expx m[x/e exp(—x)]=Ly(x)—kL;,_,(x).
X

Dies wiederum in (3.8.26) substituiert liefert schlielich die gesuchte Rekursionsformel
Ly (x)=(2k+1—x)Ly(x)—k*L,_(x), (3.8.28)

die sich mit den ,Startpolynomen®
Ly(x)=1, Ly(x)=1—x (3.8.29)

zur numerischen Berechnung der Laguerrepolynome eignet.

3.8.2 Die assoziierten Laguerre-Polynome

In der Physik, insbesondere beim Energieeigenwertproblem fiir das nichtrelativistisch behandelte Wasserstof-
fatom, tritt noch eine andere Klasse von Laguerre-Polynomen auf, die assoziierten Laguerre-Polynome.

Um letztere einzufiihren betrachten wir die Laguerresche Differentialgleichung in der Form
ELE)+(1=E)LL (&) +RL,(E)=0 (3.8.30)

und leiten diese j-mal (j < k) nach & ab. Mit Hilfe der Leibnizschen Produktformel entsteht dann die verall-
gemeinerte Laguerresche Differentialgleichung

ELVE) + LV NE) + (1= LY (&) — LY 4+ kLY (3.8.31)
Dabei bedeutet 4V
Lg)(é’):ELk(E) fir j€{0,1,...,k} (3.8.32)

die j-te Ableitung des Laguerre-Polynoms L,. Es ist offensichtlich ein Polynom (k — j)-ten Grades.
Sortieren wir (3.8.30) noch ein wenig um und schreiben die Gleichung als Eigenwertgleichung, erhalten wir

e - | WO =(-bL) 6839
Setzen wir hier nun k =i + j, folgt
d
[5d52 (J+1-— 5)—5]Ll+] sz’_ﬁ](E) (3.8.34)

. () :
Fiir vorgegebenes ; ist L; L en Polynom i-ten Grades.

Fiir das folgende ist eine andere Form dieser Funktionen bequemer zu handhaben. Dazu definieren wir die
assoziierten Laguerre-Polynome mittels ihrer Rodrigues-Formel

4k

LE)=¢Tewl)q

[exp(—&)EH]. (3.8.35)
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Wir beweisen nun die Gleichung

v (E)=(— 1)JMLJ(5) (3.8.36)

l-‘r] 7! 1

Dazu wenden wir die Leibnizsche Produktformel auf (3.8.35) an:

L) = 5fexp52 Y expl £><i><i+j><z'+j—1>---<n+;’+1>x"+f

(3.8.37)
=33 <>< e
Andererseits haben wir wegen
d] z+] i +]
6= ()
d{ J
i+]
G+
— Z 1)n<l + ]> "
n=j (n =) (3.8.38)

- 1)n+,<z+]><i+j)!xn

p— n+j n!
gy DS (NG,
== i! ;( D <n>(n+;')!

Der Vergleich dieser Gleichung mit (3.8.37) beweist also (3.8.36). Dabei haben wir wiederholt die Beziehungen

<d>—“—!—< ¢ > fir aeN, be{0,1,2,...,a) (3.8.39)
b _b'(d—b)'_ a—b ur a 0> s, 45...5a 0.

angewandt.

Nun zeigen wir mit Hilfe von (3.8.35), daf§ die assoziierten Legendrepolynome L{ zu festem j ein Orthogo-
nalsystem auf dem Hilbertraum L?(R, &/ exp(—&)) bilden. Das Skalarprodukt auf diesem Raum ist definiert
durch

(Fleh f dE & exp(—E)f*(E)g(€). (3.8.40)

Zum Nachweis der Orthogonalitit zeigen wir, dafl der Differentialoperator auf der linken Seite von (3.8.34)
auf diesem Hilbertraum selbstadjungiert ist. Dazu schreiben wir ihn in der Form

d . d d
Z,f(€) [5d—52+( +1—§)¥]f(£)=£ ’eXpé’@ gf(f)}. (3.8.41)

Die Selbstadjungiertheit ergibt sich mittels zweimaliger partieller Integration vermoge

&t exp(—€)

(Fl2e),, = @ d§[5’+1€Xp( )1z

—gg
:fo dg{ 5[5] exp(— ]} g(&) (3.8.42)

- | s ep-ang T s =(27]e),
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3.8. Laguerre-Polynome

Damit gilt
w

denn ,?ij ist Eigenfunktion des selbstadjungierten Differentialoperators ..

Z> =N, (3.8.43)

1j ¥

Zur Berechnung des Normierungsintegrals N;; verwenden wir die Rodriguesformel (3.8.35) und integrieren
i-mal partiell

Nif:<Lf’Lf>L,f:Loo( 1ydE Li(€ [?ﬂexp &)

. i (3.8.44)
:f dé Lj(f) [E”” exp(—¢)] J 1) exp(—&)EH —L)(&).
0 d¢i d¢’
Mit erhalten wir unter Verwendung von
N;; = L d€ exp(—=E)EH it =il(i 4 ) (3.8.45)

Ein Orthonormalsystem von Polynomen auf LA(R_;, &7 exp(—&)) ist demnach durch

() =1 l.,(l.—f”),L{@) (3.8.46)

Eine fiir die numerische Rechnung geeignete Rekursionsformel 1af3t sich auf exakt die gleiche Weise herleiten
wie die entsprechende Formel fiir die Laguerre-Polynome (3.8.28). Das Resultat lautet

gegeben.

L (&)= (2i+j +1—x)L)(x)—i(i + j)L]_,(x),
L&)=1, Li(E)=j+1-¢.

Dabei haben wir die ,Startpolynome* Lé und L{ durch Anwendung der Rodriguesformel (3.8.35) berechnet.

Es st klar, daf L%(&) = L;(£) ist und alle Formeln fiir j = 0 in die entsprechenden Formeln fiir die Laguerre-
Polynome iibergehen.

(3.8.47)

3.8.3 Die gebundenen Zustinde des Coulombpotentials

Wir betrachten die quantenmechanische Bewegung eines Teilchens der Masse 7 im attraktiven Coulombpo-
tential. Der Hamiltonoperator laute

H(7) = <——A——>¢(7). (3.8.48)

Wir suchen die Energieeigenwerte und die dazugehorigen Energieeigenfunktionen dieses Hamiltonopera-
tors, also

Es ist klar, daf der Hamiltonoperator auf L*(R) wesentlich selbstadjungiert ist, denn durch zweimalige par-

tielle Integration folgt
(411Hey) = (Hey[¢,), (3-8.50)

"YDer Zusammenhang der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstanten o mit der Ladung des Elektrons lautet in SI-Einheiten
a:=e?/(4meyho).
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

so daf} die Eigenwerte £ € R und die Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal zueinander
sind.

Aufgrund der Rotationssymmetrie des Potentials kdnnen wir die Eigenfunktionen in Kugelkoordinaten (7, ¢, ¢)
gleich als Separationsansatz
R 1
ug(r) = ;RE1<7>YZM(19’§0) (3.8.51)

schreiben, wobei Y;,, die in Abschnitt behandelten Kugelflichenfunktionen bezeichnen. Die Drehim-
pulsquantenzahl / und die Magnetquantenzahl 7 durchlaufen dabei die Werte / € Ny und m € {—I,—/ +
...,/ —1,1}
Der Laplaceoperator in Kugelkoordinaten lautet (angewandt auf #)
d? a d?
A%E:l (VME)+ 1 i sin o ! %E.
r dr? r2sint 3¢ a9 r2sin® @ Jd¢?

Darin (3.8.51) eingesetzt und (3.2.96) angewandyt, liefert fiir die Radialfunktion die Differentialgleichung

(3.8.52)

r 2m

2 I(l abc
- 0= M R, )| - 2R ) 10,0 = SR 0011, 0,00 0839

Kiirzt man den gemeinsamen Faktor Y, (¢, ¢)/r, erhilt man die Eigenwertgleichung fiir die Radialwellen-
funktion

I(1+1)

r2

2[Ry~

2m
Wir haben damit das Zentralkraftproblem auf die eindimensionale Bewegung eines Schrédinger-Teilchens im
Bereich r > 0 im effektiven Potential

RHUﬂ—%&ﬂM:E&%ﬂ. (3.8.54)

B +1
Vet = FU+D) 4 (3.8.55)
2mr? r
zuriickgefiihrt. Aufler dem urspriinglichen Radialpotential, hier vertreten durch das attraktive Coulombpo-
tential, ist noch das Potential der Zentrifugalkrifte oc 1/72 hinzugetreten, das wir im folgenden kurz als

Zentrifugalpotential bezeichnen.
Die Radiallgsung muf dabei offenbar zum Hilbertraum L*(R ) gehdren, und damit der Differentialoperator
auf der linken Seite dieser Gleichung selbstadjungiert ist, muf} zusitzlich die Randbedingung

Rgi(r=0)=0 (3.8.56)

erfiillt sein.

Wir wollen uns im folgenden auf die gebundenen Zustinde beschrinken, d.h. wir suchen Energieeigenfunk-
tionen zu negativen Energieeigenwerten E < 0. Um (3.8.54) zu vereinfachen, fithren wir die charakteristische
Wellenzahl £ und eine dimensionslose Ortsvariable & ein:

v—72mE
b bl

Setzen wir dann Ry;(7) = y;(&), ergibt sich nach einigen einfachen Umformungen die Radialgleichung

& 1 »n Il+1) _ . [ m
<d—£2—z+g—7>xl(§)_0 mit 7 =ac T (3.8.58)

Um diese Gleichung zu 16sen, betrachten wir zunichst das asymptotische Verhalten fiir  — 0". Dann kann
man alle Terme aufler dem Zentrifugalterm in (3.8.58) vernachlissigen:

& I(l+1)
<d_§2_ £ >XZ(5)5
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0. (3.8.59)
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3.8. Laguerre-Polynome

Diese Gleichung hat offenbar zwei linear unabhingige Lésungen der Gestalt y;(£) = Ay mit A = —/ oder
A =1+ 1. Die erstere scheidet wegen der Randbedingung fir die Radialwellenfunktion aus, d.h. wir
haben
=~ A 3.8.60
x1(&) S £ (3.8.60)
Fiir £ — oo konnen wir in sowohl das Coulomb- als auch das Zentrifugalpotential vernachlissigen,
d.h. es gilt
d? o1
d_gz)fl(f ) 2 (&) (3.8.61)

Die beiden linear unabhingigen Losungen dieser Gleichung lauten y;(&) = Aexp(££/2), von denen nur die
mit dem negativen Vorzeichen im Exponenten akzeptabel ist, da die Radialwellenfunktion fiir gebundene
Zustinde normierbar sein soll, d.h.

)(1(5)5E Aexp <—§> (3.8.62)

—00

Aus dem asymptotischen Verhalten (3.8.60) und (3.8.62) an den Randbereichen des Definitionsbereiches bzw.

den singuliren Punkten der Differentialgleichung (3.8.58) fiir £ ergibt sich der folgende Ansatz fiir die Radi-
alwellenfunktion:

Xz(E)ZAEZ“eXp(—%)L(E), (3.863)

wobei L eine analytische Funktion mit Z(0) # 0 sein muf8. Setzt man diesen Ansatz in (3.8.58) ein, erhilt man

nach einigen Umformungen

d? d
— L&)+l +2—-&E)=L(E)=(+1—n)L(E)=0. 3.8.64
€ LE)+ @+ 2= E) S LE = (U +1=n) L(E) G564
Dies ist eine modifizierte Laguerrsche Differentialgleichung der Form (3.8.34) mit j =2/ +1 € Nund i =
n— 1 — 1. Die in Abschnitt behandelten assoziierten Laguerre-Polynome (3.8.35) sind Losungen, falls
n—1—1eN; liegt.
Wegen (3.8.58) bedeutet das, dafl die Energieeigenwerte durch

a?mc? 1

E,=— ~ mit neN (3.8.65)
2 n?

und die dazugehorigen Eigenfunktionen durch

L(E)=L2"H" () (3.8.66)
gegeben sind. Analog wie wir es bei den Laguerre-Polyonomen in (3.8.8)-(3.8.11) gezeigt haben, ergibt auch
eine Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von (3.8.64) fiir Werte n—/—1# Ny, dafl L(&) =, exp&
ist. Diese Losungen scheiden aus, weil dann (3.8.63) keine auf R* quadratintegrable Funktion ist. Damit sind
also (3.8.65) der vollstindige Satz negativer Energieeigenwerte.

Sammeln wir unsere Ansitze (3.8.51), (3.8.63) und das Ergebnis (3.8.66) fiir die Radialfunktion zusammen,

erhalten wir schlief8lich die dazugehorigen Eigenfunktionen zu vorgegebener Drehimpulsquantenzahl / €
Ny, Magnetquantenzahl m € {—/,—/ +1,...,/ —1,/} und Hauptquantenzahl » € {{ + 1,/ +2,...}

Uy (150, 0) = %(Zk r)lHLiljll_l(Z/e r)exp(—k 7)Y, (T, @). (3.8.67)

Dabet ist k in (3.8.57) angegeben.
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3. Verallgemeinerte Fourierentwicklungen

Nun hingt der Energieeigenwert E, nur von der Hauptquantenzahl 7 und nicht von der Drehimpulsquan-
tenzahl [ ab. Dies deutet auf eine dynamische Symmetrie des Coulombproblems hin, die iiber die reine Rota-
tionssymmetrie eines Zentralkraftproblems hinausgeht, worauf wir hier aber nicht genauer eingehen wollen
(s. z.B. [Pau26]).

Zu jedem Energieeigenwert E, , also vorgegebenem 7 € N, kann also / € {0,1,...7 — 1} sein, und zu jedem
dieser / gibt es die 2/ + 1 Kugelfunktionen zu m € {+/,£(/ —1),...,0}. Wir haben also zu jedem Energieei-

genwert E, insgesamt
n—1

>@l+1)=7n" (3.8.68)

/=0
zueinander orthogonale Eigenlosungen der zeitunabhingigen Schrodingergleichung (3.8.49). Man sagt, der
Eigenwert E,, sei n’-fach entartet.

Da der Hamiltonoperator (3.8.48) selbstadjungiert auf L*(R?) ist, sind die Wellenfunktionen zu verschiedenen
Quantenzahlen 7, [ und m zueinander orthogonal, d.h. es gilt nach Normierung

o

(Mnlm | ”n’l’m’> - f dr E dQ 72%21,,;(7)%’1/7”'(7) - é\nn@”,c?mm,. (3869)
0 2

Dabei bezeichnen S, die Einheitssphire im R? und dQ = d¢d¢sind deren Flichenelement in Kugelkoordi-

naten.
Da die Kugelflichenfunktionen auf L2(S,) ein Orthonormalsystem bilden (vgl. (3.2.9013.2.91)), ergibt sich das

Normierungsintegral von (3.8.69) zu
(ot | 1) = W f dr (k7P exp(—2kr)[L241 (2kr)] £ 1. (3.8.70)
0
Substituieren wir wieder & = 2k 7, entsteht
1 (= 2
0
Zur Auswertung des Integrals schreiben wir
(= ! ! 2 Ly !
Nl 55 j de £ D exp=) [ =N, P o (LI [ €L
0
mit dem Skalarprodukt , bzgl. dessen die le.l *1 orthogonal sind. Die Rekursionsformel 1) liefert

ELEL© =28 ()= (=1 =D+ DL - LHE), 6.873)

und unter Ausnutzung der Orthogonalitit der assoziierten Laguerrepolynome finden wir schliefflich mit

(3.8.45)

>L,21+1 (3.8.72)

1 nn—I1—D(n+1)
2 1 2041|2041 _ 2 L
|anm| 2k 2n <Ln_1_1 ‘Ln_1_1 >L,21+1 - | n1m| 2 =1=
p (3.8.74)
N, = .
nim \J n(n—1—1)(n+1)

Dies in (3.8.67) eingesetzt ergibt nach einigen Umformungen schlief8lich fiir die normierten Energieeigen-
funktionen

e
7 008) = J O T P =TTy 7V L @k )Y (8, 0) (3.8.75)

Das Schrodinger-Coulomb-Eigenwertproblem besitzt noch Lésungen fiir £ € Ry,. Dies entspricht der
Streuung eines Teilchens an einem Coulombpotential. Wir gehen auf diese Losungen hier nicht niher ein.
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3.8. Laguerre-Polynome

Hinweise zum Weiterlesen

Die in diesem Kapitel dargestellten Grundlagen tiber die wichtigsten vollstindigen Orthonormalsysteme ge-
horen zum klassischen mathematischen Inventar des Physikers, so daf$ eine Fiille guter Literatur zum Thema
existiert. Eine sehr gute praxisorientierte Einfiihrung gibt [Som77]]. Die mathematischen Hintergriinde, ins-
besondere Grundlagen zur Lebesgue-Integration, die moderne Hilbertraumtheorie und Beweise fiir die Voll-
standigkeit der betrachteten Orthonormalsysteme findet sich in dem kompakten aber dennoch gut verstind-
lichen Buch [[FKO8]]. Ein Klassiker zu den speziellen Funktionen der mathematischen Physik ist [[WW08].
Die hier nur beispielhaft aufgefiihrten Anwendungen zur Elektrodynamik lassen sich austiihrlich in fast je-
dem Lehrbuch zur Maxwelltheorie nachlesen, z.B. [[Jac83,[SDM™98]]. Die Hermite- und Laguerrepolynome
werden in allen gingigen Quantenmechaniklehrbiichern behandelt, z.B. [[LL77,/ST93}|GY03]].
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Kapitel 4

Einfiihrung in die Funktionentheorie

In diesem Kapitel besprechen wir die wesentlichen Grundlagen der Theorie analytischer Funktionen f :
G — C, wobei G C C ein offenes Gebiet in der komplexen Zahlenebene bezeichnet. Wir werden dabei
oft die Aquivalenz der komplexen Zahlen mit der Euklidischen Ebene R? verwenden, um die Methoden
der Vektoranalysis auf die Untersuchung der analytischen Funktionen anzuwenden. Dazu brauchen wir nur
vermoge

z=x+1y mit x,y€R (4.0.1)

und
f(z)=u(x,y)+iv(x,y) mit u(x,y),v(x,y) ER (4.0.2)

Argument und Wert der Funktion in Real- und Imaginirteil aufzuspalten. Dann haben wir eine Beschreibung
der Funktion f als Vektorfeld (#,v): G C R? — R? (wobei wir R? und C im Sinne der Euklidischen Ebene
stillschweigend identifizieren).

Diese Betrachtungsweise wird in der theoretischen Physik oft in umgekehrter Weise zur Analyse ebener Vek-
torfelder mit Hilfe komplexer Funktionen verwendet.

Wir stellen hier die wesentlichen Sitze der Funktionentheorie vor, ohne sie zu beweisen. Die Beweise finden
sich in jedem einfithrenden Lehrbuch zur Analysis oder zur Funktionentheorie, z.B. [Smi61]] (Bd. III/2).
4.1 Ableitungen komplexer Funktionen

Der Begriff der Ableitung einer komplexen Funktion f : G — C ist genau analog zu dem der Ableitung einer
reellen Funktion definiert. Demnach ist / an der Stelle z, € G differenzierbar, wenn

o= tim LA =1 (2

Az—0 Az

(4.1.1)

existiert; f'(zy) heifdt dann die Ableitung der Funktion f an der Stelle z,.

Die Differenzierbarkiet ist im Fall komplexer Funktionen allerdings eine weitaus stirkere Forderung an die
Funktion als fiir reelle Funktionen. Betrachten wir nimlich im Sinne der Bezeichnungen (4.0.1) und (4.0.2) f
als Vektorfeld (#,v) € R?, folgt aus der Unabhingigkeit des Wertes von der Richtung des Limes Az —
0 eine wesentliche Einschrinkung an dieses Vektorfeld. Um diese zu finden, betrachten wir zwei Spezialfille
der Limesbildung. Setzen wir Az = Ax € R, erhalten wir

o u(xg+Ax,vy)— u(xn,y0) + 1 v(xg + Ax, ye) — v(x,,
f/(ZO):Al,ICTO (x Yo) (%95 ) AJE (2 Yo) (% yo)]_ 4.1.2)
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4. Einfithrung in die Funktionentheorie

Die Existenz des Grenzwertes f'(z,) impliziert also die partielle Differenzierbarkeit von Real- und Imaginir-
teil der Funktion nach x, und es gilt

f/(Zo) = J, (X9, ¥p) 1, V(x5 ¥p)- (4.1.3)

Wihlen wir nun Az = 1Ay, folgt andererseits

f(Zo)_ lim 1(xg, Yo + Ay) — #(xg, ) + [ V(xg, Yo + AY) — v(x0,0)]

4.1.4
Ay—0 1Ay ( )

und das impliziert die Existenz der partiellen Ableitung von (#,v) nach y sowie

f(z) = _iay”(xo,)’o) + nyv(xo,yo). (4.1.5)

Vergleichen wir nun Real- und Imaginirteile von Gl. (4.1.3) mit denen von Gl. (4.1.5), erhalten wir die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

I u(xg,0) = 3, 0(x0, D)y B V(%05 Vo) = —3, (0, Vo)- (4.1.6)

Ist nun f : G — C auf dem ganzen Gebiet G differenzierbar, gelten diese Gleichungen in jedem Punkt (x,y) €
G. Die Funktion f heifdt dann analytisch auf dem Gebiet G.

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (4.1.6) sind eine notwendige, ]edoch keineswegs hinrei-
chende Bedingung fiir die komplexe leferenzwrbarkelt der Funktion f. Setzen wir aber die Stetigkeit der
partiellen Ableitungen von # und v in (xy, y,) und die Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen (4.1.5) voraus, kann man zeigen, daf§ dann die Funtion " komplex differenzierbar in z, ist.

Es ist klar, daﬁ sich die Summen-, Produkt-, Quotienten- und Kettenregel genau wie im Reellen beweisen
lassen, d.h. sind f, g in z differenzierbar, so gilt

di[f<z>+g<z>]:f’<z>+g’<z>
z

L a@)=f )+ f(2)

i[f(z)] f/(Z)g(Z)—f(Z)g’(Z)
dz [ ¢(2) g%(z) ’
d

5/ le@l=¢ "(2)f"Tg(2)],

(4.1.7)

wobei wir im Falle der letzten Zeile voraussetzen miissen, dafl g an der Stelle z und f an der Stelle g(z)
komplex differenzierbar sind.

4.1.1 Ableitungen der elementaren Funktionen

Wir betrachten nun einige elementare Funktionen. Fiir € Nist f : C — C, f(z) = z” differenzierbar auf
ganz C, denn es gilt

. (Z + AZ)” —Z T “ n b—1_n—k n—1
AI;IBOT _Algilo; L (Az) 2" =nz"", (4.1.8)
d.h. es ist wie fiir reelle Potenzfunktionen
iz” =nz""Y (4.1.9)
dz
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damit kénnen wir mit Hilfe der allgemeinen Ableitungsregeln (4.1.7) bereits alle Polynome ableiten.

Fiir die tibrigen elementaren Funktionen werden zunichst einfach die Potenzreihen, die aus dem Reellen be-
kannt sind verwendet, um sie auch als komplexe Funktionen zu definieren. Sei also f durch eine Potenzreihe

f(2)=> ap(z—cf (4.1.10)

definiert. Wenn sie fiir irgendein z # ¢ konvergiert, besitzt sie einen endlichen Konvergenzradius, d.h. es
existiert eine reelle Zahl R, so dafl (4.1.10) fiir alle z mit |z—c| < R konvergiert. Dann ist / im Inneren dieses
Konvergenzkreises differenzierbar, und man kann die Ableitung durch gliedweise Differentiation gewinnen,

d.h. es gilt
=> kay(z—c)* 4.1.11)
k=1

Diese Reihe besitzt den gleichen Konvergenzradius wie die Ausgangsreihe.

Betrachten wir als Beispiele einige elementare Funktionen:

1. Die Exponentialfunktion wird durch die Potenzreihe

oo Lk
exp(z) e’ := Z % (4.1.12)
k:
definiert. Der Konvergenzradius ist
. ap .
R=lim —— = lim (k+1) = oo, (4.1.13)

k—oo apq k—oo

d.h. durch die Potenzreihe (4.1.12) ist auf ganz C als Funktion exp : C — C definiert. Dem oben erwihn-
ten Satz zufolge erhalten wir ihre Ableitung an irgendeiner Stelle z € C durch gliedweise Differentiation
der Potenzreihe:

, oy - o,k
exp'(z) = Z Z F— 1) = Z /e_ =exp(z (4.1.14)
k=1 ! k=1

Wie im Reellen ergibt also die Ableitung der Exponentialfunktion wieder die Exponentialfunktion.

2. Die trigonometrischen Funktionen lassen sich nun durch die Exponentialfunktion definieren:

iz —iz iz __ ,—iz
cosz:i, sinz:i. (4.1.15)
2 21
Mit der Potenzreihe (4.1.12) fiir die Exponentialfunktion folgen die Potenzreihen

00 2k

cosx =S (=1 = (4.1.16)
;:% (2k)!
o0 L x2k+1

sinx = » (—1)f———. (4.1.17)
;:; (2k +1)!

Offensichtlich sind sin und cos auf ganz C definiert. Thre Ableitungen ergeben sich dann mit Hilfe der
allgemeinen Ableitungsregeln (4.1.7) und (4.1.14) zu

cos'(z)=—sinz, sin’(z)=cos(z). (4.1.18)
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Ebenso folgt aus

tanz = 222 ¢ (£n/2,+31/2,...) (4.1.19)
cosz
mit Hilfe der Quotientenregel
) 2
1
tan/(z) = 2 ZHCOTZ . (4.1.20)
cos? z cos?z
. Der Logarithmus kann fiir |z — 1| < 1 durch die Potenzreihe

o (_1)/€+1

Inz=>>" p (z—1)F 4.1.21)
k=1

dargestellt werden. Dafl der Konvergenzradius tatsichlich 1 ist, lif}t sich wieder mit dem Quotienten-
kriterium nachrechnen

T e . k+1_

Die Ableitung ist aufgrund der bekannten Summenformel fiir die geometrische Reihe durch

In'(z)= i(—nk“(z —1)F = i(—l)k(z —1)f = 1 (4.1.23)
k=1 k=0 1—(1—2) =z

gegeben. Dafl die Funktion In : K;(1) — C, wobei die offene Kreisscheibe um z, mit Radius R als
Kg(zy) ={z||z — zo| < R} bezeichnet wird, wie im Reellen tatsichlich die Umkehrfunktion der Expo-
nentialfunktion ist, kann man durch die folgende Anwendung von Produkt- und Kettenregel zeigen:

2
d exp(lnz)= 1 exp(Inz), & exp(lnz) = 1 exp(lnz)— 1 exp(lnz)=0. (4.1.24)
dz z dz? z2 z2
Damit muf} aber
exp(lnz)=a+bz mit a,b=const. (4.1.25)

sein. Setzen wir z = 1 erhalten wir wegen (4.1.21) und (4.1.12)

a+b=exp(lnl)=exp(0), b= di exp(lnz)] = %exp(ln 1H)=1. (4.1.26)
X z=1

Wegen der ersten Gleichung ist dann aber 2 =0und 4 =1, d.h.

exp(lnz)=1z. (4.1.27)

Wir werden uns weiter unten noch mit der Logarithmusfunktion ausfiihrlich beschiftigen, insbesondere wie
wir ithren Definitionsbereich erheblich erweitern konnen.

Jedenfalls ergibt sich aus dem oben angegebenen Satz iiber Potenzreihen allgemein, daf$ durch diese definierte
Funktionen im Inneren ihres Konvergenzkreises beliebig oft differenzierbar und dort also analytisch sind.
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4.2 Integration komplexer Funktionen

Die Identifikation des komplexen Zahlenkorpers C mit der Euklidischen Ebene R? legt es nahe, zur Verall-
gemeinerung des Integralbegriffes Wegintegrale zu definieren, die mit der Struktur der algebraischen Ope-
rationen des Korpers vertriglich ist.

Definieren wir also einen Weg C mittels der Parametrisierung mit einem reellen Parameter
C:t€(a,b)CR~ z(1), (4.2.1)

so haben wir als komplexes Integral einer Funktion f : GCC — C

b d
f dz f(z):f dt z(¢)f[z(¢)] mitz(¢) = —z(¢), (4.2.2)
C a

wobei der Anfang des Weges C durch z(4) und das Ende durch z(4) gegeben ist. Aus der Kettenregel der
Differentiation und der Substitutionsregel fiir die Integration folgt, dafy das Wegintegral unabhingig von
der Parametrisierung der Kurve C ist.

Im folgenden werden wir ofter dieselbe Kurve C in umgekehrter Richtung zu durchlaufen haben. Ist ihre
Parametrisierung durch (4.2.1) gegeben, konnen wir die umgekehrt durchlaufene Kurve durch

—C:t€(@,b)—z(a+b—1) (4.2.3)

parametrisieren. Mit der Substitution t =a + b — 7, dt = —dr finden wir

J dz f J drf[ z(a+b—r)]diz(a+b—fr f de 2( J dz f(z), (4.2.4)
—C
d.h. es kehrt sich einfach das Vorzeichen des Integrals um.

Beispiel

Betrachten wir als Beispiel eines (geschlossenen) Weges den Kreis Cg(0) mit Radius R um z = 0. Dann ist die
Standardparametrisierung durch

Cr(0): t€[0,27) — z(t) = R(cost +isint) = Re'* (4.2.5)

gegeben.

Wir definieren allgemein als den positiven Umlaufsinn einer geschlossenen Kurve, wenn sie wie in diesem
Beispiel im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird.

4.2.1 Der Cauchysche Integralsatz

Betrachten wir nun den Fall, daf} /' : G C C — C analytisch ist und fragen, unter welchen Umstinden das
Integral vom Weg C C G unabhingig ist, d.h. nur von Anfangs-und Endpunkt z, = z(a) und z;, = z(b)
abhingt.

Dazu betrachten wir das Integral (4.2.2) vom Standpunkt der ebenen Vektoranalysis aus. Zerlegen wir also
Argument und Funktion gemif§ (4.0.1) und (4.0.2) in Real- und Imaginirteil, erhalten wir zwei Kurveninte-
grale im R?:

f dz f(z) :f {[dx u(x,y)—dy v(x,y)] +if [dx v(x,y)+dy u(x,y)]}. (4.2.6)
C C

o
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4. Einfithrung in die Funktionentheorie

Aus der Vektoranalysis im R? wissen wir, dafd fiir Wege in einem einfach zusammenhingenden Gebiet das
Wegintegral

f dx - V(%) (4.2.7)
C

iiber ein Vektorfeld V wegunabhingig ist, wenn seine Rotation verschwindet (vgl. Abschnitt|1.6.6). Betrach-
ten wir nun ein ebenes Vektorfeld im R3, also

AT
VE) = V,(x,9) |, (4.2.8)
0
ergibt sich die Rotation zu
0
rot V = 0 . (4.2.9)

axvy(x’y>_ayvx(x’y)

Fiir ebene Vektorfelder sind also Wegintegrale entlang Kurven innerhalb eines einfach zusammenhingen-
den Gebietes wegunabhingig, wenn

V<;C>EG: 3.V, (x,y) =3, V,(x,y)=0 (4.2.10)

gilt.
Um dies fiir den Real- und Imaginirteil des komplexen Kurvenintegrals (4.2.6) zu untersuchen, miissen wir

\_/)1(x,y):<_uézc;?};)> bzw. \72(x,y)2<:gcj§> (4.2.11)

setzen. Die Bedingung (4.2.10) fiir Wegunabhingigkeit ergibt dann
—d.v(x,y)—d,u(y,x)=0 bzw. du(x,y)—3,v(x,y)=0. (4.2.12)

Fiir eine analytische Funktion f : G — C gelten aber die Cauchyschen Differentialgleichungen (4.1.6), und
diese stimmen genau mit den Forderungen (4.2.12) fiir Wegunabhingigkeit von Real- und Imaginirteil des

komplexen Kurvenintegrals tiberein.

Fiir innerhalb eines einfach zusammenhingenden Gebietes G C C analytische Funktionen hingt das
Kurvenintegral (4.2.2) nicht von der Wahl der die Anfangs- und Endpunkte z(2) und z(%) verbindenden
Kurve ab.

Dieses Resultat 143t sich auch in der dquivaltenten Form als Cauchyscher Integralsatz formulieren:
Ist f : G C C — C analytisch und G einfach zusammenhingend, so gilt fiir jede geschlossene Kurve C

f dz f(z)=0. 4.2.13)
C
Dazu mufy man nur zwei Punkte z, und z;, auf der geschlossenen Kurve definieren. Diese werden durch zwei

Wege C; und C, verbunden und der geschlossene Weg ist C = C, U(—C,).

Wie wir oben gesehen haben, gilt unter den Voraussetzungen des Cauchyschen Satzes
0= | dz f(z)—f dzf(z):f dzf(z)+f dzf(z):f dz f(z). (4.2.14)
C G C -G, c
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4.2. Integration komplexer Funktionen

Gilt andererseits fiir alle geschlossenen Wege C und gibt man zwei Wege C, und C, innerhalb von G
vor, die beide die gleichen Anfangs- und Endpunkts z, bzw. z;, besitzen, so ist C = C, U(—C,) eine geschlos-
sene Kurve, und es gilt wieder (4.2.14). Die Formulierung als Cauchyscher Satz fiir geschlossene Kurven ist
also dquivalent zur allgemeinen Wegunabhingigkeit der Integrale analytischer Funktionen fiir einfach zusam-
menhingende Gebiete.

Beispiele

Betrachten wir eine Potenzfunktion f(z) = z” mit n € N,. Diese ist auf ganz C definiert und analytisch. Nach
dem Cauchyschen Integralsatz muff also das Integral entlang jedes geschlossenen Weges in C verschwinden.
Betrachten wir als Beispiel die Kreislinie (4.2.5). Das Integral ist

n

{exp[2(n+1)7i]—1} =0, (4.2.15)

21
f dz f(z)= f dt iRexp(it)R™ ™ exp(nit) =
Cx(0) 0 n+1

verschwindet also tatsichlich in Ubereinstimmung mit dem Cauchyschen Integralsatz.

Umgekehrt muf} aus dem Verschwinden der Integrale in einem nicht einfach zusammenhingenden Gebiet
nicht die Analytizitit der betreffenden Funktionen gelten. Betrachten wir dazu die Funktionen f(z) =z7"
mit 7 € N. Sie sind in C* := C {0} definiert und dort auch analytisch. Diese ,punktierte komplexe Zahle-
nebene® ist aber offenbar nicht einfach zusammenhingend, denn man kann z.B. eine Kreislinie, die z =0 in
threm Inneren enthilt nicht stetig zu einem Punkt zusammenziehen, ohne z = 0 zu schneiden.

Betrachten wir wieder die Kreislinie (4.2.5), folgt wie in der Rechnung (4.2.15)

2
f de(z):J dt iRl_"exp[i(l—n)t]
Cr(0) 0
! | . (4.2.16)
. m{eXp[Z(l—n)m]—l}:O falls Nan;él
| 2mi falls n=1.

Aufler in dem gleich noch wichtigen Fall #» = 1 verschwinden also alle Integrale tiber die Kreislinie, obwohl
sie den singuldren Punkt im Inneren enthalten. Nur fiir » = 1 erhalten wir 271 fiir einen Umlauf um die
Singularitit.

Dies gilt auch fiir beliebige geschlossene Kurven, die die Singularitit im Inneren enthalten. Dazu betrachten
wir die folgende Abbildung
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4. Einfithrung in die Funktionentheorie

Im 2z
A
Cy
Cr(0
@ z(0) P Re 2
C
Gy
Ch

Durchlaufen wir nacheinander die blauen Wege C; und C,, so werden die blauen Geradenstiicke G, und
G, jeweils zweimal in entgegengesetzter Richtung durchlaufen, so dafl sich ihre Beitrige im Gesamtintegral
wegheben. Die Wege C, und C, enthalten die Singularitit bei z = 0 nicht in ihrem Inneren, so dafl beide
Integrale wegen der Analytizitit von f in C* verschwinden. Damit ist aber

f oo dz f(2)= JC dz f(z)— J oo dz f(z)=0. 4.2.17)

4.2.2 Der Hauptsatz der Integralrechnung

Wir konnen nun den Hauptsatz der Integralrechnung auf komplexe analytische Funktionen ausweiten. Aus
der Vektoranalysis wissen wir nimlich, daf$ aus dem Verschwinden der Rotation eines Vektorfeldes in einem
einfach zusammenhingenden Gebiet folgt, dafl dieses dort ein Potential besitzt. Wenden wir dies auf die
ebenen Vektorfelder (4.2.11), deren Rotationsfreiheit durch die Giiltigkeit der Cauchy-Riemannschen Diffe-

rentialgleichungen gewihrleistet ist, an, kdnnen wir auf die Existenz von Potentialen ®; und @,
V,=—grad,®,, V,=—grad,®,. (4.2.18)

fiir diese Vektorfelder schlieflen. Dabei ist

(I)j(’?):_fc(» ﬁ)d)?/-\ﬁ/j(a?/) fir je{1,2}, (4.2.19)
Xg,

wobei C(X,,x) beliebige Wege, die X, und X in dem einfach zusammenhingenden Gebiet verbinden (vgl.

Abschnitt|1.7.1).

Definieren wir dann
F(z)=—9,(X)+19,(X)], (4.2.20)

so gilt offenbar

F(z)=+ L( )dz/ (") 4.2.21)
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4.2. Integration komplexer Funktionen

und
F'(z)=f(2). 4.2.22)

Dabei ist F bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Insbesondere hiangt F nicht von der konkreten Wahl
der Wege C(zy, z) ab, solange diese nur in dem einfach zusammenhingenden Gebiet G verlaufen. Die dadurch
definierte Funktion F mit der Eigenschaft bezeichnen wir wie im Reellen als Stammfunktion von
/. Esist dabei aber zu beachten, daff im Komplexen i.a. die Funktion f analytisch sein muf}, um die Existenz
einer Stammfunktion zu sichern. Im Reellen war dafiir bereits die Stetigkeit ein hinreichendes Kriterium.

4.2.3 Die Logarithmusfunktion

Wir kdnnen nun den Definitionsbereich der oben iiber eine Potenzreihe definierten Logarithmusfunktion
erheblich ausdehnen. Dazu betrachten wir die Funktion f : C* = C\ {0} - C, z — 1/z. Nun ist die
punktierte z-Ebene nicht einfach zusammenhingend. Wir konnen aber einen einfach zusammenhingenden
Bereich erzeugen, in dem wir eine beliebige Kurve S, die von z = 0 ins Unendliche verlduft, aus der Ebene
herausnehmen, denn in diesem neuen um diese Linie verringerten Gebiet konnen wir keine geschlossene
stetige Kurve definieren, die die Singularitit z = 0 von f umschliefit. Nehmen wir diese geschlossenen Kurven
aus, konnen wir alle tibrigen im verbleibenden Gebiet G wieder stetig zu einem Punkt zusammenziehen. Die
entsprechende halbseits in Unendliche reichende Kurve nennen wir Schnitt.

Angenommen, der Punkt z = 1 liegt nicht auf dem Schnitt, dann kénnen wir F: G — C

F(z)= f dr L (4.2.23)
C(1,z)

Z/
definieren, wo C(1,z) eine beliebige Kurve ist, die den Punkt z’ = 1 € G mit dem Punkt z € G verbindet

und die Schnittkurve S nicht schneidet.

Aufgrund der obigen Betrachtungen ist auf dem Gebiet G die Funktion F eine Stammfunktion von f, d.h.
es gilt

F'(z)= f(2). (4.2.24)
Wie unsere Rechnung (4.1.24{l4.1.27) zeigt, gilt fiir diese Funtion auch wieder
exp[F(z)]=2z fir z€G, (4.2.25)

und wir kénnen F mit einer gewissen Berechtigung als ,,natiirlichen Logarithmus® bezeichnen.

Allerdings ist die Definition nicht ganz eindeutig, denn je nachdem, wie wir den Schnitt wihlen, unterschei-
den sich nicht nur die Definitionsbereiche G sondern evtl. auch die Werte von F. Solche Mehrdeutigkeiten
lassen sich durch die Wahl eines Standardschnittes beheben. Noch eleganter ist die Einfiihrung der Riemann-
schen Flichen. Dies verschieben wir aber auf spiter. Hier begniigen wir uns mit der Wahl der negativen
reellen Halbachse (—o0,0] als Schnitt. Der so definierte Logarithmus stimmt dann entlang der gesamten
positiven reellen Achse mit der reellen Logarithmusfunktion In tiberein. Daher bezeichnen wir fiir diese
Wahl des Schnitts die Funktion (4.2.23) mit In. Genauer spricht man vom Hauptwert oder Hauptzweig des
Logarithmus.

Es ist auch klar, dafl aus dem im Abschnitt zitierten Satz iiber Potenzreihen aus der bekannten geome-
trischen Reihe

SR .
21— &V fir zeK,(1), (4.2.26)

wo K,(1) die (offene!) Kreisscheibe um z = 1 mit Radius 1 bezeichnet, folgt, daf} in Ubereinstimmung mit

der in (4.1.21) gegebenen Definition
- k+1
Inz= Z =D zF (4.2.27)
k=1 k
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gilt.

Betrachten wir schliefflich noch, was geschieht, wenn wir Punkte in der Nihe der negativ reellen Achse be-
trachten, also in der Nihe des Schnitts. Sei also z = —R £ i0". Dann kdnnen wir als Integrationsweg die
Strecke von z = 1 nach z; = R und dann den Halbkreis H¢(0) um 0 in der oberen bzw. unteren Halbebene
wihlen. Wir erhalten dann fiir das obere Vorzeichen

R b
1n(—R+iO+):f dt%+f dti=InR+im. (4.2.28)
1 0

Fiir das untere Vorzeichen lautet die Parametrisierung fiir den Halbkreis in der unteren Halbebene offenbar
z(t)=exp(—it) mit ¢€[0,7r], (4.2.29)

und folglich haben wir fiir das untere Vorzeichen

In(—R —10™) f dt— J dt(—i)=InR—ir. (4.2.30)

Ziehen wir (4.2.30) von (4.2.28) ab, erhalten wir das Integral entlang dem (im mathematischen positiven Ge-
genuhrzeigersinn durchlaufenen) Kreis Cx(0), und wir erhalten in Ubereinstimmung mit (4.2.16)

. . 1 .
In(—R +10") —In(—R —i0") = dz — =2m1. (4.2.31)
CrO)  Z
Der Hauptwert der Logarithmusfunktion ist also entlang des Schnittes unstetig und folglich sicher nicht in
ganz C* analytisch sondern eben nur auf dem Gebiet G, also C ohne die negative reelle Achse.
4.2.4 Die Cauchysche Integralformel

Essei f : G C C analytisch und G’ C G ein einfach zusammenhingendes Gebiet, so daff auch dessen Rand
JdG’ C G ist. Dann gilt die Cauchysche Integralformel

[ L@

277,'1 G’ z/—z

= f(z) (4.2.32)

firz€ G/ :=G'\ 3G
Weiter ist dann / im Inneren von G’ beliebig oft differenzierbar, und (4.2.32) darf unter dem Integralzeichen

abgeleitet werden, d.h. es gilt
n ! /
d flz)= = J a7 L&) (4.2.33)
aG’

dzn 2mi (z/ —z)ntt

Wegen seiner groffen Wichtigkeit beweisen wir diesen Satz. Nach Voraussetzung ist die Funktion z’ —

f(2"))(z' —z) fiir 2/ € G \ {2z} analytisch. Wie bei der Cauchyschen Integralformel argumentiert wurde,
kénnen wir in 1D Jd G’ durch eine ganz in G gelegene Kreislinie C_(z) um z ersetzen. Die Parametrisie-
rung dieses Kreises lautet

K. : Z'(t)=z+eexp(it) mit te€[0,2n). (4.2.34)

€

Fiir das Integral (4.2.32) erhalten wir also

2%1]3@/ I f [ S )=/, (4.2.35)

z/—z 2mi C(Z zZ—z

204



4.2. Integration komplexer Funktionen

Dann konnen wir wegen (4.2.16), angewandt auf den Fall » = 1, schreiben
i, dz’ 1) :f(z)+f dz S =) : (4.2.36)
C.(z) z'—

2m Jogr 2z —z z

€

Da f in G analytisch ist, liegt es nahe, anzunehmen, daf} der Integrand in dem verbliebenen Integral im
gesamten Inneren der Kreisscheibe K (z) analytisch ist. Dann kénnten wir den Cauchyschen Integralsatz
anwenden und hitten das gewtinschte Resultat (4.2.32) bewiesen. Dieser Schlufl ist aber nicht erlaubt.

Wir konnen aber das Integral abschitzen, und zwar wie folgt

[ et [y, Jlescontidls)
C.(z) 0

z'—z € exp(ie)

| STzt ceplio)— /()

Sfo dt € exp(ie)
2

= | delfteeexplin) -/ it
2

<[ max VLot ceplin] —f2)

=2 max |f[z+ cexplin)] — (2)

Da f analytisch in G’ ist, ist f dort sicher auch stetig, so daf§ die rechte Seite dieser Abschitzung fiir ¢ — 0
gegen O strebt. Da aber gemif} (4.2.36) andererseits das abgeschitzte Integral gar nicht von ¢ abhingt, mufl es
folglich tiberhaupt verschwinden. Damit haben wir (4.2.32) bewiesen.

Zum Beweis von (4.2.33) betrachten wir den Fall » = 1. Wegen der gerade bewiesenen Cauchyschen Integral-

formel (4.2.32) gilt

f(z+h)_f(z):ZLniLG/dZ/f(Z/)<z/—12—h_ ’1 >

z/—z
1 h

=-— | dZf(2)

271 ) g (2! —z—h)(z'—2z)

(4.2.38)

Es ist also

Fly=limLEEDN=E) 1 f dz’( f(z) (4.2.39)
aG’

h—0 h h—0 271 72 —z—h)z'—z)

um (4.2.33) zu beweisen, miissen wir nur noch zeigen, dafy wir die Limesbildung mit der Integration vertau-
schen diirfen. Betrachten wir also

1 1 A
8(h)= Zf(Z — = 2 f(Z 2.
(h) .LG’d f( )<(Z/—Z—/J)(Z’—z) (Z/—Z)2> fgcxd f(z )(Z/—Z—h)(z’—z)z (4.2.40)

und zeigen 8(h) — 0 fiir h — 0. Sei dazu

1
d=- min |z’ —z] (4.2.41)
2 27€d G’

und M > 0 so gewihlt, daf§ |f(z/) > M fiiralle 2/ € IG. Daz e G’,istd >0, und M existiert, da fauf G’
stetig ist. Es ist also

S| < hMs

|< VYRR (4.2.42)
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wobei s die Linge der Kurve d G’ ist. Damit ist aber in der Tat 8 (/) — 0 fiir » — 0. Es ist also f differenzier-
bar, und die Ableitung ist durch mit # = 1 gegeben. Daf} diese Gleichung auch fiir » > 1 gilt, folgt
nun durch vollstindige Induktion, und die Cauchysche Integralformel ist bewiesen. Damit haben wir auch
gezeigt, dafd aus der einfachen Differenzierbarkeit einer komplexen Funktion auf einem einfach zusammen-
hingenden Gebiet G bereits die Existenz und Stetigkeit aller Ableitungen dieser Funktion auf jedem ganz in
G enthaltenden kompakten Gebiet G’ folgt.

4.3 Funktionen mit isolierten Singularititen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit Funktionen f : G — C, die in C bis auf abzihlbar viele isolierte
singuldre Punkte analytisch sind.

4.3.1 Einteilung der Singularititen

Sei f : G — C definiert und analytisch. In 4 € C liege eine Singularitit vor. Diese heifit isolierte Singularitit,
wenn es eine Umgebung U(a) gibt, so dafl U(a) \ {a} C G ist und folglich / in U(a)\ {a} analytisch ist. Die

Singularititen selbst konnen von verschiedener Natur sein.

Hebbare isolierte Singularititen

Der Riemannsche Fortsetztungssatz besagt folgendes: Ist / auf U(a)N G beschrinkt, so ist f analytisch auf
ganz U(a) fortsetzbar.

Seien nimlich K p(a) C U(a) und Kp(a) C U(a) zwei Kreisscheiben um 2 mit p < R und z im entstehenden
Kreisring gelegen. Wie wir aus Abb. [4.1]sehen, gilt dann wegen (4.2.32)

foy=— [ 4L —LLK iz 1% @.3.1)

2ni ok, Z/—z 2mi z/—z

Wir zeigen, dafl fiir p — 0 das zweite Integral verschwindet. Da es voraussetzungsgemif ein reelles 4 > 0
gibt, so daf§ | f(z)| < M fiir z € U(a) ist und wegen p < |z| < R, gilt

fy=— | d /@) (4.3.3)

2n J ok, z -z’

< R]WT/OZW:IO —0 (4.3.2)

tiur o — 0. Es folgt also aus (4.3.1)

und hierin kann z = a gesetzt werden. Die Funktion ist also auf ganz K(a) analytisch fortsetzbar, indem
man / durch (4.3.3) definiert. Einen solchen singuliren Punkt 2 nennt man eine hebbare Singularitit.

Ein Beispiel ist

_sinz

[:C\{0}=C, f(2)

Hier konnen wir einfacher als mit der beim Beweis des Riemannschen Fortsetztungssatzes verwendeten Me-
thode vorgehen, indem wir die Potenzreihe (4.1.17) fiir den Sinus verwenden. Es folgt sofort

(4.3.4)

z

(o) 2k
_ kE__Z
f(z)= ;:o:( 1) G (4.3.5)
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Imz

A

P Rez

Abbildung 4.1: Integrationsweg in (4.3.1). Wir denken uns zuerst die rote Kreislinie d Ky durchlaufen, dann
das Geradenstiick G, gefolgt von der blauen Kreislinie—Jd K o und schliefSlich tiber—G zuriick zum Ausgangs-
punkt. Da sowohl +G als auch —G durchlaufen werden, hebt sich der Beitrag von diesen Wegstiicken auf,

und es bleibt iibrig.

Offensichtlich ist der Konvergenzradius der Potenzreihe oo, und die analytische Fortsetzung von (4.3.4) ist

f(2)= {¥ fir 20, =: sinc(z). (4.3.6)

1 fir z=0

Diese Funktion ist damit auf ganz C analytisch.

Pole und wesentliche Singularititen

Eine weitere Art von isolierten Singularititen sind Pole. Dabei heifdt @ ein Pol von f, wenn
|f(z)] > o0 fir z—a. (4.3.7)

Ist / in keiner Umgebung U(a) C G beschrinkt und gilt auch nicht (4.3.7), so heifdt 4 eine wesentliche
Singularitit. Man kann zeigen, dafl f(z) in einer Umgebung eines wesentlich singuliren Punktes jedem
beliebigen komplexen Wert beliebig nahe kommt.

4.3.2 Laurent-Reihen

Als eine Laurent-Reihe um den Entwicklungspunkt 4 bezeichnet man eine Reihe der Form

f(2)= D a(z—a). (4.3.8)

/e:—OO

Sie besteht aus einer Potenzreihe in (z—a) (k > 0) und einer in 1/(z—a) (k < 0). Das bedeutet, daf} die Reihe
in einem Kreisring r; < |z —a| < r, mit Radien »; und », (r; < r,) um a gleichmiflig konvergent ist. Es ist
klar, daf§ , — oo und r; — 0 werden kann. Falls ; > r, wird, ist die Reihe nirgends konvergent. Nach der

Quotientenregel ist
ﬂ .

;41

, 7,=lim

r; = lim
j—00

j—o0

(4.3.9)

ﬂ_]‘_l
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Wir kénnen nun mit Hilfe der Cauchyschen Integralformel fiir eine in einem Kreisring um a analy-
tische Funktion f die Laurentreihe berechnen. Dazu benutzen wir wieder den in Abb. 4.1|Integrationsweg,
wobei sowohl der kleine als auch der grofie Kreis im Inneren des Analytizitdtsbereichs liegen. Da weiter
o <|z| < R, kénnen wir 1/(z" — z) in den Integranden in mit Hilfe der Formel fiir die geometrische
Reihe wie folgt entwickeln:

1 1 1 1 © (z—a)
Z/_Z:(Z/_a)_(z_a)zz —al—(z—a)/ Z{; Z _a)k_H (4310)

Z/—Z:(z’—a)—(z—ﬂ):_Z_ﬂl_<z/_d)/( = Z /e+1 (4.3.11)

Dabei haben wir im ersten Integral (4.3.10), im zweiten (4.3.11) zu verwenden. Somit gilt

_ S _ / f(Z/)
(2)=> (z—a) = LK dz’ ( s k+1+ Z szKpdz T (4.3.12)

k=0
Wir kénnen nun wegen des Cauchyschen Integralsatzes in beiden Integralen irgendeine Kurve C um a neh-

men, solange das von ihr umschlossene Gebiet aufSer a keine weitere Singularitit von f enthilt, so dafl wir
tiir die Koetfizienten der Laurent-Entwicklung allgemein

/
ak:if dz’& fir keZ (4.3.13)
27t Jo (2 —a)ktl

erhalten. Aus der Herleitung geht schliefflich noch hervor, daf} der maximale Kreisringbereich, in dem die
Laurentreihe konvergent ist, durch die von a verschiedenen Singularititen von f bestimmt ist, d.h. es ist dies
der grofite Kreisring mit 4 als Mittelpunkt, innerhalb dessen f analytisch ist.

Wir kénnen nun die Singularititen genauer untersuchen. Sei U(a) eine Umgebung von 4, so dafl f € U(a)\
{a} analytisch ist und sei f in diesem Bereich beschrinkt. Wir haben oben gesehen, daf§ dann die Singularitit

hebbar ist. Fiir die entsprechende analytische Fortsetzung f von f auf ganz U(a) folgt dann wegen (4.2.33)
und aufgrund des Cauchyschen Integralsatzes (4.2.13)

: 4 f( fir keN,
“* 0 fir k<O.

(4.3.14)

Die Laurententwicklung von f geht dann also in die Taylorentwicklung der Funktion f~ um z = a {iber.

Eine weitere Moglichkeit ist, daf§ ein 72 € N existiert, so dafl a;, = 0 fiir & < —m aber a_,,, # 0. Dann besitzt
die Laurententwicklung von f die Form

f(z)= (Zd__;”)m - (Zf:;”i_l ot (Zﬂjﬂ) +> a(z—a)t. (4.3.15)
k=0

Daraus folgt aber, daf} die Funktion
g(z)=(2—a)"f(2) (4.3.16)

analytisch in einer Umgebung von 4 ist mit g(a) =a_,, # 0. Dann ist aber
g(2)
7)== ———

und |f(z)| — oo fiir z — a. Nach unserer obigen Definition besitzt also f dort einen Pol, und man prizisiert
diese Aussage dadurch, daff man sagt, es liegt ein Pol m-ter Ordnung vor.

(4.3.17)

Ist a schliellich ein wesentlich singulirer Punkt, bricht die Laurenreihe nicht mit endlich vielen Termen mit
negativer Potenz ab.
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4.4. Der Residuensatz

P Rez

Abbildung 4.2: Zum Residuensatz. Der urspriingliche rote Integrationsweg C umschliefft mehrere isolierte
Singularititen der Funktion [ (angedeutet durch die Punkte). Wir konnen nun stattdessen alle geschlossenen
Wege im mathematisch positiven Sinne durchlaufen, wie durch die blauen Kreise angedeutet und die Resultate
addieren. Dies ergibt wegen jedesmal 27ti mal das Residuum in dem jeweils umlaufenen singuliren
Punkt. Addieren wir nun all diese Integrale, so werden die dabei die gestrichelen blauen Wegstiicke doppelt
durchlaufen, und zwar jeweils in entgegengesetzter Richtung. Daher bleibt insgesamt nur das Integral tiiber

den urspriinglichen roten Weg tibrig, und das beweist schliefSlich {4.4.3).

4.4 Der Residuensatz

Sei a ein isolierter singulirer Punkt der Funktion f und U(a) eine Umgebung von a, so daf} / in U(a)\ {a}
analytisch ist. Ist dann C die (geschlossene) Randkurve eines ganz in U(a) gelegenen Gebietes (d.h. enthilt
dieses Gebiet aufler a keine weiteren Singularititen von f), so kann man wegen der gleichmifligen Kon-
vergenz der Laurent-Reihe von f in U(a) \ {4} die Reihe gliedweise integrieren, und es folgt aus in
Ubereinstimmung mit (4.3.13)

f dz f(z)=2mia_,. (4.4.1)
c

Wir konnen also Integrale {iber geschlossene Wege, die nur eine Singularitit in dem von thnen umschlossenen
Gebiet enthalten, dadurch ausrechnen, dafy wir den Koeffizienten a_; der Laurenentwicklung der integrierten
Funktion bestimmen. Man bezeichnet a_ als das Residuum von f an der Stelle a:

E{_e)zf(z) =a_q. (4.4.2)

Das Residuum fiir eine an der betrachteten Stelle reguliren Funktion verschwindet. Wir konnen diese Be-
trachtung aber auch auf geschlossene Wege ausdehnen, die mehr als eine Singulartitit einschlieffen. Sei dazu
G ein Gebiet, so daf$ sein Rand J G nicht durch eine Singularitit von f* verlduft. Da die Singulartititen von f
voraussetzungsgemifl isoliert sind, konnen wir stets Hilfswege einfiihren, die G in Teilgebiete aufteilen, die
jeweils nur eine Singularitit enthalten (s. Abb.[#.2). Dann kdnnen wir entlang all dieser Wege integrieren, wo-
bei die im Inneren von G liegenden Teilwege jeweils doppelt im entgegengesetzten Sinn durchlaufen werden,
so dafd sich ihre Beitrdge wegheben. Wir erhalten also dann fiir das Wegintegral entlang der urspriinglichen
Kurve

f dz f(z) =2mi > Res f(z), (4.4.3)

C acG” !

wobei in der Summe 4 alle in dem von C umschlossenen Gebiet G enthaltenen Singularititen von f durch-
lauft.
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4. Einfithrung in die Funktionentheorie

Eine einfache Berechnung des Residuums gestatten Funktionen, die einen Pol haben. Liegt nimlich in « ein
Pol m-ter Ordnung vor, so besitzt die Laurententwicklung von f die Form (#.3.15), und die Funktion g(z) =
(z—a)”f(z) ist in eine Umgebung von a analytisch fortsetzba Weiter ist das Residuum a_; von f der
m — 1-te Koetfizient der Taylorentwicklung von g um 4, und es gilt wegen

m—1
Resf(z)= d

ra (D)1 g

[(z—a)" f(2)]. (4.4.4)

Bei wesentlichen Singularititen kann man manchmal mit Potenzreihenentwicklungen nach der Variablen
7' =1/(z —a) weiterkommen. Betrachten wir als Beispiel f(z) =exp(1/z), so ist mit 2’ =1/z

f(z)=exp(1/z) =exp(z Z /e' Zk' e (4.4.5)

und man liest das Residuum einfach als Koeffizient des Gliedes o< 1/z dieser Reihe ab:

Regexp(l/z) =1. (4.4.6)

4.4.1 Berechnung von Integralen
Wir betrachten nun einige Beispiele fiir die Anwendung des Residuensatzes zur Berechnung von Integralen.

(1) Wir wollen das reelle uneigentliche Integral

o0 1
_ j dr— 4.4.7)

berechnen. Wir kénnen uns den Integrationsweg z.B. in der oberen Halbebene durch einen unendlich
groflen Halbkreis geschlossen denken. Dieser trigt offenbar nichts zum Integral bei, da fiir z = R exp(it)

2(t) R R
1+240)| = 1+ |z 1+R*

—0 fir R— oo. (4.4.8)

Folglich bendtigen wir zur Berechnung des Integrals die Residuen der Funktion f(z) = 1/(1 + z*), die
in der oberen Halbebene liegen. Dazu miissen wir als erstes die Singularititen bestimmen, die durch
die Nullstellen des Nenners gegeben sind. Offenbar sind diese Nullstellen durch

2= —1=exp(—in) (4.4.9)

gegeben, und die vier voneinander verschiedenen Losungen sind

zy =exp(—in/4) = g(l —1), z,=exp(—3in/4)= —g(l +1),

2y = exp(—5in/4) = —g(l —1), zz=exp(—7in/4)= ?(1 +1).

(4.4.10)
Wegen 1+ z* = (z —2z,)(z—2,)(z —2z3)(z —z,) sind die gefundenen Singularititen allesamt Pole erster
Ordnung, und wir kénnen zur Berechnung der Residuen (4 mit 7 = 1 anwenden. Wir bendtigen
nur die Residuen fiir die Pole in der oberen Halbebene, also fur z = z; und z = z,. Es folgt

1 1 V2

r; = Res =—(1—1),
e R T P Py bt B
1 1 V2

= Res =——/(1+41),
=2 1424 (24_21)(24_22)(24_23> 8 (9

(4.4.11)

'Wir verstehen unter g im folgenden diese analytische Fortsetzung.
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Imz

A

Weg fiir x >0

Rez

Weg fiir x <0

Abbildung 4.3: Zur Berechnung der Integrale {4.4.16).

und der Residuensatz liefert

. 2
I =2ni(r + 7)) = gﬂ'. (4.4.12)

Die direkte Berechnung dieses Integrals mit Hilfe der Stammfunktion wire um einiges aufwendiger
gewesen! Als Ubung kann man zeigen, dafy man auch beim Schlieflen des Integrationsweges in der
unteren Halbebene zum gleichen Resultat gelangt.

Wir wollen das reelle Integral

= f dx 22X (4.4.13)
00 X

berechnen.

Nun ist die Funktion f(z) =sinz/z in der ganzen komplexen Zahlenebene analytisch, und wir kon-
nen den Integrationsweg ein klein wenig deformieren, indem wir die Stelle z = 0 durch einen kleinen

Halbkreis in der unteren Halbebene umgehen (vgl. Abb. [4.3):

:f dz 282, (4.4.14)
C Z

Dann wird der Residuensatz anwendbar, wenn wir

exp(iz) —exp(—iz)

sinz = - (4.4.15)
21
verwenden und die Integrale
(i
I = J dz SPE) (4.4.16)
2iz

berechnen. Es ist dann / = I, —I_. Beginnen wir mit /,. Dann konnen wir uns den Integrationsweg
C durch einen im Unendlichen der oberen Halbebene verlaufenden Halbkreis geschlossen denken,
denn dort ist der Integrand ,exponentiell gedimpft®, d.h. der hinzugefiigte Halbkreis trigt nichts zum
Integral bei. Die einzige Singularitit ist bei z = 0, und diese wird von dem durch den unendlich groflen
Halbkreis erginzten Weg umschlossen. Folglich ist wegen des Residuensatzes

I, =27 Res expliz) _ (4.4.17)

Z—>O 21z
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denn wegen

exp(iz) = Z X (4.4.18)

= (iz)f
k=0

ist das fragliche Residuum 1/(21).

Fiir I miissen wir hingegen den Integrationsweg in der unteren Halbebene mit einem unendlich groflen
Halbkreis schliefen, damit dieser nichts zum Integral beitrigt. Der so geschlossene Weg umschliefit aber
die Singularitit bei z = 0 nicht und folglich ist /_ = 0. Damit ist schliefflich die Losung des Integrals

gefunden:
f de 22X — o (4.4.19)
oo x
Der Residuensatz kommt in der Physik oft im Zusammenhang mit Fouriertransformationen (vgl. Ab-

schnitt 2.4} insbesondere Abschnitt[2.6.1]) zum Einsatz. Ein Beispiel ist das Fourierintegral
[ee] 1 .
f(x)= f_oo dk S exp(ikx) (4.4.20)

mit x >0und x €R.

Hier kénnen wir wieder wie im vorigen Beispiel den Integrationsweg durch unendliche Halbkreise
schlieffen, und zwar fiir x > 0 in der oberen und fiir x < O in der unteren Halbebene (fiir x = 0 sind
beide Moglichkeiten erlaubt), denn dann tragen die hinzugefiigten Halbkreise nichts zum Integral bei,
wenn man den Radius gegen Unendlich streben laf3t.

Wir miissen uns also die Residuen von f beschaffen. Dazu stellen wir zunichst fest, wo Singularititen
des Integranden liegen. Dies ist offenbar fiir k% 4 x* = 0, also k, , = #ix der Fall. Fiir x > 0 brauchen
wir das Residuum bei & = +ix, das wir vermoge berechnen konnen, da offenbar an dieser Stelle
ein Pol 1. Ordnung vorliegt:

exp(ikx) _exp(—xx)

RS hriob—0) . 2ix (+:4.21)

Damit wird
f(x)= 2 SRY) T exp(—xx) fir x>0. (4.4.22)

1x x
Fiir x < O schlieflen wir den Integrationsweg in der unteren Halbebene, so dafl wir das Residuum des
Integranden bei & = —ix bendtigen:

exp(ikx) exp(xx)
R =— .
e (ke + )k —ix) 2ix

(4.4.23)

Es ist aber zu beachten, dafy das um den Halbkreis erginzte Integral nun im mathematisch negativen
Sinne durchlaufen wird. Wir erhalten also

f(x)=—2mi [—M] =z exp(xx) fir x<O. (4.4.24)
21x x
Zusammen mit (4.4.23) kénnen wir also schreiben
7
f(x)= — exp(—x[x|). (4.4.25)

Es sei erwihnt, dafy wir eine Stammfunktion fiir das Integral (4.4.20) nicht in elementaren Funktionen
ausdriicken konnen, so dafl eine direkte Berechnung des Integrals schwierig ist.
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4.4. Der Residuensatz

Imz

Abbildung 4.4: Integrationsweg zur Berechnung der Reihe (4.4.28).

4.4.2 Summation unendlicher Reihen

Viele unendliche Reihen konnen mit Hilfe des Residuensatzes ausgerechnet werden. Dazu bemerken wir, daf§
die Funktion

f(z)=rcot(rz) (4.4.26)

tiberall in der Komplexen Ebene analytisch ist aufler fiir z € Z, wo diese Funktion Pole erster Ordnung mit
Residuum 1 besitzt. Um dies zu beweisen, brauchen wir nur den zur imaginiren Achse parallelen Streifen
Rez € (—1/2,1/2) zu betrachten, da die Funktion offenbar periodisch mit der Periode 1 ist, denn es gilt
f(z+1) = f(2). Nun ist zf(z) reguldr auf der offenen Kreisscheibe |z| < 1, und folglich ergibt sich das
Residuum bei z = 0 gemifd

zcos(7z) cos(rtz)—mzsin(mz)

Res f(z) = 7 lim = lim
Z—>Of< ) z—=0 sin(7rz) 20 7 cos(7z)

1. (4.4.27)

Wegen der Periodizitit von f besitzt diese Funktion also tatsichlich in z € Z einfache Pole mit Residuum 1.

Ist dann g eine Funktion, die in einem Streifen entlang der reellen Achse fiirRez >a, Imz € (—e¢,¢) (¢ >0)
keine Singularititen besitzt und in der Nihe der reellen Achse fiir z — oo schneller als in der Ordnung
0(1/z) verschwindet, konnen wir den Residuensatz fiir den in Abb. eingezeichneten Integrationsweg
C verwenden, um

1 1
; g(k)= T JC dzf(z)g(z)= 5 Jc dzg(z)cot(rz) (4.4.28)

zu berechnen, wobei das Integral selbst wiederum mit Hilfe des Residuensatzes berechnet werden kann, wobei
man oft den Integrationsweg deformiert. Dafl sowohl die Reihe als auch das Integral existieren, folgt aus der
Voraussetzung, daf} g(z) fiir z — oo in der Nihe der positiv reellen Achse schneller als (1/z) verschwindet.

Als Beispiel betrachten wir die Reihe

> % (4.4.29)

k=1 keZ\{0}

U\(
—~

N
SN—

Il
[M
| =

Il
N =

Hier konnen wir die oben angedeutete Berechnungsmethode fiir g(z) = 1/z* etwas abwandeln und den In-
tegrationsweg gemifl Abb.[4.5wihlen. Die beiden ins Unendliche erstreckt zu denkenden Halbkreise tragen
wieder nichts zum Integral bei, da g(z) hinreichend schnell verschwindet und cot(7rz) beschrinkt bleibt. Der
Integrationsweg kann aber offensichtlich als Umlauf um den Ursprung in mathematisch negativer Richtung
(also im Uhrzeigersinne) gedeutet werden, so dafl wir lediglich das Residuum des Integranden bei z = 0 be-
rechnen miissen. Da cot(7rz) bei z = 0 einen einfachen Pol besitzt, hat die Funktion cot(7z)/z* dort einen

Pol 5. Ordnung und liefert

cot(mz) 1. d* m’
R =—lim — =—— 4.4.30
BT Tgaretl= 4439
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Im 2z
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—0—0—0000000_-:
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Abbildung 4.5: Integrationsweg zur Berechnung der Rethe (4.4.29).

wobei die Ableitung und der Grenzwert zwar ein wenig mithsam zu berechnen sind aber keine prinzipiellen
Schwierigkeiten verursachen. Unter Beachtung des korrekten Vorzeichens aufgrund des im negativen Sinne
umlaufenen Weges, erhalten wir mit Hilfe von (4.4.28)

4

1 t t
§(4):_,f dr M2) _ T coUnz) (4.4.31)
4 Jc z4 220 z4 90

Auf ihnliche Weise erhilt man auch

1 n_ cot(mz)
ZE“E?ES = (4.4.32)

4.5 Funktionen mit nichtisolierten Singularititen

In diesem Abschnitt betrachten wir Funktionen mit nichtisolierten Singularititen. Ein Beispiel dafiir haben
wir bereits in Abschnitt bei der Behandlung des Logarithmus gesehen. Wir sind dabei auf eine Singu-
laritdt entlang der gesamten negativen reellen Achse gestoflen, wo der Imaginirteil des Logarithmus um 27
springt. Wir beschiftigen uns im folgenden systematisch mit solchen Funktionen, die nur eindeutig definiert
werden kdnnen, wenn man einen oder mehrere solcher Schnitte in ithrem Definitionsbereich einfiihrt.

4.5.1 Mehrdeutige Funktionen

Auf mehrdeutige Funktionen stofit man, wenn man die Umkehrfunktionen zu nichtinjektiven Funktio-
nen betrachtet. Nehmen wir als erstes Beispiel die Funktion

f:C=C, f(z)=2" (4.5.1)

Geometrisch gesehen konnen wir solche Funktionen als Abbildung der komplexen z-Ebene (Definitionsbe-
reich der Funktion) in die komplexe w-Ebene (Bildbereich der Funktion) auffassen.

Schreiben wir nun z = r exp(ig) mit r >0, so ist offenbar

w =22 = rexp(2ip). (4.5.2)
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4.5. Funktionen mit nichtisolierten Singularititen

Denken wir uns nun z als Halbstrahl, der von der negativen imaginiren Achse (¢ = —/2) beginnend die
ganze z-Ebene im Gegenuhrzeigersinne tiberstreicht. Offensichtlich decken wir dann durch den entsprechen-
den Strahl in der w-Ebene beginnend von 72 exp(—ir) = —r2, also der negativ reellen Achse, bereits die
ganze w-Ebene ab. Ist nimlich ¢ = —7/2+ 7 = 7/2 sind wir auf der w-Ebene schon wieder auf der ne-
gativ reellen w-Achse angelangt, haben aber erst die rechte z-Halbebene durchlaufen. Durchlaufen wir nun
weiter auf der z-Ebene auch die linke z-Halbebene, d.h. ¢ € (7/2,37/2), decken wir die w-Ebene ein zwei-
tesmal ab. Die Funktion ist also nicht eindeutig und daher nicht eindeutig umkehrbar: Zu jedem w-Wert
gibt es zwei z-Werte, mit w = z2, nimlich z; = r exp(ip,) (mit ¢, € (—7/2,7/2]) und z, = r exp(ip,) mit
@, =@+ me(rn/2,37/2], d.h. z, = —z,. Folglich hat z, stets einen positiven und z, stets einen negativen
Realteil.

Wiederholen wir nun diese Betrachtung aus Sicht der w-Ebene: Man kann die Umkehrfunktion eindeu-
tig machen, indem man die w-Ebene entlang der negativ reellen Achse aufschneidet. Schreiben wir dann
w = pexp(i?) mit ¢ € (—m,37) decken wir die w-Ebene zweimal ab. Denken wir uns dann statt der einen
w-Ebene zwei Kopien dieser Ebene, wie eine Art Buch mit zwei Seiten, die entlang des Schnitts miteinander
verheftet sind. Laufen wir mit unserem Halbstrahl bei ¢ = —7 auf der negativen reellen Achse los und laufen
bis & = 0, erhalten wir die Werte z, in der unteren z-Halbebene. Wir befinden uns dann auf dem ersten
Blatt der zweifach iiberdeckten w-Ebene. Dann laufen wir weiter bis ¢ = 27, wobei wir iiber den Schnitt
auf das zweite Blatt gelangen. Dies liefert dann die z,-Werte in der linken z-Halbebene. Dieses geometrische
Konstrukt der doppelt tiberdeckten w-Ebene ist ein Beispiel fiir eine Riemannsche Fliche. Auf jedem Blatt
der w-Ebene ist die Funktion singulir auf dem ganzen Schnitt entlang der negativ reellen Achse. Befinden
wir uns z.B. auf dem ersten Blatt der Ebene am oberen Ufer des Schnitts mit ¢ = 7 —07, ist der Imaginirteil
des dazugehorigen z-Wertes positiv, am unteren Ufer mit ¢ =—m 4107 ist der entsprechende z-Wert z, mit
negativem Imaginirteil. Der entsprechende Sprung des Imaginirteils ist dabei offenbar 7. Die Funktion wird
also entlang des Schnitts mehrdeutig, wenn man sich auf ein Blatt beschrinkt. Man nennt daher @ = 0 einen
Verzweigungspunkt der Wurzel-Funktion @ — /@ und den oben eingefiithrten Schnitt einen Verzwei-
gungsschnitt. Die Wahl des Verzweigungsschnittes ist dabei willkiirlich. Man kann das erste Blatt offenbar
dadurch charakterisieren, dafl die positive w-Achse durch ¢ = 0 gegeben ist, so daf$ der entsprechende z,-Wert
positiv reell ist. Dies ist die iibliche Definition fiir die reelle Wurzel, und deshalb wird gewohnlich diese Wahl
des Schnittes getroffen?] Man kann aber im Prinzip als Verzweigungsschnitt jede Kurve verwenden, die von
dem Verzweigungspunkt ausgehend irgendwie ins Unendliche verlauft.

In dhnlicher Weise fithrt die Umkehrung der Funktionen z — z” mit 7 € N zu n-fachen Uberdeckungen der
w = z"-Ebene mit dem Verzweigungspunkt w =0.

Eine Funktion wie

f(z2)=vz2—1 (4.5.3)

besitzt zwei Verzweigungspunkte z = %1, und der Schnitt ist in dem Fall endlich und verbindet diese beiden
Punkte. Unserer obigen Definition der Wurzelfunktion entspricht der Wahl des reellen Intervalls des (—1, 1)
als Verzweigungsschnitt.

Betrachtet man die Logarithmusfunktion als Umkehrfunktion von z — exp z, erhilt man eine unendlich-
blittrige Riemannsche Fliche als Definitionsbereich mit dem Verzweigungspunkt bei w = 0. Der Schnitt
wird tiblicherweise auf die negative w-Achse gelegt, und der Hauptzweig des Logarithmus ist diejenige, fiir
den Inz € R fiir z > 0 liegt, so wie wir es in Abschnitt definiert hatten. Auf den anderen Blittern der
Riemannfliche unterscheiden sich dann die Werte des Logarithmus um additive Konstanten 27cki mit k € Z.
In jedem Blatt hat der Logarithmus entlang des Schnittes einen Sprung um 27i. Im Hauptzweig wird der
Imaginirteil entlang des oberen Ufers des Schnittes 7, entlang des unteren Ufers —.

2Z.B. ist dies in den Programmiersprachen Fortran, C, C** sowie im Computeralgebrasystem Mathematica implementiert.
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4.5.2 Integration von Funktionen mit Verzweigungspunkten

Als einfaches Beispiel betrachten wir die Funktion f(z) = z* mit einem @ € R \ Z. Diese Funktion ist mehr-
deutig mit Verzweigungspunkt z = 0, und die entsprechende Riemannsche Fliche besitzt fiir @ € QQ endlich
viele und fiir @ € R\ Q unendlich viele Blitter. Wir miissen also die z-Ebene entlang einer im Nullpunkt be-
ginnenden ins Unendliche verlaufenden Kurve aufschneiden. Wihlen wir dafiir die negativ reelle Achse und
definieren f(z) > 0 entlang der positiv reellen Achse z > 0. Dann ist fiir z = r exp(ig) mit ¢ € (—mn, )

f(z)=z"=r%exp(iap) fir zeC\R, (4.5.4)

wobei r* = exp(a In r) im tiblichen reellen Sinne zu verstehen ist.

Solange wir uns auf dem so definierten Blatt der Riemannschen Fliche bewegen, haben wir auflerhalb des
Schnittes bei z < 0 eine analytische Funktion vor uns, und wir kénnen z.B. den Residuensatz anwenden.
Falls @ < 0 ist konnen wir den Residuensatz auf diese Funktion entlang des geschlossenen Weges in Abb.
anwenden:

f dz’ fir zeC\R,,. (4.5.5)
27'[1 Z’ —z =

Der grofie Kreis trigt dabei fiir R — oo nichts zum Integral bei, denn der Integrand verschwindet im Unend-
lichen schneller als 1/|z|. Damit kénnen wir auch

0 x4+107)— F(x —1i0—
znif(z)zf_ gy LA f(x—i07) (4.5.6)

X—Z

schreiben. Gemds (4.5.4) gilt fiir die Diskontinuitit x >0
disc[ £ (x)]:= f(x +107) — f(x —107)O(—x)

= |x|*[exp(iam) —exp(—iam)] = 2i|x|* sin(7ra)O(—x),

wobei |x|* = exp(aln|x|) € R ist. Es folgt also

go = Sinlre f dx EL (4.5.8)
x_Z

In der relativistischen Quantenfeldtheorie tritt bei der Berechnung von storungstheoretischen Korrekturter-
men zu physikalischen Groflen wie der Selbstenergie von Teilchen oder Wechselwirkungsvertices, die durch
Feynmandiagramme mit geschlossenen Schleifen reprisentiert werden, divergente Integrale auf. Oft kann
man aber die Diskontinuitit von der Art entlang eines Schnittes der betreffenden Funktion ausrech-
nen, wobei aber (4.5.6) nicht anwendbar ist, weil das uneigentliche Integral auf der rechten Seite der Glei-
chung divergiert. In dlesem Zusammenhang bezeichnet man ein Integral der Bauart (4.5.6) zur Bestimmung
der Funktion als Dispersionsrelation. Irgendwelche im Endlichen gelegenen Integrationswege fiir die An-
wendung des Residuensatzes stehen aber zur analytischen Fortsetztung der Funktion auf die entsprechend
aufgeschnittene z-Ebene nicht zur Verfiigung, denn es ist nur die besagte Diskontinuitit der Art ent-
lang des Schnittes bekannt und nicht Funktionswerte auflerhalb des Schnittes.

(4.5.7)

Andererseits ergibt es oft einen physikalischen Sinn, die Funktion bis auf ein Polynom zu bestimmen. Dann
kann man eine subtrahierte Dispersionsrelation verwenden. Betrachten wir dies anhand unseres obigen
Beispiels der Funktion (4.5.4). Angenommen > 0. Dann gibt es ein 7 € N mit @ — 7 < 0. La. verwendet
man dann das minimale 7 mit dieser Eigenschaft.

Durch vollstindige Induktion [ifit sich nun leicht zeigen, daf}

1 1 2l 1
— — . (4.5.9)

(' —z)(z' —z)  (z—z)(z'—2) {Z(z—2z)"*(z/ —z)*H!
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4.6. DieT-Funktion

Imz

Verzweigungsschnitt

P Rez

Verzweigungspunkt

Abbildung 4.6: Integrationsweg in (4.5.5).

Wir erhalten dann fiir jeden Integrationsweg der in Abbildung [4.6 dargestellten Art mit endlichem R, aber
mit R so grof3, daf} die Punkte z und 7z, im Inneren des Weges enthalten sind,

(=) 4.5.10
Z/_ZO /e+1 (+5.10)

1 f(Z) 1 /
- dX = dZ
2mi Jo o (2 —zo) (2 —z) 2mi(z—zy)" Jc /e [

Da nun die Funktion f in 7z, analytisch ist, kann man die Cauchyschen Integralformeln (4.2.33) anwenden.
Dies ergibt

de : ) _ ) L_Sh—z) ddk (#5.11)

Z/_zo)n(z/_z) o (Z_Zo)n o (Z—ZO)” prs 2l Tée (zo)-

Auf der linken Seite dieser Gleichung kénnen wir nun wieder R — oo gehen lassen und erhalten nach einigen
einfachen Umformungen die Gleichung

n—1

(z—z)* & disc[ f(x)]
f(z)= E —f(z9) +(z—2)" dx . (4.5.12)
R A ° f

k=0 (x—zp)"(x —2)

In dem angesprochenen Anwendungsfall in der Quantenfeldtheorie ist nur disc[ f(x)] fir x < O bekannt,
nicht jedoch die (» — 1) Konstanten

d/e

Z f(z) fir ke{01,...,n—1}. (4.5.13)
dzée

Ck:

Sie werden aus physikalischen Bedingungen bestimmt bzw. an Streudaten gefittet. Sie besitzen die Bedeu-
tung von Beitrigen zur Masse, zur Normierung der Wellenfunktionen und zu Kopplungskonstanten. Thre
Festlegung entspricht einer bestimmten Wahl einer Renormierungsbedingung bei z,, die einer typischen
Energieskala fiir das betrachtete Streuproblem (s. z.B. [LL91]]) entspricht.

4.6 Die I'-Funktion

Als Beispiel fiir eine sogenannte ,spezielle Funktion® betrachten wir die I-Funktion, die eine Art analytische
Fortsetzung der Fakultit N 5 n — n! darstellt. Sie spielt in vielen Bereichen der Physik, insbesondere der
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4. Einfithrung in die Funktionentheorie

Statistischen Mechanik und der dimensionalen Regularisierung in der relativistischen Quantenfeldtheorie,
eine entscheidende Rolle.

Wir beginnen mit der Eulerschen Darstellung der I'-Funktion:

I(z)= Joo dt exp(—t)t* 1. (4.6.1)
0

Dabei definieren wir
t* T =exp[(z—1)Int], (4.6.2)

wobei der Logarithmus entlang der postiven reellen Achse reell zu verstehen ist (d.h. im Sinne des oben
besprochenen Hauptwertes des Logarithmus). Wir zeigen zunichst, daf§ das Integral (4.6.1) in der rechte z-
Halbebene, also fiir z > 0, gleichmifig konvergiert. Folglich ist die I'-Funktion dort eine analytische Funkti-
on.

Dazu spalten wir das Integral in der Form

1 (]
T(z):f dt exp(—t)t*! +J dt exp(—t)t*! (4.6.3)
0 1

auf und betrachten zunichst das zweite Integral
w(z) :f dr exp(—t)t*!: (4.6.4)
1

Fiir £ > 1ist der Integrand eine analytische Funktion fiir z € C. Sei B nun ein kompakter Bereich der z-Ebene.
Dann existiert xy € R, so daf§
xo = max[Rez]. (4.6.5)

zEB

Da weiter fiir ¢ > 1 der Logarithmus nicht negativ ist, ergibt sich
lexp(—t)t? | = |exp[—t 4+ (z —1)Int]| < exp(—t)t ! (4.6.6)
tiir alle z € B. Da das Integral
Joo dt exp(—t)t*! 4.6.7)
1

konvergiert, konvergiert also as Integral (4.6.4) gleichmiflig in B und folglich ist e dort analytisch. Da dies
fiir jeden kompakten Bereich B der Fall ist, ist also cw in der ganzen z-Ebene analytisch.

Betrachten wir nun das erste Integral in (4.6.3):

1
ng(z):fO dt exp(—t)t“ L. (4.6.8)

Der Betrag des Integranden ist exp(—t)t*~1, und fiir x > 1 konvergiert das Integral. Damit ist (4.6.8) eine
analytische Funktion fiir Re z > 1. Wir zeigen nun, dafl dies sogar fiir jeden kompakten Bereich B der offenen
rechten z-Halbebene (d.h. fiir Re z > 0) der Fall ist. Da B kompakt ist, existiert

x; =minRez, (4.6.9)

zEB

und es ist x; > 0. Fiir 0 < ¢ <1 gilt In# <0 und folglich
VzeB: |exp(—t)t? | < exp(—t)t¥ . (4.6.10)
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4.6. DieT-Funktion

Da das Integral iiber diese reelle Funktion konvergiert, ist das Integral gleichmiflig konvergent in B
und damit ¢ eine analytische Funktion in B. Folglich ist diese Funktion und damit auch T in der ganzen
offenen rechten z-Halbebene analytisch.

Als nichstes wollen wir die maximal mdgliche analytische Fortsetzung von I’ auf die linke Halbebene fin-
den. Dazu miissen wir nur das Integral fortsetzen, da (#.6.4), wie oben gezeigt, in der ganzen z-Ebene

analytisch ist. Die Potenzreihe fiir die Exponentialfunktion

exp(—t)= i o) (4.6.11)

|
w—0

ist in jedem kompakten Intervall der reellen Achse gleichmiflig konvergent, und wir kénnen die Reihe in
(4.6.8) einsetzen und gliedweise von O bis 1 integrieren. Dies liefert

P(z)= i (_1.)71 ! 4.6.12)

Diese Reihe konvergiert offenbar gleichmifiig in jedem kompakten Bereich der z-Ebene, der keinen der Punk-
te z ¢ {0,—1,=2,...} =: Z, enthilt. Damit ist ¢ tiberall analytisch aufier in diesen Punkten. Wegen (4.6.3)
ergibt sich daraus die Weierstralsche Darstellung der I'-Funktion

_ 00 _ z—1 > (_1)71 1
1“(2)_J1 dt exp(—1t)t —I—; o s (4.6.13)

Im folgenden verstehen wir unter der I'-Funktion diese Funktion, die fiir z € C\ Z, definiert ist. In Z_
besitzt sie einfache Pole.

Fiir » € N kénnen wir das Integral 4.6.1) analytisch berechnen:
I'(n+1)=n! fir neN,. (4.6.14)

Dies zeigt man am einfachsten, indem man (4.6.1) fiir Re z > 0 partiell integriert. Dabei ergibt sich die wichtige
Beziehung
I'(z4+1)=zI(2). (4.6.15)

DaT fiir z € C\ Z, analytisch ist, gilt die Formel sogar fiir alle diese z. Zusammen mit dem speziellen Wert

I'(1)= J‘X’ dt exp(—t)=1 (4.6.16)
0

ergibt sich durch Rekursion insbesondere auch (4.6.14).

Als nichstes beweisen wir .
T(2)[(1—2z)= (4.6.17)

 sin(rz)

Dazu substituieren wir in (4.6.1) t = #? und nehmen zunichst z € (0,1) C R an. Dann ergibt sich
oo
I(z)= ZJ du exp(—u?)u®*1. (4.6.18)
0
Ersetzen wir darin z durch 1 — z und benennen die Integrationsvariable in v um, erhalten wir
oo
I(1—2z)= ZJ dv exp(—v?)v! 7% (4.6.19)
0
21
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A Imy Imy
A

Ky ~ C1

e Gromsgmem=Rey N NN NN NN NN — Rey

D

C=C+Kz+G,

Abbildung 4.7: Links: Integrationsweg fiir (4.6.22). Rechts: Integrationsweg fiir (4.6.27).

Multiplikation von (4.6.18) mit (4.6.19) liefert

u

[(z)I(1—z)=4 Jooo du JOOO dv exp(—u® —2?) <;>22_1 . (4.6.20)

Dieses Doppelintegral kénnen als Flichenintegral tiber den ersten Quadranten der #v-Ebene interpretieren
und in Polarkoordinaten umformen:

oo

/2

/2
[(z)[(1—2z)= 4J drr exp(—;’z)fO d¢ (cot p)?* ! = ZL d (cot p)** 1. (4.6.21)

0

Hierin substuieren wir ¢ = arccot(y/x):

e} xz—l
T(2)[(1—2z)= JO de . (4.6.22)
Die Funktion (-
_ =)
fO)=~ > (4.6.23)

besitzt 1.a. eine wesentliche Singularitit bei y = 0, und wir verlegen den entsprechenden Verzweigungsschnitt
in der komplexen y-Ebene entlang der positiven reellen Achse. Wir betrachten dasjenige Blatt der entstehen-
den Riemannschen Fliche, auf welchem

lim (—y)* ' =|y|* " exp[Fin(z—1)] (4.6.24)
Imy—=0
gilt. Integrieren wir nun entlang des in Abbildung links gezeigten Weges, wobei wir den Radius des
kleinen Halbkreises um den Ursprung — O und den des groflen Kreises — oo streben lassen, tragen diese
Wegstiicke nichts zum Integral bei, und wir erhalten einerseits

_ )21 (&) z+1
f dy( y) =2i sin(nz)J del . (4.6.25)
c 14y 0 14+x
Andererseits konnen wir den Residuensatz anwenden, und dies liefert
)21 _a\z—1
f iy ) i Res T o (4.6.26)
c 14y =t 14y

Setzen wir also (4.6.25) und (4.6.26) gleich, folgt fir z € (0,1). Da sowohl die I'-Funktion als auch die
rechte Seite der Gleichung (4.6.17) in z € C\ Z_, analytisch sind, gilt sie auch fiir all diese z.
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4.6. DieT-Funktion

Eine weitere niitzliche Darstellung der I-Funktion ergibt sich als Integral iiber den in Abb.[4.7]rechts gezeigten
Integrationsweg mit aus

1—z

1 —z
— | dyexp(—y)(—y) "= P
C TT

21

fzn dt exp[—Rexp(it)—itz]— sin(rz) J ” dtexp(—zt)r™7. (4.6.27)
0

T R
Dabet definieren wir den Verzweigungsschnitt entlang der positiven reellen Achse so, dass fiir y = |y| exp(igp)
mit ¢ € (0, )

(—y)? =exp[—zln|y| —iz(p — 7)] (4.6.28)
ist.
Nehmen wir nun Rez € (0,1) an, konnen wir den Limes R — 0 bilden, wobei der Beitrag des Kreises ver-
schwindet und

1

271

f dyexp(—y)(—y) 7 = _sin(r2) Joo dt exp(—t)t1=1 = —Mr(l —2z) CA —% (4.6.29)
C TT 0 7T Z)

resultiert. Damit ergibt sich die Hankelsche Integraldarstellung der I'-Funktion

1

1 —z
=3 | e (46.30)

Auch hier gilt die Formel wegen der Analytizitit beider Seiten, wobeti fiir allgemeine z € C freilich R > 0
gesetzt werden mufl.

Aus folgt noch, daff die I'-Funktion keine Nullstellen besitzt. Da sin(7z) eine ganze Funktion ist,
besitzt die rechte Seite von keine Nullstellen. Damit kann I'(z) = O nur gelten, wo I'(1 — z) singuldr
wird. Dies ist aber nur fiir z = 7 € N der Fall. Dort ist aber I'(z) = (n — 1)! # 0. Folglich besitzt I'(z) keine
Nullstellen.

Setzen wir in z = 1/2, folgt insbesondere das Integral
r G) = Loo dtv/texp(—t) = /7. (4.6.31)
Als nichstes betrachten wir die Eulersche Beta-Funktion
B(p,q):JldxxP_l(l—x)q_l. (4.6.32)
0
Substituieren wir darin ¢ = 1—x, ergibt sich die Symmetrie dieser Funktion unter Vertauschen der Arumente:

B(p,q)=B(q, p). (4.6.33)
Partielle Integration von ergibt
B(pig+1)= %B(p—i— 1;q). (4.6.34)
Betrachten wir (4.6.18), ergibt sich
I'(p)I(g) = Zfoo du f ” dv exp(—u? —v?)u?? 1o =
0 0
)2

= 4J dr r2p+a=1) exp(—rz)f dgp cos?? ! sin®T! &, (4.6.35)
0 0
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4. Einfithrung in die Funktionentheorie

wobei wir im letzten Schritt im Integral Polarkoordinaten substituiert haben. Substitution von ¢ = r? liefert

o0 /2
[pIG) = 2] dreplonr® [ dgoost ! guintt ! =
0 0

m/

2
= 21“(p+c])f d¢p cos?? ! dsin®? ! . (4.6.36)

0

In dem verbliebenen Inegral substuieren wir x = cos? @, was auf B(p; ¢)/2 fiihrt. Damit folgt

I'(p)T
B(p,q) = @) (4.6.37)
I(p+4q)
Als nichstes beweisen wir die Gaufische Produktdarstellung der I'-Funktion:
=l 1(1+Fon(—5)
—— =zex —)exp(—=
N(z) O PWHL LTS
e (4.6.38)
mit y= lim <; L—In n> 7 0.5772156649.
Die Konstante y heifit Euler-Mascheronische Zahl.
Um zu beweisen, verwenden wir die folgende Darstellung der Exponentialfunktion
exp(—t) = lim <1 — £>n (4.6.39)
71— 00 n
und definieren die Funktionenfolge
n t\”
Pn(z):f de <1——> 1?1 (4.6.40)
0 n

Lassen wir hierin 7 — oo gehen, ergibt sich naiv betrachtet I'(z). Bevor wir dies streng beweisen, zeigen wir,

dafl wir dann auch (4.6.38)) gezeigt haben: Substitution von ¢ = n7 in (4.6.40) ergibt nimlich

1
P (z)= nzf dr(1—1)"t" ' =n*B(z;n+1) =
0 (4.6.41)

_ n'T(2)[(n+1) n*n!
 T(z4n+1)  (z4n)z+n—1)--z
Dabei haben wir die oben gezeigten Eigenschaften der B-Funktion und die Beziehung (4.6.15) der I'-Funktion

verwendet.

Wir konnen nun (4.6.41) mit einfachen Umformungen in die Form

1 explz(14+1/2+--+1/n=Inn)] z4+1 z+4n

P(2) explz(l+124—+1/m)] nl ' Zn Z 4642
=zexp[z(1+1/2+---+ 1/n—lnn)]g<l + E)exp(—g>
bringen. Kénnen wir zeigen, daf$ lim,,_, . P,(z) = I'(z) ist, haben wir also auch die Gauf8sche Produktdar-

stellung (4.6.38) der I'-Funktion bewiesen. Da I' analytisch ist, gentigt der Nachwetis fiir reelle z > 0.
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4.6. DieT-Funktion

Durch Differentiation nach ¢ beweist man die folgende Beziehung

t\” t n—1
1—<1——> expt:f d7)2<1—2> exp v. (4.6.43)
n o 7 n
Der Integrand ist fiir 0 < ¢ < 7 positiv. Andererseits gilt
t n—1 t tz
f do 2<1—2> expv < | dv 2expt:—expt, (4.6.44)
0 n n 0 n 2n
woraus sich
t\® t?
0 <exp(—t)— <1 — —> < — (4.6.45)
n 2n

ergibt. Fiir n — oo folgt daraus (4.6.39) Aus der Eulerschen Darstellung der I'-Funktion (4.6.1) folgt

:fndttz_l[exp(—) <1—— f dt exp(—z)t* 1. (4.6.46)
0

Beim Konvergenznachweis fiir (4.6.1) haben wir gesehen, dafl das zweite Integral fiir » — oo gleichmiflig
gegen 0 konvergiert. Um dies auch fiir das erste Integral zu zeigen, verwenden wir (4.6.45):

o< [dr [explon—(1-£)"] e

< L"o det [exp(—t) — <1 — %)n] t*7P | de exp(—r)te! (4.6.47)

tiir alle » € N und 7 > n,. Sei € > 0. Da das zweite Integral fiir 7y, — oo gleichmifig gegen 0 strebt, konnen
wir 7 so grof§ wihlen, daf§

o0
f dt exp(—t)e7! <§ (4.6.48)
n
ist. Dann gilt fiir n > n,
" t no - pztl 1 n*tr
0< | dt [ex —t —<1——>}tz_1<f dt—+-= =+, 4.6.49
= L p(=t) - o T 2m 2 z42 n 2 (46.49)

wobei wir erneut (4.6.45) verwendet haben. Folglich ist auch das erste Integral in (4.6.46) fiir 7 — 0o in jedem
kompakten reellen Intervall fiir z gleichmiflig gegen 0 konvergent. Damit ist aufgrund der Analytizitit der
I[-Funktion fiir z € C\ Z, die Gaufische Produktdarstellung der I'-Funktion (4.6.38) bewiesen.

Bilden wir den Logarithmus dieser Gleichung, folgt

_In[[(z)] = yz +Inz —i—i[—%—l—ln(l—i—%)]. (4.6.50)
k=1

Leiten wir dieses Resultat nach z ab, erhalten wir die logarithmische Ableitung der I'-Funktion, die Digam-

mafunktion . o
V(o) = 4 n{T@)] = [ =y =1 +2 Z

e (4.6.51)
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Wir beweisen noch einige Niitzliche Beziehungen, die im Zusammenhang mit der I'- und Digammafunktion
hiaufig benotigt werden. Aus (4.6.15) folgt fiir » € N durch Iteration

=D _Ie+2) Tetntl (4.6.52)
z z(z+1) z(z+1)---(z+n)
Multiplikation mit z liefert
(24 1)= —2Fn+D (4.6.53)

Bilden wir davon den Logarithmus und differenzieren nach z, folgt aufgrund der Definition der Digamma-

funktion (4.6.51)
d 2.1
y = — =W — E .
(Z+1) dzln[ ( +1)] (Z+ﬂ+1) k:1z+k

Verwenden wir (4.6.53) und (4.6.54), erhalten wir fiir » € N den Limes

(4.6.54)

Y(z+1) . (z4+1)...(z+n)
im = lim
zo—nT(z+1) zo-—n T(z+n+1)

Mit (4.6.51) erhalten wir noch

n 1 "
|:\If(z +n+ 1)—;:; - +k] = (—1)"(n—1)! (4.6.55)

[e.e] (o]

1 1 1 1 1
Y 1)=—y— —_ )| =— - — . 4.6.56
(z+1) r z+1+;<k k+z+1> y+;<k z+/e> ( )
Setzen wir darin z =0 bzw. z = n € N erhalten wir
7.1
(1) =—y, ‘Il(n-l-l):—}/-i-zz. (4.6.57)

4.7 Die Riemannsche {-Funktion

Eine weitere in der theoretischen Physik niitzliche Funktion ist die Riemannsche {-Funktion. Sie ist fiir
z € C mit Rez > 1 durch die unendliche Reihe

{(z)=>_— 4.7.1)

definiert. Um diese Funktion genauer zu untersuchen, gehen wir von der Definition (4.6.1) der I-Funktion
aus und substituieren in diesem Integral t = nt:

I'(z)=n" J ” dr* exp(—nr). (4.7.2)
0

Dividieren durch 77 und Summieren iiber 7 liefert

—1

f drt*” 1Zexp —nT) J drr*™ m. (4.7.3)

Ahnlich wie bei der Diskussion der analytischen Fortsetzung der I-Funktion zerlegen wir das Integral in

z—1
f drr7 ———— J drt?™ T— (4.7.4)
exp(T i exp(t) —



4.8. Asymptotische Entwicklungen und Sattelpunktsniherung

Das zweite Integral definiert offenbar eine ganze, d.h. fiir alle z € C holomorphe Funktion F(z). Zur Aus-
wertung des ersten Integrals bemerken wir, dass 1/[exp(z) — 1] eine meromorphe Funktion mit einfachen
Polen bei z € 27iZ ist, d.h. fiir |z| < 27 ist die Laurent-Entwicklung

! 1+§: T S S P 4.7.5)
—_— = c, 2! =—— -4+ ——— z’). 7.
exp(z)—1 z 427 z 2 12 720
Damit folgt fiir Rez > 1
! . Tl 1 o €
drt?” = - = 4.7.6
fo exp(t)—1 z—1 §z+n (+7.6)

Damit wird

.{(z):L[L +i n +F(z)]. .7.7)

z—1 —ztn

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dafy die I'-Funktion eine meromorphe Funktion mit einfachen
Polen in z € {0,—1,—2,...} ohne Nullstellen ist. Damit ist aber 1/T(z) eine ganze Funktion mit einfachen
Nullstellen bei z € {0,—1,—2,...}. DaT(1) = 0! = 1, ist also durch { zu einer meromorphen Funktion
in der ganzen z-Ebene analytisch fortgesetzt, und die einzige Singularitit ist ein einfacher Pol bei z = 1 mit
Residuum 1. Aus (4.7.7) und (4.6.13) folgen die speziellen Werte

1

(=3 (== (D=0, (3=,

(4.7.8)

4.8 Asymptotische Entwicklungen und Sattelpunktsniherung

Es sei G C C ein offenes unbeschrinktes Gebiet und f : G — C eine Funktion. Dann heifit eine formale
Reihe

> a,z77, (4.8.1)
n=0

die nicht notwendig fiir irgendwelche Werte von z konvergent sein muf3, eine asymptotische Entwicklung
von f, wenn eine Funktion g : G — C mit g(z) # 0 fiir G 3 |z| > R > 0 existiert, so dafl fiir die Teilsummen

Sn(z)=>a,z7" (4.8.2)
n=0
fiir alle N e N
O lim zN[f(z)— g(2)Sy(2)]=0 (4.8.3)

Z—00

ist. Wir schreiben dann
N
f(z)= g(z)[Zanz_" —|—o(z_N)]. (4.8.4)
n=0

Falls eine asymptotische Entwicklung von f existiert, so sind bei festgehaltener Funktion g die Koeffizienten
a,, eindeutig bestimmt. Nehmen wir nimlich an, daf} es eine zweite asymptotische Entwicklung mit Koeffi-
zienten 4, fiir f gibt, so folgt definitionsgemif}, dafl fiir jedes N € N, gilt

> a,—d)z " =o(zN). (4.8.5)
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Dies bedeutet aber N
. ~ \.N—n _
le)rglo nE:O(an —ad,)z" " =0, (4.8.6)

und dies kann nur der Fall sein, wenn a,, =4, fir alle » € {0, 1,2,...,N} ist.

Es seien nun f,¢ : G — C analytische Funktionen und a, b € G beliebige Punkte, die auch im Unendlichen
liegen kénnen. Dann ist nach dem Cauchyschen Integralsatz (s. Abschn. 4.2.1) das Integral

b
= Jc dz f(z)exp[xp(z)] =: J dz f(z)exp[x¢p(z)] (4.8.7)

unabhingig vom Weg C,, C G. Wir wollen eine asymptotische Entwicklung fiir F fiir x — 400 (x € R)
berechnen. Wir nehmen dazu weiter an, dafl ¢ in der Umgebung von C,, genau einen stationiren Punkt in
2y € G besitzt, d.h. ¢/(z) = 0. Es sei weiter ¢"(z,) #0.

Um die asymptotische Entwicklung fiir F zu finden, wihlen wir nun einen geeigneten Integrationsweg. Da
¢ analytisch ist, gilt in einer Umgebung von z,

$()= $(z)+ £ (222 4 Olz — ). 459

Dann wihlen wir den Integrationsweg so, daf$ er durch z, verlduft und in einer Umgebung von z, durch die
gerade Strecke

z(t)=zy+exp(ia)t, tE€(—e,¢€) (4.8.9)
(mit € > 0 so klein gewihlt, so daf} die Strecke ganz in G liegt) gegeben ist. Schreiben wir weiter
¢"(20) =Aexp(if), A=|¢"(2), (4.8.10)
dann ist y
d[z(t)] = P(zy) + 5 exp[i(2a + B)]t? +O(¢?). (4.8.11)
Wihlen wir dann .
20+ =41 < a:E(:I:n—ﬂ). (4.8.12)
SO 1st
A, 3
ng[z(t)]:gﬁ(zo)—Et +0O(2°). (4.8.13)

Das Vorzeichen in (4.8.12) ist dabei durch den Durchlaufsinn der Kurve bei z = z, bestimmt. Fiir sehr grofle x
kommt dann der Hauptbeitrag zum Integral (4.8.7) von dem Integrationsbereich entlang der geraden Strecke

@87, d.h.

F@) 2 ewplliatxd)) | di flalepledlaen[ 2] @sy

Im folgenden ist es wichtig, daf} fiir die Funktion

/" oo L(k)
§e) = $) = Pl D pp =S T 4.15)

die Potenzreihenentwicklung um z; mit der dritten Potenz beginnt.

Substituieren wir in (4.8.14) T = t4/x und schreiben y = 1//x, folgt

Fy = S0l t ()]

eVx ATZ
= s f_([ deflz(yr)]exp{d[z(yT)]/y }exp<—7>. (4.8.16)

226



4.8. Asymptotische Entwicklungen und Sattelpunktsniherung

Fiir grofle x konnen wir die Grenzen dieses Integrals nach +00 ausdehnen, wobei das entstehende Integral
nicht notwendig konvergieren mufi:

~ exp[ia + xP(zy)]
X—00 ﬁ

Fiir den Integranden gilt

fdff 2(y7)]exp{¢[2(y)]/y }exp<—ATT2>. (4.8.17)

flz(yo)]exp{¢[z(yD)]/y*} =D _ frexp(ika)y*r* exp {Z ¢ exp(ija)y/ o/~ }

k=0 j=3

4.8.18)
_Zf/e exp(ika)y* ¥ exp {Z $iraexpli(j +2)a ]y]77+2}
k=0 j=1
mit . .
fe=gf ®zy), ¢ = ﬁ¢(])(zo). (4.8.19)

Denkt man sich nun die Exponentialfunktion auch noch in eine Potenzreihe entwickelt, erhilt man eine
Reihenentwicklung der Form

L D]ep@lzD = S e 4.8.20

n,m=0

Setzen wir diese Reihenentwicklung nun in (4.8.17) ein, bendtigen wir die Integrale
I,(a)= J drexp(—at?)t™, a>0 (4.8.21)
R

fiir a = A/2. Offenbar ist fiir £ € N,

Ly 1(@)=0, Iy(a)=(—1)"d*Iy(a) = (—1)*d* /7 /a. (4.8.22)

Durch Iteration erhilt man

L(a)= ‘/_(2m 1)g=@mH+0/2 = Ve (@m) <$>m (4.8.23)

a m!

und damit fiir (4.8.17)

. X 1a/+x (z9)] 0.2k A
Py = pl ¢ 0)] ZZ kfn/z 2k< > (4.8.24)

x =0 b

Betrachtet man nun (4.8.18), sicht man, dass in der Reithenentwicklung bzgl. y = 1/4/x und =™ fiir m = 2k
auch nur gerade Potenzen von y auftreten, d.h. C,; 5, =0 fiir j € N Folglich ist also

Fo) = SPletd)] S5 o2 <i1>. (4.8.25)

; 2k
xX— 00 ﬁ j,/e:O x]+/€ 2

Die Doppelsumme ergibt also eine Entwicklung nach Potenzen von 1/x, also die gewtiinschte asymptotische
Entwicklung fiir F(x).

Wir wollen noch die geometrische Bedeutung des hier vorgestellten Verfahrens erliutern und den dafiir ge-
briuchlichen Namen Sattelpunktsniherung oder Methode des stirksten Gefille’| erkliren.

Sengl. saddle-point approximation bzw. method of steepest descent
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4. Einfithrung in die Funktionentheorie

Dazu spalten wir die im Exponenten von (4.8.7) auftretende analytische Funktion in Real- und Imaginirteil
auf, die wir als Felder im R? auffassen, d.h. als Funktionen von x =Rez und y = Imz:

d(z)=u(x,y)+iv(x,y). (4.8.26)

Betrachten wir nun die Umgebung des stationiren Punktes z,, fiir den ¢'(z,) = 0 gilt. Aus den Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen folgt, dafl sowohl # als auch v harmonische Funktionen sind,
d.h. es gilt fiir sie die Laplacegleichung

Au=Av =0, (4.8.27)

Das bedeutet, dafl # und v bei zy = x, + 1y, kein Extremum besitzen, sondern einen Sattelpunkt, denn ist
z.B. 32u(xq,7,) < O, besitzt #(x,7,) als Funktion von x bei festgehaltenem y = y, ein Maximum. Gemif3
ist dann aber ayzu(xo,yo) > 0, und #(xy,) besitzt als Funktion von y bei festgehaltenem x = x, ein
Minimum. Entsprechend wird es auch Linien (x(¢),y(¢)) geben, entlang derer # bzw. v konstant sind, die
Niveaulinien der Funktionsgraphen z = u(x,y) bzw. z = v(x, y).

Die Idee der vorgestellten Integrationsmethode ist es nun, als Integrationsweg in der Umgebung des statio-
ndren Punktes z, den Weg zu verwenden, entlang dessen der Realteil ein Maximum aufweist, d.h. die Funktion
u[x(t),y(¢)] in dieser Umgebung mdglichst steil abfallt. Nun ist aber

L0 = - Fulx(e) (0] 4.8.28)

Der Betrag dieser Ableitung wird offenbar maximal, wenn die Tangente in jedem Punkt entlang des Weges in
Richtung von Vu weist. Wir nennen diese Kurven die Fallinien des Realteils und integrieren entlang dieser
Fallinien.

Das Integrationsverfahren kann aber nur dann eine gute Naherung liefern, wenn sich gleichzeitig der Imagi-
nirteil entlang dieses Weges nicht wesentlich dndert, denn fiir grofle x wiirde dann die entsprechende Expo-
nentialfunktion dieses Imaginirteils in sehr schnell entlang des Weges oszillieren, und dies wiirde dazu
fithren, dafl sich die einzelnen Beitrige zum Integral entlang des Weges wegmitteln. Dies ist aber nicht der
Fall, denn aufgrund der Cauchy-Riemannschen Ditferentialgleichungen sind die Fallinien des Realteils
gleichzeitig die Niveaulinien des Imaginirteils, denn es gilt

S olxpy(0)= j—t Volx(0),y(0)] = Valx(0),y(1)] - Volx(e),y(1)] 4.8.29)

== u[x(2), ()10, u[x(2), y(£)]+ &) u[x(2),y ()]0, u]x(2), y(¢)] = O.

Dies bedeutet aber in der Tat, dafl der Imaginirteil v entlang der Fallinien des Realteils # konstant ist. Des-
halb wird die Sattelpunktsmethode manchmal auch Methode der stationiren Phasd’|bezeichnet. Allerdings
werden in der Physiklehrbuchliteratur manchmal auch andere Niherungen so bezeichnet, die allerdings nicht
so streng sind wie die hier vorgestellte Sattelpunktsmethode und zuweilen zu Fehlschliissen fiithren kénnen.

4.8.1 Beispiel: Die Stirlingsche Formel

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir die asymptotische Entwicklung der I-Funktion fiir grofle reelle po-
sitive Argumente. Gemif3 (4.6.1) ist

I'(x+1)= J " dt exp(—t)t*. (4.8.30)
0

*engl. stationary-phase method
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4.8. Asymptotische Entwicklungen und Sattelpunktsniherung
Um die Sattelpunktsnaherung anwenden zu konnen, substituieren wir ¢ = xz. Dann folgt

F(x+1):xx“foodzexp[x(lnz—z)]. (4.8.31)
0

Wir haben hier also ein Integral vom Typ mit f(z)=1und
d(z)=lnz—z (4.8.32)

vorliegen, wobei unter dem Logarithmus der Hauptwert zu verstehen ist. Bei der Wahl des Integrationsweges
miissen wir also den Schnitt dieser Funktion entlang der negativen reellen Achse vermeiden. Wir werden
sehen, daf} dies im gegebenen Fall kein Problem darstellt.

Als erstes miissen wir die stationiren Punkte der Funktion (4.8.32) suchen:

F(z) =~ —120 7,=1. (4.8.33)
%0
Die zweite Ableitung lautet
1
§'(5) =% > ¢ () = ¢'(1) = 1. (4.8.34

Die zweite Ableitung ist also im stationdren Punkt z, = 1 negativ reell und folglich gemif (4.8.10) 8 = 7 und
damit aufgrund von (4.8.12) @ = 0 oder @ = —7. Da wir in positiver Richtung der reellen Achse integrieren
wollen, ist hier @ = 0 zu wihlen. Unser Integrationsweg lautet also

z(t)=1+1 (4.8.35)

Die Niherung (4.8.17) lautet in diesem Falle demnach

T(x+1)x§wxx+1/zexp(—x)JRdTexp <—§>exp[¢(1+7y)/y2], y=1/+/x (4.8.36)
mit 1 \ ZZ
H2)=d(2) = (=" Nz =1 =Inz+ =22+ . (4.8.37)

Die Entwicklung des zweiten Exponentialfactors (4.8.36) um y = 0 bis zur Ordnung y? ergibt dann nach
Verwendung der Gaufl-Integralformeln (4.8.22)

T(x+1) = V2rx*+1/? exp(—x)[l-l—i—i—ﬁ(i)]. (4.8.38)

X— 00 x2

Hinweise zum Weiterlesen

Die Funktionentheorie ist ein klassisches Teilgebiet der Analysis, und entsprechend gibt es zahlreiche gute
Lehrbiicher zu diesem Thema, z.B. [Mys81}, [FK07, Smi61, [Jan01]].
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