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Kapitel 1

Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Nach einigen allgemeinen Hinweisen zur Vorlesung stellen wir In diesem Kapitel einige Grundlagen zusam-
men, die wir im Folgenden voraussetzen wollen. Dies umfasst den Umgang mit Mengen und reellen Zahlen
sowie die Analysis fiir Funktionen einer reellen Verinderlichen. Im Bedarfsfall sollte dieser Stoff der Schul-
mathematik auch selbstindig nachgearbeitet werden [Hef18]].

1.1 Allgemeine Hinweise zur Vorlesung

Dies ist das Manuskript zur Vorlesung ,Mathematische Methoden fiir Lehramt L3“. Ziel dieser Vorlesung
ist es, die in den Vorlesungen ,Theoretische Physik 1-3 fiir das Lehramt L3“ benétigten mathematischen
Methoden zu erarbeiten aber auch vor allem gleich auf konkrete physikalische Probleme anzuwenden. Der
Schwerpunkt liegt entsprechend weniger auf formalen Beweisen als vielmehr auf der Vermittlung der Rechen-
technik, die sehr wichtig fiir das Verstindnis der theoretischen Physik ist.

Erfahrungsgemif$ sind die Vorkenntnisse der Studierenden aus der Schulphysik recht heterogen. Daher be-
ginnen wir die Vorlesung mit einer kurzen Zusammenfassung der ,Schulmathematik®, also mit den grundle-
genden Begriffen der reellen Zahlen und der Differential- und Integral-Rechnung fiir Funktionen einer
reellen Variablen, sowie der reellen Vektoralgebra und analytischen Geometrie.

Bereits die Vorlesung ,,Theorie 1 tiber die Newtonsche Mechanik erfordert die Erweiterung der Methoden
der linearen Algebra zu solchen der eigentlichen Vektor-Analysis. Entsprechend werden wir {iber die phy-
sikalischen Groflen Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung die Ableitung von Vektorfunktionen nach
dufleren Parametern (hier naturgemifd der Zeit) einfithren und geometrisch deuten.

Ebenso werden die wesentlichen Grundbegriffe der Feldtheorie eingefiihrt, wie die Ableitungen skalarer
Felder und Vektorfelder (grad, div und rot), die durch den ,,Nabla-Operator v kompakt dargestellt werden.
Ebenso besprechen wir auch ausfiihrlich das Rechnen mit Komponenten, den sog. Ricci-Kalkiil. Dieser Teil
wird allerdings erst in der Vorlesung , Theorie 2“ tiber Elektrodynamik benétigt, sind zum Teil aber auch
bereits fiir die Mechanik von einigem Nutzen.

Den zweiten Schwerpunkt der Vorlesung bilden Techniken zur Lsung von gewohnlichen Differentialglei-
chungen, also die Integration der einfachsten Typen von Bewegungsgleichungen, wie sie in der klassischen
Mechanik auftreten, insbesondere das wichtige Beispiel des harmonischen Oszillators. Dazu fithren wir
auch komplexe Zahlen ein und besprechen die wichtigsten elementaren Funktionen wie Polynome, die
Exponentialfunktion, die trigonometrischen Funktionen und deren Umkehrungen.

Es sei betont, dass in der Vorlesung nicht notwendig alle Inhalte dieses Manuskripts abgearbeitet werden
miissen. Der Inhalt der Vorlesung richtet sich nicht zuletzt auch nach den Bediirfnissen der Horerinnen und
Horer.

Literaturempfehlungen: Zum Auffrischen bzw. Nachholen der Schulphysik empfehlen sich Biicher, die fiir
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Mathematikvorkurse an Universititen erarbeitet wurden. Ein relativ neues Buch ist [Hef18]], zu dem es auch
eine offen verfiigbare Online-Plattform gibt.

Die Literatur zum Thema ,Mathematik fiir Physiker® ist nahezu unerschopflich. Fiir die Zielsetzung dieser
Vorlesung ist besonders [[Gro12]] (frei als e-book im Netz der Goethe-Universitit verfiigbar!) zu empfehlen,
das den mathematischen Teil des Vorlesungsstoffes weitgehend abdeckt. Ein sehr ausfiihrliches Mathematik-
buch fiir Studierende der Naturwissenschaften ist [AHK™ 18] (frei als e-book im Netz der Goethe-Universitit
verfligbar!). Eine sehr anschauliche Behandlung der Vektoranalysis bieten[[BK88, SH99]].

Auch viele Theorie-Lehrbiicher bieten einen Uberblick iiber die zur Anwendung kommende Mathematik.
Als besonders gelungen empfinde ich die ilteren Biicher [[Joo89, Sau73),Som92]].

Generell orientiere ich mich fiir die Theorie-Vorlesungen auch an der neuen Lehrbuchreihe tiber theoreti-
sche Physik [[BFK™18a, BFK™18b, BFK™18c, BFK™18d], wovon im Lehramtsstudiengang naturgemif} nur
Teile der Binde 1-3 abgehandelt werden konnen (frei als e-book im Netz der Goethe-Universitit verfiigbar!).
Hier gibt es allerdings kein eigenstindiges Mathe-Kapitel, sondern die benétigten mathematischen Methoden
werden im Text in ,Mathe-Boxen® bereitgestellt, wo sie bendtigt werden.

Ein Standardlehrbuch mit einem einleitenden Kapitel {iber die mathematischen Grundlagen ist noch [Nol18]]
(frei als e-book im Netz der Goethe-Universitit verfligbar!).

Es sei auch mit Nachdruck darauf hingewiesen, dass eine ausfiihrliche Beschiftigung mit Ubungsaufgaben,
auch tiber das Mafl des zur Vorlesung gehorigen Tutoriums hinaus, sehr wichtig ist. Hierzu gibt es auch sehr
viele Biicher, z.B. [HH19a, HH19b, HHT9¢]] (frei als e-book im Netz der Goethe-Universitit verfiigbar!).
Auch diese Buchreihe bietet ein umfangreiches Zusatzmaterial online.

1.2 Mengen und reelle Zahlen

Die moderne Mathematik versteht sich als die Lehre tiber abstrakte Strukturen und basiert (nahezu) vollstin-
dig auf der Mengenlehre, die wir hier in einer sehr naiven Auffassung verwenden. Demnach ist eine Menge
einfach eine Zusammenfassung irgendwelcher (realer oder abstrakter) Gegenstinde. Eine Menge M ist dem-
nach dadurch definiert, dass man von beliebigen Gegenstand x sagen kann, ob er zur Menge gehort (x € M:
»x 1st in M enthalten oder ,x ist Element der Menge M) oder nicht (x ¢ M).

Eine Menge M kann zum einen durch einfache Aufzihlung der in ihr enthaltenen Elemente definiert werden.
Z.B. definiert man als die Menge der natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...} oder N, = {0,1,2,3,...}. Sie kann
aber auch durch die Eigenschaft ihrer Elemente definiert sein. Z.B. kann man die Menge aller natiirlichen
Zahlen, die kleiner als 7 sind zum einen einfach durch Aufzihlung M = {1,2,3,4,5,6} oder durch die betref-
fende Eigenschaft der Elemente M = {n € N|n <7} = {n € N|n < 6}, was ,alle natiirlichen Zahlen » mit der
Eigenschaft n <7 bzw. n < 6 bedeutet, definiert werden.

Einige niitzliche Notationen sind noch die Teilmenge bzw. die Obermenge. Man sagt, eine Menge M’ ist
Teilmenge der Menge M, M’ C M, wenn aus x € M’ stets folgt, dass auch x € M ist. Man sagt in diesem Fall
auch, dass M Obermenge von M ist, M D M’.

Auch das Rechnen mit reellen Zahlen wollen wir als bekannt voraussetzen. Wir deuten nur kurz einige
Grundlagen an. Die reellen Zahlen werden im wesentlichen durch die Rechenregeln fiir Addition und Mul-
tiplikation und deren jeweilige Umkehrungen, also Subtraktion und Division definiert. Diese algebraischen
Regeln definieren, was die Mathematiker als Zahlenk6rper bezeichnen.

Zunichst bildet die Menge der reellen Zahlen R zusammen mit der Addition als Abbildung zweier reeller
Zahlen auf eine reelle Zahl eine Abelsche Gruppe, d.h. es gelten die folgenden ,Rechenregeln®.
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1.2. Mengen und reelle Zahlen

1. Fiir alle 4, b, c € R gilt fiir die Addition stets das Assoziativgesetz

(a+b)+c=a+(b+o). (1.2.1)

2. Esexistiert genau eine Zahl 0 € R, so dass fiir allea € R
a+0=a (1.2.2)
gilt. Diese Zahl 0 (Null) ist das neutrale Element der Addition.
3. Zujeder Zahl a € R existiert eine Zahl (—a) € R, so dass
a+(—a)=0. (1.2.3)
Man nennt (—a) das inverse Element zu 4 bzgl. der Addition.
4. Fir alle 4, b € R gilt fiir die Addition das Kommutativgesetz

at+b=b+a. (1.2.4)

.

Man schreibt abkiirzend auch a + (—b) = a — b, d.h. die Subtraktion ist auf die Addition und Bildung des
inversen Elements bzgl. der Addition zuriickgefiihrt.

Es gibt noch eine weitere elementare Verkniipfung, die Multiplikation (Abbildung zweier reeller Zahlen auf
eine reelle Zahl). Auf der Menge R* = R\ {0} (die reellen Zahlen ohne die Null) bildet auch diese Verkniipfung
eine Abelsche Gruppe.

1. Firalle a, b, c € R gilt fiir die Multiplikation stets das Assoziativgesetz

(ab)c =a(bc). (1.2.5)

2. Esexistiert genau eine Zahl 1 € R, so dass fiir allea € R
al=a (1.2.6)
gilt. Diese Zahl 1 (Eins) ist das neutrale Element der Multiplikation.
3. Zujeder Zahl 4 € R* existiert genau eine Zahl 4! € R, so dass
a@a =1 1.2.7)

ist. Man nennt 4! das inverse Element zu a bzgl. der Multiplikation. Die Null besitzt kein
inverses Element bzgl. der Multiplikation (,durch Null kann man nicht teilen!).

4. Fiir alle 4, b € R gilt fiir die Multiplikation das Kommutativgesetz

ab=ba. (1.2.8)

\. J

Die Multiplikation mit dem Inversen bezeichnet man auch als Division und definiert fiir alle 2 € R und alle
b eR"

a(b™") = % —a/b. (1.2.9)

9



1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Weiter gilt noch fiir die Verkniipfung der beiden Rechenoperationen das Distributivgesetz, d.h. fiir
allea,b,c e Rgilt
alb+c)=ab+ac. (1.2.10)

Man kann mit diesen Axiomen alle weiteren algebraischen Rechenregeln herleiten.

Die reellen Zahlen sind dadurch aber noch nicht vollstindig charakterisiert. Als weiteres Element gibt es eine
Anordnungsrelation, d.h. man kann von zwei reellen Zahlen sagen, ob die eine kleiner oder grofier als die
andere ist. Wir definieren fiir zwei Zahlen 4, b € R also eine Relation a2 < b (a ist kleiner oder gleich 5), die
folgende Regeln erfiillt

e Firallea,b,c eRgilt
a<b=>a+c<b+c. (1.2.11)

e Fiirallea,b € R und alle ¢ > 0 gilt

a<b = ac>bc. (1.2.12)

e Sciena,b € R mit 2 > 0und 4 > 0. Dann existiert stets eine natiirliche Zahl » € N C R, so dass

b <na. (1.2.13)

Die bis jetzt gegebenen Gesetze definieren einen archimedisch angeordneten Zahlenkorper. Allerdings er-
tille auch die Menge der rationalen Zahlen @, also die Teilmenge der reellen Zahlen, die sich als ,Bruch®
zweier ganzer Zahlen schreiben lassen, diese Axiome. Um R eindeutig zu charakterisieren, bendtigen wir
noch die Vollstandigkeit bzgl. der Grenzwertbildung von Folgen. Darauf gehen wir im folgenden Abschnitt
genauer ein.

Fiir das Folgende benétigen wir auch noch den Begriff des Betrags einer reellen Zahl. Dieser ist defi-

niert als
>
e = a falls 2 >0, (12,19
(—a) falls a<O.
Offensichtlich ist |#| > 0 fiir alle 2 € R. Es gelten die Rechenregeln
lab|=la||b|, |a+b|<l|al+]b|. (1.2.15)

Die letztgenannte Ungleichung heifst Dreiecksungleichung.
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1.3. Folgen und Grenzwerte

1.3 Folgen und Grenzwerte

Eine Abbildung N — R, 7 — a,, bezeichnet man als reelle Zahlenfolge, d.h. jeder natiirlichen Zahl
n wird eindeutig eine reelle Zahl 2, zugeordnet. Wir bezeichnen eine solche Zahlenfolge abkiirzend
auch als (a,,) oder genauer (a,,),,c-
Eine Folge reeller Zahlen (a,) konvergiert gegen eine reelle Zahl 4 genau dann, wenn es zu jedem
reellen € > 0 eine natiirliche Zahl N gibt, so dass |a,, —a| < € fiir alle > N gilt. Anschaulich bedeutet
das, dass man die Abweichung der Folgenglieder mit hinreichend groflem Index 7 von der Zahl 4
beliebig klein machen kann. Man schreibt dann auch

lim a, =a. (1.3.1)

n—oo

Eine Folge, fiir die eine solche Zahl  existiert, heiflt konvergent und a der Grenzwert der Folge.

. J

Wir kdnnen nun die konvergenten Folgen auch noch charakterisieren, wenn wir den Grenzwert nicht ken-
nen. Zunichst nehmen wir an, die Folge (a,,) sei konvergent mit Grenzwert a. Sei weiter ¢ > 0 eine beliebige
positive reelle Zahl. Dann konnen wir definitionsgemif} eine Zahl N finden, so dass |a,, —a| < €/2 fiir alle
n > N ist. Seien dann 7,7, > N natiirliche Zahlen. Dann folgt

|2, —a,,|=a, —a)+(@—a,)| <l|a, —al+]a—a,|<e/2+¢/2=¢. (1.3.2)

51

Ist also a,, konvergent, kann man zu jedem ¢ > 0 ein N € N finden, so dass

la, —a, |<e firalle n;,n,>N (1.3.3)

2 2

gilt. Folgen mit dieser Eigenschaft heiflen Cauchy-Folgen.

Anschaulich bedeutet das, dass die Folgenglieder (a,,) fiir hinreichend grofle N beliebig nahe beieinander
liegen, wenn nur ihre Indizes > N sind. Anschaulich liegt es daher nahe, zu denken, dass alle Cauchy-Folgen
konvergent sind. Dies ist aber genau fiir die reellen Zahlen R der Fall. Man sagt auch, die reellen Zahlen
seien abgeschlossen bzgl. der Grenzwertbildung.

Man kann zeigen, dass R eindeutig als abgeschlossener Archimedisch angeordneter Zahlenkérper
charakterisiert ist.

Man beachte, dass der Korper der rationalen Zahlen @ C R, der alle algebraischen Eigenschaften wie die
reellen Zahlen besitzt, nicht abgeschlossen bzgl. der Grenzwertbildung sind. Z.B. gibt es rationale Zahlenfolgen,
die gegen /2 konvergieren, und wir wissen, dass v/2 keine rationale Zahl ist.

7

Wir bemerken noch, dass die Grenzwertbildung mit der Addition und Multiplikation ,,vertriglich®
sind, d.h. fiir konvergente Zahlenfolgen (,) und (4,) mit den Grenzwerten a bzw. b gilt

lim a,+b,=a+b, lima,b,=ab. (1.3.4)

n—oo n—oQo

Ist auch noch b, # 0 fiir alle » € N und auch der Grenzwert b # 0, gilt auch

(1.3.5)
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Wir wollen als Beispiel fiir die Anwendung dieser Begriffe einen wichtigen Grenzwertsatz beweisen. Dazu
definieren wir zunichst, dass eine Folge monoton wachsend ist, wenn fiir alle 7; <7, stetsa,, >a,, ist. Eine
Folge heifdt nach oben beschrinkt, wenn es eine Zahl M € R gibt, so dass 4, <K fiir alle » € N gilt.

Es gilt der folgende Grenzwertsatz: Eine nach oben beschrinkte monoton wachsende Folge ist kon-
vergent.

Zum Beweis bemerken wir, dass wegen der Monotonie der Folge alle Folgenglieder im Intervall I, =[4,,K]
liegen. Dabei bedeuten die eckigen Klammern, dass die Endpunkte in dem Intervall enthalten sein sollen
(abgeschlossenes Intervall). Jetzt zerlegen wir das Intervall in zwei Halften [a,(a; + K)/2] und [(a, +
K)/2,K]. Falls in der rechten Hilfte noch Folgenglieder liegen, bezeichnen wir diese mit 7;. Andernfalls ist
1; die linke Hilfte. Da die Folge monoton wachsend ist und wenigstens ein Folgenglied 4, in /; liegt, liegen
auch alle Folgenglieder a,, mit #» > n, in diesem Intervall /,. Nach Konstruktion gibt es aber keine Folgen-
glieder, die grofer sind als die rechte Grenze dieses Intervalls. So konnen wir nun beliebig oft fortfahren und
so immer kleinere Intervalle 7, bilden, so dass es stets 7, € N gibt, so dass a,, € I, fiir alle n > n,, gilt, aber
keine Folgenglieder grofler als die jeweils rechte Grenze der Intervalle 7, sind. Das Intervall 7, hat offenbar
die Linge L, = (K —a,)/2*. Dafiir alle n > »,, die Folgenglieder a,, € I, sind, gilt also fiir alle 7,7’ > 7, dass
|4, —a,,| < L, ist. Sei nun € > 0 beliebig vorgegeben. Dann kdnnen wir offenbar ein £ € N finden, so dass
L, < € ist, denn es ist

K_(/ll k K_ﬂl
<e& 2> ——

L: )
k 2k €

(1.3.6)

und wir kdnnen zweifelsohne ein % finden, das diese Bedingung erfiillt. Folglich gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
k €N, so dass |a,—a,,| < € fiir alle 7,7’ > n;,. Damit ist aber die Folge nach dem Cauchyschen Konvergenz-
kriterium konvergent, und das war zu zeigen.

Wichtig ist noch der Satz von Bolzano-Weierstraf3. Sei (4,,) eine beschrinkte Folge, d.h. es gibt Zahlen
m <M €R,sodass m <a, <M firalle n € N. Set weiter (7;,) eine Folge mit 7, € Nund n, — oo fiir
k — oo. Dann heifit die Folge (4;) = a,, Teilfolge von (a,,). Der Satz von Bolzano-Weierstraf§ besagt
nun, dass jede beschrinkte Folge stets wenigstens eine konvergente Teilfolge enthilt.

Zum Beweis betrachten wir das Intervall I, = [m,M], in dem voraussetzungsgemif3 alle (unendlich vielen)
Folgeglieder enthalten sind. Jetzt betrachten wir den Mittelpunkt x; = (m+M)/2. Liegen dann im linken Teil-
intervall [, x, | wieder unendlich viele Folgenglieder, nennen wir dieses Teilintervall ;. Andernfalls miissen
im rechten Teilintervall unendlich viele Folgeglieder liegen, und wir nennen dieses Teilintervall 7;. So kénnen
wir beliebig oft verfahren. Wir haben dann eine Folge von Intervallen (1), deren Linge [, = (M —m)/2* ist.
In jedem Intervall 7, liegen unendlich viele Folgenglieder, und wir konnen daher ein 7, € N finden, so dass

a,, € I liegt und dass fiir & > & stets n;, > ny, ist. Dann strebt sicher 7, — oo, wenn & — 0o geht. Es ist
also (a}), = (@,, )p eine Teilfolge. Wir zeigen nun, dass diese konvergent ist, indem wir nachweisen, dass sie
eine Cauchy-Folge ist. Sei dazu € > 0 beliebig vorgegeben. Dann sei ky so grof3, dass [, < ¢ fiir alle & > kj ist.
Das ist sicher immer méglich, da [, = (M —m)/2* — 0 fiir k — oo ist. Nun ist fiir zwei beliebige natiirliche

Zahlen ky,k, > kq die Folgenglieder a; ,a; € I}, , denn fiir k& > ky ist aufgrund unserer Konstruktion der
1 2
Intervalle 7, C I, . Dann ist aber |d//e —a//e | < €. Fiir jedes € > 0 existiert also ein ky € N, so dass |4, —a; | <e¢
1 2 1 2

fiir alle &y, k, > ko, und folglich ist (a; ), konvergent. Da dies eine Teilfolge von (a,,), ist, ist damit der Satz
von Bolzano-Weierstrafy bewiesen.
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1.3. Folgen und Grenzwerte

Eine weitere wichtige Art von Folgen sind die Reihen. Sei dazu (a,)) eine beliebige Folge reeller Zahlen.
Dann bezeichnet man als Teilsummenfolge die durch

n
sn:al+az+...+an:Zaj (1.3.7)
=1

definierte Folge (s,,). Falls diese Teilsummenfolge zu einem Grenzwert s konvergiert, spricht man von
einer konvergenten unendlichen Reihe und schreibt

o0
s = nli)rgo S, = Zaj. (1.3.8)
J=1
Eine Reihe heifit absolut konvergent, wenn

> la,| (1.3.9)
j=1

existiert.

\.

Es ist klar, dass eine absolut konvergente unendliche Reihe immer konvergent ist. Um das einzusehen, wen-
den wir das Cauchysche Konvergenzkriterium auf die Teilsummenfolge an. Demnach ist die Reihe (1.3.8)
konvergent, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt, so dass

|s,, —s,,| <e firallen;,n,>N. (1.3.10)

n

Wir kénnen nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass 7, > 7; > N ist. Dann bedeutet

(1.3.10)

K]

Z“j

j=ny+1

<e. (1.3.11)

Da nun voraussetzungsgemif$ die Reihe absolut konvergent ist, konnen wir sogar ein N € N finden, so dass

die Teilsummenfolge von (1.3.9) das Cauchy-Kriterium erfiillt, d.h.

"
Z |a;| < € fiir alle 7, > n, > N. (1.3.12)
j=ni+1

Wegen der Dreiecksungleichung ist dann aber

7y ny
Z aj| < Z |a;| < e fiir alle 7, > n, > N. (1.3.13)
j=n+1 j=n+1

Das bedeutet aber, dass die Reihe (1.3.8) konvergent ist, wenn sie absolut konvergent ist. Die Umkebrung gilt
allerdings nicht!

Fiir absolut konvergente Reihen gilt der Umordnungssatz: Sei P : N — N eine beliebige umkehrbar
eindeutige Abbildung und sei die Reihe >4, absolut konvergent mit dem Grenzwert >°° 4, = a.

n=1%n
Dann gilt auch

> appy=a. (1.3.14)
k=1
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Beweis: Da die Reihe voraussetzungsgemifl absolut konvergent ist, gibt es zu jedem € > 0 ein 7, € N mit

o0

€
Do lal <= (1.3.15)
i 2
=ny
Dann ist
ny—1 fore) ¢
a— a,| < a,| < —. 1.3.16
PIEPILES: (1.3.16)
=1 k=n,

Da P : N — N umkehrbar eindeutig ist, gibt es ein N € N, so dass {P(1),P(2),...,P(N)} D {1,2,...,ny—1}.
Dann gilt fiir alle m > N

m

m ny—1 ny—1
2 appy—a| <2 e — D a4 | 2 —a
k=1 k=1 k=1 k=1

wobei wir (1.3.15) und (1.3.16) verwendet haben. Damit ist aber klar, dass tatsichlich (1.3.14) gilt, und das

war zu zeigen.

[ee]

€
< < S|+ = <, (1.3.17)
Slal+;

+

Im Folgenden beweisen wir einige Konvergenzkriterien fiir Reihen, also hinreichende Bedingungen fiir die
Konvergenz von Reihen.

Leibnizsches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen: Es sei (4;) eine monoton fallende
Nullfolge mit a;, > 0. Dann ist die ,alternierende Reihe® 37°°  (—1)""'a, konvergent.

n=1

Beweis: Wir betrachten die Partialsummen

k

S=>(—1)"a,. (1.3.18)

n=1
Dann gilt fiir die Partialsummenfolge mit geraden Indizes
k k
Saera—Soe = (=D aye + (=) Mage s = ayy —ay, 20, (1.3.19)

da die Folge (4, )¢y voraussetzungsgemifl monoton fallend ist. Folglich ist die Folge (S, )y monoton wach-
send, d.h. fiir alle & ist
SZSS4S...§32/€. (1.3.20)

Fiir die ungeraden Partialsummenfolgenglieder ist hingegen

2k+1 2k+2
Sobrs = Sopr = (1) ag, L+ (1) ay, s =—ay ) +ay,; <0 (1.3.21)

und damit diese Teilsummenfolge monoton fallend, d.h. fiir alle £ € N.

Andererseits ist
und folglich fiir alle &
Sok S Sop1 <5y (1.3.24)

Da (S,;,) somit gemifd (1.3.19) monoton wachsend und wegen (1.3.24) nach oben beschrinkt ist, ist diese Folge

konvergent. Es sei
k—o0
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1.3. Folgen und Grenzwerte

Aus folgt andererseits fiir alle £ € N

Damit ist also (S, ) eine gemif} (1.3.22) monoton fallende und wegen (1.3.26) nach unten beschrinkte Folge

damit ebenfalls konvergent. Es sei

Offenbar gilt §; = S,, denn es ist
Sppr1—Sop =ag —0 fir k— oo, (1.3.28)

da die Folge (a,,) voraussetzungsgemifl eine Nullfolge ist. Demnach konvergieren (S,;) und S,,_ | gegen den-
selben Grenzwert § = §; = §,. Das bedeutet, dass es zu € > 0 Zahlen N; € N und N, € N gibt, so dass
S, — S| < € fiir alle 2k > N, und |S,, | — S| < € fiir alle 2k 4+ 1> N,. Setzen wir dann N = max(N;, N,), so
ist |S, — S| < € fiir alle £ > N, und folglich ist (S}, ) konvergent, und das war zu zeigen.

Damit konnen wir auch ein Beispiel fiir eine konvergente aber nicht absolut konvergente Reihe angeben.

Betrachten wir die Reihe ZZ;(—l)kH Jk=1—1/24+1/3+---, so ist diese nach dem Leibnizschen Kon-
vergenzkriterium konvergent. Dies ist jedoch nicht der Fall fiir die Rethe 3322 1/k =1+1/2+1/34---.
Betrachten wir nimlich die Partialsummen dieser letztgenannten Reihe, folgt

Sy =141/241/34+1/4)+(1/5+1/6+1/7+1/8) 4+ [1/2* + 1) +...+1/2%]. (1.3.29)

Jede Klammer ist nun aber > K/2/ mit K =2/ —2/=1 =2/=1(2—1)=2/"", also > 1/2 und damit
k .
Sk Zl—i—E—)oo fir k& — oo, (1.3.30)

und folglich divergiert die Reihe 37° 1/k — oo.
Wir zeigen nun auch, dass wir die entsprechende alternierende Reihe so umordnen kénnen, dass sie divergiert.
Dazu schreiben wir ihre Glieder in der folgenden Reihenfolge

1—1/2+1/3—1/4
+(1/5+1/7)—1/6
+(1/9+1/11+1/13+1/15)—1/8
1)@+ D)+ 1)@ +3) 44+ 1/ —1)]—=1/2n +2)

(1.3.31)

Fiir die Klammern gilt
/(2 +10)+1/(2 43)4--+1/2 1) > (2" —2"—1) /2" = (27 —1) /2" > 2771 )27 = 1 /4. (1.3.32)

Damit ist aber jede der Zeilen in (1.3.31) grofier als 0, und folglich die Umordnung gegen oo divergent.

Ein wichtiges Kriterium fiir die absolute Konvergenz einer Reihe ist das Vergleichskriterium. Dazu

seia; eine beliebige Folge und &; eine Folge mit b; >0, so dass |a;| < b, fiir alle j € N ist. Ist dann die

aus den b; gebildete Reihe konvergent, so ist die aus den a; gebildete Reihe absolut konvergent.
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Beweis: Die Teilsummenfolge der aus den 4; gebildeten Reihe
b n
$=>"h (1.3.33)
=

ist monoton wachsend und voraussetzungsgemif konvergent. Sei s() der Grenzwert. Offenbar gilt s,gb) <s®
fiir alle » € N. Da aber |a;| < b; fiir alle j € N ist, gilt fiir die Teilsummenfolge

n n
SV =S"a, < S <5, (1.3.34)

Folglich ist die monoton wachsende Folge sf,'“l) nach oben beschrinkt und damit nach dem oben bewiesenen

Konvergenzkriterium fiir monoton wachsende Folgen ebenfalls konvergent. Damit ist die aus a; gebildete
Reihe absolut konvergent, was zu beweisen war.

Ein wichtiges Beispiel ist die geometrische Reihe. Sei dazu ¢ # 0. Die geometrische Folge ist dann
durch a; = ¢’ fiir j €N definiert, und die geometrische Reihe wird aus dieser Folge gebildet.

Hier liegt der seltene Fall vor, dass wir die Teilsummenfolge explizit ausrechnen konnen, denn es gilt

n

Sn:qu:q_i_qu’_..._i_qn' (1.3.35)

j=1
Multiplizieren wir diese Gleichung mit ¢, folgt

05, =S g =P P g, (1.3.36)

j=1

Subtrahieren wir beide Gleichungen, ergibt sich

sp,—qs, =(1—q)s,=q—q"*". (1.3.37)
Falls nun ¢ # 1 ist, folgt daraus
q _qn—i—l
Sy =T (1.3.38)
1—q

Fiir g = 1ist s, = n. Offensichtlich ist diese Teilsummenfolge genau dann konvergent, wenn |g| < 1 ist, denn
andernfalls wichst g”*! fiir n — oo iiber alle Grenzen.

~ '

Fiir |q| < List lim,,_,  q” =0 (Beweis als Ubungsaufgabe) und damit

S :ﬁ falls |q| < 1. (1.3.39)
j=1

\.

Die geometrische Reihe ist niitzlich, um zusammen mit dem oben hergeleiteten Vergleichskriterium fiir ab-
solute Konvergenz von Reihen einfache Kriterien fiir die absolute Konvergenz von Reihen zu liefern, das
Quotienten- und das Wurzelkriterium. Gemif} dem Vergleichkriterium ist nimlich die aus der Folge (4;)
gebildete Reihe absolut konvergent, wenn es reelle Zahlen A > 0und 0 < g < 1 und eine Zahl N € N gibt, so
dass

la;| <Aq’ fiiralle j>N (1.3.40)
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1.3. Folgen und Grenzwerte

gilt.
Angenommen, fiir die 4; gilt
aj+1 . :
—|<g<1 furalle j>N. (1.3.41)
d .
i
Dann folgt
lan ol <lanyilgs  lanisl <lanyalg <lanyilg®s oo langl < lanlq’ ™" firalle jeN. (13.42)

Setzt man also A = |ax.4|g V1, so folgt daraus, dass
lap| < lansilg" N 1=Ag* firalle k>N, (1.3.43)

Demnach ist gemif§ dem Vergleichskriterium (1.3.40) die aus der Folge (a;) gebildete Reihe absolut konver-
gent.

Offensichtlich ist (1.3.41) insbesondere dann erfiillt, wenn der Grenzwert

d .
0< lim [ =4/ <1 (1.3.44)
]—00 a:
]
ist. Denn dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N, so dass
Zj+1 / .. .
—|—¢q'|<e firalle j>N. (1.3.45)
ﬂ .
]
Das bedeutet aber, dass fiir alle j > N
d .
WA PP (1.3.46)
%

gilt. Wihlen wir nun € so klein, dass ¢ = ¢’ + € < 1, also 0 < € < 1—¢’ ist, ist folglich (1.3.41) mit diesem
0 < g < 1 ertiillt, und die Reihe ist konvergent.

s a

Dies ist das Quotientenkriterium: Falls erfiillt ist, ist die aus (a;) gebildete Reihe absolut
konvergent.
Ebenso ergibt sich das Wurzelkriterium. Offensichtlich ist nimlich genau dann erfiillt, wenn
firalle ; >N . 4

la;|'7 < AViq (1.3.47)

gilt. Ist dabei g < 1, ist die aus der Folge (4;) gebildete Reihe absolut konvergent. Dies ist insbesondere
der Fall, wenn ‘
lim |2,/ =4' <1 (1.3.48)

j—oo

gilt.

Besonders wichtig sind nun die Potenzreihen, die es gestatten, aufler den rein algebraisch definierbaren Po-
lynomen auch allgemeinere Funktionen zu definieren. Dazu betrachtet man Reihen der Form

f(x) :Za]-xj. (1.3.49)



1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Die Teilsummen sind Polynome in x. Es stellt sich freilich sofort die Frage, ob die Reihe fiir irgendein x # 0
konvergiert und ggf. fiir welche x € R dies der Fall ist.

Das Quotientenkriterium liefert hier eine Antwort:

Die Potenzreihe ist sicher fiir diejenigen x absolut konvergent, fiir die

. j+1
fim |25
j—o0 4].xf

<1 (1.3.50)

ist (vorausgesetzt der Grenzwert existiert). Das kann man aber sofort auch umschreiben:

ﬂ4
M <1 = |x] < lim

j—00

i1

=R. (1.3.51)

|x| lim
] ]

Falls der rechts stehende Grenzwert R existiert, ist demnach die Potenzreihe (1.3.49) fiir alle |x| < R

absolut konvergent. Falls R — oo, ist die Potenzreihe sogar fiir alle x € R absolut konvergent.

1.4 Satz vom Supremum und Infimum

In diesem Abschnitt beleuchten wir nochmals die Vollstandigkeitseigenschaften der reellen Zahlen von einem
etwas anderen Blickwinkel.

Wir betrachten dazu eine beliebige Teilmenge der reellen Zahlen: A C R. Diese Menge heifit von oben
(unten) beschrinkt, wenn es eine Zahl M (m) gibt, so dass fiir alle x € A stets x < M (x > m) gilt. Dabei
miissen die obere Schranke M (untere Schranke 7) selbst nicht notwendig zu A gehren. Man nennt
nun die kleinste obere (grofite untere) Schranke von A das Supremum (Infimum) der Menge A (in
Formeln sup A bzw. infA).

Wir zeigen nun den wichtigen Satz:

7

Jede nach oben beschrinkte Menge A C R besitzt ein Supremum.

Analog besitzt eine nach unten beschrinkte Menge A ein Infimum. Der Beweis der letzteren Behauptung
verlduft ebenfalls vollstindig analog zum Satz vom Supremum.

Beweis: Sei also A C R nicht leer und besitze eine obere Schranke M. Sei nun x; € A beliebig gewahlt. Ist dann
x; eine obere Schranke von A4, ist diese Zahl offenbar bereits das Supremum dieser Menge, denn es kann dann
keine kleinere obere Schranke als x; geben. Ist x; keine obere Schranke von A, betrachten wir das Intervall
I} = [x{,M]. Da vorausssetzungsgemifl fiir alle x € A immer x < M gilt und x; keine obere Schranke ist,
existiert in /| noch wenigstens eine Zahl x € M mit x; < x < M. Betrachten wir nun den Mittelpunkt des
Intervalls 7;, also x, = (x; + M)/2. Falls x, obere Schranke von A ist, setzen wir I, = [x;,x,], andernfalls
I, =[x,,M]. Dann ist in jedem Fall AN, # @ und die obere Grenze des Intervalls 7, ist eine obere Schranke
von A. Dieses Verfahren konnen wir nun beliebig oft wiederholen, und es entsteht eine Folge von Intervallen
I, =a,,b,]mit0< b, —a, =(M—x,)/2"" . Fiir n — oo wird das Intervall beliebig klein, und 4, und
b, konvergieren demnach zu einem Wert M’. Offenbar ist M’ eine obere Schranke von A, denn es gilt fiir
alle x € A stets x < b, fiir alle » € N. Demnach ist aber auch x < lim,_, . b, = M’ und also M’ eine obere
Schranke. Wir miissen nun noch zeigen, dass M’ die kleinste obere Schranke, also sup A ist. Betrachten wir
dazu eine beliebige Zahl M” < M und nehmen an, sie sei obere Schranke von A. Es ist klar, dass dann fiir alle
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1.5. Lineare und gquadratische Gleichungen

n € N stets M” € I, gelten muss. Da nun aber die linken Grenzen a,, der Intervalle I, monoton wachsen und
gegen M streben, muss es ein 7, € M geben, so dass a,, > M" fiir alle n > n, gilt. Dann ist aber fiir diese 7
immer M" ¢ I, im Widerspruch zur Annahme, dass M” obere Schranke von A ist. Folglich muss M’ = sup A,
also kleinste obere Schranke von A sein.

Wir betonen nochmals, dass wir hier wesentlich die Vollstindigkeit der reellen Zahlen unter Grenzwertbil-
dungen verwendet haben, denn sie garantiert, dass die eben konstruierte Zahl M’ € R gilt.

1.5 Lineare und quadratische Gleichungen

Zu den klassischen Aufgaben der Algebra gehort die Auflésung von Gleichungen.

Die einfachste Art von Gleichungen sind die linearen Gleichungen. Seien dazu 4, b € R irgendwelche
Zahlen. Dann fragen wir, ob es eine Zahl x € R gibt, die die Gleichung

ax+b=0 (1.5.1)

erfullt.

Zunichst konnen wir die Gleichung vereinfachen, indem wir auf beiden Seiten & subtrahieren:
(ax+b)—b=—b = ax+(b—b)=ax=—b. (1.5.2)

Diese Gleichung ldsst sich nun offenbar genau dann eindeutig nach x auflésen, wenn es ein Inverses von a
bzgl. der Multiplikation gibt, d.h. falls 2 # 0 ist. Dann folgt

Xx=——. (1.5.3)
a

Falls nun a = 0 ist, so ist ax = Ox = 0 fiir alle x € R. In diesem Fall wird die Gleichung durch alle Zahlen
x €R geldst, falls b =0 ist. Falls b # 0 ist, besitzt die Gleichung keine Lsung.

Kommen wir nun auf die quadratischen Gleichungen zu sprechen. Dies sind Gleichungen der Form

x’ 4 px+4q=0. (1.5.4)

Um sie zu 16sen, erinnern wir an die binomische Formel
(a4 b)Y =a*+2ab+ b2, (1.5.5)

die man sehr leicht durch Anwendung des Distributivgesetzes nachrechnet (Ubung/). Setzen wir hierin a = x

und b = p/2, finden wir

2

PN _ 2 p-
<x+5> =x"+px+ . (1.5.6)

Verwenden wir dies in (1.5.4), ergibt sich die Gleichung

2

A% r_
<x+5> +q— =0, (1.5.7)
Dies ergibt
P\V_ Pt



1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Wir benétigen nun lediglich eine Umkehrfunktion des Quadrierens, die Quadratwurzel. Ohne Beweis be-
merken wir, dass fiir « > 0 die Quadratwurzelfunktion wohldefiniert ist, d.h. zu jedem reellen 2 > 0 existiert
genau eine reelle Zahl 5 > 0 mit b = 4/, die dadurch definiert ist, dass 5 = 4 ist. Freilich gilt dann auch
(—b)* = b* = a. Fiir a # 0 gibt es also zwei Lésungen der Gleichung 4? = 4, nimlich b = +4/z > 0 und
b=—y/a<0.

Dies wenden wir nun auf (1.5.8) an. Falls also p?/4 — g > 0 ist, existieren stets zwei Losungen

2 2

p p? 4 p?
LA — =—— —\| = —qg. 1.5.10
X, + 5 s 1 = X 5 s 7 ( )

Fiir p?/4 = g gibt es nur eine Lésung x; = x, = —p /2. Wir bemerken weiter, dass stets

und

X2+ px4q=(x—x)(x—x,) (1.5.11)
gilt, falls die Gleichung l6sbar ist.

Dies zeigen wir durch Ausmultplizieren:
(x —x)(x — %) = %% — (x; + %)X + %, %,. (1.5.12)
Setzt man die Losungen und ein, finden wir durch einfaches Ausrechnen in der Tat
—(x;+x)=p, x%,=q. (1.5.13)

Wie wir gesehen haben, gibt es im Reellen keine Losung der quadratischen Gleichung , falls g /4—p <0
ist, denn fiir allea € R ist > > 0 und 4> =0 < a = 0. Wir werden in Kapitel sehen, wie man die reellen
Zahlen erweitern kann, so dass auch in diesem Fall die quadratische Gleichung l6sbar ist. Dies fithrt dann auf
den Ko6rper der komplexen Zahlen.
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1.6. Funktionen und Stetigkeit

1.6 Funktionen und Stetigkeit

Eine Funktion einer reellen Verinderlichen ist eine eindeutige Abbildung von einer Teilmenge der
reellen Zahlen (D C R) in die reellen Zahlen. Dies schreiben wir in der Form f : D — R. Jeder
Zahl x € D wird eine Zahl y € D zugeordnet, nimlich y = f(x). Veranschaulichen kénnen wir uns
Funktionen, indem wir (x,y) als Koordinaten eines kartesischen Koordinatensystems auffassen. Die
Kurve, die aus den entsprechenden Punkten (x, f(x)) besteht, heifft Graph der Funktion /.

10 . In den Beispielen im nebenstehenden Bild sind alle Funktio-
1 . . . . .
' “ / nen auf ganz R definiert. Auflerdem weist ihr Graph keinerlei
' S \ i Unterbrechungen oder dhnliche Anomalien auf. Mathematisch
5 i \ fo g / ' ist eine Voraussetzung dafiir, dass eine Funktion stetig ist. An-
1 ] SN ! . . . . . .
i AR FAY [ schaulich bedeutet die Stetigkeit einer Funktion an der Stelle
AN oo Xg dass sich der Funktionswert um x, nur wenig andert, wenn
L ', R )
= 0 oy Ee— man sie in einer kleinen Umgebung um x, betrachtet. Formal
1 . 1 " . . .
'.‘ 1 [N lsst sich dies so definieren:
I L N
l‘l ! .“ “‘ ". .:'
1 \ S, . . . 0
N v VT Eine Funktion f : D — R heifit stetig an der Stelle x, €
1 . . . ..
v iy D, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein & > 0 gibt, so dass fiir
alle x € D mit |x — x| < & stets |f(x)— f(x;)] < € ist.
-10
-10 -5 0 5 10

x Anders formuliert heifst das, dass die Funktionswerte fiir hin-
reichend kleine Umgebungen um x, beliebig wenig von dem
Abbildung 1.1: Beispiele fiir Graphen von Funktionswert £ (xo) bei x, abweichen.
Funktionen: y = x* |4 (schwarz durchgezo-
gen), y = (0,2x> —1)? — 8 (griin gestrichelt)
undy = 5sinx (blau gepunktet).

Es ist nun leicht zu zeigen, dass fiir zwei in x, stetige Funktio-
nen f und g auch die Funktion f+g stetig ist. Das sieht man so-
fort wie folgt ein: Voraussetzungsgemafd gibt es zu jedem ¢ >0
ein 8, > 0, so dass |f(x)— f(x;)| < €/2 fiir alle x € D mit |x — xo| < &,. Ebenso gibt es auch ein &, >0, so

dass |g(x) — g(xg)| < €/2 fiir alle x € D mit |x — xy| < 8,. Setzen wir nun & = min(&,,8,), dann gilt wegen
der Dreiecksungleichung fiir alle x < &

ILf (x) + g(x)]—[f (x0) + g (xo)]| = I[f (%) — f (x0)] + [ g (x) — g (x0)]]
<|f ()= f(xo)l +[g(x) — g ()] (1.6.1)

<S+E_€
2 2 7
d.h. zu jedem € > 0 konnen wir ein & > 0 finden, so dass fiir alle x € D mit |x —x,| < & stets
I/ (%) + g(x)]=[f (x0) + g(x0)]l < € (1.6.2)

gilt. Das bedeutet aber gemif3 der Definition, dass die Funktion f + g stetig ist.

Ebenso beweist man, dass mit zwei Funktionen f und g, die stetig in x, sind, auch das Produkt /g und
(vorausgesetzt g(x,) # 0) der Quotient f/g stetig in x, sind (Beweis als Ubung)).

Offensichtlich sind eine konstante Funktion f(x) = A = const sowie die Funktion f(x) = x in allen x € R
definiert und stetig. Aus den oben angegebenen Sitzen folgt dann, dass auch jedes Polynom

n
f)=ag+ax+ax® +... 4a,x"=> ax* (1.6.3)
k=0

stetig ist.
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Wichtig ist der Zwischenwertsatz: Sei f : [4,b] — R stetig. Weiter sei f(a) < f(b). Dann gibt es zu
jedem u €[ f(a), f(b)] ein & €[a,b], so dass (&)= u ist (entsprechendes gilt auch falls f(a) > £ (/)
1St).

Zum Beweis konstruieren wir & mittels Intervallschachtelung. Im ersten Schritt betrachten wir also den Mit-
telpunkt des Ausgangsintervalls £, = (a + 5)/2. Falls dann f(,) = #, haben wir & schon gefunden. Andern-
falls, setzen wir a; = &, by = b falls f(&}) < u bzw. a; = a und b, = &, falls f(&;) > u. Wir haben dann
wieder ein Intervall [a,, b, ], fir das f(a,) < u < f(b,) ist. Mit diesem Intervall verfahren wir nun genauso.
Dadurch entsteht eine Folge von Intervallen [a,,, b, ], fiir die stets f(a,) < # < f(b,) ist. Die Folge a,, ist
monoton wachsend und die Folge #, monoton fallend. Die Lange des Intervalls ist |b, —a,,| = (b —a)/2”,
und folglich konvergieren beide Folgen gegen denselben Grenzwert £. Da weiter f voraussetzungsgemif3 im

ganzen Intervall [4, b ] stetig ist, muss folglich /() = # sein, und das war zu zeigen.

Weiter gilt der Satz vom Maximum und Minimum: Sei f : [4,b] — R stetig. Dann nimmt f
an wenigstens einer Stelle £ € [a,5] ein Maximum (Minimum) an. Dabei ist das Maximum durch
SUP,ef,, 51/ () (das Minimum durch inf, ., ;7 (x)) definiert.

Wir beweisen den Satz fiir das Maximum. Der Beweis fiir das Minimum folgt analog. Da die Funktion im
gesamten (abgeschlossenen!) Intervall definiert ist, ist ihr Bildbereich f([4, 5 ]) eine beschrinkte Menge und
besitzt demnach gemify Abschnitt [1.4 ein Supremum, d.h. es gilt f(x) < M fir alle x € [4,6] mit M =
SUP,era,51/ (x). Wie wir beim Beweis des Satzes vom Infimum und Supremum in Abschnittgesehen haben,

existiert dann eine Zahlenfolge x, € [, 5], so dass lim,,_, ., f(x,,) =M.
1.7 Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Verinderlichen
Die Differentialrechnung beschiftigt sich mit lokalen Eigenschaften von Funktionen, widmet sich also der

Untersuchung des Anderungsverhaltens von Funktionen in kleinen Umgebungen eines beliebigen Punktes
im Definitionsbereich der Funktion.

1.7.1 Definition der Ableitung einer Funktion

Es sei f : D — R mit einem offenen Definitionsbereich D C R, d.h. wir nehmen an, dass mit x, € D
auch eine bestimmte Umgebung um diesen Punkt in D enthalten sei, d.h. dass es ein & > 0 gibt, so
dass fiir alle x mit [x —x,| < & auch x € D gilt.

In diesem Fall besitzt die Funktion f den Grenzwert A € R fiir x — x,, wenn es zu jedem € > 0 ein
& > 0 gibt, so dass

|[f(x)—A|<e firallex mit |x—x,|<8. (1.7.1)
In dem Fall schreiben wir
lim f(x)=A. (1.7.2)
x—X,

Wir bemerken, dass unter den obigen Voraussetzungen eine Funktion genau dann stetig in x, ist, wenn

lim f(x)=f(xy) (1.7.3)

xX—Xg

gilt.
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1.7. Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Verinderlichen

Die Ableitung der Funktion f an der Stelle x, ist dann definiert als

Fl(xg) = %f(xo) = lim M, (1.7.4)

X=X X — xo

vorausgesetzt, dieser Grenzwert existiert. In dem Fall heift die Funktion / differenzierbar an der
Stelle x,. Sie heifit differenzierbar in einem Bereich D’ C D falls f/(x) in jedem Punkt x € D’ diffe-
renzierbar ist.

Wichtige Beispiele sind
® /:R — Rmit f(x)=c = const. Dann gilt fiir jedes x, € R

f(x)—f(x0)

x_xO

=0 = f'(x5)=0. (1.7.5)

Die konstante Funktion ist also in ganz R differenzierbar, und ihre Ableitung verschwindet.

® /:R — R mit f(x)=x. Dann folgt

f'(x) = lim = lim1=1. (1.7.6)

X=X X — Xy X%

x_xO

e f:R—Rmit f(x)=x>

2 2
x%—x, —
F(xg) = lim % = lim (x = x%)(x + %) = lim (x 4 x5) = 2x,,. (1.7.7)
X=X X — Xy X—Xo X — Xy X—Xg

Die Ableitung besitzt auch eine geometrische Bedeutung. Betrachten wir dazu den Graphen einer Funktion
y = f(x). Dann bedeutet [ f(x)— f(x,)]/(x — x,) die Steigung der Sekante durch die Punkte [x, /(x)] und
[xg, f (xg)]- Die Ableitung ergibt, falls sie existiert, entsprechend die Steigung der Tangente an die durch den
Funktionsgraphen gegebenen Kurve am Punkt [xg, /(x)]-

1.7.2 Formeln zur Ableitung

Im Folgenden leiten wir einige allgemeine Formeln zur Ableitung von Funktionen her. Dabei nehmen wir
an, dass alle beteiligten Funktionen im Punkt x, ihres Definitionsbereichs differenzierbar sind. Dann gilt

L+ o) =)+ 8 ). (175)

Zum Beweis miissen wir nur den entsprechenden Limes betrachten

[(x)+8(x)—[f (x0) +8(x)]

d .
o T e)xo)= lim

X —Xg

. [ﬂx)—f(xo) . g(x)—g(xoq (17.9)
X=X X — Xy X —Xg

= ["(x0) + &(xo)-

Mit zwei Funktionen besitzt also auch deren Summe an der Stelle x, eine Ableitung, und diese berechnet sich
als die Summe der Ableitungen. Ebenso einfach zeigt man, dass fiir eine beliebige Konstante « € R
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

(e Yo = o (x0) (17.10)

gilt. Zusammen mit (1.7.8) bedeutet dies, dass die Ableitung eine lineare Operation ist, d.h. fiir beliebigen
Funktionen f, g, die bei x, differenzierbar sind und 4,5 € R gilt

S lef )+ b () =aref e+ b flx)=af () +bf (). (741

Weiter gilt die Produktregel

L (o)) = /o)) +-F e (). (17.12

Zum Beweis verwenden wir wieder die Definition der Ableitung:

f (o9 + Ax)g(xg+ Ax)— f(x5)g(x0)
Ax
[f (3 4+ Axg) — £ (x0)Jg (%0 + Ax) + f (x5)[ g (x0 + Ax) — g(x0)]
Ax '

(1.7.13)

Nun ist eine Funktion, die in x, differenzierbar ist, dort auch stetig, und damit ergibt sich aus (1.7.13) im
Limes Ax — 0 die Produktregel (1.7.12).

Um zu zeigen, dass eine in x, differenzierbare Funktion f auch stetig ist, gehen wir auf die Definition des
Limes zuriick. Da f in x, differenzierbar ist, gibt es demnach zu jedem ¢, ein & > 0, so dass

/ ("°+AA’C>_f () prix| < falls ax] <. (1.7.14)

Wir kdnnen nun diese Ungleichung mit |Ax| multiplizieren:
|f (3o + Ax)— f(xg) — Ax f'(x0)| < €| Ax]. (1.7.15)

Fiir Ax — 0 strebt die rechte Seite der Ungleichung sowie Ax f”(x,) unter dem Betrag auf der linken Seite
gegen 0. Damit ist aber

Alimo |f(xg+Ax)—f(xy)| =0 < Alim f(xg+ Ax) = f(xy), (1.7.16)
X—> X—Xg
d.h. f ist an der Stelle x, stetig, und das war zu zeigen.

Weiter konnen wir nun auch die Kettenregel beweisen. Seien f und g Funktionen, wobei g bei x, und f bei
g(xy) differenzierbar seien. Dann gilt

2 flateoll=FTaCeo)le () 17.17

Zum Beweis verwenden wir wieder die Definition der Ableitung

flglxo+Ax)]—flg(x)] _ flg(xo+Ax)]—flg(x0)] glxo+Ax)—g(xo) (1.7.18)

Ax g(xo+ Bx) — g(x) Ax

24



1.7. Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Verinderlichen

Da nach der gerade durchgefiihrten Uberlegung g an der Stelle x, stetig ist, folgt daraus fiir Ax — 0 die

Kettenregel (1.7.17).

Mit der Produktregel konnen wir nun leicht mittels vollstindiger Induktion die Formel

d
—x"=nx""', neN, (1.7.19)
dx

beweisen, wobei x € R beliebig sein darf, d.h. Potenzfunktionen (und damit auch Polynome) sind tiberall

differenzierbar. Zum Beweis bemerken wir, dass die Formel sicher fiir » = 0 gilt. Denn dann ist f(x)=x°=

1 = const, und die Ableitung verschwindet gemaf (1.7.5). Nehmen wir nun an, die Formel gilt fiir » = k.
Dann folgt mit der Produktregel

und das ist genau (1.7.19) fiir » = k + 1, und damit ist die Formel nach dem Beweisprinzip der vollstindigen
Induktion bewiesen.

Weiter ist die Funktion f(x) = 1/x fiir x # 0 ebenfalls differenzierbar, denn es gilt

L< 1 _l>zi<x_(x+m)>:_ L (1.7.21)
Ax \x+Ax x Ax \ x(x+Ax) x(x + Ax)

Mit Ax — 0 erhalten wir damit fiir alle x # 0

d < 1) L (1.7.22)

dx \ x x2°

~ )

Wenden wir weiter die Produkt- und die Kettenregel auf die Funktion f/g = f - 1/g an, wobei f und
g in x, differenzierbar und g(x,) # 0 sei, erhalten wir die Quotientenregel

i ]_( x :i 1 X :M = i 1 X :f/(xo)_ . g'(xp)
(D= (r5) =L g () o= LE - 5. a7

Nochmals zusammengefasst ergibt sich also

d <J_‘ > (x0) = £(x0)8(%0) = f (x0)g"(%0) (1.7.24)
dx \ g g2(xo)
Damit kénnen wir nun auch fiir » €N die Funktionen 1/x" fiir alle x # 0 ableiten:
%xin _ o—:—zxnn—l Y (1.7.25)
Es gilt also die Ableitungsregel
%xk —kx*! firalle keZ. (1.7.26)

Schliefilich betrachten wir noch eine Funktion f : I — R, die in einem Intervall 7 strikt monoton ist, d.h. es
gilt fiir alle x; < x, € I stets f(x;) < f(x,) (strikt monoton wachsende) oder f(x,) > f(x,) (strikt monoton
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

fallende) Funktion. Es ist dann klar, dass in diesem Intervall die Zuordnung des Funktionswertes y = f(x)
zum Bildpunkt x umkehrbar eindeutig ist, d.h. zu jedem Wert y im Wertebereich der Funktion existiert
genau ein x € [ mit f(x) =y, d.h. diese Gleichung ist eindeutig nach x auflosbar.

Dies ermdglicht die Definition der Umkehrfunktion der Funktion £, £~ : £(I) — I. Dabeiist f(I) =
{y|es gibt ein x € I mit f(x) =1y} die Wertemenge der Funktion f.

Wir nehmen nun an, die Funktion f sei differenzierbar im Intervall . Aufgrund der Definition der Umkehr-
funktion gilt fiir alle x € /

)] =x. (1.7.27)

Da die rechte Seite differenzierbar und auch f differenzierbar ist, ist demnach auch f~! differenzierbar und

nach der Kettenregel gilt
1

O x)=1= (" )[f(X)]=f,(x)-

Mit Hilfe dieser Formel konnen wir die Ableitung der Umkehrfunktionen monotoner Funktionen finden,
wenn wir die Ableitung der Funktion selbst kennen. Das erkennt man einfacher, indem man y = f(x) und

x = f~1(y) schreibt.

(1.7.28)

Dann ist gemafd (1.7.28)

1 1

O ETE)

Betrachten wir als Beispiel f(x) = x?. Setzen wir dann y = f(x) = x%, folgt x = /7 (fiir y > 0). Mit (1.7.29)

erhalten wir daraus

)=

(1.7.29)

d 1 1 1
— [y = = =—— 1.7.30
A T RN o
Nennen wir jetzt y wieder x folgt die Ableitungsformel fiir die Wurzelfunktion
d / 1
—Vx=4x =—. 1.7.31
V=V = 7= (1.7.31)
1.7.3 Trigonometrische Funktionen
y Die trigonometrischen Funktionen werden gewohnlich geometrisch am

Einheitskreis entsprechend der nebenstehenden Skizze definiert. Durch-
lduft P den Einheitskreis, dann sind dessen Koordinaten in dem rechtwink-
ligen Koordinatensystem definitionsgemafl durch (cos¢,sin¢g) gegeben.
Dabei ist der Winkel ¢ als die Linge des Kreisbogens a definiert. Fiir den

x Vollkreis ergibt sich 27, fiir den gestreckten Winkel 7z und fiir den rechten
Winkel 7z/2. Diese Definition des Winkels bezeichnet man als Bogenmaf3.
Der Zusammenhang zum Gradmaf ist durch die Beziehung 360° = 27,
d.h. 180° = 7 gegeben. Man liest aus der Ahnlichkeit der beiden einge-
zeichneten rechtwinkligen Dreiecke die Beziehung

tan @

(1.7.32)

ab.
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1.7. Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Verinderlichen

Aus der Definition wird unmittelbar klar, dass sin und cos periodische Funktionen mit der Periode
27 sind, d.h. es gilt fir alle p € R

sin(p +2m) =sing, cos(¢ +2mw)=cosy. (1.7.33)
Auflerdem macht man sich schnell klar, dass

sin(p + ) =—sing, cos(¢ + ) =—cos¢p (1.7.34)
ist. Daraus folgt, dass der tan eine periodische Funktion der Periode 7 ist,

_sin(p+m)  —sing  sing
tan(p + )= cos(p+m) —cosp cosg

=tan . (1.7.35)

Aus der Definition am Einheitskreis und dem Satz des Phythagoras folgt, dass fiir alle p € R

sin” ¢ 4 cos’ 9 = 1 (1.7.36)

gilt.

Einige Werte fiir spezielle Winkel lassen sich leicht direkt aus der geometrischen Definition ablesen. Fiir ¢ =
/4 = 45° liegt der Punkt P auf der Winkelhalbierenden der Koordinatenachsen. Demnach gilt sin(7t/4) =
cos(7t/4), und wegen folgt daraus wiederum cos?(7t/4) + sin?(7r/4) = 2sin’(7r/4) = 1. Da offen-
bar sin(7r/4) > 0 ist, folgt daraus eindeutig sin(7r/4) = cos(rt/4) = 1/+/2 = +/2/2. Ferner gilt tan(r/4) =
sin(7t/4)/ cos(/4) = 1.

Wihlt man hingegen den Punkt P fiir ¢ = /6 = 30° und denkt sich das rechtwinklige Dreieck an der x-
Achse gespiegelt, ergibt sich insgesamt ein gleichseitiges Dreieck, und es folgt sin(7z/6) = 1/2 und daraus

cos(7/6) = 4/ 1—sin’(t/6) = +/3/2 und folglich tan(7/6) = 1/+4/3 = V/3/3.

Die Funktionsgraphen der trigonometrischen Funktionen sin (schwarz), cos (griin) und tan (rot) ergeben sich
insgesamt zu

5
4 e f
3 y =tanx 1
5 | |
L) )]

=0

Als nichstes leiten wir die Additionstheoreme her. Betrachten wir dazu die folgende Skizzd}

yon Petflo2000 - Eigenes Werk, Gemeinfrei, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=8326298
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

B
Einheitskreis
~
r=1 o
6 E=10
[0
0 A C

Aus dem Dreieck OAB liest man ab

sin(a + 3) = |AB|, (1.7.37)
cos(a + B) =|OA], (1.7.38)
aus dem Dreieck OCD
|CD]
sing = ——, (1.7.39)
|OD|
|0C]
cosa =——, (1.7.40)
|OD|
aus dem Dreieck ODB
sin 8 = |BD)|, (1.7.41)
cos 3 =|0D| (1.7.42)
und dem Dreieck EDB
: |DE|
sin@ = ——, (1.7.43)
1BD|
BE
cosa = u (1.7.44)
18D
Nun gilt offenbar unter Anwendung der Beziehungen
sin(a + B) = |AB| = |AE|+ |EB| = |CD|+ |EB| =|OD|sina + |[BD|cos a (1.7.45)
=sinacos S+ cosasin 3,
cos(a + B) =|0A| =|OC|—|AC| = |OC|—|DE|=|0OD|cosa — |BD|sina (1.7.46)
=cosacos B —sinasin f3.
Fiir den tan ergibt sich daraus
can(a+ ) = sin(a + 3) _ sinacos B+ C(‘)S(ZS%nﬁ _ tana+ tan 3 . (17.47)
cos(a+ ) cosacosfB—sinasinS 1—tanatan
Dabei haben wir im letzten Schritt den Bruch durch cosa cos 8 gekiirzt.
Fiir = 8 ergeben sich speziell die oft niitlichen Doppelwinkelformeln
. . . 2
sin(2a) =2sinacosa, cos(2a)=cos’a—sin’a, tan(2a)= _ctana (1.7.48)
1—tan?a
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Die Doppelwinkelformel fiir den cos konnen wir mittels (1.7.36) noch weiter umformen zu
. . 1
cos(2a) =1—2sin*a = sin‘a = 5[1 —cos(2a)] (1.7.49)

oder auch

2

cos(2a) =2cos’ a—1 = cos’ @ = =[14cos(2a)]. (1.7.50)

!
Um die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen zu berechnen, wollen wir zwei Wege angeben. Die
erste geometrische Methode ist der anschaulichere Weg, benétigt aber die Vorwegnahme der Vektorrechnung.
Ausgangspunkt ist die Definition von sin und cos am Einheitskreis, wonach (x(¢),y(¢)) als Koordinaten
in einem kartesischen Koordinatensystem betrachtet die Punkte auf dem Einheitskreis beschreiben, wobei
@ €[0,27) alle Punkte des Kreises genau einmal erfasst. Nach dem Satz des Pythagoras gilt also

(@) +y4 @) =1. (1.7.51)
Leiten wir diese Funktion nach ¢ ab finden wir unter Verwendung der Kettenregel auf der linken Seite
d 2 / / d
@[X (@) +27(p)]=2x(p)x"(¢) + 2y(p)y (¢) = @1 =0. (1.7.52)

Es gilt also
(1.7.53)

Dies kdnnen wir nun geometrisch interpretieren, wenn wir wie in der obigen Skizze (x, ) als die Komponen-
ten eines Vektors betrachten, also als die gerichtete Strecke vom Ursprung (0,0) des Koordinatensystems zum
Punkt (x,y), den wir als den entsprechenden Pfeil eingezeichnet haben. Betrachtet man dann zunichst den
Ditferenzenquotienten (Ax, Ay)/Ag, sicht man, dass die Richtung dieses Vektors der Richtung der Sekante
entspricht, die die Punkte (x(¢),y(¢)) und (x(¢+Ag),y(¢+ Agp) verbindet. Lisst man dann Ag — 0 gehen,
ergibt sich die Ableitung des Vektors, also (x(¢),y(¢)), und dieser Vektor weist offenbar in die Richtung
der Tangente an den Kreis im Punkt (x(¢), y(¢)). Anschaulich ist klar, dass die Tangente in einem beliebigen
Punkt auf dem Kreis immer senkrecht auf dem entsprechenden Radius steht. Genau das ist aber auch die
Aussage von (1.7.53). Ein Einheitsvektor, der senkrecht auf dem Einheitsvektor 7, = (x,y) steht, ist ndmlich
durch 7, = (—y,x) gegeben, wie ebenfalls aus der Skizze zu entnehmen ist, wenn man den Tangentenvek-
tor (blau) so verschiebt, dass sein Anfangspunkt im Koordinatenursprung zu liegen kommt. Schliefilich ist
do+/[x'(¢)2+[y'(¢)]? die Linge eines infinitesimalen Kreisbogenstiickchens, das (x(¢ + d¢),y(¢ + d¢)
mit (x(¢),y(¢)) verbindet. Diese Linge ist aber gemif3 der Definition des Winkels ¢ im Bogenmaf} gerade

dy. Demnach ist der Tangentenvektor 7_:(go) = (x'(9),7'(p)) tatsichlich ein Vektor der Linge 1. Auch die
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Richtung wird anhand der Grenzwertbildung von den Differenzenquotienten zur Ableitung, also vom Rich-
tungsvektor der Sekanten zum Richtungsvektor der Tangenten klar. Demnach ist eindeutig

(cos'(),sin’(9)) = (—sin @, cos @), (1.7.54)

d.h. die Ableitungen fiir cos und sin sind durch

cos'(x) =—sinx, sin’(x)=cosx (1.7.55)

gegeben, wobei wir fiir das Argument jetzt x statt ¢ geschrieben haben.

Die zweite Berechnung der Ableitung des Sinus’ verwendet ebenfalls die
geometrische Definition der trigonometrischen Funktionen als Seitenver-
hiltnisse eines rechtwinkligen Dreiecks, um die Ableitung des Sinus’ als
Grenzwert des entsprechenden Differenzenquotienten zu finden. Dazu
folgen wir [[Sch84]] und betrachten die nebenstehende Abbildung. Die Her-
leitung beruht auf der Ungleichung

|OF|Ag < |CD| < Ag. (1.7.56)

Dabei haben wir benutzt, dass die Linge des griinen Bogens |OF|A¢ und
die des schwarzen Kreisbogens |OC|A¢ = Ay ist, da definitionsgemaf3
|OC| = 1 ist. Die eingezeichneten Winkel Z(ODC) und Z(ODA) folgen
jeweils aus dem Winkelsummensatz, d.h. dass fiir ein rechtwinkliges Dreieick die Summe der beiden nicht-
rechtwinkligen Winkel 7r/2 ist. Daraus folgt dann Z(GDC) = Z(ODC)—Z(ODA) = ¢ —A¢/2, wie in der
Zeichnung angegeben. Am rechtwinkligen Dreieck OAF lesen wir nun ab, dass |OA|/|OF| = cos ¢ und am
rechtwinkligen Dreieck OAD, dass |OA|/|OD| = |OA| = cos(¢ + Ag) ist. Damit folgt

|OA| _ cos(¢p +Agp)

COos @ Cos @

|OF| = (1.7.57)

Weiter ist [DG| = |AD| —|AG| = |AD| — |BC| = sin(¢ + Ap) —sin@ und damit folgt aus |[DG|/|DC| =
cos(¢ + Ayp/2), dass

D i Agp)—si
De|= PGl _sinlptAp)—sing (1.7.58)
cos(p +Ayp/2) cos(p +Ayp/2)
Damit ergibt sich aus (1.7.56) die Ungleichung
A i Agp)—si
P tAP) 5,  Sinl@ T AP) TSing (1.7.59)
cos ¢ cos(p +Ayp/2)
multiplizieren wir diese Ungleichung mit cos(¢ + Ag/2)/ Ay folgt
A i Agp)—si
cosly +A¢) cos(p +Ayp/2) < sin(p + Ap) —sing < cos(p+Ap/2). (1.7.60)
cos Ay
Fiir Ap — 0 ergibt sich daraus, dass
. Ao)—si
sin o = lim sin(p + Ap)—sing =cosg (1.7.61)
Ap—0 Agﬂ
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ist. Dabei haben wir aufgrund der geometrischen Definition der cos-Funktion angenommen, dass diese stetig
ist.

Weiter folgt aus der Definition der Winkelfunktionen am Einheitskreis und dem Winkelsummensatz fiir
rechtwinklige Dreiecke, dass cos ¢ = sin(7r/2 — ¢) ist. Mit der Kettenregel und der eben hergeleiteten Ablei-

tungsformel fiir sin (1.7.61) folgt weiter

cos' o = di sin(7/2— @) = —sin'(7/2— ¢) = —cos(/2— @) = —sin g. (1.7.62)
%

Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass cos(7t/2 — ¢) = sin ¢ ist.

Aus den Ableitungsformeln fiir sin und cos folgen noch die wichigen Grenzwerte

sin x

sin’0=cos0=1=lim , (1.7.63)
x—0 x
. . —1
cos’ 0=sin0=0= lim ¥ (1.7.64)
x—0 X

Mit (1.7.61) und (1.7.62) kénnen wir mit Hilfe der Quotientenregel auch den Tangens ableiten. Fiir x #
(2n+1)7/2, n € Z) folgt

d d sinx cos?x +sin’x 1
—tanx = — = + = =1+tan’x. (1.7.65)
dx dx cosx cos? x cos? x

Die trigonometrischen Funktionen sind periodischf| und haben daher keine eindeutig definierten Umkehr-
funktionen. Gewdhnlich definiert man die Umkehrfunktion auf einem eingeschrinkten Intervall fiir den
Winkel. Beginnen wir mit dem Kosinus: Dieser ist im Intervall [0, 7z] streng monoton fallend. Entsprechend
definieren wir als Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7] durch cos(arccos x) = x. Wegen der strikten Mo-
notonie des cos im Intervall [0, 7] ist durch die Einschrinkung arccos x € [0, 7] der Wert der arccos-Funktion
eindeutig bestimmt. Mit dem Satz von der Ableitung der Umkehrfunktion folgt aus y = arccos x:

1 1
— arccosx = = (1.7.66)
x cos’y siny

Nun ist fiir y € [0, 7r] der Sinus positiv, so dass dort wegen (1.7.36) siny = +4/1—cos? y ist. Fiir x € (—1, 1),
also y € (0, ) ist siny # 0, und folglich gilt

d 1 1
—arccosx =— =— . (1.7.67)

dx \/1—cos?y V1—x2

Demnach haben wir die Ableitungsregel

arccos’ x =— , xe(—11). (1.7.68)

Die Ableitung divergiert offensichtlich fiir x — %1, d.h. der Funktionsgraph des arccos besitzt fiir x — +1
senkrechte Tangenten.

2sin und cos haben die Periode 27t und tan die Periode 7.
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Die Umkehrfunktion des Sinus definieren wir im Winkelbereich x € [—7/2, 7r/2], wo der Sinus strikt mono-
ton wachsend ist. Dann ist arcsin : [—1,1] — [—7t/2, r/2] durch sin(arcsin x) = x eindeutig definiert. Analog
wie beim Kosinus zeigt man durch Ableiten der Umkehrfunktion (Ubung/)

. 1
arcsin’ x =+ 5 X€ (—7/2,7/2). (1.7.69)
1—x

Der Tangens ist im offenen Intervall (—7/2,7/2) strikt monoton wachsend und nimmt beliebige reelle
Werte an, denn lim,_,, ,tanx = Zo00. Entsprechend definieren wir die Umkehrfunktion arctan : R —

—7/2,7/2) eindeutig durch tan(arctanx) = x. Uber die Ableitung der Umkehrfunktion finden wir mit
(1.7.65) (Ubung)

1

. 1.7.70
T2 (1.7.70)

/
arctan x =

1.7.4 Kurvendiskussionen, Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Wir besprechen als wichtige Anwendung der Differentialrechnung die Untersuchung der lokalen Eigenschaf-
ten von Funktionen einer reellen Verinderlichen.

Eine Funktion f : (a,b) — R besitzt in € (, /) ein lokales Maximum (lokales Minimum), wenn
es ein € > 0 gibt, so dass fiir alle x € (2, 5) mit |x —&| < e stets f(x) < (&) (f(x) > f(&)) gilt.
Besitzt f in & ein lokales Maximum oder Minimum, sagt man, dass f in ¢ ein lokales Extremum
aufweist.

Es gilt der Satz: Sei f : (a,b) — R stetig und wenigstens einmal differenzierbar. Besitzt dann f in
& € (a, b) ein lokales Extremum, so gilt /(&) =0.

Zum Beweis nehmen wir an, f besitze ein lokales Maximum bei x = £. Da f voraussetzungsgemif} differen-

zierbar in x = & ist, gilt
ey tim LED=1O)

; 1.7.71
Jim ) < (1.7.71)

denn voraussetzungsgemaf3 nimmt bei Einschrinkung auf eine hinreichend kleine Umgebung /" an der Stelle
& den grofiten Wert an. Ebenso argumentiert man aber, dass

16— tim LEFN=LE) ¢

1.7.72
Jim ) >0, (1.7.72)

Nun kénnen aber (1.7.71) und (1.7.72) nur beide gelten, wenn f”(£) = 0. Analog zeigt man die Behauptung,

falls die Funktion ein Minimum in (4, b) besitzt.

Bemerkung: Die Bedingung /(&) = 0 ist nur notwendig aber nicht hinreichend fiir das Vorliegen eines Extre-
mums. Die Funktion f : R — R, f(x)= x> ist z.B. strikt monoton wachsend, besitzt also sicher kein lokales
Extremum. Andererseits gilt £’(x) = 3x? und folglich #/(0) = 0. Die Ableitung von f verschwindet bei x =0,
besitzt dort aber weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

Satz von Rolle (Michel Rolle, 1652-1719): Sei f : [a, b ] — R stetig auf (4, b) differenzierbar. Gilt dann
f(a)= f(b), existiert mindestens eine Stelle & € (4, 5) mit f'(§)=0.
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Beweis: Ist f(x) = const, ist die Behauptung trivial, denn dann ist f’(x) = O fiir alle x € (a, /). Falls dies
nicht der Fall ist, gibt es wenigstens eine Stelle x, mit f(xy) > f(a) = f(b) oder f(xy) < f(a) = f(b).
Da die Funktion f in dem abgeschlossenen Intervall [, 5] voraussetzungsgemif} stetig ist, nimmt sie nach
dem Satz vom Maximum und Minimum (vgl. Abschnitt irgendwo in diesem Intervall das Infimum und
das Supremum ihres Bildbereiches an. Im ersten Fall muss offenbar das Supremum und im zweiten Fall das
Infimum an wenigstens einer Stelle £ im offenen Intervall (4, 5) angenommen werden, d.h. es liegt allemal
ein Extremum in («, &) vor, und nach dem eben bewiesenen Satz ist f/(£) =0.

Schlieflich gilt der Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Sei f : [, 5] — R stetig und auf («, b)
differenzierbar. Dann gibt es eine Stelle & € (4, b) mit

f(6)—f(a)

e F(&). (1.7.73)

Zum Beweis wenden wir den Satz von Rolle auf die Funktion

g(X)=f(x)—W(x—a) (1.7.74)

an. In der Tat erfiillt diese Funktion die Voraussetzungen des Satzes von Rolle. Da f auf [4, /] stetig und auf
(a,b) differenzierbar ist, gilt dies sicher auch fiir g. Auflerdem ist g(a) = g(b) = f(a). Folglich gibt es eine
Stelle & € (a,b) mit g’(§) = 0. Nun ist aber

¢ = i) — L= @ o ey = pry- D=/ @)

1.7.75
Y (1.7.75)

und das war zu zeigen.

Eine weitere Verallgemeinerung ist

Seien f und g auf einem abgeschlossenen Intervall [4, £] stetig und im offenen Intervall (4, 5) diffe-
renzierbar. Dann existiert £ € (4, b), so dass

[f(6)—f(a)]g' (&) =[g(b)—g(@)]f (£). (1.7.76)
Falls g’(x) # 0 fiir x € (a, b), gilt fiir mindestens ein & € (a, b)
Fb)—fla) _f1E) -

Der Beweis folgt sofort durch Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion

F(x)=[f(b)—f(a)]g(x)—[8(b)—g(a)]f (x). (1.7.78)

Satz von der Monotonie: Sei f : [4,b] — R stetig und auf (4, b) differenzierbar. Dann ist f genau
dann strikt monoton wachsend (monoton fallend) falls f/(x) >0 (f’(x) < 0).

Beweis: Sei f strikt monoton wachsend und x € (a, ). Dann gibt es ein € > 0, so dass x + b €[a, b] fiir alle
h € (—e,€). Fiir diese b gilt dann wegen des strikt monotonen Wachsens von f

[x+h)—f(x)
h
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Da f in (a, b) differenzierbar ist, erhilt man durch Grenzwertbildung 5 — 0, dass f/(x) > 0.

Sei nun umgekehrt f’(x) > 0. Wir nehmen nun an, dass f nicht strikt monoton wachsend ist. Dann gibt es
zwei Stellen x; < x, € (a,b) mit f(x,) > f(x,). Nach dem oben bewiesenen Mittelwertsatz der Differential-
rechnung gibt es dann eine Stelle & € (a, 5) mit

f(x)—f(x1)

Xy —Xq

f'(&)= <0, (1.7.80)

und das steht im Widerspruch zur Voraussetzung, dass f/(x) > 0 im ganzen offenen Intervall (4, &) gilt. Damit
muss also f strikt monoton wachsend sein.

Der Bewetis fiir strikt monoton fallende Funktionen erfolgt analog.

Schliefflich geben wir noch ein hinreichendes Kriterium fiir ein lokales Extremum an:

Sei f : [a,b] stetig und auf (a, b) zweimal differenzierbar. Ist dann f/(&) = 0 fiir ein & € (a, /) und
F(E)<0(f"(£)>0), so besitzt f bei x = ¢ ein lokales Maximum (Minimum).

Wir beweisen die Behauptung fiir den Fall ”(£) < 0. Es gilt

f”(E): lim f/(€+b)_f/(£> — lim f/(§+/7)

h—0 h h—0 h

<. (1.7.81)

Dies bedeutet, dass es ein € > 0 gibt, so dass f(& +h)/h < 0 fiir b € (—e¢,¢)\ {0}. Damit ist aber f/(x) <0
fir x € (&,& +€]und f/(x) > 0 fiir x €[ —¢,&). Damit ist £ zumindest in einer kleinen Umgebung von &
fiir x < & strikt monoton wachsend und fiir x > ¢ strikt monoton fallend. Damit muss f bei & ein lokales
Maximum besitzen.

Der Beweis, dass fiir /(&) > 0und f/(£) =0 ein Minimum vorliegt, folgt analog.

Um zu zeigen, dass das obige Kriterium hinreichend aber nicht notwendig ist, betrachten wir die Funktion
f(x) = x*. Sie besitzt offenbar bei x = 0 ein lokales (sogar ein absolutes) Minimum. In der Tat ist f’(x) = 4x>
und damit f’(0) = 0, wie es der Satz von lokalen Extrema differenzierbarer Funktionen sagt. Allerdings gilt

weiter f”(x)=12x? und folglich ”(0) =0, d.h. obwohl ein Minimum vorliegt ist f”(0) nicht > 0.

1.8 Die Regeln von de I’Hospital

Eine der Regeln von de Hospital Guillaume Frang¢ois Antoine, Marquis de L'Hospital (1661-1704) erlaubt
die Berechnung von Grenzwerten von Funktionen vom Typ “0/0” oder “oco /0™

Seien f und g auf dem offenen Intervall (4, b) differenzierbar und g’(x) # O fiir x € (a, b). Ferner sei
eine der beiden Bedingungen

(1) Tim, . por £() = lim, 400 8(2) =0,
(2) limx—m—f-O‘*’ f(x) = :I:OO, limx—>a+0+ g<x) =+o0
erfiillt. Dann gilt

f&) _ o ) (1.8.1)

= b

x—a+0+ g(x) _x—mt+0+ g/(x)

falls der letztgenannte Grenzwert existiert oder +00 ist.
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Beweis: Sei zunichst die Voraussetzung (1) erfiille: Offenbar konnen wir f(4) = g(a) = 0 setzen. Dann sind
die Voraussetzungen des verallgemeinerten Mittelwertsatzes der Differentialrechnung in der Form (1.7.77)
erfiillt, d.h. es gibt fiir x € (a, ) eine Zahl £ € (a, x), so dass

f0) f)—f@)  [E)
g(x)  gx)—gla)  g(&) (1.8.2)

Da mit x = a +0" auch & — a4 0% gilt, ist fiir diesen Fall die Behauptung bewiesen.

Ist die Bedingung (2) erfiillt, gibt es offenbar ein x, € (4, 4) so dass f(x) # 0 und g(x) # 0 fiir alle x € (a,x].
Einerseits gibt es dann gemifl dem verallgemeinerten Mittelwertsatzes der Integralrechnung fiir x € (a, x)
ein  zwischen x und xy mit

(1.8.3)

Andererseits konnen wir

= o (1.8.4)

Setzt man (1.8.3) und (1.8.4), folgt

f) _ f1(E) 1—g(x0)/g(x)
g(x)  g/(&) 1—f(xo)/f(x)

Fiir x — a + 0™ folgt dann die Behauptung.

(1.8.5)

1.9 Integralrechnung

Die Integralrechnung ist, wie wir sehen werden, in gewissem Sinne die Umkehrung der Differentialrechnung.
Sie beschiftigt sich generell mit dem geometrischen Inhaltsbegriff (Bogenlinge einer Kurve, Flicheninhalte
von Flichen, Volumen von Korpern) und ist daher eng mit der Maf3theorie verkniipft. In dieser Vorlesung
behandeln wir nur das Riemann-Integral. Fiir an der modernen Lebesgue-Integrationstheorie Interessierte
sei auf [Wei80] verwiesen, wo man eine Darstellung findet, die nicht die allgemeine Mafitheorie voraussetzt.

1.9.1 Definition des Riemann-Integrals

Das Ziel der Integralrechnung fiir reellwertige Funktionen einer reellen Verianderlichen ist, anschaulich for-
muliert, die Berechnung des Flicheninhaltes der Fliche unter dem Graphen der Funktion f : [4,5] — R,
wobei [a, 5] C R ein endliches Intervall ist. Zunichst setzen wir nur voraus, dass die Funktion f beschrinkt
sei, d.h. es gibt Zahlen 7 und M, so dass m < f(x) < M fiir alle x € [a,5]. Die grundlegende Idee, den
Flicheninhalt zu bestimmen, ist, das Intervall [4, 5] in 7 Teilintervalle [x;_;,x;] mit j € {0,1,...,n} zu zer-
legen, wobeia = xy < x; < ... < x,, = b ist und die Funktion durch eine entsprechende Treppenfunktion zu
approximieren. Dabei ist eine Treppenfunktion eine Funktion, die auf jedem Teilintervall [x;_;, x;] konstant
ist.

=1
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Y Nun kann man fiir jedes Teilintervall das Infimum bzw. das Supremum
S, der Funktionswerte in diesem Intervall verwenden. Nach dem Satz vom

y=f(x) Infimum und Supremum existieren nimlich beide Groflen, weil ja voraus-
g setzungsgemifd die Funktion f beschrinkt ist.

Dann bezeichnen wir als Unter- und Obersumme der Funktion
x f bzgl. der Zerlegung [x;_;,x;] des Intervalls [, b ] die Grofien

=1

Sy =D (= x;)inf{f ([ s, %, D}
(1.9.1)
So IZ(’C]' _xj—l)sup{f([xj—l’xj])}-

j=1

In der nebenstehenden Skizze entspricht der Untersumme die Fliche unter

der griin eingezeichneten und der Obersumme die Fliche unter der rot

eingezeichneten Treppenfunktion.

Es ist anschaulich klar, dass der Flicheninhalt der Fliche unter der Kurve

tiir alle Zerlegungen des Intervalls [, & ] stets zwischen diesen beiden Wer-
ten liegen muss und dass wir den Flicheninhalt erhalten, indem wir die Unterteilung immer feiner machen,
d.h. wir lassen die Anzahl der Intervalle n — oo gehen, wobei zugleich max;c(; .\ (x; —x;_;) — 0 gehen

soll.

Der Flicheninhalt existiert dann sicher, wenn S, und S gegen denselben Wert streben. Wir sagen dann,
die Funktion f sei iber das Intervall [4, ] Riemannintegrierbar, und wir definieren das Integral als
den entsprechenden Grenzwert

b
f dxf(x)= lim §,= lim §,. (1.9.2)

n—oo n—oo

Da bei einer Verfeinerung der Zerlegung von [, 5] die Untersummen stets grofler und die Obersum-
men stets kleiner werden (warums), kann man das Integral auch als sup S, = inf S definieren, wobei
Supremum bzw. Infimum iiber alle méglichen Zerlegungen zu nehmen ist.

Wir bemerken sogleich, dass wenn f, g : [4, 5] — R Riemann-integrierbar sind, auch die Linearkombination
A f + Ay g fiir beliebige Ay, A, € R Riemann-integrierbar sind und dass dann

de [Af(x)+ Ayg(x) AJ dxf(x)—i-/lJ dxg(x (1.9.3)

gilt. Der einfache Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Nehmen wir weiter an f : [, c] — R sei iiber die Intervalle [2, 5] und [ 4, ¢ ] Riemann-integrierbar. Man zeigt
dann leicht (Ubung), dass f dann auch iiber [4, c] Riemann-integrierbar ist und dass dann

L Cdrf(x) = f ' dx f(x)+Lc dx f(x) (1.9.4)
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ist.
Definition: Sei f :[a,5] — R eine beliebige Funktion. Dann definieren wir

[ f(x) falls f(x)>0,
f+(x)—{o flls f(0) <0,
(1.9.5)
f(x):{_f(x) falls  f(x) <0,
- 0 falls  f(x)>0.

Offenbar gilt dann f =, — f und |f|=f, + f_.

Satz: Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann sind auch f,, £, |f| und f?
Riemann-integrierbar.

Beweis: Nach Voraussetzung ist sup S, = inf S, wobei Supremum und Infimum der Ober- bzw. Untersumme
stets tiber alle Zerlegungen des Intervalls [4, 5] zu nehmen sind. Das bedeutet aber, dass es zu jedem € > 0
Treppenfunktionen ¢ und ¢ gibt, so dass ¢ < f < ¢ ist, so dass

b
0< J dx[d(x)—g(x)] < € (1.9.6)

ist. Wegen ¢ < f < ¢ folgt aus (1.9.5) sofort, dass ¢, < f, < ¢, und¢_ < f < ¢_.Nunsind ¢, und ¢,

wieder Treffenfunktionen, und es gllt

b b
o< [ By, 0—p )< | Y- <

, , (1.9.7)
0< f dxlp_(x)—§_(x)] < f del () — p(x)] < c.

Zujedem ¢ > 0 gibt es also Zerlegungen des Intervalls, so dass Ober- und Untersumme von f, um weniger als
¢ voneinander abweichen. Folglich stimmen das Supremum der Unter- und das Infimum der Obersummen
tiberein, und die Funktionen £, sind folglich Riemann-integrierbar. Da mit ist auch |f| = f, + f_ Riemann-
Integrierbar.

Weiter ist 2 = |f|* Da | f | Riemann-integrierbar ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen gb $:
[, 6] >Rmit g <|f| < gb so dass

b
| atom—otn< gy mic d= s 7] inf o (1939

x€la,b]

Dabei gehen wir davon aus, dass f nicht auf [4, 5] konstant ist. In dem Fall wire auch £2 konstant und somit
auch f? integrierbar, und die Behauptung des Satzes also erfiillt. Da nun die Funktion g(x) = x? fiir x >0
monoton wachsend ist, gilt auch

F<|fP< P (1.9.9)

und ¢ und SZ sind Treppenfunktionen. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, angewandt auf
g(x) = x?, gilt fiir beliebige Zahlen ¢?—&? = ¢'(&)(p—¢) =2& (¢ — ) <2M(p—¢) mit ¢ < & < p. Damit

ist also

O<f dx ¢2 <2MJ dx[¢ )—gﬁ(x)]ﬁé. (1.9.10)
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Folglich gibt es zu jedem ¢ Treppenfunktionen ¢ und gb mit ¢? < f2 < ¢2 die (1.9.10) erfiillen.

Satz: Seien weiter f, g : [4,b] — R Riemann-integrierbare Funktionen. Dann ist auch f ¢ Riemann-
integrierbar.

Beweis: Nach den obigen Sitzen sind f + g und f — g sowie (f + g)? und (f — g)? Riemann-integrierbar.
Damit ist aber auch

fg= f+g —(f—g) (1.9.11)

Riemann-integrierbar.

Satz: Stetige Funktionen f : [4, 5] — R sind Riemann-integrierbar.

Beweis: Dazu zeigen wir zuerst, dass in diesem Fall f sogar gleichmiflig stetig ist, d.h. zu jedem ¢ > 0
existiert ein & > 0, so dass fiir alle x,x" € [4,b] mit |[x — x| < & stets |f(x) — f(x')| < € ist. Zum Be-
weis nehmen wir an, dass f zwar stetig aber nicht gleichmifig stetig ist. Dann gibt es zu einem ¢ > 0
zu jedem n € N Zahlen x,,x, € [a,b] mit |x, —x/,| < 1/n, so dass |f(x,) — f(x,)| > . Die Zahlen-
folgen (x,,), und (x;,), sind beschrinkt und besitzen daher konvergente Teilfolgen (x,, ), bzw. (x, )z We-
gen der Voraussetzung, dass |x, —x/,| < 1/n gilt & := lim,_, x,, = limy_, o x;k. Folglich existiert auch
limy o f(x, ) = limy_, f (x;lk) = f(&), weil f voraussetzungsgemaf} stetig auf dem Intervall [4, 5] ist.
Andererseits soll aber gemaf3 unserer obigen Annahme |f(x, )—f (x’ )| > e fiir alle k£ € N gelten. Dann wi-
ren aber die Folgen (f(x,, )); und (f(x;, )), wiederum nicht konvergent im Widerspruch zu unserer gerade
durchgefiihrten Argumentatlon Folghch muss also f auf [4, b] gleichmifig stetig sein.

Nun konnen wir leicht zeigen, dass eine auf [4, 4] stetige Funktion Riemann-integrierbar ist. Sei dazu ¢ > 0
beliebig gewéihlt Dann gibtesein 8 >0, so dass | f (x)—f (x')| < €/(b—a) ist, wenn nur |[x—x'| < 8. Es sei nun

I; =(x;_y,x;) eine so feine Zerlegung des Intervalls [4, b ], so dass max;; (x; —x;_;) < & ist. Weiter gibt es nach

dem Satz vom Minimum und Maximum (s. Abschnitt ¢; €1; und é}’ € I;, so dass infxe[]_ f(x)=f(&))
und sup,.o; f(x)= f(f]/) Dann ist sicher |&; — cfj/| < & und folglich
]

n

0<S,—S, IZ(xj—x]‘_1)[f(5j/)—f(5 )<

j=1 4=

(x; —xj_y)=¢. (1.9.12)

Folglich kann man durch beliebige Verfeinerung der Zerlegung Ober- und Untersumme beliebig aneinander
annihern. Folglich existieren das Infimum der Ober- und das Supremum der Untersummen, und beide sind
gleich. Folglich ist f {iber das Intervall [4, 4] Riemann-integrierbar.

1.9.2 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Mittelwertsatz der Integralrechnung: Sei f : [4,6] — R stetig und ¢ : [4,6] — R mit ¢ > 0
integrierbar. Dann gibt es eine Zahl & €[a, 5], so dass

b b
f ) =) f St (1.9.13)

Beweis: Nach den obigen Sitzen zur Riemann-Integrierbarkeit ist mit den obigen Voraussetzungen f ¢ Rie-
mann-integrierbar. Da f auf dem abgeschlossenen Intervall stetig ist, existieren M = sup,, 1/ (x) und
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1.9. Integralrechnung

m =inf, g, 51 f(x). Da weiter ¢ > 0ist, folgt mp(x) < f(x)p(x) < Mep(x), und damit

m J ’ dxgp(x) < Lb F)p(x) gMLb dxg(x). (1.9.14)

Da auch fﬂb dx¢(x) > 0 ist, gibt es demnach eine Zahl y mit m < u < M, so dass

b b
J dxf(x)go(x):,uj dxg(x). (1.9.15)

Da f[a,b] — R stetig ist, nimmt f die Werte m und M tatsichlich fiir irgendwelche Werte &, &, € [4, 5]
tatsichlich an: f(&)) =m, f(&,) = M. Wegen des Zwischenwertsatzes fiir stetige Funktionen (vgl. Abschnitt
gibt es eine Zahl & zwischen & und &, mit /(&) = u. Wegen ist damit der Zwischenwertsatz der

Integralrechnung bewiesen.

1.9.3 Der Hauptsatz der Analysis

7~

Nach dem vorigen Abschnitt konnen wir fiir eine auf [a, b] stetige Funktion f die Integralfunktion

definieren.

Wir wollen nun den Hauptsatz der Analysis beweisen, demzufolge dann F eine auf [4, £ ] differen-

zierbare Funktion ist und

gilt.

F(x)= fxdx/f(x/) (1.9.16)

F'(x)=f(x) (1.9.17)

Beweis: Offenbar ist fiir Ax >0

f (EA,J/y = f(x)
f(€ay)

a x  x+Ax

x+Ax
F(x—i—Ax)—F(x):f dx’ £ (x"). (1.9.18)

Sei nun m = infy ey v oae f(x) und M =sup e, ) f(x'). Beide Wer-
te existieren, und es gibt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafy Zahlen
EanréA, € [%,x + Ax], so dass m = f(Ex,) und M = f(&] ). Demnach
ist

x+Ax x+Ax
f dxf(gAx)SF(x+Ax)—F(x)§J dxf(Ex,)  (1.9.19)

X

oder nach Ausfithrung der Integrale

Axf(En,) S F(x +Ax) < Axf(Er,)- (1.9.20)

Dividieren wir durch Ax, erhalten wir

F(x+ Ax)—F(x)

e < f(EXL)- (1.9.21)

f(gAx) <
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Fiir Ax — 0 gehen nun &,,, &L — x und wegen der Stetigkeit von /" entsprechen f(&a,), f(Eay) — f (),
womit (1.9.17) bewiesen ist. Analog gehen wir fiir Ax < 0 vor. Wir definieren dabei ganz allgemein fiir
Integrale

b a
f dxf(x):—f f(x) falls a<b. (1.9.22)
a b

Fiir Ax < 0 miissen wir dann nur die obige Betrachtung fiir das Integral

X

f :W dxf(x)=— f dxf(x) (1.9.23)

x+Ax

anstellen. Dann ergibt sich auch fiir den Grenzwert Ax — 0 fiir Ax < 0, dass F/(x) = f(x) ist. Damit ist F
differenzierbar und besitzt die Ableitung F/ = f fiir alle x € [a, b].

Wir bemerken noch, dass demnach fiir jede Stammfunktion F : [2,5] — R von f, gilt
b ~ ~
f dxf(x)=F(b)—F(a). (1.9.24)

Dabei heiflt ¥ Stammfunktion zu f, falls
Fl(x)=f(x) (1.9.25)

gilt.

.

Zum Beweis zeigen wir, dass F(x) = F(x) + F(a) ist. Es ist namlich £/(x) = F/(x) = f(x) und also F'(x)—
F'(x) = 0. Nun muss eine auf [, b] differenzierbare Funktion, deren Ableitung iiberall im Intervall [, 5]
verschwindet, konstant sein. Da F(a) = 0 ist, gilt also die Behauptung.

Man bezeichnet eine beliebige Stammfunktion von f auch als unbestimmtes Integral und schreibt kurz

ﬁ(x):def(x)—i—C, C = const. (1.9.26)

1.9.4 Definition des natiirlichen Logarithmus’ und der Exponentialfunktion

7~

Mit dem Riemann-Integral ldsst sich nun auch der natiirliche Logarithmus sehr einfach definieren,
und zwar durch

Inx = dx/i. (1.9.27)
1 x

Der Definitionsbereich ist x > 0, denn der Integrand divergiert bei x’ = 0. Da 1/x" > 0 fiir x’ > 0 ist,
ist Inx im gesamten Definitionsbereich x > 0 streng monoton wachsend.

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt sofort, dass

iInx = 1 (1.9.28)
x x

ist. Auflerdem ist In1 =0, d.h. Inx <0 fiir0< x < 1 und Inx > 0 fiir x > 1.
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1.9. Integralrechnung

Weiter gilt fiir 0 < a; <4,

f 2dxl =Ina,—Ina,. (1.9.29)
a x

Nun substituieren wir in dem Integral y = x /a,, d.h. dx = 4,dy. Damit wird

a

ay/ay 1 a/ay 1
Ina,—Ina, = dy— = dy— =In(a,/a,), (1.9.30)
1 4y J1 y

Betrachten wir die Funktion £(x) = In(ax) fiira > Ound x > 0. Nach der Kettenregel ist £/(x) = (ax)'In(ax) =
a/(ax) = 1/x. Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung ist also f(x) = lnx + C.
Nun ist /(1) = C =lna, d.h. es gilt fiira,x >0

In(ax)=Ilna+Inx. (1.9.31)

Daraus folgt fiir » € Nund x > 0
In(x")=nlnx, (1.9.32)

wie man aus (1.9.31) sehr leicht durch vollstindige Induktion beweisen kann (Ubung/). Mit (1.9.30) folgt daraus

wiederum

In(1/x")=In1—Inx" =—nlnx. (1.9.33)

; /

3 / Da In x streng monoton wachend ist, gibt es genau eine

5 / Zahl e > 1, so dass Ine = 1 ist. Die Zahl e ~ 2,781828

_— heifit Eulersche Zahl. Daraus folgt

1 _—
=0 — In(e”)=nlne=n. (1.9.34)
—1
_ / Fiir n — 0o bzw. n — —oo ergibt sich daraus
-3 lim Inx =00, lim Inx =—o0, (1.9.35)
—4 £l y=lnx X—00 x—0+

y=expx

_5_5 43 51 0 1 52 345 dae”—0fiirn — —ooist. Der Wertebereich des Logarithmus’

ist also ganz R.
X

Da In eine strikt monoton wachsende Funktion ist, ist
deren Umkehrfunktion eindeutig auf ganz R definiert.
Diese Funktion heifit Exponentialfunktion exp x. Of-
fensichtlich ist exp0 =1 und exp x > 0 fiir alle x € R.

Mit Hilfe der Regel von der Ableitung der Umkehrfunktion
ergibt sich die Ableitung von exp x wie folgt: Wir setzen y =
exp x. Dann ist x = Iny und die Ableitung nach x lautet nach
der Kettenregel
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

=1= y'(x)=exp/(x) =y(x) =expx, (1.9.36)

d.h. die Ableitung der Exponentialfunktion ist wieder die Ex-
ponentialfunktion selbst.
Betrachten wir nun die Funktion f(x) = exp(x +a)/ exp x. Mit der Ketten- und Quotientenregel folgt fiir die
Ableitung
_expxexp’(x +a)—exp’(x)exp(x +a)

fl(x)= =0 = f(x)=const. (1.9.37)
exp x

Wegen f(0) =expa/exp0=expa ist f(x) = expa = const und folglich

exp(a+x)=expaexpx firalle x,aeR. (1.9.38)

Setzen wir nun f(x) = exp x exp(—x) ergibt sich mit der Produktregel f/(x) = 0 (nachpriifen!) und damit
f(x)=const. Fiir x =0 folgt f(x)=f(0) =1 und damit

expxexp(—x)=1 = exp(—x)= firalle xeR. (1.9.39)
expx
Wie oben gezeigt, gilt In(e”) = n fiir n € Z. Draus folgt
expn=c” firalle neZ. (1.9.40)

Weiter gilt fiir #» € Z definitionsgemif (e!/”)” = e. Nimmt man davon den Logarithmus, folgt einerseits
In(e!/”)” = Ine = 1 und andererseits In(e!/”)” = n1In(e!/”). Folglich ist In(e!/”) = 1/x. Fiir ein belieges
m € 7 ergibt sich damit In(e”/”) =In[(e!/”)” ] = mIn(e'/*) = m /n.

Mit der Exponenialfunktion folgt

exp[ln(e™/™)] = /" = exp(m/n). (1.9.41)

Fiir alle x € Q ist also expx = e*. Es liegt nahe, entsprechend zu definieren, dass e* = exp x fiir alle x € R
gilt.
Wir definieren weiter fiir jedes 2 > 0

a* = exp(xIna) = "%, (1.9.42)

Dann gilt ganz allgemein
In(a™) = xIna. (1.9.43)

Fiir a # 1 ist offenbar f(x) = a* eine echt monotone Funktion, und zwar echt monoton wachsend fiir
a > 1 und echt monoton fallend fiir 0 < @ < 1 (warums). Damit gibt es also auch eine Umkehrfunktion zu
f(x)=a", die wir als Logarithmus zur Basis a bezeichnen. Definitionsgemif? ist also

log,(a*) :=x. (1.9.44)
mit (1.9.43) folgt aber auch
In(a®)
log,(a™)=x= (1.9.45)
Ina

Setzen wir y = a*, folgt fiir alle y >0
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Iny

lOgdy = E,

(1.9.46)

d.h. alle Logarithmen zu einer beliebigen Basis 2 > 0 mit a # 1 sind gemif} (1.9.46) durch den natiirlichen

Logarithmus berechenbar.

1.9.5 Hyperbelfunktionen

Niitzlich sind oft auch noch die sog. Hyperbelfunktionen. Sie werden mit Hilfe der Exponentialfunktion

durch

exp x —exp(—x)

sinhx = ,
2
coshx = ZPX +2exp (—x),
canhx — sinhx  expx —exp(—x)

\.

coshx  expx + exp(—x)

(1.9.47)

J

fiir x € R definiert. Sie heiflen sinus hyperbolicus, cosinus hyperbolicus bzw. tangens hyperbolicus. Durch

direktes Nachrechnen (Ubung) zeigt man, dass fiir alle x € R

cosh? x —sinh?x = 1

gilt.
10

‘ \ /

. 1
sinhx E:}:Eexp(:}:x) fir x — too,

1
coshx%iexp(:lzx) fir x— o0,

1 fir x— too.

(1.9.48)

Wie aus dem nebenstehenden Plot zu ersehen und auch direkt

8 \ / aus (1.9.47) ersichtlich, gilt fiir grofie |x|

(1.9.49)

Aus der Ableitung der Exponentialfunktion exp’x = expx

/ 3
cosh’ x =sinh x.

(1.9.50)

, tanhx =4+
4
/ y =sinhx
—6 / y =coshx 1 folgt sofort (nachrechnen!)
/ y =tanhx
—8 ,. y=1/2expx ----
" | y=—1/2exp(—x) -- o 1.0
— sinh” x = cosh x,
—6 —4 =2 0 2 4 6
X

Fiir die Ableitung des tanh verwendet man wieder die Quoti-

entenregel, was zu

tanh’x = <

cosh? x —sinh? x

sinh x >/ .

cosh x

—1—tanh’x =

cosh? x
1

cosh? x

(1.9.51)
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

fithrt.

Der sinh ist wegen sinh’x = coshx > 0 streng mono-
ton wachsend und daher iiberall eindeutig umkehrbar.
Die entsprechende Umkehrfunktion arsinh : R — R
(area sinus hyperbolicus) ist demnach eindeutig durch
sinh(arsinh x) = x definiert.

Wir erhalten die Ableitung durch Anwenden der Ableitungsre-
gel fiir Umkehrfunktionen. Setzen wir also y = arsinh x. Dann
ist x =sinhy. Leiten wir diese Gleichung nach x ab folgt unter Verwendung der Kettenregel

j_x =1=9'(x)coshy =y'(x)y/1+ sinhzy. (1.9.52)
x

Dabei haben wir im letzten Schritt (1.9.48) verwendet. Wegen coshx > 0 ist hierbei eindeutig die positive
Wurzel zu verwenden. Nun ist aber sinhy = x und damit

y'(x) = arsinh’ x =

: (1.9.53)
x2+1

Der cosh ist eine gerade Funktion und fiir x > 0 strikt monoton wachsend (fiir x < 0 strikt monoton fallend).
Es gilt stets coshx > 1, denn die Ableitung cosh’(x) = sinhx verschwindet fiir x = 0, und da cosh”(0) =
cosh(0) = 1> 0, besitzt die cosh-Funktion bei x = 0 ein Minimum.

Daher wird die Umkehrfunktion, der area cosinus hyperbolicus, eindeutig durch arcosh : Ry; — Ry,
via cosh(arcosh x) = x definiert. Die Ableitung der Umkehrfunktion liefert (nachrechnen)

1

x2—1

arcosh’x = (1.9.54)

Der tanh ist wegen tanh’ x = 1/ cosh® x > 0 iiberall strikt monoton wachsend und folglich eindeutig
umkehrbar. Der Wertebereich des tanh ist (—1,1), denn offensichtlich gilt lim,_,, . tanhx = £1.
Damit ist durch artanh : (—1,1) — R via tanh(artanh x) = x der area tangens hyperbolicus eindeutig

definiert, und mit (1.9.51) erhilt man {iber die Ableitung der Umkehrfunktion (nachrechnen!)
1

artanh’ x = .
1—x2

(1.9.55)

Die Kurve 7(¢) = [cosht,sinht], ¢ € R beschreibt den Ast einer Hyperbel (vgl. Abschn.[3.2), woher der
Name fiir diese Funktionen stammt. Dies ist in Analogie zu den trigonometrischen Funktionen, fiir die ja
7(t) = [cost,sint] fir t € [0,27) einen Einheitskreis beschreibt. Die Erklirung, woher der Name ,Area-
Funktionen® fiir die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen herriihre, findet sich in Abschnitt[3.10.2]

Wir kénnen die Area-Funktionen auch mit Hilfe des Logarithmus’ ausdriicken. Betrachten wir als Beispiel
arsinh. Setzen wir y = sinhx, so ist definitionsgemaf} x = arsinhy. Wir konnen aber auch die Definition

(1.9.47) fiir den sinh verwenden. Setzen wir dazu z = exp x, folgt
expx —exp(—x) 1 <Z 1 >

y =sinhx > >

z

(1.9.56)
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Diese Gleichung l6sen wir nun nach z auf. Multiplikation mit 2z und eine einfache Umformung liefert die
quadratische Gleichung

22—2yz—1=0= (z—y)P?—1—9y’=0= (z—y) =2 +1. (1.9.57)

Dabei haben wir beim Wurzelziehen verwendet, dass

! [exp x + exp(—x)] = coshx >0 (1.9.58)

z—y=expx—sinhx =expx— Z[expx—exp(—x)] =3

ist. Damit wird aber eindeutig

z=expx =14/y24+1+y = x =arsinhy :ln<\/y2+1+y>. (1.9.59)

Es ist also
arsinh x = ln< x24+1+ x) fir xeR. (1.9.60)

Analog zeigt man auch, dass (Ubung/)

arcoshx =In(v/x2—1+x) fir x>1,

1 1
artanhx = —ln< +x> fir xe(—1,1).
2 1—x

(1.9.61)

1.9.6 Integrationstechniken

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung kénnen wir nun sehr viele Integrale berechnen,
indem wir eine beliebige Stammfunktion zu der zu integrierenden Funktion suchen. Dafiir gibt es einige
Rechentechniken, die wir hier kurz zusammenfassen. Zunichst kann man sich aus jeder Ableitungsregel eine
Integrationsregel herleiten. Z.B. folgt aus der Ableitung von Potenzfunktionen (x”) = nx"~! die Regel

xn+1
f dxx” = +C. (1.9.62)
n+1
Dies gilt fiir alle n € Z # {—1}.
Die Ausnahme ist 7 = —1, aber auch hier kennen wir eine Stammfunktion:
1
de—:lnx+C. (1.9.63)
x

Fiir » < 0 miissen wir bei der Anwendung des Hauptsatzes aufpassen: Die entsprechenden Funktionen f(x) =
x" besitzen nimlich dann bei x = 0 eine Singularitit und sind insbesondere unstetig. Sie konnen daher nur
tiber Intervalle [a, b] integriert werden fiir die O ¢ [4, £ ] ist, und nur dann liefert der Hauptsatz der Analysis
den korrekten Wert fiir das Integral!

Weitere Grundintegrale sind
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desinx:—cosx+C, decosx:sinx+C,

de ! fdx(1+tan2x):tanx+c, fdx !

Zx

cos? x sin

de(l +cot?x) =—cotx + C,

deexpx =expx+C, fdxsinhx =coshx +C, fdxcoshx =sinhx + C,

fdx ! —fdx(l—tanhzx):tanhx+C,

cosh?x
1
fdx 7 :de(cothzx—l):—cothx+C. (1.9.64)
sinh” x
1 1
dx = arcsinx + C = —arccosx + C’, dx = arctanx + C = —arccotx + C’,
V1—x? 1+ x2

1

1—x

= arcothx +C falls x> 1,
1—x2 2

fdx 1:_xz:alrsinhx—i—C, fdx

de ! —artanhx+C falls x<1, fdx

1
2

=arcoshx+C falls x>1.
Vvxi—1

Aus allgemeinen Regeln der Differentialrechnung erhalten wir entsprechend Rechenregeln fiir unbestimmte
Integrale.

Aus der Produktregel der Integralrechnung folgt die Regel von der partiellen Integration. Aus
(uv) = u'v +v'u folgt

f dxa’(x)v(x) = u(x)v(x)—f dxu(x)v'(x)+C. (1.9.65)

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir das Integral von x exp x. Setzen wir #’(x) = exp x und v(x) = x, gilt
#(x) =expx und v'(x) = 1. Damit ist

dex expx = xexpx—f dxexpx =(x—1)expx +C. (1.9.66)

In der Tat findet man durch Ableiten, dass tatsichlich [(x—1)expx] = exp x +(x—1)exp x = x exp x gilt. Ein
weiteres Beispiel ist [ dx Inx. Hier setzen wir #’(x) = 1 und v(x) = Inx. Dann ist #(x) = x und v/(x) = 1/x.

Damit liefert
delnx:xlnx—fdxl:x(lnx—l)—i—C. (1.9.67)

In der Tat folgt aus der Produktregel [x(Inx —1)] = (Inx — 1)+ x/x = Inx.

Die Kettenregel der Differentialrechnung liefert die Substitutionsregel fiir Integrale. Sei dazu F eine
Stammfunktion von f.

. dx(n) dx(n) .
=710 = [ S L) = FLu)+ C. (1969
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Diese Regel lasst sich leichter merken, wenn man formal dx = dudx/d# schreibt. Dann wird zu
Jdud—x Fle(n)] = [ f dx f(x)] . (1.9.69)
du x=x(u)

Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, die Fliche eines Halbkreises um den Ursprung mit Radius » zu
berechnen. Fiir den Halbkreis gilt x? 4+ y? = 72 bzw. y(x) = /72— x2 mit x € [—7, 7 ]. Damit ist die Fliche

A:j dxv/ r2—x2. (1.9.70)
Um das Integral zu berechnen, substituieren wir nun x = r cos #. Das Intervall [—7, r ] wird dann umkehrbar
eindeutig auf das Intervall # € [0, 7] abgebildet. Weiter ist dx = —du r sin #. Fiir x = —7 ist offenbar eindeutig
u =mund x = r fiir » = 0. Damit folgt

0 T
A:J du(—rsinu)y/ r2—r2cosu = rzf du sin? u. (1.9.71)
T 0

Um schliefilich dieses Integral zu berechnen, bemerken wir, dass

. . . 1
cos(2u) = cos® n —sin® u = 1—2sin’ # => sin’u = 5[1 —cos(2u)]. (1.9.72)
Dies in (1.9.71) eingesetzt liefert, wie aus der Geometrie bekannt,
2 T 2 = 2
1 . U=
A:r—f du[l—cos(Zu)]:r—[w——sm(Zu)] =T (1.9.73)

1.9.7 Funktionenfolgen und -reihen

In diesem Abschnitt untersuchen wir Funktionen, die sich als Grenzwerte von Folgen oder Reihen ergeben,
deren Glieder selbst Funktionen sind. Insbesondere interessiert uns die Frage, ob Folgen oder Reihen stetiger
Funktionen selbst gegen stetige Funktionen konvergieren und ob man ggf. Operationen wie die Differentiati-
on und Integration mit der Grenzwertbildung vertauschen darf. Dabei ist es wichtig zu beachten, in welchem
Sinne die Funktionenfolgen und -reihen konvergent sein sollen. Dazu definieren wir zwei Begriffe:

Essei(f,(x)), eine Folge von Funktionen f, : D — R mit einem beliebigen Definitionsbereich D C R.
Wir sagen, die Funktionenfolge konvergiere punktweise im Definitionsbereich D gegen eine Funktion
f :D — R, wenn sie fiir jedes x € D konvergiert. D.h. zu jedem x existiert zu jedem ¢ >0ein N €N,
so dass |f,,(x)— f(x)| < € fiir alle » > N.

Davon zu unterscheiden ist die stirkere Forderung nach gleichmifliger Konvergenz gegen die Funk-
tion f. Dazu verlangen wir, dass zu jedem ¢ ein N € N existiert, so dass fiir alle x € D stets
|f,(x)—f(x)| < € fiir alle » > N gilt.

\. J

Im Unterschied zur punktweisen Konvergenz, muss also zu jedem ¢ das N unabhingig von x € D gewihlt
werden kénnen, d.h. die Forderung nach gleichmifliger Konvergenz ist stirker als die nach punktweiser.

Man kann die gleichmiflige Konvergenz auch noch anders beschreiben. Dies macht die Arbeit mit diesem
Begriff erheblich einfacher.

Dazu fithren wir einen Abstandsbegriff, eine Norm, fiir Funktionen ein, und zwar die Supremums-
norm. Sei also / : D — R eine Funktion mit beliebigem Definitionsbereich D C R. Dann ist die
Supremumsnorm durch

/1= sup £ ()] (1.9.74)
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Aus der Definition geht unmittelbar hervor, dass die folgenden Regeln fiir eine Norm gelten (Beweis als

Ubung!):

I/11=0, |I[fl|=0<« f(x)=0 firalle xe€D, (1.9.75)
IAf 1= 1Al (1.9.76)
If+gll <l I +1lgll- (1.9.77)

Eine Funktionenfolge ist offenbar genau dann gleichmiflig konvergent, wenn sie im Sinne dieser Norm kon-
vergiert. Nehmen wir namlich an, die Funktionenfolge (f,,),, konvergiert gleichmiflig gegen f. Dann gibt es
voraussetzungsgemaf$ zu jedem ¢ € R ein N € N, so dass fiir alle x stets |f,(x) — f(x)| < €/2 gilt, wenn nur
n > N ist. Dann ist aber auch ||f,, — f|| = sup,cp |/,(x) — f(x)| < €/2 < €. Kurz: Falls (), gleichmiflig
konvergiert, gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, so dass ||/, — f|| < € fiir alle » > N gilt. Das bedeutet aber,
dass die Funktionenfolge im Sinne der Supremumsnorm gegen f konvergiert.

Ist umgekehrt im Sinne die Funktionenfolge (f,) im Sinne der Supremumsnorm konvergent gegen £, so gibt
es zu jedem € > O ein 7 € N, so dass ||/, — f|| = sup,cp |/, (x) — f (x)| < € fiir alle » > N. Dann gilt aber fiir
alle x € D offenbar |f,(x)— f(x)| < ¢, d.h. die Funktionenfolge ist gleichmif3ig konvergent.

Satz von der Stetigkeit stetiger Funktionenfolgen: Seien alle Glieder der f, : D — R stetig und
gleichmiflig gegen f konvergente. Dann ist auch f stetig.

Beweis: Wegen der gleichmifligen Konvergenz der Funktionenfolge (f,,), gegen £, gibt es zu jedem € > 0 ein
N €N, so dass fiir alle x € D fiir alle 7 > N stets |f,(x) — f(x)| < €/3 gilt. Sei nun 7 > N festgehalten. Da
weiter die £, stetig in x € D sind, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein & > 0, so dass fiir alle x’ € D mit [x —x'| < §
stets | f,,(x)— f,(x’)] < €/3 ist. Damit folgt nun aber, dass

f ()= N 1S () = (ol + 1 () = LG+ £, () = F (). (1.9.78)

Wegen der Wahl von 7 > N sind die beiden letzten Terme beide < ¢ /3, wihrend der mittlere fiir [x — x| < &
ebenfalls < €/3 ist. Wir haben also zu einem beliebigen ¢ > 0 ein & > 0 gefunden, so dass fiir alle x” € D mit
|x —x'| < &8 stets |f(x)— f(x)] < € gilt. Damit ist f definitionsgemif stetig, und das war zu zeigen.

Oft ist es wichtig zu wissen, ob man bestimmte Operationen an Funktionenfolgen mit der Limesbildung
vertauschen darf. Hier interessieren uns Integration und Differentiation.

Integration von Funktionenfolgen: Seien £, : [4,5] — R stetige Funktionen und die Funktionen-
folge (f,,),, auf [a, b] gleichmiflig konvergent gegen eine Funktion f :[4,5] — R. Dann gilt

f dx f(x) = f dx lim f,(x _hmf dx £, (x (1.9.79)

n—oo

Kurz gesagt darf man bei gleichmifiiger Konvergenz von Funktionenfolgen die Grenzwertbildung und
die Integration vertauschen.

. J

Beweis: Nach dem vorigen Satz ist f stetig auf [a, 5] und folglich Riemann-integrierbar. Wegen der gleich-
mifligen Konvergenz der Funktionenfolge (f,,),, gegen f gilt

fdxf(x fdxf

J dx|f ()~ fu(| < (b—allf —LI"2°0,  (19.80)
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1.9. Integralrechnung

d.h. der Limes der Integrale existiert. Folglich gilt (1.9.79) und das war zu zeigen.

Differentiation von Funktionenfolgen: Seien f, : [a, 5] — R stetig differenzierbare Funktionen und
die Funktionenfolge (f,,), punktweise gegen eine Funktion £ : [4, 5] — R konvergent. Die Folge (),
der Ableitungen konvergiere gleichmifSig. Dann ist f differenzierbar, und es gilt

f/(x)= lim £,(x). (1.9.81)

n—o0

MaW. darf man unter den angegebenen Voraussetzung Grenzwertbildung und Differentiation vertau-
schen.

\.

Beweis: Es sei f~ (x)=lim,_, o, f,/(x)fiir x € [a, b]. Dadie f, allesamt stetig sind und die Folge der Ableitungen

voraussetzungsgemafl gleichmiflig konvergiert, ist / nach dem oben bewiesenen Satz stetig und besitzt eine
Stammfunktion, denn nach dem Satz tiber die Vertauschbarkeit der Integration mit der Grenzwertbildung
fiir gleichmiflig konvergente Folgen stetiger Funktionen gilt

n—oo

f dx'f(x") = = lim J dx'f/(x) = lim [£,(x)— £, (a)]. (1.9.82)
Wegen der vorausgesetzten punktweisen Konvergenz von (f,,),, gegen f gilt also
f d'f(x") = f(x)— f, (a). (1.9.83)

Ableiten dieser Gleichung nach x liefert nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung schlief3-
lich f/(x) = f(x), und das war zu zeigen.

Schliefllich definieren wir eine Funktionenreihe >37° | f.(x) als gleichmiflig konvergent gegen f,

wenn ihre Partialsummenfolge (S, (x)),,

= ka(x), (1.9.84)
k=1

gleichmifig (also im Sinne der Supremumsnorm) gegen f konvergiert.

Weierstrafisches Konvergenzkriterium: Seien f, : D — R Funktionen und

Z [|/z]] konvergent, (1.9.85)

so ist die Funktionenreihe > f, absolut und gleichmifiig konvergent.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass die Reihe punktweise absolut konvergiert. Sei also x € D. Dann gilt
|/, ()] < ||f¢|- Da voraussetzungsgemafd (1.9.85) gilt, ist also >} | f,(x)| konvergent. Nun definieren wir im
Sinne dieser punkrweisen Konvergenz

fx) =D fulx) (1.9.86)
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und zeigen, dass die Funktionenreihe sogar gleichmiflig gegen f konvergiert. Seien dazu die Partialsummen

durch (1.9.84) definiert. Dann gilt

S IACI RN TATE (1.9.87)

n+1 n+1

S )

k=n+1

1S,(x)—f () =

Wegen (1.9.85) kénnen wir nun zu jedem € > 0 ein N € N finden, so dass die letztere Summe < e fiir alle
n > N ist. Damit gilt fiir alle x € D

IS,(x)—f(x)|<e fir n>N, (1.9.88)

und folglich ist die Funktionenreihe tatsichlich nicht nur punktweise sondern sogar gleichmiflig gegen f
konvergent, und das war zu zeigen.

1.9.8 Taylor-Entwicklung und Potenzreihen

Sei f : D — R mit offenem Definitionsbereich D C R eine Funktion, die in einem abgeschlossenen Intervall
I C D, mindestens (7 4+ 1)-mal (n € N,) stetig differenzierbar ist und sei « € D. Wir suchen dann eine
Niherung von f durch ein Polynom 7-ten Grades fiir Argumente ,in der Nzhe“ von 4. Sei x € /. Dann gibt
es Koeffizienten ¢, € R, so dass

f(x):ch(x—a)k +R,(x,a) (1.9.89)
k=0
ist, wobei das Restglied R (x,4) = O[(x —a)" "] ist, d.h.

R (x,
lim Ru(a) = const. (1.9.90)
n—00 (x _d)n-i-l

Um die Koeffizienten ¢, in (1.9.89) zu bestimmen, leiten wir diese Gleichung k-mal (k € {0, 1,...,7}) ab und

setzen danach x = a:

dk
) = ®a) =k, (1.9.91)

dxk _
X=a

denn wegen (1.9.90) verschwindet die k-te Ableitung des Restglieds fiir x = a.

Damit wird

(x —a)F +R,(x,a). (1.9.92)

Dies ist die Taylorsche Formel.

Zum Beweis bemerken wir, dass wegen der Stetigkeit von f/(x)

()= f(a)+ f ") (1993

a

gilt. Ist » > 2, kdnnen wir eine partielle Integration in (1.9.93) vornehmen. Dazu setzen wir
W'(xXN=1, o(x)=f(x), ux)=x"—x,

so dass

F) = f (@) + (x —a)f(a)— f "l (' — ) () (19.94)
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resultiert. Dies wiederholen wir noch weitere 7z — 1-mal. Dann entsteht

oo (k) a X x/_x n
fo=3L a1y f B2 poner, (1.9.95)

= k! p n!

R, (x,a)

Da voraussetzungsgemifl £V im Intervall (4, x) bzw. (x,4) stetig ist und die Funktion x” — (x’—x)” dort
entweder stets negativ oder positiv ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung wenigstens ein
¢ €(a,x) bzw. &£ € (x,a), so dass

(n+1) x (n+1)
Rn(x,a):(—l)”fn—!(g)f dx’ (x' —x)” :f(nTE)é;)(x—a)"H. (1.9.96)

Dies ist die Restgliedformel von Lagrange.

Man kann freilich den Mittelwertsatz der Integralrechnung auch direkt auf die Funktion
x"— (x’ —x)" f**+)(x") anwenden.

Dann resultit die Restgliedformel von Cauchy:

(n+1) £/
R, ()= (-1 e

x (n+1)( £
x)”f dx/:f—(g)(x—fl)"(x—a). (1.9.97)

n!

Dabei ist £’ € (a,x) bzw. £’ € (x,a). Aus der Lagrangeschen Restgliedformel (1.9.96) folgt in der Tat (1.9.90),

womit die Taylorsche Formel bewiesen ist.

Falls nun f im Intervall (a,x) bzw. (x,a) sogar beliebig oft stetig differenzierbar ist und ein § > 0 existiert,

so dass [ f("+1)(&)] < S fiir alle & € (a,x) bzw. & € (x,a) ist, folgt aus (1.9.96)f]

—0 fir 7n— oo. (1.9.98)

In diesem Fall besitzt f die Taylor-Entwicklung

=Z

k=0

(x—a)*. (1.9.99)

Als Beispiel betrachten wir die Taylor-Entwicklung von x — exp(x) um a =0. Da

FED(x) = exp(x), (1.9.100)

diese Funktion die Bedingungen fiir die Taylor-Entwicklung fiir jedes x € R erfiillt, gilt

exp(x)=>. % (1.9.101)
k=0

3Um zu zeigen, dass fiir beliebige y > 0 lim, . " /n! = 0 gilt, bemerken wir, dass fiir » > 2y und N € N die Abschitzung
0<y™N [(n+ N <y"/n!(1/2)N gilt. Der letzte Ausdruck strebt aber fiir N — oo gegen 0.
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Setzen wir in x =a+y, konnen wir symbolisch
F®)(a) d
flaty)= Z o y —exp<ydﬂ>f( ) (1.9.102)
schreiben. Dabei ist die Exponentialfunktion des Differentialoperators durch die formale Reihe
d ) y/e dk
— | = —_ 1.9.103

definiert. Wendet man diesen Operator auf f an, ergibt sich in der Tat die Taylor-Reihe von f in der in

(1.9.102) angegebenen Form.
Fiir die Exponentialfunktion selbst gilt f*¥)(2) = expa fiir alle £ € N. Daraus folgt mit (1.9.102)

o) k
exp(a+y)= Zk——expaexpy (1.9.104)
k:

Wichtig sind noch die Taylor-Entwicklungen der trigonometrischen Funktionen. Betrachten wir zuerst den
Sinus:

f(x)=sinx, f'(x)=cosx, f"(x)=—sinx, ... (1.9.105)
Es gilt also
f@)y=0, FE*N(x)=(—1)f, ke{0,1,2,...}. (1.9.106)
Die Taylor-Reihe fiir den Sinus ist also
o _ x3 xs _ — (_1)k 2k+1 1.9.107
SlﬂX—X—a-Fg*F"‘—émx . ( )
Ebenso finden wir fiir den Kosinus
f(x)=cosx, f'(x)=—sinx, f"(x)=—cosx, ..., (1.9.108)
und damit die TaylorReihe
x?  xt 2 ()
cosx_1—§+z——+ :kzzé @b (1.9.109)

Es ist klar, dass wegen —1 < sinx < 1 und —1 < cosx < 1 aufgrund der Restgliedformel die Taylorreihen
(1.9.107) und (1.9.109) sicher iiberall in R und tatsichlich gegen sin x bzw. cos x konvergieren.

Die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen konnen ebenfalls leicht mit Hilfe von (1.9.102)
bewiesen werden. Fiir den cos bemerken wir, dass

+ falls k=2;j+1
(k) +_ J(=1) " sina  falls 7+1, .
f¥Na)= {(_1)] cosa falls k=2j, 7€{0,1,2,...}. (1.9.110)
Daraus folgt mit
cos(a +y):cosa2(—1 —|—smaZ ]+1(2 ey = cosacosy —sinasiny, (1.9.111)
= 7
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wobel wir und benutzt haben. Auflerdem haben wir stillschweigend die unendliche Rei-
he umgeordnet, indem wir gerade und ungerade Potenzen von y zusammengefasst haben. Dies ist erlaubt,
weil Potenzreihen im Inneren ihres Definitionsbereichs absolut konvergent sind. Auf einen formalen Beweis
verzichten wir hier.

Wir bemerken, dass wir offenbar die Taylor-Reihen von beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen glied-
weise differenzieren und integrieren diirfen, d.h. die Summation der unendlichen Reihe vertauscht in diesem
Fall mit der Differentiation und Integration.

Betrachten wir als ein weiteres Beispiel die geometrische Reihe

o0
kz T 1l—x

fir —1<x<1. (1.9.112)

Dies ldsst sich unmittelbar aus (1.3.39) herleiten, denn demnach gilt

Zxk—l+2x =14 L (1.9.113)

o —X 1—x

Natiirlich kénnen wir auch durch Taylorentwicklung der funktion f : (—1,1), f(x) = 1/(1 —x)
herleiten (Ubung/). Das Argument der Konvergenz aufgrund der Taylorschen Restgliedformel gilt hier offen-
sichtlich nur fiir abgeschlossene Intervalle [2, 5] mit —1 < 2 < b < 1, denn die Funktion und ihre Ableitungen
sind offenbar bei x = 1 singulir und unbeschrinkt fiir x — 1.

Nun gilt (nachrechnen!)

fdx/ L _ In(1—x) fir x<1. (1.9.114)
0

—x
Da die Potenzreihe (1.9.112) nur fiir |x| < 1 konvergiert, diirfen wir diese Integrationsformel nur fiir solche
|x| anwenden. Dann erhalten wir

[ee] oo x
n(l1— — fi 1. 1.9.115
x) kgk—i-l k; - far x| < ( )

Dabei haben wir im letzten Schritt einfach & + 1 durch & ersetzt und die Summationsgrenzen entsprechend

angepasst. Ersetzen wir in (1.9.115) x durch —x erhalten wir

00 (_1)Ie+1
In(14x)=In[1—(—x)]=>_ xF fiir x| < 1. (1.9.116)

Dies kénnen wir auch wieder durch Taylorentwicklung der Funktion In(1+ x) beweisen (Ubung).

Wir bemerken nun, dass wir auch Funktionen durch Potenzreihen definieren konnen. Sei zunichst durch
eine formale Potenzreihe

oo
x)=> gt (1.9.117)
k=0

eine Funktion f definiert. Wir studieren nun das Konvergenzverhalten solcher Potenzreihen genauer. Wir
interessieren uns fiir die absolute Konvergenz.

Satz: Sei die Reihe (1.9.121) fiir ein x = r > 0 konvergent. Dann ist sie auf [—7, r ] gleichmiflig und
absolut konvergent.
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Beweis: Wir definieren f, : [—7,7] = R, fi(x) = c,x*. Nun gilt

Wfll= sup [epx®| < el r*. (1.9.118)

x€[—r,7]

Nach dem Majorantenkriterium ist demnach die Reihe >, || /|| konvergent und nach dem Weierstraf3schen
Konvergenzkriterium folglich (1.9.117) auf [—7, r ] absolut und gleichmiflig konvergent, und das war zu zei-
gen.

Definieren wir nun die Menge

K = {x € R|(1.9.117) ist absolut konvergent}. (1.9.119)

Ist dann K nach oben beschrinkt, existiert nach dem Satz vom Supremum
R =supK. (1.9.120)

Nach dem gerade bewiesenen Satz ist dann im offenen Intervall (—R, R) absolut konvergent und in
jedem ganz in diesem Intervall gelegenen abgeschlossenen Intervall absolut und gleichmifSig konvergent. Man
nennt R daher den Konvergenzradius der Potenzreihe.

Falls K nicht nach oben beschrinkt ist, ist die Reihe fiir alle x € R absolut konvergent, und in jedem endlichen
Intervall gleichmiflig und absolut konvergent.

Zur praktischen Berechnung von R kann man sehr oft das Quotientenkriterium heranziehen. Dem-
nach ist die Reihe konvergent falls

k+1
Cey1X

ckxk

C
—Ix| lim =t <1 1.9.121
|x|

k—oo

lim
k—o0

ist. Ist der Limes auf der rechten Seite 0, bedeutet dies, dass die Potenzreihe fiir alle x € R konvergiert. An-
dernfalls ist die Reihe fiir

Ck

Ch+1

x| <R mit R= lim

k—o0

(1.9.122)

konvergent. Falls der Grenzwert nicht existiert, muss die Konvergenz der Potenzreihe (1.9.116) gesondert

untersucht werden. Da dies in der Praxis selten vorkommt, gehen wir nicht genauer darauf ei

*Haben wir es mit Potenzreihen zu tun, bei denen nur gerade oder ungerade Potenzen vorkommen, wie bei den Potenzreihen fiir
sin und cos ql.9.lO7p und 11.9. 109p, kénnen wir das Quotientenkriterium auf ¢; /c;  , anwenden. Dann ist offenbar lim;_,  [c; /c;,,| =

R?, falls der Limes existiert und demnach die Reihe fiir x? < R? konvergent ist, d.h. fiir |x| < R konvergent.
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Satz: Sei der Konvergenzradius der Potenzreihe (1.9.117) R > 0. Dann ist auch der Konvergenzradius
der Potenzreihen

F)=> kgx*, (1.9.123)
k=1

~ S

F(x)= x (1.9.124)
; k+1

flx)= f(x), (1.9.125)

F(x)= O dx'f(x') = F(x). (1.9.126)

Kurz gesagt diirfen Potenzreihen im Inneren ihres Konvergenzbereichs gliedweise differenziert und
integriert werden.

Beweis: Sei 7 < R. Nach den obigen Betrachtungen zur gleichmifligen und absoluten Konvergenz von Potenz-
reihen ist auf dem abgeschlossenen Intervall [—7, r ] gleichmiflig konvergent. Da die Reihenglieder
fr(x) = ¢,x® allesamt stetig sind, darf nach dem entsprechenden Satz {iber gleichmiflig konvergente Rei-
hen Integration und Summation vertauscht werden. Damit ist bereits die Behauptung bzgl. der Integration
bewiesen.

Hinsichtlich der Ableitung miissen wir nur zeigen, dass der Konvergenzradius der Reihe der gleiche
wie der der urspriinglichen Reihe ist, denn dann ist auf jedem kompakten Intervall in-
nerhalb des Konvergenzbereichs gleichmiflig konvergent, und nach dem entsprechenden Satz zur Ableitung
gleichmiflig konvergenter Funktionenfolgen gilt (1.9.125). Seien nun r und »’ Zahlen, fiirdie0 < r < ' < R
gilt. Dann ist 37, ¢, 7’* absolut konvergent, und es existiert maxy, |c, 7’| = M > 0. Sei nun g = r /»’ < 1. Fiir
alle x € [—r, r] gilt dann

lbc, xF Y < Blcy| 77 < kley |7 THhgt Tt < MEgt . (1.9.127)

Die Reihe 37, kg*~" ist nach dem Quotientenkriterium konvergent, denn mit a, kg~ gilt

. ﬂ/g_H . k +1
lim —/— = lim ——¢=¢g< 1. 1.9.128
A ( )
Mit g, (x) = kc,x* ! ist also

| gell < Mkq"! (1.9.129)

und folglich (1.9.123) tatsichlich auf [ 7, r ] gleichmiflig und absolut konvergent, und damit ist die Behauptung

damit bewiesen.

1.10 Die strikte Definition der trigonometrischen Funktionen

Bisher haben wir die trigonometrischen Funktionen Sinus, Kosinus und Tangens nur geometrisch definiert,
und bei der Herleitung von Rechenregeln wie Additionstheoremen und Ableitungen geometrische Betrach-
tungen verwendet, die nicht streng bewiesen wurden. Wir geben daher eine Definition der Funktionen cos
und sin durch ihre Potenzreihen und leiten alle Eigenschaften dieser Funktionen mit Hilfe der oben bewiese-
nen Sitze iiber Potenzreihen her.
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Wir definieren also die Funktionen durch die Potenzreihen (1.9.107) und (1.9.109), die sich oben unter Ver-

wendung der heuristisch begriindeten Ableitungsregeln ergeben haben:

20 (_q)kx(h)

Cosx:kz_gw, (1.10.1)
00 [ 1\k..2k+1

sinx = % (1.10.2)
= 2k + 1)

Den Bereich absoluter Konvergenz kénnen wir mit dem Quotientenkriterium ermitteln. Sei fiir die Kosinus-
Reihe 2, = (—1)*x2* /(2k)! dann gilt

2k+2 |
= lim TR x? lim ! =0. (1.10.3)
k—oo |x|2k(2k +2)! k—oo (2k + 1)(2k +2)

Ap41
af

lim

k—o0

Das bedeutet, dass aufgrund der im vorigen Abschnitt bewiesenen Sitze die Potenzreihe fiir alle x € R absolut
und somit in jedem beschrinkten Intervall gleichmiflig konvergiert und folglich gliedweise differenziert und
integriert werden darf. Auch die Sinusreihe ist iiberall konvergent, wie man auf analoge Weise wie eben bei
der Kosinusreihe nachrechnet.

Daraus ergeben sich sogleich die Ableitungsregeln, die wir vorher auf naive Weise berechnet haben:
cos’' x =—sinx, sin’x =cosx. (1.10.4)

Als nichstes wollen wir einige Eigenschaften dieser Funktionen herleiten. Als erstes definieren wir 77/2 als
Nullstelle des Kosinus im Intervall [0, 2]. Dazu zeigen wir, dass der Kosinus dort genau eine Nullstelle besitzt.
Aus der Potenzreihe folgt sofort, dass cos0 = 1 ist. Wir zeigen nun, dass cos2 < 0 ist. Es sei

22k 92k+2 92k 4
T2k 2kt2) (2R <1 (2R +1)(2k+ 2)> ' (1.10.5)

Die Klammer ist monoton wachsend als Funktion von &, und fiir £ = 1 wird sie 2/3, d.h. es gilt 4;, > O fiir
k > 1. Damit gilt

[ee]
cosZ:1—41—43—---:—1/3—Za2,€+1<O. (1.10.6)
k=1

Da der Kosinus aufgrund der Definition als Potenzreihe stetig ist, gibt es aufgrund des Zwischenwertsatzes
wegen cos0= 1> 0 und cos2 < 0 wenigstens ein & € (0,2) mit cos& =0.
Um zu zeigen, dass es nur genau eine Nullstelle in diesem Intervall gibt, zeigen wir, dass cosx dort streng

monoton fallend ist. Dazu miissen wir nur zeigen, dass cos’ x = —sin x iiberall in (0, 2) negativ ist. In der Tat
ist fiir alle x € (0,2) und alle £ € N,

2k+1 1 2k+3 2R+ X2
by = — = 1— >0. (1.10.7)
(2k+1)!  (2k+3)  (2k+1) (2k +2)(2k +3)
Damit ist fiir x € (0,2)
sinx:szk>O = cos’x =—sinx <0 (1.10.8)
k=0

und folglich cos x in (0, 2) strikt monoton fallend. Damit gibt es also in diesem Intervall genau eine Nullstelle,
die wir mit 7t/2 bezeichnen.
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Die Additionstheoreme lassen sich nun tiber den Taylorschen Satz herleiten. Z.B. ist

o xk gk
cos(x; + x,) Z /e__/ff COS X;. (1.10.9)
k=0 1
Nun 1st , :
dr+1 . d% .
——577 COSX = (—1)*1sinx; und 77 Cos Xy = (—1)Y cosx;. (1.10.10)
dx x

1 1

Die Potenzreihe (1.10.9) ist fiir alle x, absolut konvergent, wie man wie oben bei der Kosinus-Reihe nachrech-
net. Folglich kann man diese Reihe nach dem Umordnungssatz beliebig umordnen, ohne dass sich an ithrem
Wert etwas dndert. Wir konnen also in (1.10.9) alle Glieder mit geraden und mit ungeraden & zusammenfas-

sen. Mit (1.10.10) ergibt dies

cos(x; + x,) = cosx, Z —_— 12 = COS X COS X, —SIN X SIN X,. (1.10.11)

Dabei haben wir uns im letzten Schritt der Definitionen (1.10.1) und (1.10.2) des Kosinus und Sinus bedient.

Aus den Ableitungsregeln folgt daraus sofort

sin(x; +x,) = e cos(x; 4 x,) = sinx; cos x, + cos x; Sin x,. (1.10.12)
1

Als nichstes beweisen wir die Formel

cos® x +sin’x = 1. (1.10.13)
Dazu bilden wir die Ableitung mit Hilfe der Produktregel:

d
dx

—(cos® x + sin? x) = —2sin x cos x + 2sin x cos x = 0. (1.10.14)

Damit ist klar, dass cos? x 4 sin? x = const ist, und fiir x = 0 folgt, dass die Konstante 1 sein muss und damit
(1.10.13).

Wegen cos(7r/2) = 0 ist also sin?(7r/2) = 1, und da fiir x € (0,2) stets sin x > 0 ist, muss demnach sin 77/2 = 1
gelten. Daraus folgt dann mit den Additionstheoremen (1.10.11)

cos(x + 7t /2) = cos x cos(7t/2) —sin x sin(7r/2) = —sin x, (1.10.15)
sin(x + 7t /2) = sin x cos(7t/2) + cos x sin(7r /2) = cos x. (1.10.16)
Dasinx >0 fiir x €[0,7t/2] ist cosx < O fiir x € [71/2, 7], und wegen cosx > 0 fiir x € [0, 7t/2] ist sinx >0

fir x € [/2, 7). Wegen der Ableitungsregeln fiir Sinus und Kosinus folgt daraus weiter, dass in [7t/2, 7r] der
Sinus und Kosinus beide monoton fallend sind. Setzt man in (1.10.15) und (1.10.16) jeweils x = 7/2 folgt

cosw =—sin(rr/2) =—1, sinm=cos(r/2)=0. (1.10.17)
Damit haben wir wieder mit den Additionstheoremen (1.10.11) und (1.10.12)
cos(x + ) =—cosx, sin(x+7)=—sinx. (1.10.18)

Folglich ist in [ 7r,37/2] stets cosx < 0 und sinx < 0 und der Kosinus monoton wachsend und der Sinus mo-
noton fallend. Verwendet man diese Information in (1.10.15) und (1.10.16) folgt, dass im Intervall [37/2,27]
stets cosx > 0 und sin x < 0 und Kosinus und Sinus monoton wachsend sind.
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1. Analysis fiir reelle Funktionen einer Variablen

Fiir x = 71/2 bzw. x = 7 folgt aus (1.10.18) mit (1.10.17)

cos(37/2)=0, sin(37w/2)=—1, cos(2m)=1, sin(27r)=0. (1.10.19)
Daraus folgt, dass Kosinus und Sinus periodische Funktionen mit der Periode 27 sind, d.h.
cos(x +2m)=cosx, sin(x+27)=sinx. (1.10.20)

Auflerdem ist aufgrund der eben hergeleiteten Monotonieeigenschaften dieser Funktionen 27t die kleinste
Periode beider Funktionen. Damit haben wir die wesentlichsten Eigenschaften von Kosinus und Sinus streng
hergeleitet.

Dass diese Funktionen die bisher zu ihrer Definition verwendete geometrische Bedeutung besitzen, wird in
Kapitel 3| bei der Behandlung der Parameterdarstellung von Kurven in der Ebene und im Raum gezeigt.
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Kapitel 2

Lineare Algebra

Die Vektorrechnung oder lineare Algebra und die Vektoranalysis stellen die wesentliche mathematische
Grundlage zur Beschreibung physikalischer Systeme dar. Wir gehen von der Euklidischen Geometrie des
physikalischen dreidimensionalen Raumes aus, die wir als bekannt voraussetzen. Wir werden schrittweise
anhand des Begriffs der Verschiebung im physikalischen Anschauungsraum die Algebra von Vektoren (Ad-
dition und Multiplikation mit reellen Zahlen) motivieren und dann abstrahieren.

2.1 Geometrische Einfithrung von Euklidischen Vektoren

Wir gehen davon aus, dass die Grundlagen der Euklidischen Geometrie von der Schulmathematik her be-
kannt sind und entwickeln deren Formulierung als analytische Geometrie mit Hilfe von Vektoren. Dies ist
fiir die gesamte moderne Naturwissenschaft, wie sie von Galilei und Newton im 17. Jh. begriindet worden
ist, von entscheidender Bedeutung, denn die analytische Geometrie macht die Analyse von Bewegungen von
Korpern im Raum der Analysis, also der Differential- und Integralrechnung, zuginglich.

2.1.1 Definition von Vektoren als Verschiebungen

Wir fithren den Begriff des Vektors anhand der Beschreibung von Verschiebungen ein. Seien also A und
B zwei Punkte. Aufgrund der Axiome, die der Euklidischen Geometrie zugrunde liegen, kdnnen wir die-
se beiden Punkte durch eine gerade Strecke verbinden, die eine Linge besitzt. Wir markieren zugleich die
Richtung mit einem Pfeil, legen also fest, dass wir die Verschiebung des Punktes A nach B entlang der geraden
Strecke meinen.



2. Lineare Algebra

Dieses Objekt, das die Verschiebung von A nach B durch Linge und Richtung bzw. eine gerichtete
Strecke festlegt, bezeichnen wir als den Vektor AB.

Nun interessieren wir uns oft nicht fiir die konkreten beiden Punkte, die wir ineinander verschieben,
sondern lediglich fiir Linge und Richtung der Verschiebung selbst. Daher identifizieren wir alle Pfeile,
die aus AB durch Parallelverschiebung hervorgehen und bezeichnen diese Klasse von Pleilen als den

Vektor % = AB. Wir bezeichnen die Menge aller Vektoren in einer Ebene mit £2 bzw. E3, wobei das
E fiir ,Euklidischer Vektorraum® und der hochgestellte Index 2 bzw. 3 die Dimensionszahl angibt.

2.1.2 Vektoraddition

Geben wir zwei Vektoren 7, = AB und Uy = BC vor, so definieren wir die Hintereinanderausfithrung

der Verschiebungen (s. nebenstehende Skizze), die direkt zur Verschiebungﬁ fihrt, als die Summe
—

der Vektoren: 7, + v, = AC.

—
0, + 70, =0, + 7, =AC

Durch Parallelverschiebung von 7,, so dass sein Anfangspunkt in A zu liegen kommt, ergibt den Punkt D
vermdge U, = AD. Nach den Gesetzen der Euklidischen Geometrie ist dann DC = 9. Entsprechend folgt

U+ T, = AD+DC =AC = U, +7,. Das bedeutet, dass die Vektoraddition kommutativ ist, d.h. die Summe
zweier Vektoren hingt nicht von der Reihenfolge der Summation ab:

[ Uy + Uy =0y + 7. (2.1.1)

Nun fithren wir noch den (nur scheinbar sinnlosen) Nullvektor AA = 0 ein. Es ist klar, dass das im Sinne von
Verschiebungen bedeutet, dass gar keine Verschiebung ausgefiihrt wird. Im Sinne unserer Aquivalenzklassen-

bildung gilt fiir jeden anderen Punkt B ebenfalls, dass BB=0ist.

7~

Entsprechend folgt fiir die Addition AA +AB = AB bzw. 0+ 7, = 7, + 0= %,. Der Nullvektor ist also
das neutrale Element der Vektoraddition. N

Es ist auch klar, dass wir zu jedem Verschiebungsvektor o = AB den die umgekehrte Verschiebung

—_
kennzeichnenden Vektor (—7) = BA zuordnen konnen. Der Summe dieser beiden Vektoren ent-
spricht gerade die Verschiebung von A nach B und dann wieder zuriick zu A. Insgesamt haben wir
—_— = =

also gar keine Verschiebung ausgefiihrt. Es ist also ¥ +(—7) = AB+BA = AA = 0. Es ist also (—7) das
bzgl. der Addition inverse Element von o.
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2.1. Geometrische Einfiihrung von Euklidischen Vektoren

. . - - — -
Betrachten wir nun drei Vektoren v, = AB, ¥, = BC und v; =
— .
CD. Dann 1st

N L = — —
und folglich
(3, +%,)+ 7 =AC + CD = AD. (2.1.3)

Addieren wir jetzt diese drei Vektoren in einer etwas anderen Rei-
henfolge, und zwar bilden wir zuerst die Summe

N L == = —
%,+3,=BC+CD=BD. 2.1.4)
Dann folgt
R R N — — —
3, +(3,+7,) =AB + BD = AD. 2.1.5)

Vergleichen wir dies mit (2.1.3), ergibt sich das Assoziativgesetz der Vektoraddition

(1 +7) + T3 = 9y + (9, + Ty). (2.1.6)

Dies zeigt, dass wir hinsichtlich der Addition mit Vektoren formal genauso wie mit reellen Zahlen rechnen
konnen. Insbesondere kénnen wir auch Gleichungen 13sen. Seien z.B. 4 und b vorgegebene Vektoren. Wir

suchen nun einen Vektor X, der die Gleichung 4 + X = b erfillt. Fitten wir Zahlen vorliegen, kdnnten
wir einfach 4 auf beiden Seiten der Gleichungen abziehen, um X zu finden. Aufgrund der eben hergeleiteten
Rechenregeln funktioniert das auch fiir Vektoren, denn es gilt

-

b+(—d)=(@G+%)+(—2) = () + (@ +3%)=[(—d) +d] +¥=04+X=X. (2.1.7)

Es ist eine gute Ubung sich zu vergewissern, welche der oben hergeleiteten Rechenregeln bei den einzelnen
Umformungsschritten verwendet wurden! Entsprechend definieren wir die Subtraktion von Vektoren in

der naheliegenden Weise als b—d=b+ (—a).

2.1.3 Linge (Norm) von Vektoren

Bisher haben wir nicht von der Eigenschaft von Vektoren Gebrauch gemacht, dass sie auch eine Linge
—

besitzen. Die Linge des Vektors o = AB ist dabei natiirlich einfach durch die Lange der Strecke || =

|AB| im Sinne der Euklidischen Geometrie definiert. Man nennt |7| auch die Euklidische Norm des

Vektors ¥ oder (vor allem in der Physik) auch einfach den Betrag oder die Linge des Vektors ¥. Der
Betrag ist eine positive reelle Zahl.

.

Dass fiir die Lange von Strecken reelle Zahlen bendtigt werden und nicht etwa rationale Zahlen ausreichen,
ist keinesfalls trivial. Erst David Hilbert (1862-1943) hat Ende des 19. Jh. bemerkt, dass die Manipulationen
mit Lineal und Zirkel, wie sie Euklid im Altertum ausgefiihrt bzw. axiomatisch begriindet hat, die reellen
Zahlen erfordern, also auch irrationale Zahlen benétigt werden.

Die Euklidische Norm von Vektoren erbt nun naturgemif} einige Eigenschaften vom Lingenbegriff der Eu-
klidischen Geometrie. Z.B. ist die Linge des Nullvektors 0: [0] =0, denn ein Punkt besitzt definitionsgemif}
keine Ausdehnung. Ist umgekehrt 7 ein Vektor mit |5 = 0 ist offenbar 7 = 0.
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2. Lineare Algebra

Weniger trivial ist die Dreiecksungleichung. Sind nimlich A, B und C drei beliebige nicht auf einer Gerade
gelegene Punkte, dann gilt fiir die Seiten des von ihnen definierten Dreiecks stets |AB| +|BC| > |AC|. Seien
—

— - —_— .
also 9, =AB, 9, = BC, so gilt
- - — - -
JAC| =7, + 95| <[9]| +7,]. (2.1.8)

Liegen die drei Punkte auf einer Geraden und B zwischen A und C, so gilt offenbar |AB| 4 |BC| = |AC|. In
diesem Fall gilt also |9, + 7,| = |7,| + |7,

Es gilt also fiir alle Vektoren o, und 7, immer die Dreiecksungleichung
|91 + U, <[9;] + |7, (2.1.9)

Das Gleichheitszeichen gilt offenbar dann und nur dann, wenn die Vektoren 7, und ¥, parallel zuein-
ander sind.

Nun gibt es in der Euklidischen Geometrie zu zwei Punkten A und B und jeder reellen Zahl A > 0 einen
Punkt auf der durch A und B eindeutig festgelegten Geraden einen Punkt C, so dass [AC| = A|JAB|, wobei
wir festlegen, dass fiir A < 1 der Punkt C zwischen A und B und fiir A > 1 der Punkt B zwischen A und C

liegen soll. Entsprechend definieren wir die Multiplikation des Vektors ¥ = AB mit der reellen positiven Zahl

A durch A% = AC. Anders ausgedriickt bedeutet die Verschiebung um den Vektor A7 eine Verschiebung in
die gleiche Richtung wie die durch ¥ vorgegebene Verschiebung, aber um eine um den Faktor A verschiedene
Linge.

Wir wollen eine solche Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen auch fiir A < 0 definieren. Wie
wir gleich sehen werden, ist es sinnvoll, in diesem Fall AT = —(|A|?) zu setzen. Dies liegt nahe, denn
fiir A < 01st A=—|A|. Wir verschieben in diesem Fall also um eine um den Faktor A geinderte Strecke
in entgegengesetzter Richtung zu 7. Schlieflich definieren wir noch, dass 07 = 0 sein soll. Man macht
sich schnell klar, dass fiir zwei Zahlen A, A, € R das Assoziativgesetz A,(1,7) = (4;4,)7 gilt.

Es ist unmittelbar einsichtig, dass (A; + 4,)7 = 4,9 + 4,9. Es
ergeben sich aus diesen Rechenregeln sofort die unmittelbar ein-
leuchtende Formeln wie ¥ + ¥ = 29, d.h. fithrt man zweimal
dieselbe Verschiebung hintereinander aus, erhilt man eine Ver-
schiebung in die gleiche Richtung aber um die doppelte Lange.
Aus der nebenstehenden Skizze entnehmen wir, dass aufgrund
des Strahlensatzes der Euklidischen Geometrie auch das Distri-
butivgesetz A(7; + 7,) = A7, + A7, gilt.

2.1.4 Lineare Unabhingigkeit von Vektoren und Basen

Seien Z und Z zwei nichtparallele Vektoren. Das bedeutet, dass es keine reelle Zahl A gib, fiir die /1; = Zz ist.
Man nennt solche Vektoren linear unabhingig. Eine etwas allgemelnere Definition ist, dass zwei Vektoren

linear unabhingig voneinander sind, genau dann wenn aus 4, b + 4, 19 =0 folgt dass notwendlg A =4,=0
sein muss. Beide Definitionen sind offenbar dquivalent. Gilt nimlich Ab = bz, SO ist /Uo — b =0. Es ist also
zumindest A, =—17# 0, so dass die Vektoren linear abhingig sind. Ist umgekehrt A, bl + A, bz =0Ound A, #0,
so gilt Zz =—(4/ /12);1, d.h. die Vektoren sind auch gemif} der ersten Definition linear abhingig.
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2.1. Geometrische Einfiihrung von Euklidischen Vektoren

Dies lasst sich nun auf beliebig viele Vektoren verallgemeinern.

Wir nennen eine beliebige endliche Menge von Vektoren {9,,7,,...,7,} voneinander linear unab-
hingig, genau dann wenn aus

n
AT+ A+ 4,5, =D A5, =0 2.1.10)
j=1

notwendig A, = A, =--- = A, =0 folgt. Andernfalls heiflen die Vektoren voneinander linear abhin-
gig-

Betrachten wir nun als Beispiel Vektoren in einer Ebene. Seien b, und Zz zwei beliebige voneinander linear
unabhingige Vektoren. Dann konnen wir jeden beliebigen Vektor ¥ durch Linearkombination aus diesen
Basisvektoren zusammensetzen. Wir schreiben die entsprechenden Zahlen, die Komponenten von o als v,
und v,, d.h. wir kénnen stets Zahlen v; (; € {1,2}) finden, so dass

T=vb+0,b,=> v;b,. 2.1.11)
=1

Es ist nun auch klar, dass diese Zahlen eindeutig sind. Die Vektoren &, und b, sind nimlich linear unabhingig
voneinander, denn sie sind nicht parallel zueinander, weisen also in verschiedene Richtungen in der Ebene.
Seien nun A; und A, irgendwelche Komponenten von 7, folgt nimlich

0=5—3=(0v,—A)b, +(v,— A,)by. 2.1.12)

Da Zl und Zz linear unabhingig sind, folgt daraus notwendig, dass v, — A; =0, also v! = A!, und v, — A, =0,
also v, = A, sein muss.

7

Man nennt nun eine Menge von Vektoren {b,,...,b,} vollstindig, wenn man jeden Vektor ¥ als
Linearkombination dieser Vektoren darstellen kann. Falls diese Menge zusitzlich auch noch linear un-
abhingig ist, ist diese Linearkombination fiir jeden Vektor eindeutig, was man genauso beweist wie fiir
unser Beispiel mit zwei Vektoren in der Ebene, und man nennt entsprechend jede vollstindige Menge
linear unabhingiger Vektoren eine Basis des Vektorraumes. Fiir £2 bestehen alle Basen offensichtlich
aus genau zwei Vektoren.

Genauso bestehen alle Basen im dreidimensionalen Raum offensichtlich aus beliebigen Mengen von genau
drei linear unabhingigen Vektoren. Man nennt einen Vektorraum, der eine Basis aus endlich vielen Vektoren
besitzt, einen endlichdimensionalen Vektorraum. Offenbar bilden die geometrischen Vektoren wie wir sie
in diesem Abschnitt definiert haben, in einer Ebene einen zweidimensionalen bzw. im Raum einen dreidi-
mensionalen Vektorraum.

Wir merken hier nur an, dass es Vektorraume beliebiger endlicher Dimension aber auch solche unendlicher
Dimension gibt. In diesem Manuskript befassen wir uns nur mit endlichdimensionalen Vektorraumen, und
zwar vornehmlich mit den in der Euklidischen Geometrie des physikalischen Raumes der Newtonschen Me-
chanik auftretenden zwei- und dreidimensionalen Vektorriumen. Beschrinkt man sich auf Vektoren entlang
einer Geraden, hat man es auch mit einem eindimensionalen Vektorraum zu tun.
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2. Lineare Algebra

2.1.5 Der Vektorraum R?

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, dass wir durch Einfiihrung einer Basis {5, b,, b3} jeden raumlichen
Vektor ¥ durch seine drei Komponenten v, v, und v; eindeutig als Linearkombination dieser Basisvektoren

3
5:vlb1+vzl92+'v3b3:Zvjbj (2.1.13)
=

darstellen kénnen.

Da solche Summenbildungen im folgenden stindig auftreten, lisst man oft auch die Summenzeichen
einfach weg. Diese Konvention geht auf Einstein zuriick, der sie bei der Formulierung der Allgemeinen
Relativitdtstheorie eingefiihrt hat. Man spricht daher auch von der Einsteinschen Summationskon-
vention.

Es ist klar, dass umgekehrt auch durch beliebige drei Zahlen (v;) (; € {1,2,3}) durch ein Vektor o

definiert ist. Haben wir also einmal eine Basis festgelegt, konnen wir genauso gut mit diesen geordneten
Zahlentripeln arbeiten, und zwar ordnen wir diese Zahlentripel gewdhnlich in einer Spalte an

“1
7| v, | =(v) =2 (2.1.14)
U3

Wir bezeichnen die so definierten Spaltenvektoren mit demselben Symbol wie die geometrischen Vekto-
ren, zur Unterscheidung aber mit einem Unterstrich anstelle eines Pfeilchens. Man muss sich dabei immer
vergewissern, bzgl. welcher Basis eine solche Darstellung als Spaltenvektor gemeint ist.

Seien nun ¥ und @ beliebige riumliche Vektoren. Dann muss sich die Summe dieser Vektoren eindeutig durch
die Spalten v und w darstellen lassen. Dies ist in der Tat einfach zu sehen, denn es gilt

3 R 3 - N 3 -

j=1 =1 j=1 =1

Es ist also der Summe der beiden Vektoren eindeutig der Spaltenvektor

2 w, v+ w
vtw=|v |+|w |=|v,+w (2.1.16)
4 ws U3 + W;

zugeordnet. Es werden also einfach die entsprechenden Komponenten addiert.

Genauso zeigt man (Ubung), dass A der Spaltenvektor

vy Av,
Av=A( v, | = Av, (2.1.17)
V3 Avs

zugeordnet ist, d.h. es werden die Komponenten einfach mit der Zahl A multipliziert.
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2.1. Geometrische Einfiihrung von Euklidischen Vektoren

Ebenso ist es leicht einzusehen (Ubung), dass die in Spalten angeordneten Zahlentripel mit den Rechenregeln
(2.1.16) und (2.1.17) genauso wie die geometrisch definierten Vektoren einen dreidimensionalen reellen Vek-
torraum bilden, fiir den bzgl. Addition von Vektoren und Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen
dieselben Rechenregeln gelten. Da die Vektorkomponenten reelle Zahlen sind, nennt man diesen Vektor-
raum mit den so definierten Rechenoperationen R?. Wir haben also eine umkehrbar eindeutige Abbildung
zwischen dem geometrischen Vektorraum E° und dem aus den Zahlentripeln des R? gebildeten Vektorraum
gefunden. Die Zahlentripel R? bilden zudem die gleiche algebraische Struktur wie der geometrische Vek-
torraum. Man spricht bei solchen umkehrbar eindeutigen Abbildungen zwischen zwei solcherart gleicharti-
gen algebraischen Strukturen, fiir die sich die Rechenoperationen zudem noch umkehrbar eindeutig entspre-
chen von Isomorphismen. Vom Standpunkt einer rein axiomatischen Definition eines Vektorraumes sind die
durch einen Isomorphismus verkniipften algebraischen Strukturen nicht unterscheidbar. Sie sind vollstindig
zueinander dquivalent bzw. isomorph.

2.1.6 Basistransformationen

Es ist klar, dass wir die Betrachtungen des vorigen Abschnitts mit einer beliebigen Basis ausfithren konnen. Es
ist allerdings sehr wichtig, stets in Erinnerung zu behalten, dass diese Abbildung von der willkiirlichen Wahl
der Basisvektoren abhingig ist. In diesem Abschnitt befassen wir uns daher mit Basistransformationen,

also der Frage, wie wir die Komponenten von Vektoren bzgl. einer Basis {&;}(; , 3 in die Komponenten des

gleichen Vektors bzgl. einer anderen Basis {Z]( }jef1,2,3) umrechnen kénnen. Definitionsgemifl gilt

3 3
5:27)]- j:Z:fv//e . (2.1.18)

Da die Abbildung des Vektors V € E3 auf die R*>-Vektoren v bzw. v’ jeweils umkehrbar eindeutig sind, muss
es entsprechend eine umkehrbar eindeutige Abbildung dieser beiden R*-Vektoren geben.

Dazu miissen wir nur bedenken, dass es offenbar neun eindeutig bestimmte Zahlen 7} ; gibt, so dass
3
. /
b:=>T,b, (2.1.19)

gilt. Das ist so, weil definitionsgemifl die Vektoren b/ eine Basis bilden und somit jeder Vektor eine eindeutige

Linearkombination dieser drei Basisvektoren ist, insbesondere also auch b]-. Setzen wir (2.1.19) in (2.1.18) ein,

ergibt sich
. 33 . 3 3 - 3.0 o
5:Z'Ujb]» :ZZ Ty /e/:Z<Z T,e]-v]-> bk/ :Zv;bé. (2.1.20)
j=1 k=1

j=1 j=1k=1 k=1

Da die Linearkombination von @ bzgl. der Basis 4, eindeutig ist, folgt daraus, dass notwendig

3
=

sein muss. Kennen wir also die neun Zahlen 7}, ;, kdnnen wir direkt die Komponenten bzgl. der alten Basis
in diejenigen der neuen umrechnen.
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2. Lineare Algebra

Gewdhnlich ordnet man die 7 ; in ein rechteckiges 3 x 3-Zahlenschema, eine sog. Matrix an:

. Iy, Ty, T,
T31 T32 T33

Die Menge dieser 3 x 3-Matrizen mit reellen Zahlen als Matrixelementen bezeichnen wir mit R**.
Die Transformation (2.1.21) schreibt man dann kurz in der Form

A

o =T v=To. (2.1.23)

Austiihrlich geschrieben lautet die Rechenvorschrift

vy Iy T, 15\ [% Tiv1+ Tpvy + 1305
v Ly Ty T/ \vs T30, + T5pv, + T35

Die einzelnen Eintrage haben also die Form ,Zeile x Spalte“, wobei man die Multiplikation jeweils
als die angegebene Summe von Produkten anzusehen hat.

Die gleiche Argumentation fithrt auch umgekehrt zur Berechnung der Komponenten v aus den Komponen-
ten v’. Dazu miissen wir nur die entsprechende Matrix via

- 3 -
by => Uyb (2.1.25)
=1
einfithren. Dann folgt
v=Uq. (2.1.26)

Kombinieren wir (2.1.26) mit (2.1.23) folgt fiir alle v € R?
v=Ud =UTw. (2.1.27)

A A
Zum einen fithrt dies das Produkt zweier Matrizen ein: U7 ist wieder eine R>*3-Matrix, und man bildet

sie wieder nach dem Schema ,Zeile x Spalte®. Zum anderen folgt aber aus (2.1.27), dass UT eine Matrix sein
muss, die alle Vektoren v € R? auf sich selbst abbildet. Das kann nur die Einheitsmatrix

=
W
[l
O O =
o - O

0
0 | =diag(1,1,1) (2.1.28)
1

sein.
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2.1. Geometrische Einfiihrung von Euklidischen Vektoren

Es gilt also notwendig
UT =1,. (2.1.29)

Es ist also U die inverse Matrix zu 7 im Sinne der Matrizenmultiplikation. Man schreibt daher auch
O=T"" (2.1.30)

Wir kénnen natiirlich auch umgekehrt von (2.1.23) ausgehen und dann mit (2.1.26) auf

A

= fg: fUQ/ (2.1.31)

schlieffen. Es gilt also mit denselben Argumenten wie eben auch

A A

TU=1,=T=0U" (2.1.32)

Wir weisen bereits hier darauf hin, dass i.a. die Matrizenmultiplikation nicht kommautativ ist, d.h. fiir irgend-
. A A . .
welche Matrizen A, B € R* gilt i.a.

AB # BA! (2.1.33)

Auflerdem ist beileibe nicht jede Matrix invertierbar, d.h. haben wir irgendeine Matrix A gegeben, braucht
die inverse Matrix A~ nicht zu existieren. Das kennen wir schon von den reellen Zahlen: hier ist auch die 0
bzgl. der Multiplikation nicht invertierbar. Wir werden uns mit der Matrizenrechnung in Abschnitt2.¢/noch
ausfiihrlich beschiftigen und diese Fragen genauer studieren.

2.1.7 Das Skalarprodukt

Wir haben nun zwar schon einen sehr beachtlichen Teil der Euklidischen Geometrie in die Sprache der Vek-
toren iibersetzt und damit als ,,Analytische Geometrie fiir die Physik bequemer handhabbar gemacht. Of-
fensichtlich fehlt aber noch die Behandlung von Winkeln.

Dazu benétigen wir eine weitere Rechenoperation fiir zwei Vektoren o und @, das Skalarprodukt. In
der modernen mathematischen Literatur spricht man auch von einem inneren Produkt. Wir geben
einfach die Definition des Skalarproduktes an und untersuchen dann seine Eigenschaften:

7w = |9||w|cos[ £(7, @)]. (2.1.34)

Dabei ist (v, @) = £(w,v) € [0,7r] der Winkel zwischen den beiden Vektoren, wenn man sie so
verschiebt, dass ihre Anfangspunkte aufeinanderfallen (s. die folgende Abbildung).

Da der Cosinus im Intervall [0, 7] streng monoton fallend ist, wird durch das Skalarprodukt und die Lange
der Vektoren der Winkel eindeutig definiert:
Z(i,@):arceos( ,wa >, 5,’&5#6

9] ||

Falls mindestens einer der beiden Vektoren im Skalarprodukt der Nullvektor ist, ist der Winkel zwischen

dies_g:n Vektoren unbestimmt. Wir definieren daher _glo_gh zusitzlich, dass fiir alle Vektoren @ stets 0-% =
@ -0 = 0 gelten soll. Insbesondere ist natiirlich auch 0-0=0.
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2. Lineare Algebra

Die geometrische Bedeutung des Skalarproduktes wird verstindlich,
wenn wir fiir @ einen Einheitsvektor, also einen Vektor der Linge 1
wihlen. Sei also |@| = 1. Dann ist

7w =|v|cos[£(T,w)] falls |w|=1. (2.1.35)

Dies ist dem Betrag nach gerade die Linge der senkrechten Projektion
des Vektors o auf die Richtung von @ (vgl. Abbildung). Wegen des cos
gilt hinsichtlich des Vorzeichens

>0 falls Z(7,w)€[0,7/2),
v-w<{ =0 falls A(9,%)=mr/2, (2.1.36)
<0 falls Z(3,9)e(n/2,r]

Das Skalarprodukt verschwindet also entweder, wenn ¥ = 0 oder @ = 0 ist oder wenn die Vektoren
aufeinander senkrecht stehen (denn es ist cos(7/2) = cos90° = 0). Fiir o # 0und @ # 0 schreibt man
dann ¥ 1 @ (,v steht senkrecht auf @“).

Dem Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst kommt eine besondere Bedeutung zu. Wegen cos0 =
1 folgt namlich

T=3 =9 (2.1.37)

S

Daraus folgt sofort
7.5>0, 7.-5=0&7=0. (2.1.38)

Man sagt daher, dass das Skalarprodukt positiv definit ist.

Aus der Definition (2.1.34) ist unmittelbar klar, dass das Skalar-
produkt kommutativ ist, d.h. es kommt auf die Reihenfolge der
Multiplikation nicht an

VW=D, (2.1.39)
Weiter ist es auch linear in beiden Argumenten, d.h. es gilt

(A5)- % = |A||5]|@| cos[ £(\F, B)]. (2.1.40)

Nun gilt aber gemif} der nebenstehenden Abbildung

L3, %)= Z(v,wl } falls A>0, @.141)
n—Z(v,w) falls A<O.
Wegen cos(m —a) = —cosa folgt also fiir A 0 aus
(A7) - @ = sign A|A||D]|@| cos[£D, @] = A(T - @) = A9 - w. (2.1.42)
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Auflerdem entnimmt man der nebenstehenden Abbildung, dass fiir
|@| = 1 auch das Distributivgesetz, also

gilt. Falls @ = O1ist, gilt diese Gleichung sicher. Fiir einen Vektor @ # 0,
der kein Einheitsvektor ist, konnen wir stets @ = |w|w /|| schreiben.

Nun ist @ /|w| ein Einheitsvektor (warum?), und wegen (2.1.42) folgt

S S 7
(01 +9,) @ =|©|[(; + 7)) =
||
—|@|<5 b, @) (2.1.44)
— i1° 5 =n 2° T =n
| | @]

— — —

Vi -W+ U, w.

Wegen des Kommutativgesetzes gilt dies freilich auch, wenn die Summe im zweiten Argument steht.

Das Skalarprodukt ist daher auch eine symmetrische Bilinearform. Symmetrisch heifdt es deshalb,
weil das Kommutativgesetz gilt und bilinear, weil es bzgl. beider Argumente eine Lineare Abbildung
(in die reellen Zahlen) ist. Wir kénnen niamlich (2.1.42) und (2.1.44) zusammenfassen zu

Mit der Definition des Skalarprodukts ist die Struktur des Euklidischen Vektorraumes nunmehr
vollstindig beschrieben. Ein Vektorraum heifdt demnach Euklidisch, wenn neben der Vektoralgebra
mit den Operationen der Addition von Vektoren und der Multiplikation mit reellen Zahlen auch noch
eine positiv definite Bilinearform definiert ist.

2.1.8 Geometrische Anwendungen des Skalarprodukts

Wir kénnen nun das Skalarprodukt verwenden, um mit den Mitteln der analytischen Geometrie bekannte
Sitze der Geometrie zu beweisen.

N - N — . N N —s —
v, = AB und v, = AC. Dann ist offenbar v, — ¥, = AB+ CA =
Ch= ;. Fiir die Linge der Seite BC gilt demnach

BCI* = Uy Ty = 7732
:(771_"72)2
=37 + 35 —29, - T,
= |AB|? 4+ |AC|* —2|AB||AC|cos a,

wobei @ = Z(z@ ,A—C) ) der von den Seiten AB und AC eingeschlossene Winkel ist, und das ist der Kosinus-Satz.

Als erstes beweisen wir den Kosinus-Satz. Seien drei Punkte A, B
und C gegeben, die nicht auf einer Geraden liegen. Wir setzen dazu

(2.1.46)

Dabei haben wir ausgenutzt, dass wir mit dem Vektorprodukt formal wie mit Zahlen rechnen kénnen und
insbesondere durch Ausmultiplikation die gewohnten binomischen Formeln analog wie bei Zahlen gelten.
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2. Lineare Algebra
Falls @ = 7/2, liegt offenbar ein rechtwinkliges Dreieck vor, und dann wird (2.1.46) wegen cos(7t/2) =0
|BC|> = |AB|* + |AC[?, (2.1.47)

und das ist der Satz des Pythagoras.

Schlieflich gilt wegen |cosa| < 1 stets die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
CRCARICALCAL 2149

Das Gleichheitszeichen gilt nur, falls cosa = 1, d.h. @ = 0 (denn definitionsgemifd soll ja a € [0, 7]
liegen) oder falls cosa = —1, d.h. @ = 7 ist. MaW. das Gleichheitszeichen in (2.1.48) gilt genau dann,

wenn 7, || 7, ist.

Wir kénnen nun die Dreiecksungleichung aus der positiven Definitheit des Skalarproduktes beweisen, denn
es gilt
|9+ = (9, +5,)°

=0 +7,+20,-7,

e (2.1.49)
<D +37 +2|9, - 5
N A SR
<91+, +2(91|[5] = (01| +[9])7,
bzw., weil immer nur positive Zahlen quadriert werden,
|91 + 35| < |9y + 7. (2.1.50)

Umgekehrt folgt aus der positiven Definitheit des Skalarproduktes auch die Cauchy-Schwarzsche Unglei-

chung (2.1.48).

2.1.9 Das Skalarprodukt im R’

Wegen der Bilinearitit konnen wir das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren ¥ und @ auch mit Hilfe der
Vektorkomponenten v und w bzgl. einer beliebigen Basis ausdriicken. Dazu miissen wir allerdings offenbar
die Skalarprodukte zwischen den Basisvektoren kennen. Dies ergibt wieder eine Matrix.

Wir definieren also die Metrikkomponenten bzgl. der gegebenen Basis l_;j gemafd

—

g = Zﬂ% (2.1.51)

Fiir zwei beliebige Vektoren ¢ und @ mit den Komponenten v = (v;) und w = () folgt dann wegen
der Bilinearitit des Skalarproduktes

3

B N 3 N L. 3
VW= <Zf()]~b]~> : <Zwkbk> :Zvajfwkbj by :ZZ gikV;Wp = gjp¥;j W (2.1.52)
i=1 k=1 =1

\.

Dabei haben wir im letzten Schritt von der Einsteinschen Summenkonvention Gebrauch gemacht, wonach
tiber in einem Ausdruck doppelt auftretende Indizes zu summieren ist.
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2.1. Geometrische Einfiihrung von Euklidischen Vektoren

Wir schreiben nun (g;;,) als Matrix, machen aber die Tatsache, dass es sich diemal nicht um die Transformati-

onsmatrix zwischen Basisvektoren sondern um die darstellende Matrix einer Bilinearform (in diesem Fall
des Skalarproduktes) handelt, durch einen tibergestellten Doppelpfeil kenntlich}

R &1 812 813
g§=r)=|81 &2 & (2.1.53)
&1 &2 833

Wir kénnen nun (2.1.52) mit Hilfe von Matrix-Vektorprodukten schreiben, wenn wir den linken Vektor als
Zeile schreiben. Dazu definieren wir

T
U1

v =7 :(vl vy v3>E(v1,vz,v3). (2.1.54)
Ys

Man nennt diese Operation an Spaltenvektoren des R> Transposition. Diese Operation kann man auch mit
Matrizen vornehmen. Man schreibt einfach alle Spalten als Zeilen:

T 81 &1 831 .
g =\ 82 & &) © (8 )ir==g&,; (2.1.55)
813 83 &3

Da das Skalarprodukt kommutativ ist, gilt allerdings

-

gir="bj -by=b,-b=g;, < g =7%. (2.1.56)
Mit diesen Definitionen folgt, dass
T-d=vigw=w'go. (2.1.57)

Es ist nun einfach, die Metrikkomponenten bzgl. einer beliebigen anderen Basis Zk’ durch die der Basis Z]»

auszudriicken. Dazu benétigen wir lediglich (2.1.25).

Wegen der Bilinearitit des Skalarprodukts folgt dann
/ / /
gr="0-b,= DU Ul b= > Ui Upi 8- (2.1.58)
I,m=1 I,m=1

In Matrixschreibweise ergibt dies (Ubung!)

=U"g0. (2.1.59)

\. J

Dass diese Transformationsvorschrift tatsichlich dazu fithrt, dass das Skalarprodukt von der Wahl der Basis
unabhingig ist, ergibt sich auch aus (2.1.26) fiir die Vektorkomponenten:

VT w=(00) g 0w =T 0T U’ 2 o T . (2.1.60)

!Es ist sehr wichtig, eine solche Unterscheidung zu treffen, denn wie wir gleich sehen werden, unterscheidet sich das Transfor-
mationsverhalten einer solchen Bilinearform (auch Tensor zweiter Stufe genannt) unter einem Basiswechsel entscheidend von dem
der Vektorkomponenten. Eigentlich wire es daher auch adiquater gewesen, eine Unterscheidung bereits bei der Bezeichnung der
Komponenten zu treffen. Dies geschieht in der weiterfithrenden Literatur durch die Verwendung von hoch- und tiefgestellten Indi-
zes. Dies habe ich in diesem Skript vermieden, um die Kompatibilitit mit der in der Theorie-Vorlesung gewiahlten Schreibweise zu
wahren.
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2. Lineare Algebra

Dabei haben wir verwendet, dass fiir Matrizenmultiplikationen und Transposition die Reihenfolge beim
Transponieren umgekehrt werden muss. In unserem Beispiel ist in der Tat

AN INT / / / AV U Uy Uy AT
(U')" = Uy, Uy, Uspvp) = (01,05, 03) | Uy Uy Uy | =2 U (2.1.61)
Us Uy Usg

2.2 Axiomatische Begriindung der linearen Algebra und Geometrie

Bislang haben wir die diversen Rechenoperationen mit Vektoren geometrisch motiviert und uns dabei auf die
dreidimensionale (rdaumliche) Euklidische Geometrie berufen. Es ist nun gerade fiir die theoretische Physik
wichtig, diese Betrachtungen auf abstraktere Fiifle zu stellen. In der Vorlesung Theoretische Physik 3 werden
wir z.B. die Spezielle Relativititstheorie kennenlernen, die sich am elegantesten und leicht verstandlichsten
in einem vierdimensionalen Punktraum und entsprechenden vierdimensionalen Vektoren beschreiben ldsst,
der sog. Minkowski-Raumzeit. Die Algebra der Vektoren ist dabei nicht wesentlich komplizierter als die aus
der soeben geometrischen Anschauung gewonnenen Rechenregeln fiir den Euklidischen dreidimensionalen
Raum. Nicht zuletzt ist die folgende Zusammenstellung der Axiome auch eine gute Merkhilfe der wichtigsten
Formeln.

Wir beginnen mit der axiomatischen Begriindung des Vektorraums. Ein Vektorraum ist zunichst eine ab-
strakte Menge V von Objekten, fiir die zunichst eine Abbildung V' x V — V, die Addition, definiert wird.
Diese mathematische Pfeilschreibweise fiir eine Abbildung bedeutet hierbei folgendes: auf der linken Seite
steht der Definitionsbereich oder Urbildbereich der Abbildung. In unserem Fall sind das geordnete Paa-
re von Elementen aus der Menge V. Hier steht V' x V nimlich fiir ein Mengenprodukt, welches einfach
eine neue Menge ist, die aus geordneten Paaren von Elementen aus V' besteht. Dabei ist ausdriicklich i.a.
(91,7,) # (9,,7;), d.h. die Reihenfolge bei dem geordneten Paar soll ausdriicklich beriicksichtigt werden.
Rechts vom Pfeil steht die Wertemenge oder der Bildbereich. Fiir unserem Fall besagt dies, dass jedem ge-
ordneten Paar von Vektoren aus V' eindeutig ein Vektor, ebenfalls aus V, zugeordnet wird. Die Addition
schreiben wir dabei mit einem Pluszeichen. Dies driickt man formal wie folgt aus (v,,7,) — 9, + 7,.

Dies mag auf den ersten Blick ein wenig pedantisch und kompliziert erscheinen. Es ist jedoch oft von groflem
Nutzen, sich klar zu machen, welchen Definitions- und Wertebereich Rechenoperationen eigentlich haben,
und dafiir ist diese pedantische Schreibweise der Mathematiker duflerst niitzlich.

Die Rechenoperationen miissen nun noch weiter spezifiziert werden. Dabeti ist es aus mathematischer Sicht
unerheblich, um welche konkreten Objekte es sich bei dem, was wir ,,Vektoren“ nennen, eigentlich handelt.
Es werden einfach ,Spielregeln®, die Axiome, aufgestellt, die formale Operationen festlegen. Fiir unseren Fall
der Addition von Vektoren sind dies die folgenden Axiome:
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1. Fiir beliebige drei Vektoren o,,%,, 95 € E? gilt stets das Assoziativgesetz

(7_;1 +7_;2)+773 j— 7_))1 +<{52+63). (2.2.1)

2. Es existiert ein neutrales Element der Addition, das wir mit 0 € V bezeichnen. Es zeichnet
sich dadurch aus, dass fiir alle Vektoren v € V

7+0=3 (2.2.2)
gilt.
3. Zujedem Vektor ¥ € V existiert ein bzgl. der Addition inverses Element (—7) € V/, fiir das
F+(—7)=0. (2.2.3)
4. Fiir beliebige zwei Vektoren 7,7, € E? gilt das Kommutativgesetz

V) + Ty =0y + 7. (2.2.4)

Es fiihrt fiir diese Physikvorlesung zu weit, den gesamten Apparat der linearen Algebra, die wir oben durch
Berufung auf die geometrische Anschauung hergeleitet haben, aus diesen Axiomen zu beweisen. Dies ist Ge-
genstand der entsprechenden Mathematikvorlesung.

Als ein Beispiel moge der wichtige Satz dienen, dass das neutrale Element der Addition 0 eindeutig ist. Neh-
men wir dazu an, es sei auch 0’ ein neutrales Element der Addition. Wegen der Eigenschaft 1) des neutralen
Elements 0 gilt

=, = 2@2HH=> =
7 =0+06%547. (2.2.5)

Da nun aber 0’ voraussetzungsgemif ebenfalls ein neutrales Element ist und gemif} 1) gilt, ist demnach
0=0+0= 6, (2.2.6)

d.h. dass notwendig die beiden neutralen Elemente der Addition gleich sind.

Wir bemerken noch, dass eine algebraische Struktur, die auf einer Menge wie die eben definierte Addition
definiert ist und (2.2.1)-(2.2.3) geniigt als Gruppe bezeichnet wird. So einfach diese Axiome auch anmuten
mogen, so liefern sie doch eine sehr reichhaltige mathematische Struktur. Die Gruppentheorie ist ein riesiges
Teilgebiet der Mathematik, und Teile der Gruppentheorie spielen tibrigens fiir die Physik eine herausragende
Rolle, wie im Verlauf des Physikstudiums noch klar wird. Nimmt man zu diesen drei Axiomen noch das
Kommutativgesetz hinzu, spricht man von einer Abelschen Gruppe. Wir konnen also die Axiome
der Vektoraddition auch kurz zusammenfassen, indem wir bemerken, dass die Vektoraddition eine Abelsche
Gruppe auf der Menge der Vektoren V' bildet.

Um die so definierte additive Gruppe zu einem Vektorraum zu erweitern, bendtigen wir die Multiplikation
von Vektoren mit einem Skalar. Dabei sind die Skalare Elemente eines Zahlenkorpers, der in unserem Fall
stets der Korper der reellen Zahlen R ist. Auch diese algebraische Struktur kann wiederum axiomatisch be-
griindet werden. Wir wollen dies hier der Ubersichtlichkeit halber aber unterlassen. Die Multiplikation mit
Skalaren erfiillt die folgenden Axiome:
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1. Firalle A,y € Rundalle o € V gilt (A+ u)? = A9+ A und A(uv) = (Au)v.
2. Firalleve Vist 19 =7.

3. fiiralle 9,% € V und alle A€ R gilt A(T+ @) = A9 + Aw.

Man weist leicht einige weitere einfache Rechenregeln nach (Ubung!), z.B.
09=0, A0=0,(—1)F=—7,... (2.2.7)

Mit diesen Rechenregeln ist der Begriff des Vektorraumes bereits vollstandig bestimmt. Als wichtige Begritfe
ergeben sich daraus, wie oben hergeleitet, die Linearkombinationen und Basen und im Zusammenhang da-
mit auch der Dimension eines Vektorraums. Wir werden unten als weitere wichtige Strukturen die linearen
Abbildungen verschiedener Art kennenlernen, deren Untersuchung weitere Eigenschaften der Vektorriu-
me charakterisieren. Es ist iibrigens ohnehin ein Merkmal der modernen axiomatischen Methode der Mathe-
matik, Strukturen einzufithren und dann entsprechende diese Strukturen charakterisierende Abbildungen
zwischen diesen Strukturen zu analysieren.

Fiir die Geometrie und damit auch fiir deren Anwendung in der Physik als Modell fiir den physikalischen
Raum ist weiter die Einfiihrung des Skalarprodukts wichtig. Es handelt sich um eine Abbildung V x V — R,
0, — U - @, das die folgenden Axiome erfiillt

1. Firalle 9, @,x € E> gilt - (@ +X) =3 - @+ - X.

2. Fiiralle A€ Rund alle 7,@ € E gilt (A7) - @ = A( - @).
3. Firalle 9, € E’gilt - & =% - o.

4. Fiiralle 5 € E° gilt 32 := 3 -9 > 0.

5. Esist 92 =0 genau dann wenn, = 0 ist.

\.

Eine Abbildung V x V' — V, welche die ersten drei Axiome erfiillt, heiffit symmetrische Bilinearform. Gilt
auch noch das vierte Axiom, heifit die Bilinearform positiv semidefinit. Ist schliefllich auch noch das fiinfte
Axiom erfiillt, heifit die Bilinearform positiv definit.

Wir wollen als Beispiel mit dem Umgang des so axiomatisch definierten Skalarprodukts die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung beweisen, wobei der Betrag eines Vektors durch

13| =V#2>0 (2.2.8)

definiert ist. Wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts gilt fiir alle Vektoren ¥ 75 Ound @ eV
1
P()==(AT+@)*>0. 2.2.9)
]

Dabei diirfen wir wegen der positiven Definitheit (5. Axiom des Skalarprodukts) durch 92 # 0 dividieren.
Wir kénnen weiter das Skalarprodukt ausmultiplizieren (zur Ubung mache man sich das anhand der obigen

Axiome klar): )

955 -

Ll ) (2.2.10)
v

2

PA)=A+

Dieses quadratische Polynom konnen wir nun noch weiter umformen zu

= Gy > 0. (2.2.11)

5:@>2 2 (T-D)?

1%@:<A+ =
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Da diese Ungleichung fiir alle A € R gilt, insbesondere auch fiir A =—% - @ /%> muss notwendig
@’ (0-D)
— — >0 2.2.12
72 (2R T ( )
gelten.

7~

Mit (%)? > 0 multipliziert ergibt sich wegen der Definition des Betrages von Vektoren (2.2.8) schlief3-
lich
(T-2) <Tw* = |7-9| <|7]|9). (2.2.13)

Aus dem Bewetis folgt auch, dass das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn es ein A € R gibt, so
dass P(A) =0 ist, also wenn @ = —A7 ist, d.h. wenn die Vektoren kollinear sind.

Mit der Rechnung haben wir gezeigt, dass fiir den via definierten Betrag die Dreiecksunglei-
chung gilt und damit der Betrag die Axiome einer Norm erfiillt, die wir in Abschnitt[2.1.3|besprochen haben.
Wegen der Giiltigkeit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist es auch sinnvoll, den Winkel zwi-
schen zwei nicht verschwindenden Vektoren gemif$

Q
S

cos[£(v,@)] =

(2.2.14)

Qy
8,

einzufithren und damit die Winkelmessung zu begriinden.

Man kann zeigen, dass sich mit diesen Regeln alle Sitze der Euklidischen Geometrie ergeben. Dazu muss man
nur noch die Punkte als Menge einfithren und postulieren, dass es entsprechend den oben im umgekehrten
Sinne aus den Eigenschaften des Euklidischen Punktraumes erschlossenen Regeln fiir Verschiebungsvekto-

ren AB gelten. Wir wollen auch diese Betrachtungen nicht im Einzelnen hier ausfithren. Wir bemerken nur,
dass ein solches Konstrukt aus einem (reellen endlichdimensionalen) Euklidischen Vektorraum und einer
Menge von Punkten als Euklidischer affiner Punktraum bezeichnet wird. Eine Verallgemeinerung dieser
mathematisch-abstrakten Definition spielt spiter in der Begriindung der Speziellen Relativitatstheorie noch
eine wichtige Rolle, wo die Beschreibung der Strukturen von Raum und Zeit durch die sog. Minkowski-
Raumzeit erfolgt. Die Minkowski-Raumzeit entpuppt sich dabei als vierdimensionaler affiner Punktraum,
wobei im Vektorraum allerdings kein positiv definites Skalarprodukt sondern eine indefinite nicht ausgeartete
Bilinearform definiert ist. Es handelt sich also um einen sog. pseudo-Euklidischen affinen Punktraum.

2.3 Kartesische Basen und orthogonale Transformationen

Mit der Einfiihrung eines Skalarprodukts gibt es allerdings auch eine besonders bequeme Klasse von Basen,
die Orthonormalbasen oder Kartesischen Basen. Dazu wihlt man als Basisvektoren beliebige drei paar-
weise zueinander senkrechte Einheitsvektoren, ein sog. Dreibein. Anschaulich ist unmittelbar klar, dass es
beliebig viele solcher Dreibeine gibt und damit auch beliebig viele Orthonormalbasen. Wie wir gleich sehen
werden, vereinfachen sie das Rechnen mit Vektorkomponenten und dem Matrixprodukt bzw. den dazuge-
horigen Metrikkomponenten sowie die Transformation von einem Orthonormalsystem zu einem anderen

erheblich.

Esseialso {€;};c(1 23 eine beliebige Orthonormalbasis. Voraussetzungsgemif; sind diese drei Vektoren auf 1
normiert und stehen paarweise aufeinander senkrecht. Es gilt also

1 falls =k,

2.3.1
0 falls j#k. @3.1)

gj/e:ej'ek:é\jk:{
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2. Lineare Algebra

Man nennt 8, das Kronecker-Symbol (Leopold Kronecker 1823-1891). Es ist klar, dass es die Komponenten
der Einheitsmatrix reprisentiert.

Bzgl. einer kartesischen Basis wird die darstellende Matrix des Skalarproduktes also extrem bequem,

denn es gilt gemif} (2.3.1)

§’:§: 1,. 2.3.2)

Fiir kartesische Koordinaten gilt also gemifd (2.1.57)

3 3
Td=v-w=vi gw=0vlw= Z 30wy :Z‘vjw]-:‘v]-wj:vlw1+fv2w2+v3w3. (2.3.3)
k=1 7=l

Wir untersuchen nun wieder die Frage, wie sich Basiswechsel auswirken. Wir betrachten zunichst die Trans-
formation zwischen den Basisvektoren einer kartesischen Basis {¢;} ;¢ 5 3, und einer anderen beliebigen Basis

{Z]{}je{l,m}- Es gilt wieder wie fiir ganz allgemeine Basen (2.1.20) und (2.1.25):

3 3
&= Tyiby, by=> Uy, (2.3.4)
k=1 j=1

. . . A A . . . A A A A A A . .
wobei die Matrizen 7 und U zueinander invers sind: 77U = UT = 15 bzw. U = T~!. Insbesondere sind diese
Matrizen notwendig invertierbar, wenn sowohl die ¢; als auch die b]{ jeweils eine Basis bilden, also vollstindig

und linear unabhingig sind.
Fiir die Vektorkomponenten gelten entsprechend (2.1.21) bzw. (2.1.22) und (2.1.27):

v = YA‘Q, v = Ug/ = f_lgl. (2.3.5)

Die Tatsache, dass die ¢; hierbei ein Orthonormalsystem bilden, fithrt in diesem Fall noch nicht zu irgendwel-
chen Vereinfachungen. Betrachten wir nun jedoch, wie sich die darstellenden Matrizen fiir das Skalarprodukt
verhalten. Hier ist entscheidend, denn fiir kartesische Basen ist demnach die darstellende Matrix einfach
die Einheitsmatrix! Die Transformationsvorschrift vereinfacht sich nimlich zu

A A

¢ =00 =0",0=0"0. (2.3.6)

Daraus lifit sich die fiir spitere Uberlegungen sehr wichtige Schluf$folgerung zichen, dass die Metrikkompo-
nenten bzgl. einer beliebigen Basis eine invertierbare Matrix bilden. Eine Bilinearform, deren Metrikkompo-
nenten diese Eigenschaft besitzen, heifdt nicht ausgeartete Bilinearform.

Das Skalarprodukt ist also eine nicht ausgeartete positiv definite symmetrische Bilinearform.

Jede Bilinearform mit diesen Eigenschaften kann als Skalarprodukt verwendet werden und definiert dann auf
dem jeweils betrachteten Vektorraum genau die geometrische Struktur, die diesen Vektorraum zu einem Eu-
klidischen Vektorraum macht, d.h. sie induziert eine Norm, die die Linge von Vektoren festlegt, den Begriff
des Winkels zwischen zwei Vektoren und insbesondere die Eigenschaft, dass Vektoren orthogonal zueinander
sein kénnen (also aufeinander senkrecht stehen).

Um nun also zu zeigen, dass
g =(g)H! 2.3.7)



2.3. Kartesische Basen und orthogonale Transformationen

existiert, miissen wir uns bereits ein wenig in die Matrizenrechnung einarbeiten. Wir wissen, dass aufgrund
A A A
der Tatsache, dass U und T zueinander inverse Basistransformationen reprisentieren, dass U eine invertier-

A A A A A A
bare Matrix ist und dass U~! = T ist. Wir wissen weiter, dass dies impliziert, dass 7U = UT = 1, ist. Dies
ist keinesfalls selbstverstandlich, weil i.a. die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist. Wenn aber die Ma-
trizen zueinander invers sind, ergibt ihr Produkt unabhingig von der Reihenfolge stets die Einheitsmatrix.

Seien nun A und B beide invertierbar. Dann ist auch das Produkt AB eine invertierbare Matrix, und es gilt
(ABy ' =B'A. 2.3.8)

Man muss hierbei strikt auf die Rezhenfolge der Matrixmultiplikation achten! Zum Beweis rechnen wir

A

(ABYB'A ) =ABB HA ' =ALLA 1 =AA " =1,, (2.3.9)

A A A A
d.h. B71A7! ist tatsichlich die inverse Matrix zu AB, wie in 1) behauptet.
. . . A A . . .
Weiter behaupten wir, dass mit U auch U T invertierbar ist, und dass

A

(O =0 =717 (2.3.10)

ist. Zum Beweis miissen wir nur das entsprechende Matrixprodukt in Komponenten ausschreiben:

“w

3

(O =2 O (T = D Uy T = (10, = 8y, =8 (2.3.11)
k=1 k=1
Das bedeutet aber
UtTT =1,, (2.3.12)

womit (2.3.10) bewiesen ist.
Damit ist wegen l) aber g invertierbar. Wenden wir namlich d2.3.8[) und (12.3.10[) auf das entsprechende
Produkt an, erhalten wir

g =(gy ' =0 0y =0 O =TT, 2.3.13)

>

Nun betrachten wir den Fall, dass auch die zweite Basis eine Orthonormalbasis ist, d.h. b]’. = E]’. sei auch eine

<«

Orthonormalbasis. Dann gilt auch g’ = 1. Dann gilt aber gemif} (2.3.6

¢ =U"0=1,. (2.3.14)

Damit folgt aber fiir diesen speziellen Fall, fiir die Matrix des Basiswechsels zwischen zwei orthonor-
malen Basen

A

T=U"'=0". (2.3.15)

Man nennt Matrizen mit dieser Eigenschaft Orthogonale Matrizen. Natiirlich gilt auch fiir die Um-

kehrtransformation 7315
P=1= O = (07T 7T (2.3.16)

A
Also ist auch T eine orthogonale Matrix.
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2. Lineare Algebra

Es ist auch sehr einfach, diese Transformationsmatrizen zu bestimmen, wenn man die beiden Orthonormal-
basen €; und €, gegeben hat. Man muss sich natiirlich stets vergewissern, dass beide Basen auch tatsichlich

]
Orthonormalbasen sind! Dann ist nimlich

3
- -/
=3
=1

Dann folgt wegen €/ - €, = &,

& =7 ZTkJek_ZTkJEZ/ Eé—Zkaaue =Ty
=1

Wenden wir nun (2.3.16) an. Daraus folgt

Das folgt natiirlich sofort auch aus

und der Orthonormalitit der E} (nachrechnen).

(2.3.17)

(2.3.18)

(2.3.19)

(2.3.20)

Die Matrizen fiir die Basiswechsel zwischen Orthonormalbasen sind orthogonale Matrizen.

2.4 Das Vektorprodukt

Schliefllich ist noch das sog. Vektorprodukt zwischen zwei Vektoren des E> sehr niitzlich. Wir fiihren es

zunichst rein algebraisch ein und beschiftigen uns mit der geometrischen Bedeutung spiter.

Zunichst soll das Kreuzprodukt zweier Vektoren # und © wieder einen Vektor ergeben: w = #
und zwar soll @ sowohl auf # als auch auf ¥ senkrecht stehen, d.h. es gilt

Auflerdem soll das Kreuzprodukt linear in beiden Argumenten sein, d.h.

X D,

B-#=0, @ T=0. 2.4.1)

und analog fiir das zweite Argument. SchliefSlich soll das Vektorprodukt antisymmetrisch sein, d.h.

UXTV=—0 X U. (2.4.3)

Es ist also die Rethenfolge der Argumente im Vektorprodukt wichtig, und wenn man beim Rechnen diese

Reihenfolge umkehrt, muss man den Vorzeichenwechsel sorgfiltig beachten.

Insbesondere folgt aus (2.4.3), dass das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selbst verschwindet, denn ver-
tauscht man die beiden gleichen Vektoren, dndert sich einerseits gar nichts, aber andererseits gilt eben (2.4.3)

und folglich

UXU=—UX"U =>uxun=0.
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2.4. Das Vektorprodukt

Kommen wir nun zur geometrischen Bedeutung des Vektorprodukts. Dazu betrachten wir eine kartesische
Basis (€,,¢,,63). Es liegen also drei Vektoren der Linge 1 vor, die paarweise aufeinander senkrecht stehen.
Aus der Definition des Vektorprodukts folgt, dass ¢, X €, = +¢; ist, denn +é; sind offenbar die einzigen
Einheitsvektoren, die auf beiden Vektoren €, und ¢, senkrecht stehen. Es ist klar, dass der Fall €, x €, = +¢;
besonders bequem ist.

Geometrisch anschaulich wird diese Uneindeutigkeit des Vorzeichens wie folgt erklirt:

Wir vereinbaren willkiirlich, dass das positive Vorzeichen gilt, wenn die drei kartesischen Basisvekto-
ren gemifl der Rechte-Hand-Regel (RHR) orientiert sind, d.h. richtet man den Daumen der rechten
Hand in Richtung von ¢;, den Zeigefinger in Richtung von é,, muss der Mittelfinger in Richtung von é;
weisen. Dann legen wir fest, dass €; x €, = +¢; ist. Man nennt solche kartesischen Basen entsprechend
rechtshindige kartesische Basen.

Man macht sich leicht anschaulich klar, dass im Fall, dass ¢; in die andere Richtung weist, die entsprechende
Linke-Hand-Regel gilt. In der theoretischen Physik benutzen wir aber vereinbarungsgemif} ausschliefilich
rechtshindige Basen, weil alles andere zu viel Verwirrung Anlass geben kann.

Es ist anschaulich auch klar, dass fiir rechtshindige Basen die Formel ¢, x ¢, = €; auch unter zyklischer
Vertauschung der Indizes gilt, d.h. wir haben die drei Gleichungen

61 X€2:€3, €2 X 63261, 6’3 Xel 262. (2.4.5)
Damit kénnen wir nun die Vektorprodukte beliebiger Vektoren durch ihre Komponenten ausdriicken:

I:Z X 6 = (%121 + 14253 + 14333) X ({vlgl -+ 7)222 + ’U}E}). (2.4.6)

Ausmultiplizieren und Anwengung von (2.4.5) ergibt unter Beriicksichtigung der Antisymmetrie des
Kreuzprodukts

Schreibt man dies mithilfe der entsprechenden R>-Spaltenvektoren, folgt

uq U1 UyU3 — U3T)
uxv=\u, | x| v, | = u30,—uv; |. (2.4.8)
Us U3 U1V — U7

Nun werden oft auch Formeln bendtigt, in denen mehrere Skalar- und Vektorprodukte vorkommen. Mit
Hilfe der Formel (2.4.8) fiir kartesische Komponenten kann man durch einfaches Nachrechnen, was lediglich
etwas Fleiflarbeit erfordert, zeigen, dass fiir drei beliebige Vektoren stets

4-(UX@)=(4 x7) © (2.4.9)
und
UX(OXw)=0(s-w)—w(#-0) (2.4.10)

gelten (Ubung!).
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2. Lineare Algebra

7 Nun kénnen wir eine weitere wichtige geometrische Eigenschaft des Vek-

—
—
—
—

7 torprodukts zeigen. Wir rechnen dazu die Linge des Vektorprodukts zwei-
h=|Blsinay | o Vektoren bzw. dessen Quadrat aus. Dabei wenden wir nacheinander

& ,/ ” (2.4.9) und (2.4.10) an:

- - /7
1}1 sz@ - - _’ — - 12 — - - -
_ o n |91 X 0,|" = (9; X 0,) - (v; X D)
A=lolh =19, x ) =[(3, X B) X 3,1 By = [9,(3, - ) — (3, - B,)]- %,
=|%,|*|7,|* — (3, - 3,)° (2.4.11)

= |91 |%,"[1—cos” £(3),3)]

= |’51|2|‘52|2 sin® 4(771, 772)-

Da £(9,,7,) € [0, 7] ist, ist sin Z(T;, 7,) > 0 und damit

15, X By = |5,]|5,|sin £(5,, ). (2.4.12)

Anhand der nebenstehenden Skizze ergibt sich, dass das Kreuzprodukt 9, X ¥, vom Betrag her der
Fliche des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms entspricht.

2.5 Das Spatprodukt

A7, x5, Es ist klar, dass wir nun auch kombinierte Produkte bilden
konnen. Von besonderer Bedeutung ist das Spatprodukt aus
drei Vektoren (U, X 7, )-7;. Seine geometrische Bedeutung wird
aus der nebenstehenden Zeichnung deutlich. Dazu bemerken
wir, dass

vol(T,, Ty, U3) = (U X U,)- Ty

I 2.5.1)
=9, X 0,||7;|cos p

vol(T,, Dy, Uy) = (T; X U,) - Uy = £hF mitcosp, ¢ = Z(T; X Ty, V3). Aus der Zeichnung wird deut-

lich, dass der Betrag das Volumen des durch die drei Vektoren

aufgespannten Parallelepipeds oder Spats ist. Das Spatprodukt ist offenbar positiv, wenn die drei Vektoren
eine rechtshindige und negativ wenn sie eine linkshindige Basis bilden.

Falls die Vektoren linear abhingig sind, d.h. liegen die Vektoren alle in einer Ebene oder sind sogar alle parallel
zueinander, verschwindet das Spatprodukt. Sind namlich die drei Vektoren linear abhingig, gibt es Zahlen
A; und A,, so dass U3 = 4,7, + A,7,. Nun ist das Vektorprodukt 9, x ¥, ein sowohl zu 7, als auch zu T,
senkrechter Vektor, und das Skalarprodukt mit 7, verschwindet demnach. Nehmen wir umgekehrt an, dass
das Spatprodukt der drei Vektoren verschwindet, bedeutet dies, dass U5 senkrecht auf o, x ¥, steht, und das
besagt, dass 75 in der von 7, und 7, aufgespannten Ebene liegt und also wieder 7; = 4,9, + 4,7, gilt.

Daraus folgt, dass drei Vektoren im E? dann und nur dann linear abhingig sind, wenn das Spatprodukt
verschwindet.
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Allgemein wichtig fiir das Rechnen mit Vektorkomponenten bzgl. rechtshindiger kartesischer Basen
ist noch das Levi-Civita-Symbol. Es wird durch das Spatprodukt beliebiger dreier rechtshindiger kar-
tesischer Basisvektoren definiert:

fZ]k:(El XE])‘Zk. (2.5.2)

Wir zeigen nun, dass dieses Symbol sein Vorzeichen dndert, wenn wir zwei beliebige Indizes vertauschen. Da
das Vektorprodukt antikommutativ ist, trifft dies sicher auf die beiden ersten Indizes zu:

ejik:(gjxgi)'gk:_(gi ij).Ek:_gi].k, (2.5.3)
Mit (2.4.9) folgt
€ip; =(6; X )€ =¢ (€, x€)=—¢(¢; x &) =—(¢; X€) € =—¢, . 2.5.4)

Die letzte Moglichkeit ist noch, den ersten mit dem dritten Index zu vertauschen. Um zu zeigen, dass auch

dabei einfach das Vorzeichen wechselt, benstigen wir aber nur (2.5.3) und (2.5.4):

€kji = €hij = T€ik; = —€jk- (2.5.5)
Da nun
€13 =(€; X&) &=0¢5-¢;=1 (2.5.6)
gilt, ist schliefSlich
€13 =€3p= €31 =1, €33 = €33 = €13 =—1 2.5.7)

und ¢;;;, = 0 falls wenigstens zwei Indizes gleich sind.

Wir kdnnen nun mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols die im vorigen Abschnitt in der Spaltennotation geschrie-
benen Formeln mit Hilfe des Indexkalkiils formulieren. Es sei wieder

B=9ix7 (2.5.8)
Dann gilt
w, =6 -w=2¢;(hXD)
3
=¢- Z u; (€ X €)
fr=
3
= Z ujv€; (¢ X €,)
J k=1 (2.5.9)
3
= Z ujv(€; X €;)- ¢,
f=
3
= D €ijkH U
f=
Daraus folgt fiir das Spatprodukt
3 3
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Wichtig ist auch die folgenden Summenformel fiir zwei Levi-Civita-Symbole

3

k=1
= Z[(El x¢€)-e. ]l (¢ xé,)]
k=1

Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass fiir beliebigen Vektoren

ib= Zakbk—z &)@ b)

gilt. Nun konnen wir (2.5.11) weiter vereinfachen

3
CAN > 2 2 o2

Zﬂjkfklm = ei'[ejx(elxem)]

k=1
2319 = 2 3
= ¢-[e(e-¢,)—e,(€-¢)]
:3i18jm—8im3jl~

Dies konnen wir wegen €;;,, = +¢€,,;, auch in der Form

3
Z€ij/e€lmk = 3i13]‘m—3im3;’l
k=1

schreiben. Setzen wir in dieser Formel 7 = j und summieren dann tiber j, ergibt sich weiter

Z €iik€ljk —Z(é\ilgjj_8ij8jl):38il_8il =28,

7.k=1 =

Setzen wir auch noch / = 7 und summieren dann iiber i, finden wir schliefllich

Z CijkCijk = 228

i,7,k=1

2.6 Lineare Gleichungssysteme und Determinanten

(2.5.11)

(2.5.12)

(2.5.13)

(2.5.14)

(2.5.15)

(2.5.16)

Wir verlassen fiir die nichsten Abschnitte den dreidimensionalen Euklidischen Vektorraum und betrachten
das Problem, lineare Gleichungssysteme zu losen, was uns auf die wichtigsten Begriffe der Matrizenrech-

nung fiihrt.

2.6.1 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem stellt uns vor die Aufgabe, 7 Gleichungen der Form

Apxy +A12x2+“'+A1nxn =1
Ayxp HApxy + -+ Ay, x, = 92

A+ A%+ +A4A,,x, =9,
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2.6. Lineare Gleichungssysteme und Determinanten

zu 16sen. Dabei sind die A;, € R und y; € R gegeben und die x; gesucht.

Wir konnen diese Gleichung kurz mit Hilfe der Matrix-Vektor-Schreibweise formulieren:
Ax =y, (2.6.2)

wobei x,y € R” Spaltenvektoren mit 7 reellen Komponenten sind und A € R”*” die quadratische
Matrix

A All A12 ce Aln
A=( Ay A, ... A, (2.6.3)
Anl AnZ nn

bezeichnen.

Wir betrachten nun zunichst einige einfache nichttriviale Beispiele fiir den Fall # = 2. Beginnen wir mit dem
Gleichungssystem

2.6.4
Xy —3x,=7. ( )

Man kann in solch einem einfachen Fall auf vielerlei Arten vorgehen, um das Gleichungssystem zu [5sen.
Wir wollen hier als systematisches Verfahren den sog. Gaufl-Algorithmus (Carl-Friedrich Gauf3, 1777-1855)
betrachten. Die grundlegende Strategie ist dabei, durch lineare Operationen an den einzelnen Gleichungen
eine Art Dreiecksform des Gleichungssystems zu erzielen, so dass man leicht die unbestimmten Variablen
nacheinander bestimmen kann. In dem hier vorliegenden zweidimensionalen Fall bendtigen wir dazu nur
zwel einfache Schritte. Zuerst multiplizieren wir die zweite Gleichung mit 3. Das ergibt

3x1 +x2 - 5,

(2.6.5)

Diese Strategie hat dazu gefiihrt, dass der Koeffizient vor x, in beiden Gleichungen gleich geworden ist. Wir
behalten nun die erste Gleichung aus bei und ersetzen die zweite Gleichung durch die Gleichung, die
entsteht, wenn man von ihr die erste Gleichung in abzieht. Dadurch eliminieren wir x; aus dieser
Gleichung. Es entsteht

3x,+x, =5,

2.6.6
—10x, = 16. 2.6.6)

Dividieren wir die letzte Gleichung durch (—10), erhalten wir bereits die Losung x, = —16/10 = —8/5 =
—1,6.

Nun miissen wir diese Losung nur in die erste Gleichung einzusetzen und kénnen dann leicht nach x; auflo-
sen:

3x,—8/5=5 = 3x, =5+8/5=33/5 = x,=11/5=2.2. 2.6.7)

In dem Fall erhalten wir also eine eindeutige Losung, nimlich x;, =—8/5, x, =11/5.

Es ist nun offenbar unnétig, bei diesen Rechnungen bestindig die unbekannten Variablen mitzuschreiben.
Stattdessen konnen wir einfach die Matrix aus den Koeffizienten

~ (301
A:<1 _3> (2.6.8)
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2. Lineare Algebra

y= <§> (2.6.9)

301 5
<1 . 7> (2.6.10)

erganzen und mittels linearer Manipulationen mit Zeilen auf die einfache Form bringen, so dass fiir die Teil-

und den Spaltenvektor

zu der R?*" 1 Matrix

A
matrix A zunichst nur eine obere Dreiecksmatrix iibrig bleibt. Dies geschieht genau wie eben mit den Glei-
chungen demonstriert, indem man die obere Zeile von der mit 3 multiplizierten unteren Zeile abzieht. Daraus

entsteht die Matrix
3 1 5
<o i 16). 2.6.11)

Wir kénnen nun auch systematisch noch die verbliebenen Auflerdiagonalargumente der Untermatrix A eli-
minieren, indem wir geeignete Vielfache bilden und die weiter unten stehende Zeile geeignet abziehen. Hier
miissen wir zum 10-fachen der ersten Zeile nur die zweite Zeile addieren und danach schliefilich die erste Zeile
noch durch 30 und die zweite durch —10 teilen. Daraus entsteht nacheinander

30 0 66 1 0 22
< 0 —10 16> - <o 1 —1,6>' (2.6.12)
Diese abkiirzende Schreibweise bedeutet nun einfach, dass das Gleichungssystem zu dem Gleichungssystem
identisch ist, dass wir die beiden ersten Spalten als neue Koeffizientenmatrix A= 1, auffassen und die ver-
bliebene dritte Spalte als neuen Vektor y’. Dann ist aber A/g =1,x = x = y’. Damit kénnen wir das Ergebnis
x; =—2,2 und x, = —1,6 sofort an dieser Matrix ablesen! B
Wir kdnnen auf diese Art auch die Umkehrmatrix der vorgegebenen Koeffizientenmatrix A finden. Wir

miissen nur die beiden Gleichungen Afl = ¢, := (1,0)T und /i%z = ¢, = (0,1)T I6sen. Dann bilden die
Spalten X; und x, offensichtlich die Umkehrmatrix, denn dann ist

A

- 10
Alxy,x)) = (Ax,Ax,)) = (e),¢5) = <o 1> =1 (2.6.13)

Statt die beiden Gleichungssysteme einzeln zu [3sen, konnen wir dies wieder simultan erledigen, indem wir

A
zunichst neben die Koeffizientenmatrix A die Einheitsmatrix 1, schreiben. Daraus ergibt sich in unserem
Beispiel die R”*?”-Matrix und ausgehend davon die folgende Rechensequenz (die Manipulationen sind wieder
dieselben wie eben bei der Losung des linearen Gleichungssystems

301 10y (3 1 1 0\ (30 0 9 3\ (/10 3/10 1/10
<1 30 1>_’<o 10 —1 3>_’<o 10 —1 3>_’<o 1 1/10 —3/1o> (2.6.14)

Die zweite Hilfte dieser Matrix ist demnach die gesuchte Umkehrmatrix

~ . [(3/10 1/10
A 1_<1/1o _3/10>. (2.6.15)

In der Tat rechnet man nach, dass
3 1\/3/10 1/10\_ /1 0O\ _
<1 —3><1/10 —3/10>_<o 1>—ﬂ2 (2.6.16)
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2.6. Lineare Gleichungssysteme und Determinanten

Wir bemerken noch, dass fiir zwei beliebige Matrizen A, B € R™" aus AB = 1, auch BA=1 ,» folgt. Demnach

ist in diesem Fall A 1nvertlerbar, und es ist B = A~1. Dabei deﬁmeren wir A~! zunichst als lmksmverses
Element zu A, d. h es gllt A4 = 1,. In der Tat folgt aus AB = 1, durch Multlptheren mit A~ v

links A~ (AB) = ( 1A)B —B=A" 1. Damit ist aber in der Tat auch BA = A=A = 1,,. Obwohl also d1e
Matrizenmultiplikation i.a. nicht kommutativ ist, gilt fiir die Umkehrmatrix von A, falls sie existiert, dass sie
sowohl das links- als auch das rechtsinverse Element ist, d.h. es ist stets ATIA = AA~1 =1 .

Schliefllich bemerken wir, dass wenn A 1nvertler§ar 1st also eine inverse Matrix A~ existiert, so ist auch
diese Matrix 1hrerse1ts invertierbar, und es gilt (A=1)~! = A. In der Tat finden wir durch Multlphkatlon

der Glelchung ( )_114_1 = 1 von rechts mit A sofort [(A = 1A~ ]A = (fi_ ) (A 1A) = (A hl, =
(A 1=1 A A.

Betrachten wir nun nochmals das Gleichungssystem (2.6.5)). Zunichst stellen wir fest, dass in dem gegebenen
Fall das Gleichungssystem fiir jeden Vektor y genau eine Losung hat, weil nach unserer obigen Rechnung die

A
Koeffizientenmatrix A eine Inverse besitzt, denn es gilt ja

Ax=y & x=A"ly. (2.6.17)

30 \ Jetzt wollen wir die Gleichungen geometrisch deuten. Dazu stellen wir
2 uns vor, dass x die kartesischen Komponenten eines geometrischen Vek-
20 ) = : :
s \ tors sind. Dann bedeutet die erste Gleichung
10

5 Jpcid et 3x1 + x2 = 5 :> X2 = —3x1 + 5, (2.6.18)

£ 0 27
5 X

ol dass die diese Gleichungen erfiillenden Vektoren auf einer Geraden lie-
as [ gen, die durch diese Gleichung bestimmt ist. Dabei bedeutet der Koeffi-
220 \ zient (—3) vor x; auf der rechten Seite, dass die Gerade die Steigung (—3)
25 besitzt (also monoton von links oben nach rechts unten) in der Zeiche-
2030252015105 0 5 10152025 30 nebene fllt und die Konstante 5, dass die Gerade durch den Punkt (0;5)
x verlduft, d.h. die x,-Achse bei x, = 5 schneidet (vgl. die rote Gerade in
der nebenstehenden Skizze). Ebenso lisst sich die zweite Gleichung als Gerade in der Ebene interpretieren
(blau gestrichelte Gerade):

xg—3x%,=7 = xzzlxl—z. (2.6.19)
3 3
Offenbar bestimmt die Losung des Gleichungssystems den Schnittpunkt dieser beiden Geraden. Nun kon-
nen sich in der Tat zwei Geraden in der Ebene (und auch im Raum) maximal einmal schneiden, d.h. wenn
{iberhaupt ein Schnittpunkt existiert, dann genau einer. Im vorliegenden Fall schneiden sich die beiden Gera-
den tatsichlich in dem einen Punkt mit den oben berechneten Koordinaten x; = 1,6, x, = —2,2.

Nun kann es aber sein, dass die Geraden parallel verlaufen und sich nie schneiden. Dann ist die eine Zeile der
Koethzientenmatrix ein Vielfaches der ersten Zeile, denn genau dann ergibt sich fiir die durch sie im obigen
Sinne definierten Geraden die gleiche Steigung. Es darf dann aber nicht y, dasselbe Vielfache von y, sein.
Dann besitzt das Gleichungssystem namlich offenbar keine Lsung, und die Geraden sind Parallelen. In der
Tat besitzen die entsprechenden Geraden dieselbe Steigung aber unterschiedliche Schnittpunkte mit der x,-
Achse. Ist hingegen die eine Gleichung einfach ein Vielfaches der anderen Gleichung, so definieren offensicht-
lich beide Gleichungen dieselbe Gerade, d.h. sie liegen aufeinander, und das lineare Gleichungssystem besitzt
dann beliebig viele Losungen, die graphisch gerade durch diese Gleichung bestimmt sind. Der Fall, dass die
beiden Zeilenvektoren in der Koetffizientenmatrix linear abhingig sind, fithrt dazu, dass im Gauf$-Algorith-
mus die zweite Zeile bereits im ersten Schritt identisch verschwindet, und wir daher keine Umkehrmatrix
finden konnen, denn wir kénnen ja nicht mehr mit Hilfe der unteren Zeile das obere Auflerdiagonalelement
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eliminieren. Fiir den Fall, dass wir ein konkretes Gleichungssystem 13sen, ergibt sich entweder nach dem er-
sten Eliminationsschritt auch das Element in der 3. Spalte zu 0 (dann ergeben sich unendlich viele Lésungen,
die im Graphen auf einer Geraden liegen) oder die letzte Spalte verschwindet oder das Element in der 3. Spalte
ergibt sich zu # 0 (dann gibt es keine Lésung fiir das Gleichungssystem, und die Geraden im Graphen liegen
parallel zueinander und schneiden sich demnach nicht).

Dieses Losungsverhalten verallgemeinert sich auch auf hohere Dimensionen. Wir kénnen dies mit Hilfe des
Gauf$-Algorithmus’ stets im Einzelfall untersuchen, und wir wollen daher darauf nicht genauer eingehen.
Betrachten wir stattdessen noch ein dreidimensionales Beispiel zur Losung eines linearen Gleichungssystems
mit drei Unbekannten:

Xy 4+ 2%y +5x3 =12,

Als erstes schreiben wir die erweiterte Matrix fiir dieses Gleichungssystem autf:

1 2 5 12
2 4 2 16]. (2.6.21)
3 10 1 30

Wir kénnen uns die Arbeit etwas erleichtern, wenn wir die zweite Zeile durch 2 dividieren:

1 2 5 12
1 2 1 8]. (2.6.22)
3 10 1 30

Jetzt beginnen wir mit den Gaufs-Eliminationen, um die Koeffizientenmatrix in obere Dreiecksgestalt zu
bringen. Wir starten mit der Elimination der ersten Spalte der beiden letzten Zeilen, indem wir die erste
Zeile bzw. die dreifache erste Zeile subtrahieren:

12 5 12
00 —4 —4). (2.6.23)
0 4 —14 —6

Beim Losen linearer Gleichungen (und auch beim Invertieren von Matrizen) diirfen wir auch Zeilen beliebig
vertauschen, weil dies nur der Vertauschung der entsprechenden Gleichungen innerhalb des Gleichungssy-
stems entspricht. Nachdem wir die zweite Zeile durch —4 dividiert haben, vertauschen wir das Resultat mit
der letzten Zeile. Dann ergibt sich (nachdem wir auch die dann mittlere Zeile noch durch 2 dividiert haben

12 5 12
02 —7 —3]). (2.6.24)
00 1 1

Damit ist die Koeffizientenmatrix bereits in oberer Dreiecksgestalt. Wir wollen nun auch die oberen Aufer-
diagonalelemente eliminieren. Dazu ziehen wir erst die zweite von der ersten Zeile ab:

10 12 15
0 2 —7 —3]). (2.6.25)
00 1 1

Schliefilich addieren wir das 7-fache der letzten Zeile zur zweiten und dividieren das Resultat durch 2. Zugleich
subtrahieren das 12-fache der letzten Zeile von der ersten Zeile:

100 3
010 2]. (2.6.26)
0011
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2.6. Lineare Gleichungssysteme und Determinanten

Damit ist der Losungsvektor durch die letzte Spalte gegeben: x = (3,2,1)". Einsetzen in das urspriingliche
Gleichungssystem bestitigt diese Losung. Diese Probe sollte man zur Kontrolle am Ende der Rechnung stets
ausfiihren!

2.6.2 Determinanten als Volumenform

In diesem Abschnitt fiihren wir Determinanten ein. Wir haben bereits Beispiele fiir Determinanten kennen-
gelernt, ohne dass wir dies explizit erwihnt haben. So ist bereits das in Abschnitt[2.5|eingefiihrte Spatprodukt
ein Beispiel fiir eine Determinante. Gewdhnlich definiert man aber Determinanten nicht als multilineare Ab-
bildungen von Vektoren, sondern als Funktionen von quadratischen Matrizen. Allerdings stellt das Beispiel
des Spatprodukts eine schone Motivation fiir Determinanten dar, und zwar gestatten sie die Verallgemeine-
rung des Begriffs von orientierten Volumeninhalten auf beliebige Dimensionen. Beim Spatprodukt haben
wir gesehen, dass

vom Betrag her das Volumen des von den drei Vektoren bestimmten Parallelepipeds ergibt, und das Vorzei-
chen bestimmt, ob die Vektoren in der angegebenen Reihenfolge ein rechts- oder linkshindiges System von
Basisvektoren darstellen, falls sie linear unabhingig sind. Falls sie linear abhingig sind, verschwindet das Spat-
produkt. Betrachten wir nun die Berechnung des Spatprodukts aus den Komponenten der Vektoren bzgl.

einer kartesischen Basis (2.5.3)), also

M1 V12 V13
9=\ Va ], =] 2=, (2.6.28)
V31 Y] V33
erhalten wir
3
=1

wird schon nahegelegt, wie dieser Begriff des orientierten Volumens auf beliebige Dimensionen zu verallge-
meinern sein wird:

Wir miissen fiir den 7-dimensionalen Euklidischen Raum R” lediglich ein Levi-Civita-Symbol mit 7
Indizes einfiihren, das wie im dreidimensionalen Fall total antisymmetrisch unter Vertauschen dieser
Indizes ist und fiir das

€9.n=1 (2.6.30)

gilt. Dann kénnen wir fiir » Vektoren die Volumenform

n

VOl(Ql,...,gn): ‘ E €j1j2~--jﬂ 7}]'1117}]'22"‘7}]'”” (2.631)
J15eees ]nzl

einfiihren.

\.

Dabei heifit dieses Konstrukt Form, weil es offensichtlich eine lineare Abbildung V” — R ist, die vollstin-
dig antisymmetrisch beim Vertauschen zweier beliebiger Argumente ist (warumsg). Diese speziellen linearen
Abbildungen spielen eine wichtige Rolle. Wir werden uns in dieser Vorlesung aber nur mit der Volumenform
beschiftigen.
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Wir kénnen weiter

7}11 7)12 DY vln
A 7)21 7)22 e 'Uzn

(255 2,)=V =] . : ) (2.6.32)
Un1 Un2 Vin

auch als R”*”-Matrix auffassen.

Dies fiihrt dann auf die Definition der Determinante einer Matrix

n
A
detv = ‘ E 5]‘1]'2'"]‘” 7}]'117)]'22“'{0]'”". (2.633)
Jio--s]p—=1

Bleiben wir aber noch bei der geometrischen Bedeutung von (2.6.31). Betrachten wir zunichst den Spezialfall
n =2 der Ebene. Dann ist (rachvollziehen!)

vol(v,2,) = 0103 — 00y (2.6.34)

Dass dies vom Betrag her die Fliche des von 9, und 7, aufgespannten Parallelogramms in der Ebene ist, ma-
chen wir uns schnell klar, indem wir diese Betrachtung im dreidimensionalen Raum anstellen. Interpretieren
wir also die zweidimensionalen Vektoren als kartesische Komponenten dreidimensionaler Vektoren in der
12-Ebene gemif}

“11 21
Wi=1%12) @y=1|%2|> (2.6.35)
0
erhalten wir fiir das Kreuzprodukt
0 0
WX W, = 0 = 0 . (2.6.36)
V11922 — Y12 vol(v,v,)

Nun ist das Kreuzprodukt zweier dreidimensionaler Vektoren der Lange nach der Flicheninhalt des von die-
sen beiden Vektoren definierten Parallelogramms, und das Vorzeichen bestimmt sich nach der Rechte-Hand-
Regel. Es ist offenbar positiv, wenn man den Vektor 9, um den kleineren Drehwinkel entgegen dem Uhrzei-
gersinn in die Richtung von ¥, drehen kann und entsprechend negativ, wenn diese Drehung im Uhrzeigersinn
erfolgt. Dies definiert eine Orientierung in der Ebene.

Im n-dimensionalen Raum mit 7 > 4 ist es etwas schwierig, die Volumenform geometrisch zu ver-
anschaulichen. Wir kdnnen sie aber einfach als Definition des orientierten Volumens eines z-dimensionalen
Parallelepipeds im 7-dimensionalen Raum auffassen.

Wir befassen uns mit der Frage, wie man das Volumen eines 7#-dimensionalen Parallelepipeds berechnet, wenn
man die entsprechenden Vektorkomponenten bzgl. einer beliebigen nicht-Kartesischen Basis gegeben hat, im
nichsten Abschnitt, weil wir dazu die Eigenschaften der Determinanten von Matrizen benétigen.

2.6.3 Determinanten von Matrizen

Wir wollen nun einige Rechenregeln fiir die Determinante einer Matrix herleiten. Wir gehen dabei von der
Definition (2.6.33) aus. Aus der Definition des Levi-Civita-Symbols ist sofort klar, dass die Determinante
verschwindet, wenn die Spaltenvektoren der Matrix linear abhingig sind.

Man sieht dies fiir den Fall, dass zwei Spalten sogar gleich sind, sofort ein. Seien beispielsweise die ersten
beiden Spalten gleich, d.h. gilt A;y = A, fiiralle j € {1,2,..., 1}, so wechselt beim Vertauschen dieser Spalten
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2.6. Lineare Gleichungssysteme und Determinanten

einerseits wegen ¢ die Determinante ihr Vorzeichen. Da andererseits aber die ersten

o = —e .
beiden Spalten glei]éﬁ];irfa, éinder]tﬂ;ﬁ:h];;lichts, wenn man im urspringlichen Ausdruck einfach die j; und 7,
bei den Matrixelementen vertauscAht, d.h. diAe Determinante indert andererseiAts ithr Vorzeichen bei diesem
Tausch nicht. Es ist also dann det A = —det A, und daraus folgt notwendig detA = 0.

Seien nun die Spalten der Matrix linear abhingig. Dann 13f3t sich eine Spalte (sagen wir die erste) als Linear-

kombination aller iibrigen Spalten darstellen, d.h. es gibt Zahlen A, mit k € {2,..., 7}, so dass
Ajy=> A (2.6.37)
k=2

Dann folgt

n n

n n
detd= > ¢ <k2’{/eA/’1/€>AJ'22WAJ'nﬂ:Z’{/€ D G Ak A (2.6.38)
=2

Jireeesp=1 k=2 TireeorJp=1

Im letzten Ausdruck ist aber fiir jedes & € {2,...,n} die innere Summe die Determinante einer Ma-
trix, mit zwei gleichen Spalten, d.h. jeder dieser Summanden verschwindet, und damit ist gezeigt, dass

tatsichlich det A = 0 ist, falls die Spalten von A linear abhingig sind.

Es ergibt sich daraus tibrigens sofort, dass sich die Determinante nicht dndert, wenn man beliebige Vielfache
einer Spalte zu irgendeiner anderen Spalte oder beliebige Vielfache einer Zeile zu irgendeiner anderen Zei-
le addiert. Durch Manipulationen wie wir sie beim Gauflalgorithmus verwendet haben, dndert sich also die
Determinante der Matrix nicht. Wenn wir allerdings einfach eine Zeile oder Spalte mit einer reellen Zahl mul-
tiplizieren, multipliziert sich auch die Determinante mit dieser Zahl. Wir werden weiter unten noch sehen,
wie man dies ausnutzen kann, um Determinanten effizient zu berechnen. Offensichtlich andert sich aber das
Vorzeichen der Determinante, wenn man zwei Spalten (oder Zeilen) miteinander vertauscht. Schreiben wir

A

A=(v,,...,9,), gilt ndmlich (z.B. beim Vertauschen der ersten und der zweiten Spalte)

n

V01(22’21’23’ Tt ’zn) - Z €j1f2>~~~f3 vflzvlevf33 o vfn”
frvdn=1
n
_ (2.6.39)
- ) Z €f2f1-~-f3 vj1zvlevf33 o v/n”
Jiseorfp=1

=—vol(v,...,v,)= —detA.

Nun betrachten wir die Determinante der transponierten Matrix. Es gilt ja (AT) ik = Ay, und damit ist

n n
AT AT AT _
detdT= > 1611---;;1“ o @Dj= 2, 161'1---1'/41]'1""4"/'”' (2.6.40)
Jioeoln= Jioeoln=

Nun liefern gemif} der Definition des Levi-Civita-Symbols nur solche Terme einen von 0 verschiedenen Bei-
trag zur Determinante, fiir die (j;,..., j,,) eine Permutation (d.h. Anordnung in gednderter Reihenfolge) von
(1,2,...,n) ist, und es wird iiber alle moglichen dieser Anordnungen summiert. Man kann demnach im letz-
ten Ausdruck in genauso gut die Produkte auch bzgl. der hinteren Indizes ,sortieren® und iiber alle
Permutationen von (1,2,...,7) der vorderen Indizes summieren. Das ist aber gerade wieder die Determinante
der urspriinglichen Matrix. Wir erhalten also

det AT = det A. (2.6.41)
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Betrachten wir weiter die Determinante eines Produktes zweier R”*”-Matrizen. Der Definition der Deter-

minante gemif$ (2.6.33) gilt

det AB Z Z €t /1k1Bk11A]2szk2 Afnkann”' (2.6.42)
Jieeosln =1k

Wir kénnen nun offenbar die Summenzeichen vertauschen, weil man Summanden in Summen beliebig ver-
A
tauschen darf. Die Summation iiber die j; betrifft nur Matrixkomponenten der Matrix A. Wir konnen also
. . . . A .. . N 33
zugleich die Matrixelemente der Matrix B aus der Summe tiber die j; ausklammern. Das fithrt zu

n n
det(AB) = Z BkllB/eZZ .. 'Bknn Z 6j1-~-jnA b A]zkz ‘A ok, (2643)
k],...,/en:1 Tpreeorfpn=1

Betrachten wir nun die Summen iiber die j;, sehen wir, dass es sich um Determinanten von Matrizen handelt,

die aus den Spalten der Matrix A mit den Nummern ky, ks, ..., k, bestehen. Diese Determinanten verschwin-
den allesamt wenn zwei oder mehr k;’s gleich sind, d.h. es ergibt sich nur ein von 0 verschiedener Wert,
wenn unter den der j;-Summe entsprechenden Determinanten lediglich Vertauschungen der Spalten der ur-
spriinglichen Matrix vorgenommen wurden. Vertauscht man aber zwei Spalten in einer Matrix, dndert deren
Determinante nur das Vorzeichen. Insgesamt folgt aufgrund dieser Uberlegung

n

2 i ik Ak, Al = €rgy ik, detA. (2.6.44)
i =1

Setzen wir das in (2.6.43) ein, folgt

det(/iB detA Z é/e Ry ke B/ellB/eZZ v 'B/e,ln = (det/i)(det é) (2645)
ksl

Wir haben also den Satz bewiesen, dass die Determinantg Ades Prodklktes zyveier Matrizen das Produkt
der Determinanten der einzelnen Matrizen ist, d.h. det AB = (det A)(det B).

Fiir invertierbare Matrizen folgt daraus sofort, dass
det(AA™") = (detA)(det A~ ) = det1, = 1 (2.6.46)

und damit, dass die Determinante einer invertierbaren Matrix stets von O verschieden ist und dass

1
det A

det(A™1) = (2.6.47)

gilt.

Jetzt wollen wir eine rekursive Methode zur Berechnung der Determinante herleiten, den sog. Entwicklungs-
satz, und zwar betrachten wir die Entwicklung nach der ersten Spalte. Dazu miissen wir in der Definition
der Determinante nur die Summation iiber j, ,abseparieren®:

n n n
A
detA= > € ;AiApy oA =3 A0 D0 € Ajpdis AL (2.6.48)
Jiresln=1 h=1 JoresJn=1
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Betrachten wir nun die innere Summe iiber j,,...,7,. Dies ist bis auf das Vorzeichen die Determinante der
Matrix, die aus der urspriinglichen Matrix entsteht, wenn man die j;-te Zeile und die erste Spalte streicht.
Um das Vorzeichen zu erhalten, betrachten wir die Summanden mit j; = 1 und j; = 2. Fiir j; = 1 kommt in
der inneren Summe €;, ; zu stehen. Wenn eines der jj, (k € {2,...,n}) den Wert 1 annimmt, verschwindet
das Levi-Civita-Symbol, und der Summand trigt nichts zur Summe bei, was dem Strelchen der j; = 1-sten

Zeile entspricht. Andernfalls erhilt man offenbar einfach die Determinante der Matrix A, also derjenigen

1
R(—DX(1=1) Matrix, die aus der Matrix A durch Streichen der ersten Zeile und der ersten Spalte entsteht. Fiir
J2 = 2 steht in der inneren Summe das Levi-Civita-Symbol ¢,; ; .. Fiir j, =1, j; =3, ..., j, = n, erhilt

man den Faktor €,,5 ,, =—1. Man macht sich klar, dass wegen 62 j die innere Summe gerade

redn o2
—det A}, entspricht. Dabei ist A}, die (7 — 1) x (» — 1)-Matrix, die aus A durch Streichen der zweiten Zeile
= +¢€

und der ersten Spalte entsteht. Fiir j; = 3 ergibt sich wegen ¢5; hingegen wieder —|—det1‘i’31

ey Jija3 i

usw. Insgesamt folgt also
n
detA = Z(—l)h“A jidetA] . (2.6.49)
=1

Die Berechnung der Determinante einer R”*”-Matrix ist damit auf die Berechnung von Determinanten von
RO=Dx(=1) Matrizen zuriickgefiihrt.
Man tiberlegt sich auf dieselbe Weise wie eben, dass man auch nach einer beliebigen anderen Spalte entwickeln
kann. Die sorgfiltige Analyse der Vorzeichen liefert fiir die Entwicklung nach der i-ten Spalte

n
detA=>(—1)*A,; det A7, (2.6.50)

Dabei ist 2 € {1,2,...,n} beliebig aber wihrend der Rechnung fest gewihlt.
Wegen (2.6.41) folgt, dass man genauso gut nach einer beliebigen Zeile entwickeln kann, denn der Entwick-

lung der Determinante det(AT) nach der i-ten Spalte entspricht einer Entwicklung von det A = det(fiT) nach
der i-ten Zeile:

detA = Z(—l)f“Al-j det A} . (2.6.51)

Eine wichtige Folgerung daraus ist, dass in dem Fall, dass det A # 0 die Inverse B = A™! der Matrix A existiert,
und deren Komponenten durch die Unterdeterminanten wie folgt bestimmt sind:

I\_l (_1)]+/€ A
et

wobei auf die Rezhenfolge der Indizes der Unterdeterminante zu achten ist: Auf der rechten Seite der Gleichung
stehen die Indizes in der umgekehrten Reihenfolge wie auf der linken Seite!

Um diese Behauptung zu beweisen, rechnen wir dies einfach nach. Zunichst ist

ZAUB]k Z( 1Y **A;; det Al . (2.6.53)

Ist nun z = k, so ergibt sich wegen (2.6.51) auf der rechten Seite 1. Falls i # & ist, berechnet man die Deter-
. . . A . . . . . . .
minante der Matrix, die aus A entsteht, wenn man die k-te Zeile durch die i-te Zeile ersetzt. In dieser Matrix
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sind aber zwei Zeilen gleich, und die Determinante verschwindet daher. Damit folgt
(AB),, =8, = AB=1,, (2.6.54)
und das war zu zeigen.

Auch die Losung des linearen Gleichungssystems fig = y im Fall, dass A invertierbar ist, d.h. eine und nur

eine Losung existiert, kann man nun mit Determinanten geschlossen angeben, denn es ist dann offenbar
x=A"ly. (2.6.55)

Schreiben wir dies in Komponenten aus und verwenden (2.6.52), ergibt sich

n A 1 n " A
xj = ;(A ke = — /{{2;(—1)f+ det Ay . (2.6.56)

A
Die Summe ist aber gerade die Determinante derjenigen Matrix, die aus der Koeffizientenmatrix A entsteht,
wenn man die j-te Spalte durch den Spaltenvektor y ersetzt. Schreiben wir die Spaltenvektoren dieser Matrix

als

a=|"7 | (2.6.57)

so gilt also die Cramersche Regel

VO(@yy s (s Vs@iqsneerdd,)
e————— (2.6.58)
detA

wobei wir uns der Schreibweise bedient haben. Es ist natiirlich klar, dass es in der Praxis wesentlich
okonomischer ist, nicht die (7 + 1) Determinanten zu berechnen, die man bendtigt, um gemaf3 ein
lineares Gleichungssystem zu l6sen sondern stattdessen das oben beschriebene GaufSsche Eliminationsverfah-
ren anzuwenden.

Schliefflich wollen wir noch das Volumen eines 7-dimensionalen Parallelepipeds bzgl. beliebiger nicht not-
wendig kartesischer Koordinaten herleiten. Seien dazu x,,...,x, die 7 Spaltenvektoren aus kartesischen Koor-
dinaten der Vektoren X4, ..., x,, die das Parallelepiped aufspannen. Dann ist definitionsgemaf} dessen Volumen

V =vol(x,...,x,). (2.6.59)

A A = .
Nun seien wieder die Transformationsmatrizen 7 und U zwischen der kartesischen Basis ¢; und der belie-

bigen anderen Basis Z]/ wie in (2.3.4). Dann gilt gemaf} (2.3.5 x; = [jgg Seien nun die X = (Xp5eer%,,)

und X' = (x},...,x}) die aus den Spaltenvektoren gebildeten Matrizen, so gilt X =UX"und folglich wegen
(2.6.45)

V =detX = det(UX) = (det U)(det X). (2.6.60)

Wegen gilt nun
det g = det(UTU) = (det UT)(det U) = (det U2, 2.6.61)

Dabei haben wir (2.6.41) benutzt. Es gilt also
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V = sign(det [A]) det ?l det X' = sign(det Z})V det Elvol(fl, X, (2.6.62)

Das Vorzeichen der Determinante der Transformationsmatrix bestimmt also, ob die Volumenform bzgl. der
neuen Vektorkomponenten das gleiche Vorzeichen besitzt wie das bzgl. der urspriinglichen kartesischen Ba-

sis. Man nennt daher Basiswechsel, fiir die det U = 1 / det T>0ist orientierungserhaltende Basistransfor-
mationen. Falls det U < 0 ist, brauchen wir nur irgendwelche zwei Basisvektoren der Basis b; miteinander
zu vertauschen, um eine zur kartesischen Basis gleichorientierte Basis zu erhalten. Im Folgenden nehmen wir
stets an, dass alle Basen stets gleichartig zueinander rechtshindig orientiert sind.

Betrachten wir nun den fiir uns wichtigsten Spezialfall, dass die neue Basis 13}’ = E]’. gleichfalls eine kartesische
Basis ist. Dann ist gemaf Abschnitt 2.3|die Matrix des Basiswechsels eine orthogonale Matrix, d.h. es gilt

Ut =01 (2.6.63)

«—/ . . .
und damit g = 1,. Dann folgt aus (2.6.62), dass die Volmumenformen bzgl. der beiden Basen wie zu erwar-
ten {ibereinstimmen. Auferdem ist fiir orthogonale Matrizen

(det U2 =det(UUT)=det1, =1 = det U =det T = +1. (2.6.64)

Fiir orientierungserhaltende orthogonale Matrizen ist also det 7' = +1.

2.6.4 Transformationsverhalten des Kreuzprodukts

Wir untersuchen nun, wie sich die Komponenten des Kreuzprodukts zweier Vektoren im dreidimensionalen
Raum unter orthogonalen Transformationen verhalten. Von der Anschauung her erwarten wir, dass sich
die Komponenten des Kreuzprodukts wie ein Vektor transformieren. Wir werden gleich sehen, dass dies mit
einer kleinen Einschrinkung tatsichlich zutrifft.

Gemif} gilt fiir die Komponenten des Vektorprodukts X = ¥ x @ bzgl. einer beliebigen rechtshindigen,
kartesischen Basis

3
Xj = Z Gj/elvkwl' (2665)
k=1

Fiir die Komponenten bzgl. einer anderen kartesischen Basis

3
&, => U5, (2.6.66)
b=1
gilt
5:ZW;E;:ZEbUba ;:Z’Ubgb = ’Ub :ZUbﬂ’U; (2667)
a a,b b a

bzw. in Matrix-Vektorschreibweise fiir die Spaltenvektoren aus den jeweiligen Komponenten bzgl. der Basen

v= UAg/ und w= lA/g/. (2.6.68)
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Daraus folgt

Mw

]kz(Uv Uw'),
k=1

Mw

€in1 U, Uppv,w,
ab/el |

—_ / /
= Z €10 e Upa Upp v, ),
a,b,c,k,l=1
3
/ /
> emUaU U Uy viw,
a,b,c,d,k,[=1
3 A
Z €4, det UU]-dfv;wZ
a,b,c,d k,l=1

_detUZ (@ "x '),

(2.6.69)

—~
*
=

Dabei haben wir im Schritt (*) die Orthogonalitit der Matrix U, d.h. UUT = 1, also > UuUy =34,
verwendet.

In Matrix-Vektor-Produktschreibeweise bedeutet nun aber (2.6.69)

g:detﬁﬁfﬁg g:([} ") x (AQ/):det[}[}(E/XE/). (2.6.70)

Da U eine orthogonale Matrix ist, ist det U = %1, denn aus UUT=1 folgt

det([}ﬁT) det Udet UT = (det U)2 detl=1=> det U = +1. (2.6.71)

Dann besagt (2.6.70), dass sich fiir orthogonale Basistransformationen die Komponenten des Vektorpro-
dukts wie ein Vektor transformieren, wenn die Basistransformation orientierungserhaltend ist und andern-
falls ein zusitzliches Vorzeichen auftritt. Man nennt solche Groflen daher genauer auch Pseudovektoren
oder axiale Vektoren. Im letzteren Zusammenhang bezeichnet man dann die gewohnlichen Vektoren auch
als polare Vektoren.

Diese Benennung ergibt Sinn, wenn man als Spezialfall die orthogonale

Transformation betrachtet, die durch U = —1 gegeben ist. Dies bedeu-
tet, dass die neue Orthonormalbasis (¢ ) aus der alten (¢;) hervorgeht,
indem man sich die Vektoren in einem gemeinsamen Anfangspunkt
befestigt denkt (dem Ursprung des kartesischen Koordinatensystems)
und an diesem Punkt spiegelt. Es ist klar, dass dann aus einem rechts-
hiandigen ein linkshindiges Orthonormalbasissystem wird. Die Kom-
ponenten irgendwelcher polaren Vektoren ¥ und @ mit Anfangspunkt
im Ursprung werden durch diese Spiegelung einfach mit (—1) multi-
pliziert d.h. 9/ = —v und @’ = —w, aber ihr Vektorprodukt wird zu

'x @' =(—v) x (—w) = +v x w. Dies folgt auch anschaulich aus der
Rechte-Hand-Regel (s. die nebenstehende Skizze). Wihrend also polare Vektoren unter Raumsplegelungen
thr Vorzeichen wechseln, ist dies fiir ihr Vektorprodukt nicht der Fall. Das Vektorprodukt zweier polarer
Vektoren hat also geometrisch zumindest hinsichtlich ihrer Richtung eher mit einem Drehsinn als mit einer
Parallelverschiebung zu tun.
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Es ist klar, dass man (2.6.70) auch in der Form
o’ xg/:(fg) X (fg):det ff(gxg) (2.6.72)

A A A
schreiben kann, denn natiirlich ist auch 7= U~' = U™ eine orthogonale Matrix.

2.7 Drehungen

Wir haben in Abschnitt 2.3 die orthogonalen Transformationen als diejenigen Basistransformationen ein-
gefiihrt, die eine beliebige Orthonormalbasis in beliebige andere Orthonormalbasen abbilden. Im vorigen

Abschnitt haben wir die Transformationen, fiir deren Transformationsmatrix det 7" = det U = +1 gilt, als
orientierungserhaltend erkannt. Anschaulich ist klar, dass dies geometrisch einer Drehung des Koordinaten-
systems in der Ebene oder im Raum entspricht. In diesem Abschnitt betrachten wir die Drehungen etwas
genauer.

2.7.1 Drehungen in der Ebene

Agz In der nebenstehenden Zeichnung geht die Ortho-
normalbasis (kartesische Basis) (¢],é,) durch eine

__ Tsna Drehung um den Drehwinkel o aus der kartesischen
¢ Basis (é;,¢,) hervor. Beide Basen sind positiv orien-
tiert, d.h. dreht man €, entgegen dem Uhrzeigersinn
(willkiirlich als positive Drehrichtung in der Ebe-
s ne definiert) um 7t/2 erhilt man den Vektor ¢, und
7 entsprechend fiir die Basisvektoren €] und €. Nun

gilt

cosa

\

2
%::EjUﬂ%- 2.7.1)
j=1

Aus der Skizze lesen wir sofort ab, dass

-/ - . -
e; =cosae; +sinae,,

o . . (2.7.2)
e, =—sinae; +cosae,
ist. Die Transformationsmatrix ist also
Ao cosqy —sina
U=D(a) :< ) > (2.7.3)
sina  cosa

Es ist nun leicht nachzupriifen, dass dies in der Tat eine orthogonale Transformation in der Ebene ist, denn

es gilt
A A cosq —sina cosa sina
vuT=(" .
sing cosa /\—sina cosa

o , . 2.7.4)
_< cos“ a +sin“ o COS(ZSIH(Z-SIHCZCOSCZ)_IL
=1,,

—cosasina +sina cosa sin @ + cos? a

denn fiir alle @ gilt bekanntlich cos® @ 4 sin? @ = 1. Damit ist UT = U~' und folglich die Transformations-
matrix eine Orthogonalmatrix. Sie ist offensichtlich auch orientierungserhaltend, denn die Entwicklung der
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Determinante nach der ersten Spalte ergibt
det U = +cos’a — (—sin® ) = cos? @ +sin’ @ = +1. (2.7.5)

Als nichstes betrachten wir die Hintereinanderausfithrung zweier Drehungen. Es moge also zuerst die Basis

(¢},€) durch Drehung um den Winkel  aus der Basis (¢,, ¢,) und dann (¢, ¢)) durch Drehung um den Winkel

3 aus der Basis (¢{,¢,) hervorgehen. Mit Hilfe der entsprechenden Drehmatrizen geschrieben ergibt sich

_V/ ZDkl €/€ = Z D/el (276)

k=1

Die Transformationsmatrix, die direkt die Transformation von den (¢;) nach den (¢]') angibt, ist also durch
Uy _ZD @)Dy;(B) = U =D(2)D(f3) 2.7.7)

gegeben. Anschaulich ist klar, dass U= b(a—i— ) sein sollte (vgl. die nebenstehende Skizze). Das konnen wir
nun auch einfach nachrechnen:

Ao Ao [cosa —sina)[cosS —sinf
D(@)D(B) = <sina cosa ><sin,5 cos 8 >
_<cosacos,3—sinasinﬁ —cosasinﬂ—sinacosﬁ> 2.7.8)

sinacos B +cosasin 3 —sinasin 5+ cosacos 3

:<cos(a+,8) —sin a+,3> D+ B).

sin(e+ 3)  cos(a+ f3)

Dabei haben wir die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen
cos(a+ B) =cosacos B—sinasin 3, sin(a+ B)=sinacos [+ cosasin 3 (2.7.9)

verwendet.

Aus (2.7.8) wird auch sofort klar, dass Drehungen in der Ebene kommutieren, d.h. es gilt

D(B)D(a)=D(a)D(p). (2.7.10)
Aus folgt auch, dass
D(—a)D(a)=D(0) =1, 2.7.11)

ist. Es ist daher sinnvoll, negative Drehwinkel als Drehungen im Uhrzeigersinn (mathematisch negativer
Drehsinn) zu betrachten. Andererseits ist klar, dass solche Drehungen auch als Drehungen im positiven Sinne
um den Komplementirwinkel 27t —|a| angesehen werden kénnen. Alle Drehungen in der Ebene werden also

durch die Matrizen lA)(a) mit a € [0,27) erfasst.
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X, Wir betrachten nun noch Drehungen in einem etwas anderen
A Sinn, und zwar als lineare Abbildung von Vektoren. Lineare
Abbildungen wollen wir mit einem aufrechten fett gedruckten
7= D(a)F Symbol bezeichnen. Dann soll die Drehung D(a) um den (po-
. sitiven) Drehwinkel a einer Drehung entgegen dem Uhrzeiger-
e cosg/ R sinn um diesen Winkel bedeuten. Setzen wir also
byl SR
1x, sina
. X y = D(a)%, (2.7.12)
x,cosa | s 1X;
—;cz-si-n o X, . P o folgt aus der nebenstehenden Skizze, dass fiir die Komponen-
ten in einem positiv orientierten kartesischen Koordinatensy-
stem
y=D(a)x (2.7.13)
gilt.

Manchmal bezeichnet man die Drehungen, die auftreten, wenn man die Transformation von Vektorkom-
ponenten bei Drehungen einer kartesischen Basis in eine andere betrachtet als passive Drehungen, denn in
dem Fall bleiben die Vektoren o fest, und nur die Komponenten dndern sich, weil man diesen Vektor durch
Komponenten bzgl. verschiedener Basen betrachtet. Es geschieht also bei dieser Auffassung von Drehungen
nichts mit dem Vektor als geometrischem Objekt sondern nur etwas hinsichtlich der Darstellung als R?-
Spaltenvektor aufgrund der Anderung der Basis.

Dazu bemerken wir, dass diese beiden Arten von Transformationen aus Sicht der Physik durchaus unter-
schiedliche Bedeutung besitzen: Wie nimlich im Lauf der Theorie-Vorlesungen noch klar werden wird, spie-
len die Symmetrien der Naturgesetze eine grofle Rolle in der Physik. Dies wird bereits an dieser Stelle
deutlich: Allein dadurch, dass wir den physikalischen Raum als euklidischen affinen Raum modellieren, im-
plizieren wir, dass dieser Raum bestimmte Symmetrien besitzt. So ldsst sich, rein mathematisch betrachtet,
kein Ort vor irgendeinem anderen Ort auszeichnen. Wir kénnen geometrische Figuren beliebig parallel zu-
einander verschieben, ohne dass sich deren wesentliche Eigenschaften, wie z.B. die Lingen und Winkel eines
Dreiecks, irgendwie verindern. Diese Symmetrie unter Verschiebungen oder Translationen bezeichnet man
als Homogenitit des Raumes. Daran ist bemerkenswert, dass zunichst einmal eine solche Transformation
aufgrund der mathematischen Struktur tiberhaupt definiert ist und zum Anderen auch bestimmte Eigenschaf-
ten von mathematischen Objekten bei einer solchen Transformation ungeidndert bleiben. Genauso verindern
sich Eigenschaften wie Lingen und Winkel auch nicht bei Drehungen. Diese Symmetrie bezeichnen wir als
Isotropie des Raumes. Betrachten wir nun tiber diese rein mathematischen Gegebenheiten hinausgehend
auch physikalische Gesetzmifligkeiten, wie z.B. in der Newtonschen Mechanik: Soll nun die Beschreibung
des physikalischen Raumes als Euklidischer atfiner Raum vollstindig und streng giiltig sein, sollten auch die
Naturgesetze, z.B. die Gleichungen, die die Bewegung von Teilchen beschreiben, unabhingig davon sein,
wo man eine solche Bewegung beobachtet und wie man die Versuchsanordnung relativ zu irgendeinem will-
kiirlich gewihlten Bezugssystem orientiert. Anders betrachtet bedeutet dies, dass es unmoglich ist, aufgrund
des Verhaltens irgendwelcher physikalischer Objekte irgendeinen Ort oder irgendeine Orientierung auszu-
zeichnen. Dies ist die aktive Auffassung von Symmetrien. Andererseits ist es von vornherein klar, dass die
Wahl einer Orthonormalbasis und eines Koordinatenursprungs im Raum und die Zuordnung von Koor-
dinaten zu physikalischen Vektoren nichts an den Aussagen der Naturgesetze dndern darf, damit diese Be-
schreibung tiberhaupt sinnvoll als Beschreibung eines Naturvorgangs gelten kann. Die Naturgesetze bleiben
demnach auch ungedndert, wenn man ein neues Koordinatensystem einfiihrt, das sich lediglich durch eine
Verschiebung und/oder eine Drehung der Orthonormalbasis unterscheidet. Dies ist die passive Auffassung
von Symmetrieprinzipien.
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2.7.2 Drehungen im Raum

Wir betrachten nun Drehungen im Raum. Anschaulich ist klar, dass wir jede Drehung im Raum durch
eine Drehachse, die wir durch einen Einheitsvektor 7 festlegen, und einen Drehwinkel ¢ € [0, 7]
im Raum eindeutig beschreiben kénnen. Die Drehung ist dabei wieder durch die Rechte-Hand-Regel
festgelegt: Streckt man den Daumen in Richtung von 7, zeigen die gekriimmten Finger in die Richtung
der Drehung. Hat man die Richtung so gewihlt, dass man einen Drehwinkel > 7o bendtigen wiirde,
kann man offenbar einfach statt 7z die Drehachse umorientieren, also stattdessen —7 als Drehachse
wihlen, und beschreibt dann die gleiche Drehung mit einem Drehwinkel < 7. Die entsprechende
lineare Abbildung bezeichnen wir mit D (o).

Um die entsprechende (offenbar lineare) Abbildung zu finden, konstruieren wir uns ein rechtshindiges kar-

tesisches Koordinatensystem, das an diese Situation angepasst ist. Dazu nehmen wir an, dass ¥ X 7 ;é 0 ist,
d.h. der Vektor soll nicht parallel oder antiparallel zur Drehachse gerichtet sein.

¢, Dann konnen wir die folgenden rechtshindigen kartesischen Basisvekto-
ren definieren: Es sei &; = 7, d.h. in diesem Basissystem beschreibt sich die
Drehung als Drehung um die 3-Achse. Die beiden anderen Basisvektoren
wihlen wir als

- - - nxXov

' 3=, 2= 1= -

: |7 x 7|
: b o o s o 2.7.14
53:770 £ . ¢ e o w o (rxv)xn) v—n(n-v) ( )

|7 x 7| |7 x 7|
Offenbar ist (nachrechnen!)

U, =(nx0)xn=v—n(n-v), |v,|=|7xn| (2.7.15)

die Projektion des Vektors ¥ auf die (12)-Ebene, die senkrecht zur Drehachse é; = 7 ist. Mit der Projektion
auf die Richtung der Drehachse 7 = 7(7 - 7) folgt

Aus der nebenstehenden Skizze lesen wir ab, dass

@ =D;(9)0 = D(p)[9+ 7, ]=7(7-9)+|0,|(¢ cosp +¢,5in ), (2.7.16)
=7 @l

und mit den Definitionen der drei Basisvektoren (2.7.14) folgt schliefflich

D;(p)0=n(n-0)+ (7 X 0)sing + (7 X V) X 7.cos @ 27.17)

n
n

(7-D)(1—cos@)+ Dcosp + (7 X T)sin .

Diese Formel gilt freilich auch fiir den Fall, dass o = 7(7 - 9) ist, also falls ¥ = 7j; und damit 9, = 0 und

v X 7 = 0 ist, denn dann ergibt die Formel, dass sich der Vektor bei der ,Drehung um sich selbst nicht
indert, wie es sein muss.

2.7.3 Euler-Winkel

Wir betrachten nun noch eine andere Parametrisierung von Drehungen, die allerdings erst fiir die Behandlung
des Kreisels relevant sein wird. Dort bendtigt man sie fiir die Umrechnung zwischen Vektorkomponenten
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bzgl. einer rechtshindigen Orthonormalbasis (¢;), die im Bezugssystem eines raumfesten Beobachters ruht

und einer rechtshindigen Orthonormalbasis (€, ), die fest in dem betrachteten starren Kérper verankert ist,
wobei nur Drehungen um einen festgehaltenen Punkt, den wir als den Koordinatenursprung wahlen, betrach-
tet werden. Zu irgendeinem festen Zeitpunkt ist offenbar die rechtshindige Orthonormalbasis (¢} ) gegenuber

der rechtshindigen Orthonormalbasis (¢;) verdreht, und wir wollen die entsprechende Drehmatrix D finden,
so dass

3
& => Dyué (2.7.18)

ist. Dazu fiihren wir zunichst die Drehmatrizen fiir die Drehung um die drei Koordinatenachsen eines rechts-
hindigen kartesischen Koordinatensystems ein:

. 1 0 0

Di(p)={0 cosp —sing |,
0 sing cosg

R cosp 0 sing

D)= o 1 o |, 2.7.19)
—sing 0 cosg

cosp —sing 0O
Ds(p)={sing cosp 0O
0 0 1

%, Betrachten wir nun die geometrischen Verhiltnisse der beiden
. rechtshindigen Orthonormalsysteme (¢;) und (¢; ) anhand der
9 nebenstehenden Skizze: Die Schnittlinie der 12- mit der 1’2’
Ebene definiert die sogenannte Knotenlinie, die wir gestrichelt
griin eingezeichnet haben. Der in ihre Richtung weisende Ein-

\y

heitsvektor  ist nach der Rechte-Hand-Regel so orientiert, dass
bei der Drehung des Orthonormalsystems (¢;) um diese Achse

¢ die 3-Achse in die 3’-Achse gedreht wird, und zwar so, dass der
Drehwinkel ins Intervall ¢ € [0, ] fillt.

49 1 - . .
Das Orthonormalsystem (¢;) wird nun nacheinander durch
& A drei Drehungen in das Dreibein é’]/. verdreht, und zwar wie folgt:

Zunichst erfolgt eine Drehung um die 3-Achse um den Dreh-
winkel ¢ € [0,27), so dass die neue Einsachse ¢’ mit dem Kno-

tenlinienvektor E zusammenfillt:
3 A
"= 8 [Ds(¢ (2.7.20)
/e:

Sodann erfolgt eine Drehung um die Achse k= ¢/ um den Winkel ¢, die dafiir sorgt, dass die neue Dreiachse

eé’ " nunmehr mit der 3’-Achse zusammenfillt:

3 3
E;”_Z*” o Z &,[Ds(¢ 1(19)]],. 2.7.21)

SchliefSlich wird noch um die Achse & = €; um den Winkel ¢ gedreht, so dass schliefSlich auch die neuen

99



2. Lineare Algebra

Eins- und Zweiachsen jeweils auf ¢ und €, zu liegen kommen:

= > Al DD 072)
j,k,l:l

= > & [Dy(D)D(NDs(9) e = > 6 Dpr
k=1 k=1

3 3
X = Z € Xm = Z ¢.Dy,px,, = x=D(¢,,0)x/, (2.7.23)
m=1 k,m=1
wobei gemifd
D($,9,9)=Dy()Dy(9)Ds(p) (27.24)

ist.
Es ist sehr wichtig zu bemerken, dass die Hintereinanderausfithrung von Drebungen um verschiedene Achsen
nicht kommutativ ist, d.h. es ist

Dy(a)D,(B) # Dy(B)Ds(a). (2.7.25)

Wir schreiben schliefllich die in Euler-Winkeln (¢, ¥, ) parametrisierte Drehmatrix (2.7.24) noch explizit
auf. Man erhilt diese Form einfach durch direkte Matrizenmultiplikation:

cos¢cosp —sin¢gcos¥sing —cos¢sing—singcosGcose  singsind

D= sin Jcosp+cosgcostsing —singsing +cos¢coscosg —cos¢sind |. (2.7.26)
sinJ sing sind cos ¢ cos

2.8 Lineare Abbildungen

Wir betrachten eine allgemeine lineare AbbildungM : V — V, ¥ — M3, wobei V ein beliebiger (reeller) d-
dimensionaler Vektorraum ist. Die Linearitit bedeutet, dass fiir A;, 1, e Rund 9,,7, € V

gilt. Wegen der Linearitit ist die lineare Abbildung bereits vollstindig durch die Abbildung der Vektoren Z]-
einer beliebigen Basis gegeben. Wir konnen die lineare Abbildung also eindeutig durch eine (d x d)-Matrix

beschreiben: . .

wobei wieder gemif} der Einsteinschen Summenkonvention tiber den doppelt auftretenden Index & zu sum-
mieren ist. Wir bezeichnen die Matrix mit M = (). Die lineare Abbildung ist dann durch die entsprechende
Matrixmultiplikation der Vektorkomponenten bzgl. dieser Basis eindeutig bestimmt:

M3 =M(v;b;) =M, ;v;b; (2.8.3)
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d.h.
Moy =Muo. (2.8.4)

Wir untersuchen nun, wie sich die Matrix indert, wenn wir zu einer neuen Basis
—>/ . -
bi=Uyb, (2.8.5)

. . A . . . . .
iibergehen. Um die entsprechende Matrix M’ zu bestimmen, beachten wir, dass die Transformation zwischen
den Vektorkomponenten durch

V=1; j:v,/e /;:fvlngkb]- =>o0=Ud 0o =U""o (2.8.6)
gegeben ist. Demnach ist
_’u’:M’g/: lA]_1/1912: Ij_lﬁﬁgl, (2.8.7)
und das bedeutet
M =U"MU. (2.8.8)

2.9 Eigenwertprobleme

In diesem Abschnitt betrachten wir die sogenannten Eigenwertprobleme von Matrizen und betrachten dazu
ausnahmsweise einen Vektorraum mit komplexen Zahlen als Skalare (vgl. Kapitel[4), da dies die Diskussion

von Eigenwerten etwas vereinfacht. Dabei ist eine Matrix M € C?*¢ gegeben, und es werden Vektoren 7 € C?

und Zahlen A € C gesucht, fiir die

= 2.9.1)

gilt. Wir betrachten dabei zunichst komplexe Vektoren und Matrizen, weil dies die Losung des Problems
etwas vereinfacht. Die Vektoren # heiflen Eigenvektoren und die Zahlen A Eigenwerte. Wir werden am
Ende noch den wichtigen Spezialfall reeller symmetrischer Matrizen behandeln, wo man mit reellen Vektoren
auskommt.

Zunichst betrachten wir ein typisches physikalisches Problem, wo Eigenwerte und Eigenvektoren eine Rolle
spielen.
2.9.1 Beispiel: Durch Feder verbundene Massen

Wir betrachten zwei Massen 7, und m,, die reibungsfrei auf einer Stange gleiten kénnen und durch eine
masselose Feder verbunden sind. Es seien x; und x, die Koordinaten von Massenpunkt 1 und Massenpunkt 2
relativ zu einer Lage beider Massen, fiir die die Feder entspannt ist. Die Bewegungsgleichungen lauten dann
wegen des Hookschen Gesetzes

mX; =—D(x;—x;), my¥y=—D(x,—x;) (2.9.2)

oder mit w; = 4/D/m, und w, = 4/ D /m, und in Matrix-Vektorschreibweise ausgedriickt

X —w?  w? X
()= 20 093
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Setzen wir

. 2 2
i = <x1>, M= < “ “)12> (2.9.4)
X w; TW;

lautet das Differentialgleichungssystem (2.9.3)

A

i =Mi. (2.9.5)
Die Form der Differentialgleichung fiir den Vektor # legt den Exponentialansatz
u(t)=aexp(At) (2.9.6)
mit 42 = const nahe. Setzen wir dies in (2.9.5) ein, erhalten wir
i = Xdexp(At)=Maexp(At) = Md = A (2.9.7)

mit A = A2, Wir werden also auf ein Eigenwertproblem gefiihrt. Wir suchen also Zahlen A und dazugehorige
Eigenvektoren , die (2.9.7) erfiillen. Wir kénnen diese Gleichung offenbar zu

(M—A1)Z=0 (2.9.8)

umformen. Es ist klar, dass dieses lineare Gleichungssystem mit dem Nullvektor auf der rechten Seite immer
die triviale Lésung Z = 0 besitzt, wobei A eine beliebige Zahl sein kann. Diese triviale Lésung hilft uns aber
bei der Suche nach der allgemeinen Losung unseres Differentialgleichungssystems nicht weiter, d.h.
wir suchen nichttriviale Lésungen von mit 4 # 0.

Wir wissen nun, dass die Losung des linearen Gleichungssystems genau dann eindeutig ist, wenn
det(M — A1) # 0 ist. Dann besitzt das Gleichungssystem aber eben nur die triviale Lésung 2 = 0.

s a

Um eine nichttriviale Losung zu erhalten, miissen wir also fordern, dass
det(M —A1)=0 2.9.9)

A
ist. Dies bestimmt die moglichen Eigenwerte der Matrix M.

Ist nimlich 4i erfiillt, besitzt 4i immer mindestens eine nichttriviale Losung mit 4 # 0, d.h. zu jeden
Eigenwert existiert wenigstens ein Eigenvektor.

Setzen wir die in (2.9.4) gegebene Matrix in (2.9.9) ein, folgt

» —w?—A w? !
det(M Aﬂ)_det< o —w%—A) =(w]+wy))A+A"=0. (2.9.10)
Wir finden hier also zwei Eigenwerte
A =0, Ay=—(w?+w3)=—0" (2.9.11)

Weiter benotigen wir die dazugehorigen Eigenvektoren. Dazu 16sen wir (2.9.8) fiir die jeweiligen Eigenwerte.
Fiir A, =0 folgt (Nachrechnen!)

A - 1
Es ist klar, dass jeder Vektor 4] = ca; ebenfalls eine Losung ist. Wir bendtigen im Folgenden fiir jeden Eigen-
wert aber nur einen beliebigen von Null verschiedenen Eigenvektor. Fiir A, = —Q? ergibt sich
A w? w? 1
M—N1)ay=( 3 L)a,=0 i, = . 2.9.13
= (G i i) -
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2.9. Eigenwertprobleme

Wir haben also zwei Eigenwerte und die dazugehorigen Eigenvektoren gefunden. Wir bemerken auch, dass
die Eigenvektoren linear unabhingig sind. Wir kénnen also jeden Vektor @ € C? als eindeutige Linearkom-
bination aus @; und 4, darstellen. Das nutzen wir nun aus, um unser Differentialgleichungssystem (2.9.5) zu
16sen, indem wir die gesuchte Funktion #(t) als Linearkombination der beiden Eigenvektoren schreiben:

u(t) = uy(t)ay + ny(t)a,. (2.9.14)
Setzen wir diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein, folgt
() = iiy(£)d, + ity(£)dy = ()M, + n,(£)May = Ny (£)3, + () Moy (2.9.15)
Da 4, und 4, linear unabhingig voneinander sind, muss offenbar gelten
(1) =My (£)=0, diy(t) = Ayuy(t) = —Qu,(t). (2.9.16)

Wir haben also zwei einfache lineare Differentialgleichungen fiir f; und f, gefunden, und diese kénnen wir
sehr leicht 16sen. Die erste Gleichung miissen wir nur zweimal bzgl. ¢ integrieren, und die zweite Gleichung
ist die eines ungeddmpften harmonischen Oszillators mit Kreisfrequenz 2. Die allgemeinen Lsungen sind
also

u(t)=Ct+Cpy,  uy(t) = Cy cos(Qt)+ C,yysin(22). (2.9.17)

Dabei sind Cy;, Cy,, C,; und C,, integrationskonstanten, die ggf. aus den Anfangsbedingungen bestimmt
werden konnen. Durch mit den L3sungen fiir #,(¢) und #,(¢) haben wir damit die allgemeine
Lésung unseres mechanischen Problems gefunden. Eine Lésung mit #,(2) # 0 und #,(¢) = 0 entspricht dabei
offenbar der gleichformigen Bewegung beider Massen, d.h. es wirken keine Krifte auf die Massenpunkte, und
die Feder ist entspannt. Die Massenpunkte laufen also einfach mit der gleichen konstanten Geschwindigkeit
in einem Abstand, der der Linge der entpannten Feder entspricht, auf der Stange entlang. Der Losung mit
u,(t) =0 entspricht eine Schwingung der beiden Massenpunkte um den gemeinsamen Schwerpunkt mit der

Kreisfrequenz Q = 1/ w? + w3. Dies nennt man eine Eigenschwingung des Systems.

2.9.2 Allgemeine Eigenschaften von Eigenvektoren und Eigenwerten

Wir sehen also anhand dieses Beispiels, dass es sehr niitzlich sein kann, Eigenvektoren und Eigenwerte fiir

eine Matrix zu suchen. Insbesondere ist es bequem, wenn eine Matrix M € C4*¢ genau d voneinander linear
unabhingige Eigenvektoren #, besitzt, denn dann kann man diese Vektoren als Basis fiir den Vektorraum
verwenden, und die durch die Matrix definierte lineare Abbildung nimmt eine besonders einfache Form an.
Dann ist ndmlich fiir einen beliebigen Vektor

d d d
772 ‘U;Ijt)k = M‘EIZ‘U;M;Z/@ :Z)kvkﬁk. (2918)

Bzgl. der Basis #, von Eigenvektoren ist also

(M3, = A9, (2.9.19)

Die lineare Abbildung & — M% wird also bzgl. dieser Basis von Eigenvektoren durch eine Diagonal-
matrix dargestellt, d.h.

o A, 0 O 0
1
/ Nl 0 /12 0 0 / . /
V= |>Mv = v’ =diag(Ay,..., Ay (2.9.20)
o -
d 0 0 0 ... A4
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2. Lineare Algebra

Gibt es also eine Basis von Eigenvektoren der Matrix M, kénnen wir durch eine Basistransformation errei-
chen, dass die entsprechende lineare Abbildung bzgl. der neuen Basis durch eine Diagonalmatrix darstellbar
ist. Man sagt dann auch, die Matrix M sei diagonalisierbar. Es ist wichtig zu bemerken, dass Matrizen i.a.,
nicht diagonalisierbar sein miissen!

- A
Bezeichnen wir die urspriingliche Basis mit b; und definieren die entsprechende Transformationsmatrix 7

durch

.U
bi=> Ty, (2.9.21)
k=1
folgt
d d .
T=>vb=> #Tv; => v'=Tv. (2.9.22)
j=1 j k=1
Fiir die lineare Abbildung folgt
R d d
MT=D"bMyv,= D dyTyMjv, => i My ), (2.9.23)
7,l=1 7.k,I=1 k,m

Das liefert in Matrix-Vektorschreibweise ausgedriickt
TMv=M"7' (2.9.24)

Da T eine Matrix ist, die einen Basiswechsel definiert, ist sie invertierbar, und aus (2.9.22) folgt v = 7! v,
Setzen wir dies auf der linken Seite von (2.9.24) ein, folgt

A A

TMT ' =M. (2.9.25)
Da dies offenbar fiir beliebige v’ € C gilt, ist
M =TMT. (2.9.26)

A A
D.h. man kann die Matrix M mit einer invertierbaren Matrix 7 gemif$ (2.9.26) diagonaliseren, wenn es eine
- . ) .
Basis #;, von Eigenvektoren von M gibt.

Aus (2.9.21) folgt nun, dass
d -
iy = > (T b (2.9.27)
j:l

Da die Zj die iiblichen kanonischen Einheitsvektoren sind, d.h. der Spaltenvektor mit der j-Komponente 1

und alle anderen Komponenten 0 ist Zj . Zl =3, und damit

b= (T, (2.9.28)

d.h. die inverse Transformationsmatrix 7~ = (3, #,,...,4,): Die Spalten der Matrix 7! sind durch die
Spalteneigenvektoren #;, der Matrix M gegeben.

In unserem obigen mechanischen Beispiel ist also (Nachrechnen!)

A A 2
71 :<1 ! > = T= i<‘°§ ”12> (2.9.29)

27,2
1 —wj/ew; P \w] —w)
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2.9. Eigenwertprobleme

und in der Tat folgt daraus mit (2.9.4)

TMT ' = <g _?22> = diag(0,—?). (2.9.30)

Die Transformationsmatrix diagonalisiert also M, wie in gezeigt.

Ob eine Matrix diagonalisierbar ist, entscheidet sich also daran, ob es eine Basis von Eigenvektoren dieser
Matrix gibt. Wie bereits im obigen Beispiel argumentiert wurde, ergeben sich die Eigenwerte der Matrix
daraus, dass die Eigenwertgleichung

Mii = i < (M—A1)i=0 (2.9.31)
nur dann nichttriviale Lésungen # # 0 besitzen kann, wenn
P4 (A) = det(M — A1) =0 2.9.32)

ist. Die Determinante ist offensichtlich ein Polynom vom Grad d, und die Nullstellen dieses Polynoms sind
Eigenwerte der Matrix, und zu jedem Eigenwert gibt es dann wenigstens einen Eigenvektor. Das Polynom
heifit das charakteristische Polynom der Matrix . Ohne Beweis bemerken wir, dass es dem Hauptsatz der
Algebra zufolge fiir jedes Polynom wenigstens eine komplexe Nullstelle gibt. Durch Induktion kann man
daraus sofort folgern, dass jedes Polynom in Linearfaktoren zerfillt, also

PN =AA=A)A=Ay) - (A= Ay). (2.9.33)

Dabei kann es vorkommen, dass von den Nullstellen mehrere gleich sind. Z.B. hat das Polynom P(A) =
(A—1)" nur eine Nullstelle A; = 1. Man nennt dann r die Vielfachheit der Nullstelle bzw. A, ist eine Nullstelle
7-ten Grades.

Als nichstes zeigen wir, dass wenn 7y, i,, -+ , 172]- Eigenvektoren von M mit lauter verschiedenen Eigenwerten
Apyeess /1]- sind, diese Eigenvektoren untereinander linear unabhingig sind. Das beweisen wir durch vollstin-
dige Induktion nach der Anzahl der Eigenvektoren. Haben wir nur einen Eigenvektor #; zum Eigenwert A,
ist definitionsgemafd #; # 0 und damit linear unabhingig. Nehmen wir nun an, dass die Vektoren #y, ..., %,_,
linear unabhingig sind. Dann wollen wir zeigen, dass dann auch die Vektoren #,...,#, linear unabhingig
sind. Es sei also

> upiiy, =0. (2.9.34)
k=1
Wenden wir darauf die Matrix M an, folgt
k=1 k=1

Multiplizieren wir andererseits (2.9.34) mit A, und subtrahieren die entstehende Gleichung von(2.9.35), folgt

r—1
> (A — A, )iig, =0. (2.9.36)
k=1

Da nun voraussetzungsgemif} die Vektoren #,...,#,_, linear unabhingig sind, folgt u;(A, — A,) = 0 fiir
k € {1,2,...,r —1}. Da fiir diese k voraussetzungsgemifl A, — A, # 0 ist, folgt notwendig u;, = 0 fiir k €

{1,...,7 —1}. Damit demnach also (2.9.34) gelten kann, muss x, %, = 0 gelten. Da #; also Eigenvektor von

A —_ .
M definitionsgemif$ nicht der Nullvektor ist, muss auch u, = 0 sein. Damit sind also die #,,...,#, linear
unabhingig.
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2. Lineare Algebra

Daraus ergibt sich sofort, dass eine Matrix M, deren charakteristisches Polynom Py (A) genau d verschiedene
Nullstellen besitzt, diagonalisierbar ist, denn dann sind die dazugehorigen Eigenvektoren #y,...,#%, linear
unabhingig und damit eine Basis von C¢ und folglich die Matrix diagonalisierbar.

Ist eine Nullstelle A J des charakteristischen Polynoms eine r-fache Nullstelle, kann es sein, dass die Matrix
nicht diagonalisierbar ist. Es seien also Ay,..., A, die verschiedenen Nullstellen. Sei g(A;) der Grad der Null-
stelle A;.

Da jedes Polynom im komplexen Zahlenkorper in Linearfaktoren zerfillt, ist offenbar g(A,)+g(4;)+
---+g(A,) =d, und die Matrix ist demnach genau dann diagonalisierbar, wenn es zu jedem Eigenwert
A; genau g(A;) linear unabhingige Eigenvektoren gibt.

Das muss offenbar nicht notwendig der Fall sein. Betrachten wir als ein einfaches Beispiel die Matrix

(21 2x2
M= <o 2> €2, 2.9.37)
Das charakteristische Polynom ist
Py (A) =det(M — A1) = (2— )% (2.9.38)

Das Polynom besitzt also die doppelte Nullstelle A, = A, = 2. Der einzige Eigenwert der Matrix ist also 2.
Suchen wir nun die Eigenvektoren:

(M —21)i = <g é) =0 = u,=0, (2.9.39)

Es gibt also (bis auf einen Faktor) nur einen einzigen Eigenvektor # = (1,0), d.h. es gibt keine Basis aus

Eigenvektoren, und die Matrix (2.9.37) ist daher nichr diagonalisierbar.

2.9.3 Symmetrische reelle Matrizen und die Hauptachsentransformation

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass eine symmetrische reelle Matrix M € R4 mit M = M, stets
diagonalisierbar ist. Dabei sind alle Eigenwerte reell, und es gibt stets eine kartesische Basis (also eine Or-
thonormalbasis) von Eigenvektoren.

Dies impliziert, dass es fiir symmetrische reelle Matrizen eine orthogonale Matrix 7 gibt, so dass
M =TMT'=TMT" =diag(A;, A,,...,A;) ist. Man nennt diese Basistransformation dann Haupt-
achsentransformation.

Um dieses wichtige Resultat der linearen Algebra zu beweisen, fithren wir die Matrix als darstellende Matrix
einer symmetrischen Bilinearform ein. Dabei ist B : V X V — R, wobei V ein d-dimensionaler reeller
Vektorraum mit Skalarprodukt sein soll. Die Bilinearform ist linear in beiden Argumenten, d.h. es gilt fiir
beliebige A, A, € R und beliebige 7,7, 7,, @, @, @, € V

B3, + Ay, @) = A\ B(3,, @) + \,B(3,, @) (2.9.40)
B(3, A, @, + \y@,) = A\ B(%,%,) + AB(3,B,). (2.9.41)

Die Bilinearform heifdt weiter symmetrisch, wenn fiir beliebige U, w € V stets
B(3,@) = B(®,7) (2.9.42)
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2.9. Eigenwertprobleme

1st.

Seien nun ¢; mit j € {1,2...,d} ein Orthonormalsystem, d.h. es gelte ¢, - ¢, = &,;. Dann kann man die

Bilinearform als Abbildung R? x R? der entsprechenden Komponenten der Vektoren auffassen, denn es gilt

wegen der Bilinearitit
d d

B(3,@)= > B(v;¢;,w,6,) = D B(E,,¢,)v,wp. (2.9.43)
Jk=1 k=1

Fithren wir also die Matrix 7 = (My,) mittels

M, =B(¢;,¢;) (2.9.44)
ein, gilt
d
B(3,%)= > My v w,. (2.9.45)
7,k=1

Mit den Spaltenvektoren v = (v;) und w = (w;) kénnen wir dies als

B(3,%)=v"Mw=1-(Mw) (2.9.46)

schreiben. Wobei der Punkt - das ibliche Skalarprodukt im R bezeichnet, also v-w = o7

vy,

D=0+ 0,W+

Da B symmetrisch ist, gilt
Mjk:B(Ej’g/e):B(g/e,gj):Mk]’ =>M=M" (2.9.47)
und damit

B(3,%) =0 Mwo- (Mw)=o"M"w=(Uv)"w= M) v. (2.9.48)

. . . . . . A . . . .
Um die obige Behauptung tiber die Eigenvektoren und Eigenwerte von M zu beweisen, zeigen wir zunichst,
dass die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten notwendig orthogonal sind. Seien also #, und #, Ei-
genvektoren zu den voneinander verschiedenen Eigenwerten A; und A,. Dann folgt wegen (2.9.48) einerseits

B(uy,tiy) =uy - (Muy) = n - (Aythy) = Aoty - 1. (2.9.49)
Andererseits ist wegen (2.9.48)
B(ity,ty) = B(thy, ) =ty (Mu )= Ajsy- 0y = Aju, - u,. (2.9.50)

Ziehen wir nun diese Gleichung von ab, folgt

Da voraussetzungsgemify A, # A, ist, kdnnen wir durch (4, — A;) # 0 teilen, und es folgt #, - #, = 0, d.h.
u, und #, sind zueinander orthogonal. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass
o] = || = List.

Sind nun alle Nullstellen des charakteristischen Polynoms reell und voneinander verschieden, ist damit die
Behauptung schon gezeigt, denn offenbar gibt es dann genau d zueinander orthogonale normierte Eigenvek-
toren #, (k € {1,...,d}), und diese bilden ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren. Fiir die Basistransfor-
mation von den kanonischen Einheitsvektoren e ; zu diesem Orthonormalsystem von Eigenvektoren gilt

d
k=1
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2. Lineare Algebra

d.h. die Transformationsmatrix wird durch die Spaltenvektoren aus den Komponenten der Eigenvektoren
A
von M bzgl. der kanonischen Basisvektoren ¢ ;, gebildet.

. g . g . . . . A .
Da nun sowohl die ¢, als auch die #; kartesische Basissysteme sind, ist U demnach eine orthogonale Trans-

formationsmatrix, d.h. R,
UT'MU =UTMU =diag(},,...,A)) (2.9.53)

eine Diagonalmatrix.

Zu der Transformationsformel gelangt man wie folgt: Es gilt

B(v,@) = ZB(fvjEj,wkEk) = Zvjka(Ej,Zk) = ZMJ»k‘vjfwk v Mw
Ik ]k Ik

. (2.9.54)
S - T
= ZB(@}'-MJ», w, i) = Z’ujka(u]-, ny)= ZM]/.kv]/-w; ="M
Jk Ik I
Weiter ist fiir beliebige Vektoren X
Q:Zx;ﬁj: ﬁkUij; = gzﬁg’ & g’zl}_lgzl}Tg. (2.9.55)
j ],k

Damit folgt aus (2.9.54)
B(v,w)= Q/TM/@ = QTA;[UA; =27 UMU% = g/T([A]TA;I lA])zeA/ (2.9.56)

Da diese Gleichung fiir alle 7 und @ gilt, folgt (2.9.53).

Wir miissen nun noch zeigen, dass alle Eigenwerte reell sind und auch im Fall, dass nicht alle Eigenwerte
verschieden sind, ein vollstindiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren existiert. Dazu definieren wir die
quadratische Form

Q%) =B(%,7)=v-(Mo). (2.9.57)

Wir betrachten nun alle Vektoren v auf der Kugelschale K : v - v = 1. Dies ist offenbar eine kompakte Menge
im R?. Da weiter Q(%) eine stetige Funktion der Komponenten v, ist, muss es unter dieser Einschrinkung
einen Vektor #; mit |#,| = 1 geben, fiir den Q(7)|;cx maximal wird.

Offensichtlich ist nun die quadratische Form auch stetig nach allen Komponenten von ¢ differenzierbar. Um
das Maximum unter allen Vektoren mit 92 = 1 zu finden, filhren wir den entsprechen Lagrange-Parameter
A, ein und betrachten die Funktion

£(3,4)=Q(3)— A (7> —1). (2.9.58)

Es ist klar, dass fiir das Maximum dieser Funktion]

af

!
E =2> Mipuy—2Au; =0, (2.9.59)
I l5=3, k
3 - -2
zf(ul,/ll)zo = #;—1=0 (2.9.60)
1

gelten muss. Die Gl. (2.9.59) konnen wir nun in Matrix-Vektorschreibweise als die Eigenwertgleichung

Mu, = u (2.9.61)
21 121

?Das Symbol d f (3, 4,)/Jv; bezeichnet die partielle Ableiung nach v;. Dabei soll definitionsgemifl die Ableitung nach v; gebil-

det werden, wobei alle anderen v, (mit & # j) und A, als Konstanten betrachtet werden. Entsprechend ist bei der partiellen Ableitung
df(9,4,)/J A, beim Ableiten ¥ = const zu denken.
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lesen. Da nach der obigen Uberlegung unter der Nebenbedingung 4% = 1 die quadratische Form ein
Maximum besitzen muss, besitzt M demnach einen Eigenvektor # , € RY mit #? = 1 mit einem Eigenwert
A eR.

Nun kénnen wir eine Orthonormalbasis €, bilden, so dass €] = #, ist. Bzgl. dieser neuen Basis besitzt offenbar

. . . . A A Ao - .
die entsprechend transformierte symmetrische Matrix M’ wegen M’} = M'é] = A€] die Gestalt

A0 -0
0 M, - M 1 0
N 22 2d | _ (M
/ /
O My, =+ My,
Betrachten wir nun die quadratische Form
0 0 ,
0! 0! Y Y2
Quhs-nv)=| 2 |- Fl=[ i |-a4| |, (2.9.63)
° N / /
/ / Ya Ya
Ya Ya

konnen wir auf die quadratische Form in dem (d—1)-dimensionalen Untervektorraum die gleichen Argumen-

te bzgl. der Existenz eines Maximums unter der Einschriankung, dass (0, vé, 'vg, e, 7);) ein Einheitsvektor sein

soll, wie oben fiir die Matrix M anwenden, d.h. wir erhalten einen weiteren reellen Eigenwert A, und einen
zu u, =(1,...,0) orthogonalen Einheitseigenvektor #, zu diesem Eigenwert.

Dieses Verfahren kénnen wir nun weiterfiihren, bis wir insgesamt d reelle Eigenwerte A; und dazugehdrige
orthonormierte Eigenvektoren #, gefunden haben. Damit ist also die oben aufgestellte Bahauptung bewiesen:

Satz von der Hauptachsentransformation
Eine symmetrische Matrix M € R4 besitzt stets ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren # e
RY (j €{1,2,...,]}) zu reellen Eigenwerten A j € R. Demnach ist also jede symmetrische reelle Matrix
mittels einer orthogonalen Transformation diagonalisierbar, d.h. es gibt eine Transformationsmatrix
U € O(d) mit

M =UMU =diag(A,, ..., A). (2.9.64)

Gemif (2.9.52) ist dabei U = (#4...,4),d.h. die Spalten von U sind durch die orthonormalen Spal-
tenvektoren # ; bestimmt. Man nennt die entsprechende Tansformation auch eine Hauptachsentrans-

formation der symmetrischen Matrix M bzw. der symmetrischen Bilinearform (2.9.46).

Es ist klar, dass man die Hauptachsentransformation in konkreten Fillen nicht durch die Lésung der Extrem-
wertaufgabe fiir die quadratische Form findet sondern, wie im vorigen Abschnitt fiir allgemeine Matrizen
gezeigt, indem man die Eigenwerte als die Nullstellen des charakteristischen Polynoms von M findet und
dann fiir jeden Eigenwert die dazugehorigen Eigenvektoren berechnet. Unser obiger Beweis besagt dann, dass
wir stets reelle Eigenwerte haben und die Eigenvektoren als normierte zueinander orthogonale Eigenvektoren
gewihlt werden kénnen, d.h. zusammengenommen eine Orthonormalbasis des R? bilden.

Beispiel: Wir wollen das Eigenwertproblem fiir die Matrix

A

21 1
M=(1 21 (2.9.65)
112
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16sen. Da die Matrix offensichtlich symmetrisch ist, muss es nach den obigen allgemeinene Uberlegungen
eine orthogonale Transformation geben, die die Matrix diagonalisiert. Um das konkret zu sehen, berechnen
wir zunichst die (notwendig reellen!) Eigenwerte als die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

P (N)=det(M — A1) = —2 + 64> —91 + 4. (2.9.66)

Durch Probieren findet man, dass A; = 1 ein Eigenwert ist. Durch Polynomdivision durch den entsprechen-
den Linearfaktor (A— 1) und einige Umformungen finden wir (Nachrechnen!)

Py(A)=—(A—1(1—4). (2.9.67)

M

Das bedeutet, dass das Polynom eine doppelte Nullstelle A; = A, = 1 und eine einfache Nullstelle A; = 4
besitzt. Wir wissen, dass die Matrix mittels einer orthogonalen Transformation diagonalisierbar ist, d.h. zum
Eigenwert 1 miissen wir zwei zueinander orthogonale Einheitseigenvektoren finden. Dazu miissen wir das
homogene lineare Gleichungssystem

) AR AN
M—1)i=0=>M=(1 1 1){u|=0 (2.9.68)
111

Uy

16sen. Offenbar ergibt sich in der Tat fiir alle drei Komponenten dieselbe Gleichung

iy +u3;=0 = u3=—(u;+u,). (2.9.69)
Eine Losung ist also
1 1
wo=—1| 0. (2.9.70)

Dabei habe wir den Vektor auch gleich normiert. Als zweite Losung muss es einen dazu orthogonalen Vektor
geben, also

vy 1 vy
—(v1+22) —1) \—~(v;+vy)

Damit ist die (bis auf das Vorzeichen eindeutige) Losung fiir #,

—1
i,=—1| 2 |. (2.9.72)

Es ist dann klar, dass der verbliebene Eigenvektor zum Eigenwert A; = 4 orthogonal zu beiden Vektoren #,
und #, sein muss. Um ein rechtshindiges Orthonormalsystem aus Eigenvektoren zu erhalten, setzen wir daher

1
- 1
1

A - . . . . .
In der Tat zeigt man durch direkte Rechnung, dass M #; = 445 ist. Die Transformationsmatrix ist durch

1/v/2 —1/v6 1/4/3
U=(ii,ipii)= 0  2/v/6 1/V3 (2.9.74)
—1/4/2 —1/v/6 1/4/3
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gegeben. Man rechnet nach, dass damit in der Tat

1
M =U"MU =diag(1,1,4)= | 0 (2.9.75)
0

o - O
~ O O

ist, also mit der orthogonalen Transformationsmatrix (2.9.74) die Matrix M gemif$ (2.9.53) diagonalisiert

wird.

2.10 Vektoren und Tensoren

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die allgemeine Algebra von Vektoren und Tensoren besprechen. Da-
bei konnen wir einen euklischen Vektorraum beliebiger Dimension d betrachten, ohne dass dies gegeniiber
der Beschrinkung auf auf d = 2 oder d = 3 zu grofleren Schwierigkeiten fithrt. Wir verwenden in diesem
Abschnitt stets die Einsteinsche Summenkonvention und fiihren jetzt auch sog. kovariante und kontra-
variante Indizes ein, die wir durch tiefgestellte bzw. hochgestellte Schreibweise unterscheiden. Dieser Ricci-
Kalkiil (Gregorio Ricci-Curbastro, 1853-1925) erleichtert das Rechnen mit Komponenten der diversen alge-
braischen Objekte bzgl. verschiedener Basen und die Transformationen unter Basiswechseln erheblich.

Wir prizisieren also die bisherige Schreibweise von Vektoren, Basen und Vektorkomponenten wie folgt. Es

sel bj mit j € {1,2,...,d} eine beliebige Basis. Die Basisvektoren nummerieren wir also wie bisher mit einem

tiefgestellen Index durch. Sei weiter &, eine beliebige andere Basis. Dann schreiben wir die Transformation
zwischen den Basen in der Form

b =T*B,. (2.10.1)

Entsprechend dem allgemeinen Ricci-Kalkiil wird stets tiber doppelt auftretende Indizes summiert, wobei
immer einer dieser Indizes oben und der andere unten notiert sein muss. Man sagt, dass sich die Objekte mit
unteren Indizes kovariant transformieren, also eben wie die Basisvektoren.

Die entsprechende Umkehrtransformation ist durch die inverse Transformationsmatrix U/, gegeben:

by =U’,b;. (2.10.2)
Mit folgt
by=U",T' ;bj=T" U’ b} =8_b. (2.10.3)
Dabeti ist
1 falls k=1
Sh=¢8F= ’ 2.10.4
k ! {O falls k#! ( )

das Kronecker-Symbol (Leopold Kronecker, 1823-1891). Da die Basisvektoren linear unabhingig sind, ist die
Entwicklung beliebiger Vektoren nach den Basisvektoren eindeutig und daher gemif3 (2.10.3)

/ ] /
U, =8} (2.10.5)
Das bedeutet, dass die Matrizen 7 = (1! j)und U= (U7}) zueinander inverse Matrizen sind, d.h. es gilt

TU =1, (2.10.6)

wobei 1 =diag(1,..., 1) die Einheitsmatrix ist, die nur auf der Diagonalen 1 als Matrixelemente besitzt und
alle anderen Matrixelemente verschwinden.
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2. Lineare Algebra

Mit (2.10.1) und (2.10.2) folgt

by =T by =T" U by =U", T* b= 8]}, (2.10.7)

und damit o
U TH =8 > UT =1. (2.10.8)

Das bedeutet, dass dass 7U = 1 auch UT = 1 ist, obwohl i.a. das Matrixprodukt nicht kommutativ ist.
Es ist nun auch einfach, die Transformation der Vektorkomponenten zu bestimmen. Es gilt

G=20"*b =" U/ by =D, (2.10.9)

und wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung von Vektoren nach einer Basis folgt

v/ = U v, (2.10.10)
Ebenso gilt
5:fvfbj:'v7Tkjb/;:fv/kb; (2.10.11)
und damit '
o =T*0. (2.10.12)

Man sagt, dass sich die Vektorkomponenten kontravariant transformieren bzw. im Vergleich zur Transfor-
mationsvorschrift fiir die Basisvektoren (2.10.2) kontragredient zum Transformationsverhalten der Basisvek-
toren.

Als weitere algebraische Objekte fiihrt man nun die Linearformen oder Tensoren 1. Stufe ein. Ein solcher
Tensor L ist eine Abbildung L : V — R, 9 — L ¥ die linear auf den Vektoren operiert, d.h. es gilt fiir

beliebige 7,,7, € V und 4,4, €R

Wegen der Linearitit der Abbildung ist es klar, dass die Linearform bereits vollstindig durch die Komponen-
ten

bestimmt ist und sich diese Komponenten kovariant gemif}

-

Ly=Lb=L(Ub)=U Lb=UL, (2.10.15)
Lj=Lb=L(T"b)=T" Lb =11 (2.10.16)
tranformieren.
Weiter gilt R
Li=L(vb)=L =L;o". (2.10.17)

Die Gleichheit der beiden Ausdriicke folgt auch direktaus dem Transformationsverhalten der Vektor- bzw.

Tensorkomponenten (2.10.12) und (2.10.15):
Lyo* =U/ L T" o = LU TH o' = L8]0 = Lo, (2.10.18)

Die Linearformen L} bilden nun selbst auch einen d-dimensionalen Vektorraum, wenn man die Addition

und Multiplikation mit Skalaren durch
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2.10. Vektoren und Tensoren

definiert. Man nennt diesen d-dimensionalen Vektorraum den zu V dualen Vektorraum V*.
Entsprechend kann man zur Basis b; des Vektorraums die duale Basis ﬂ einfithren. Wir werden gleich se-

hen, dass die Stellung als oberer Index durch das entsprechende Transformationsverhalen unter Basiswechseln
gerechtfertigt ist. Wir definieren diese duale Basis durch die Wirkung auf die Basisvektoren

bb, =8 (2.10.20)
Dann ist fiir eine beliebige Linearform ‘
L=L.b, (2.10.21)
— ]—
denn es gilt
Libb,=L8=L,=Lb (2.10.22)

Da die Linearform durch ihre Wirkung auf die basis Z]» eindeutig bestimmt ist, gilt tatsiachlich (2.10.20).

Bestimmen wir nun die Transformation der dualen Basis. Es gilt

SE=b"b ="V b= U "D, (2.10.23)
DaT=U"is, folgt
b*b. =TF. (2.10.24)
— ] ]

und damit unter Verwendung von (2.10.14) und (2.10.20) fiir L = b *
- -

b_’k) =T*, b, (2.10.25)

d.h. die dualen Basisvektoren transformieren sich entsprechend der Indexstellung kontravariant.
Dieselben Betrachtungen lassen sich nun auch fiir Multilinearformen anwenden, d.h. Abbildungen T :

V" — R, die in allen 7 Argumenten linear operieren. Fiir eine gegebene Basis ist ein solcher Tensor n-ter
Stufe eindeutig durch die entsprechenden Tensorkomponenten

Ty, = L(bs b

] R

b ) (2.10.26)

eindeutig bestimmt.
Weiter kann man aus einem Tensor T n-ter Stufe und einem Tensor U m-ter Stufe das sog. Kronecker-

Produkt, einen Tensor (7 + m)-ter Stufe definieren:
T ®U(Tp sV Tyt os Vi) = L (Vg5 0) U (T s Uyp)- (2.10.27)
Man macht sich dann schnell klar, dass sich aus den Tensorkomponenten der Tensor durch
T=T ,b® b (2.10.28)

ergibt.
Ebenso transformieren sich die Tensorkomponenten entsprechend ihrer Indexstellung kovariant, d.h.

Tpg, =0 U T (2.10.29)

Weiter konnen wir auch Linearformen auf dem Dualraum V* betrachten, also lineare Abbildungen M : V* —
R. Diese bilden wieder einen d-dimensionalen Vektorraum V**. Wir konnen nun diesen Bidualraum auf
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2. Lineare Algebra

»kanonische Weise®, also ohne Riickgriff auf eine spezielle Basis, mit dem urspriinglichen Vektorraum V
selbst identifizieren. Der entsprechende Isomorphismus ist durch die Abbildung ¥: V — V**, 4 — M mit

M;L =173 (2.10.30)
Im Sinne dieser Identifikation von ¥ € V mit M; kénnen wir also auch einfach schreiben
L =M;L=1L73. (2.10.31)
= = =S

Weiter konnen wir damit den Tensorbegriff erweitern zu Tensoren vom Rang (p,¢), als Linearformen der

Art z : V*? x V1 — R. Die entsprechenden Komponenten sind durch

Thks

—> . . - -
— ] Jg.
gy = LG by by ) (2.10.32)

definiert, und diese transformieren sich entsprechend ihrer Indexstellung (kovariant fiir untere und kontrava-
riant fiir obere Indizes).

Man macht sich auch sofort klar, dass man aus einem Tensor vom Rang (p,q) durch Kontraktion einen
Tensor vom Rang (p — 1,9 — 1) machen kann, indem man die entsprechenden Komponenten durch

gl — itk (2.10.33)
Jariy Jiady

definiert. Man beachte, dass hierbei gemif3 der Einsteinschen Summenkonvention tiber j; zu summieren ist.
Die bis jetzt besprochenen algebraischen Manipulationen mit Tensoren erfordern offenbsichtlich nur einen
endlichdimensionalen Vektorraum. Fiir einen Euklidischen Vektorraum haben wir noch das Skalarprodukt
als zusitzliche algebraische Struktur. Wie oben bereits erdrtert, handelt es sich um einen Tensor g vom

N
Rang 2 (bzw. (0,2)), der zusitzlich symmetrisch ist, d.h. fiirden g (7,@)= g (@, ) gilt. Weiter soll er auch
— —

positiv definit sein, d.h. es gilt stets g (%,7)>0und aus g (3,7)= 0 folgt zwingend ¥ = 0. Wir schreiben,
— —
wie bisher g (7,%)=7 .
—
Mit Hilfe dieses ausgezeichneten Tensors 2. Stufe kénnen wir nun auch kanonisch (d.h. basisunabhingig)
Vektoren und Linearformen identifizieren. Der entsprechene Isomorphismus ist durch & — L 5 definiert,
tiir den
L;B=7. (2.10.34)

Im Sinne dieser Identifikation von Vektoren und Linearformen kénnen wir entsprechend Indizes von oben
nach unten ziehen:

‘Z)]:L{;b]:v'b

;= v* by - b, = gkj'vk = gjkvj. (2.10.35)

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, kann man die Matrix g~ = ( g;) diagonalisieren, d.h. es gibt
eine Basis ¢ von Eigenvektoren dieser Matrix, fiir die

Te;=Ae; (2.10.36)

gilt. Da die entsprechenden Vektoren ¢; # 0 sind, folgt aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts

> 2 Tée=> T

Demnach ist det g” = A, --- A; > 0, und damit ist g~ invertierbar, und wir bezeichnen die Matrixelemente
der entsprechenden inversen Matrix mit oberen Indizes:

(gF)=(")="7g"" (2.10.38)
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2.10. Vektoren und Tensoren

Wir konnen dann den obigen Isomorphismus durch

] k i k
= Ls=vbl=guv"b! = vi=gyv (2.10.39)
bzw. fiir die Umkehrabbildung
L=L bl =Ub=g*L,b = U=g"L, (2.10.40)

Man kann also obere (kontravariante) Indizes mit Hilfe der Matrixelemente gk nach unten ziehen, was kova-

riante Indizes ergibt bzw. umgekehrt untere (kovariante) Indizes mittels der Matrixelemente g/* nach oben
ziehen, wodurch sich kontraviante Indizes ergeben. Die entsprechenden Vektoren bzw. Dualvektoren sind
aufgrund der entsprechenden Transformationseigenschaften dieser Objekte unabhingig von der gewihlten
Basis, d.h. es ist z.B.

L=Lib=L>b (2.10.41)

wobei wir die entsprechenden Vektoren und Dualvektoren im Sinne des obigen Isomorphismusses einfach
identifizieren.
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Kapitel 3

Vektoranalysis

3.1 Kurven in der Ebene

Als erstes betrachten wir Kurven in der Ebene und im Raum, die wir durch beliebige Funktionen parametri-
sieren konnen. Diese Funktionen kénnen wir dann ggf. differenzieren und integrieren, so dass die Methoden
der Analysis fiir die Analyse von Kurven bzw. von Bahnkurven von Massenpunkten als Funktionen der Zeit
(Trajektorien) zur Verfiigung stehen. Wir gehen davon aus, dass die Begriffe der Ableitung und des Integrals
von Funktionen von der Schule her bekannt sind.

Wir betrachten als erstes Kurven in der Euklidischen Ebene R?. Nach Festlegung des Koordinatenursprungs
konnen sie als Funktion der Ortsvektoren der Punkte auf der Kurve x : R D (¢,,¢,) — R? dargestellt werden.
Im Folgenden nehmen wir an, diese Funktion sei im ganzen Intervall (¢, ¢,) stetig nach dem Parameter dif-
ferenzierbar, d.h. dass beide Vektorkomponenten in allen Punkten ¢ € (¢,,¢;) Ableitungen besitzen und die
Ableitungsfunktion dort stetig ist. Die Ableitung ist dabei durch den Grenzwert

im (3.1.1)
t

nen:

d%z(t):i(t):zgej(t)zj :Eij(t)Ej. (3.1.2)

Letzteres gilt, da die Basisvektoren (¢;) fest vorgegebene konstante Vektoren sind und folglich nicht von ¢
abhingen.

Jetzt wollen wir die lokalen Eigenschaften einer solchen Kurve durch geome-
trische vom Koordinatensystem unabhingige Groflen charakterisieren. An
einem Punkt ¢ sei nun

W+ a0 20 dx

— #£0. 3.1.3
\ dt ( )
RN + At —(r)

Wir nennen den dazugehdrigen Punkt x(z) auf der Kurve einen reguliren

Punkt.

Offensichtlich besitzt der Vektor dx /dt in jedem reguliren Punkt der
Kurve die geometrische Bedeutung eines Tangentenvektors.
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3. Vekroranalysis

Dies zeigt die nebenstehende Skizze: Fiir endliche At ist der Zihler in (3.1.1) offenbar der Verbindungsvek-
tofl|zwischen den Punkten %(¢ +At) und ¥(¢). Lassen wir At kleiner werden, nihert sich die entsprechende
Sekante immer mehr der Tangente an die Kurve im Punkt x(z), vorausgesetzt die Kurve ist differenzierbar.

Wir definieren nun durch

dt dt

die Tangenteneinheitsvektoren an die Kurve, die an jedem regulidren Punkt wohldefiniert sind.

-

(3.1.4)

\.

Leiten wir die Identitit 72 = 1 nach dem Parameter ab, erhalten wir
. dT
T =0

=0 (3.1.5)

Dies bedeutet, dass entweder d7°/d¢ ein auf dem Tangentenvektor senkrechter Vektor oder der Nullvektor
ist. Wir betrachten nun den ersteren Fall weiter.

7

Wir kénnen dann in diesem Punkt durch

dt

df
dt

—

(3.1.6)

einen zweiten zu 1 senkrechten Einheitsvektor definieren. Das Paar 7 und N bezeichnen wir als das
die Kurve begleitende Zweibein.

Bislang haben wir mit einem ganz allgemeinen Parameter ¢ zur Beschrei-
T(s+ds) bung der Kurve gearbeitet. Dieser Parameter besitzt im allgemeinen keine
besondere geometrische Bedeutung. Eine natiirlichere Parametrisierung ist
T(s) durch die Bogenlinge der Kurve, gemessen vom Anfangspunkt x(z,) ge-
. geben. Der Zuwachs der Bogenlinge, der sich ergibt, wenn wir um ein

A

infinitesimales Stiickchen weiterriicken, ist offensichtlich durch
dx
t

ds = |[==|dt (3.1.7)

gegeben. Denken wir uns also die Kurve durch die Bogenlinge s parame-

trisiert, vereinfacht sich (3.1.4) zu

- dx
T=—. 3.1.8
WV : ous
T(s) T(s+ds) Eine Gerade ist nun offenbar durch
? g: X(s)=Xy+ Ts mit T =const. und |f| =1, (3.1.9)

gegeben. Der Einheitstangentenvektor entlang einer Geraden dndert sich
Abbildung 3.1: Zur Konstruk- natiirlich nicht. Folglich charakterisiert die Grofle
tion des Kriimmungskreises an
eine vorgegebene Kurve (Abbil-
dung aus der Wikipedia).

X =

(3.1.10)

o7
ds

!reprisentiert durch die Komponenten bzgl. der kartesischen Basis
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3.1. Kurven in der Ebene

die Abweichung der Kurve von einer Geraden, also die Kriimmung der Kurve durch rein geometrische von
der Wahl der Parametrisierung der Kurve unabhingige Groflen. Die Kriimmung x ldsst sich nun noch geome-
trisch interpretieren. Wie wir oben gesehen haben, steht die infinitesimale Anderung des Tangentenvektors

dT =dsdT /ds senkrecht auf T Fiir den Winkel dg zwischen T+dTund T gilt also (s. Abb. )

—

sin(dp) ~dp =ds 7

S

=dsx. (3.1.11)

Die Bogenlinge ist also ds = d¢/x, d.h. p =1/x ist der Radius des sich an die Kurve im betrachteten
Punkt anschmiegenden Kreises, den man in diesem Zusammenhang als Kriimmungskreis bezeichnet.
Die Grofie p heifit Kriimmungsradius. Der Ortsvektor des Mittelpunktes des Kriimmungskreises an
die Kurve in dem betrachteten Punkt liegt demnach bei

K=%+pN. (3.1.12)

Die Menge der Kriimmungskreismittelpunkte bildet ihrerseits wieder eine Kurve, die sogenannte Evo-
lute der Ausgangskurve.

Wir geben noch die expliziten Ausdriicke fiir diese Grofien fiir eine beliebige Parametrisierung der Kurve,
ausgedriickt durch die Komponenten bzgl. eines kartesischen Koordinatensystems an. Zunichst ist

ds dx
= =4/x 3.1.13
dr ~ |de ( )
Weiter ist wegen (3.1.4) in dieser Schreibweise
. dEF X < ‘ >
T="=1= (3.1.14)
ds I%| /
Wir benétigen noch
d x x Xy %) 4 X%,%
| |— \/ Lt W 2. (3.1.15)
|x| VA4 %5
und .
d_T:_f:;?|>?|2—‘£(£-£):x1'5522—?a22551 <_,"C2>, (3.1.16)
ds  |x| %4 (X7 + %72 \ %
woraus nach einiger Rechnung aus (3.1.10)
— iy % — %% (3.1.17)

3
[52 | =2
xl—i-x2

folgt. Normierung von (3.1.16) liefert gemifS (3.1.6) schliefilich fiir den Normalenvektor

= Signtiny — H%) <_,’&2>. (3.1.18)
VA4 %5 Xy
Fiir die Evolute erhalten wir wegen (3.1.12) und (3.1.18)

22 .2 .

o X7 +Xx —

K: ?—C>+ 1—2< ‘x2> . (3.1.19)
XXy — XpXq
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3. Vekroranalysis

Beispiel: Fiir einen Kreis mit Radius » um den Ursprung des Koordinatensystems konnen wir die Parametri-
sierung

N t
T=r <C°S > t €[0,27) (3.1.20)

sint

wihlen. Hier ist eine Parametrisierung mit der Bogenlidnge einfach, denn es ist offenbar

s(t)= ftdt/|§(z’>| =rt. (3.1.21)
0
Es ist also
- cos(s/7)
x(s)=r <sin(s/r)> , s€[0,27r). (3.1.22)

Der Tangenteneinheitsvektor an jedem Punkt ist also durch

()

gegeben und
7 _ 1 <cos(s;r)>’ N :_<cos(s/r)> (3.1.24)

ds 7 \sin(s/7) sin(s/7)

Die Kriimmung ist wegen (3.1.10)
d7

ds

X = = =

1
- (3.1.25)
"

1
P

Das ist verstandlich, denn der Schmiegkreis an den Kreis ist dieser Kreis selbst. Entsprechend ist die Evolute
eines Kreises einfach ein einzelner Punkt, eben der Mittelpunkt des Kreises. In der Tat folgt aus (3.1.12) und

(3.1.25) sofort K = 0 = const.

3.2 Kegelschnitte

Kegelschnitte sind Kurven, die sich als Schnittmengen eines geraden Doppelkreiskegels mit einer Ebene erge-
ben.

3.2.1 Definition der Kegelschnitte

Fiir unsere Zwecke ist nicht die Definition der Kegelschnitte als die Schnittkurven einer Ebene mit einem
Kreiskegel bequem, sondern zunichst einmal die Ortsdefinitionen. Wir unterscheiden drei Grundtypen:
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e Ellipse: Fiir eine Ellipse sind zwei Punkte in einer Ebene vorgegeben, die Brennpunkte oder
Foci F, und F,. Die Ellipse ist dann diejenige Kurve in dieser Ebene, fiir die jeder Punkt P auf
der Ellipse die Gleichung

|F,P|+|F,P| =2a = const (3.2.1)

erfiillt, d.h. fiir jeden Punkt P der Ellipse ist die Summe der Abstinde von den beiden Brenn-
punkten gleich 2a.

Daraus ergibt sich auch die praktische Moglichkeit eine Ellipse zu zeichnen, die sog. Gértner-
konstruktion. Man befestigt die Enden einer Schnur der Lange 24 in den beiden Brennpunkten
und zeichnet dann die Kurve, die sich ergibt, wenn man den Stift entlang des straff gespann-
ten Seils fithrt. Der Name , Girtnerkonstruktion® rithrt daher, dass man dieses Verfahren zum
Begrenzen schoner ellipsenformiger Beete im Garten anwenden kann.

* Hyperbel: Auch fiir eine Hyperbel sind zwei Brennpunkte F; und F, vorgegeben. Hier ist die
Differenz der Abstinde der Punkte auf der Hyperbel betragsmifSig konstant, d.h.

\|E,P|—|E,P|| = 2a. (3.2.2)

® Parabel: Fiir eine Parabel ist ein Brennpunkt F vorgegeben und eine Gerade, die sog. Leitgerade
in einer Ebene. Die Parabel ist dann durch diejenigen Punkte in der Ebene definiert, fiir die die
Summe der Abstinde von der Geraden und dem Brennpunkt konstant ist.

\. J

3.2.2 Ellipse

Beginnen wir mit der Ellipse und betrachten die nebenstehende
Skizze. Zuerst leiten wir einige geometrische Eigenschaften her.
Betrachten wir dazu den Punkt A auf der groflen Halbachse der
Ellipse. Aus der Definition der Ellipse folgt dann

|FA|+ |FA| =(e+a)+(a—e)=2a. (3.2.3)

Damit ist die entlang der Ellipse konstante Summe 2a. Wen-
den wir den Satz des Pythagoras auf das rechtwinklige Dreieck
OF,B an, erhalten wir

>+ b2 =4’ (3.2.4)

denn die Hypotenuse dieses Dreiecks ist aus Symmetriegriinden (|F,B| + |F,B|)/2 = 24/2 = a. Nun kénnen
wir eine Gleichung fiir die Koordinaten (x,y) des Punktes P herleiten. Es ist nimlich, wieder nach dem Satz

des Pythagoras
TSV P e Y B paes e} 6.25)

Damit folgt

Vie+x)2+y24+4/(e—x)2+y2=2a. (3.2.6)

Man kann nach einer einfachen aber etwas umfangreichen Rechnung (Ubungsanfgabe!) zeigen, dass daraus

XZ 2
5 % —1 (3.2.7)

folgt.
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y Eine andere niitzliche Darstellung ergibt sich mit Polarkoordi-
naten mit dem Mittelpunkt der Ellipse als Ursprung. Aus der
nebenstehenden Skizze lesen wir zunichst ab

P X =acosu (3.2.8)
{ Y Setzen wir dies in (3.2.7) ein, erhalten wir
“ > y? »?
X x coszu-l—ﬁ:l = ﬁ:1—coszu:sin2u. (3.2.9)

Man macht sich schnell klar, dass man mit

x =acosu, y=bsinu, wuecl[0,27) (3.2.10)

eine vollstindige Parametrisierung der Ellipse erhilt.

=
[N

Schliellich benétigen wir fiir das Verstindnis des Kepler-Pro-
blems in der Mechanik noch die Ellipsengleichung in Polarko-
ordinaten mit dem Ursprung in einem Brennpunkt (s. neben-
stehende Skizze). Dies lesen wir wieder direkt aus der geome-

trischen Definition (3.2.3) ab:

o /
S >

\_ﬁf
\

r+\/(2e+rcosg0)2+rzsinngZZa. (3.2.11)

Dies formen wir zunichst um in

FZ
b
_/

2a—71) =(2e+rcosg)’ 4 r?sin’ o

—~

3.2.12
=4e* +4ercosp+ 1. ( )
Mit (3.2.4) und mit den durch
B2
p=2, =% (3.2.13)
a a

definierten Parametern p (Halbparameter) und ¢ (numerische Exzentrizitit) finden wir schliefllich

W (3.2.14)
I+ecose

Dies erklart auch die geometrische Bedeutung des in der nebenstehenden Skizze eingezeichneten Halb-
parameters, denn offenbar ist p = r(p = 7/2).

Nun berechnen wir noch die Fliche der Ellipse. Dazu berechnen wir die Fliche unter der Kurve

x2

y=by|1—2, (3.2.15)
a2

was dem oberen Teil der durch (3.2.7) beschriebenen Ellipse, also der Losung dieser Gleichung mit y > 0
entspricht. Es bietet sich auch gleich die Substitution x =a cos # mit # € [0, 7] an. Dann erhalten wir fiir die
Flache der Ellipse

a 2 3 T
A:be dxy 1—x—2:2bf duasinu+/1—cos? :24[9J dusin? u. (3.2.16)
—a a 0 0
1
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3.2. Kegelschnitte
Um das Integral zu berechnen, verwenden wir die Doppelwinkelformel fiir den Kosinus
cos(2u) = cos® n —sin® u =1—2sin’ u = sin’ u = %[1 —cos(2u)]. (3.2.17)
Damit folgt aus

A :abfn[l —cos(2u)]=ab [n —lsin(ZM)T:n = nab. (3.2.18)
0 2

u=0

3.2.3 Hyperbel

~ a

Betrachten wir Punkt A der nebenstehend abgebildeten
Hyperbel, finden wir aus der oben angegebenen Ortsdefi-
nition, dass in der Tat

|F,A|— |BA|| = 24 (3.2.19)

ist. Mit dem Satz des Pythagoras lesen wir fiir die Ortsko-
ordinaten

Vx+e2+y2—/(x—eP+y2=+2a (3.2.20)

Nach einigen einfachen aber umfangreichen Umformun-
gen, erhilt man
K2y

LN I N (3.2.21)

a2 b2

Dies beschreibt beide Aste der Hyperbel.

Eine niitzliche Parameterdarstellung erhilt man mit Hilfe der Hyperbelfunktionen cosh und sinh (Kosinus
bzw. Sinus hyperbolicus), deren Name von dieser geometrischen Bedeutung herriihrt, und die durch

coshu = %[exp(u) +exp(—#)], sinhu= %[exp(u) —exp(—u)]. (3.2.22)

Wir erhalten dann den rechten (oberes Vorzeichen) bzw. linken (unteres Vorzeichen) Ast der Hyperbel durch
x =z4acoshu, y=bsinhu, ueR, (3.2.23)

denn man beweist leicht durch direktes Nachrechnen mit (Ubung), dass stets
cosh?# —sinh?# =1 (3.2.24)

gilt.
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Fiir die Bahnbewegung beim Kepler-Problem beno-
tigen wir wieder die Beschreibung des einen Hyper-
belastes in Polarkoordinaten mit dem einen Brenn-
punkt im Koordinatenursprung. Da die Astrono-
men den sonnennichsten Punkt als Bezugspunkt
verwenden, d.h. das Perihel bzw. Periastron ent-
spricht ¢ = 0, handelt es sich um den linken Ast.

¥ Mit Hilfe des Kosinus-Satzes fiir das Dreieck F,F,P
lesen wir ab

IPE=(2¢) + r2—4ercosp.  (3.2.25)

Mit der Definition der Hyperbel erhalten wir damit

|PF2|_|PF1|:\/(26)2+72—4ercosgp—r:24,

(3.2.26)
Dies wollen wir nach 7 auflésen. Dazu rechnen wir
(2a+7)* =(2e)* + r*—4arcos ¢ (3.2.27)
Mit der binomischen Formel auf der linken Seite folgt nach einigen einfachen Umformungen
(2a)’ +4ar + 12 =2e)? +r*—4dercosp = r(p)= _r (3.2.28)
1+ecosg

Dabei ist wieder p = b?/a und € = e/a, d.h. die Formeln sind formal identisch mit denen bei der El-
lipse. Der entscheidende Unterschied ist, dass bei der Hyperbel e > a ist, d.h. € > 1. Da r > 0 ist, ist
der geometrisch sinnvolle Winkelbereich eingeschrinkt. Wahlen wir als Bereich ¢ € (—m, ), folgt aus
1+€cos¢p >0,dass cosp > —1/e sein muss, d.h. |¢| < arccos(—1/¢), d.h. der geometrisch sinnvolle Bereich ist
@ € (—arccos(—1/¢),arccos(—1/¢)). Bei der Anndherung von ¢ an die entsprechenden Werte £ arccos(—1/¢)
wird » — oo, d.h. die Hyperbelbahn ist unendlich ausgedehnt. Beim Kepler-Problem bedeutet dies, dass
sich der Himmelskorper aus dem Unendlichen an die Sonne annihert und auch wieder im Unendlichen ver-
schwindet, d.h. es liegt keine gebundene Bahn wie bei der Ellipse vor.

3.2.4 Parabel

Bei der Parabel beschrinken wir uns auf die Herleitung der
fiir das Kepler-Problem bendtigten Gleichung in Polarko-
ordinaten mit dem Brennpunkt im Koordinatenursprung.
Aus der Definition der Parabel lesen wir ab

r=2f —rcosp = r(p)= 2f —_ 7 ,
I+cosp 1+cosg
(3.2.29)
d.h. auch hier haben wir mit dem Parameter p =2/ diesel-
be Form fiir die Gleichung wie bei Ellipse und Hyperbel,
wobei aber ¢ = 1 ist. Der geometrische Winkelbereich ist
offenbar ¢ € (—, ), wobei fiir ¢ — £ offenbar » — oo
ist. Auch die Parabelbahn entspricht also beim Kepler-Pro-

blem einer ungebundenen Bewegung.
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3.3 Raumkurven und Fresnetsche Formeln

Die Verallgemeinerung der Betrachtungen zu Kurven im Euklidischen R? ist nicht besonders schwierig. Auch
hier definieren wir eine Kurve durch eine Parameterdarstellung ¥ : R D (zy, ¢,) — R’ und ebenso wie fiir die
ebenen Kurven ist ein intrinsischer Parameter durch die Bogenlinge der Kurve, gezihlt vom Anfangspunkt
x(t,) eine geometrische der Kurve immanenter (d.h. von der Wahl der Parametrisierung unabhingige) Grofie.
Betrachten wir also zunichst die Kurve wieder in dieser Parametrisierung.

7

Dann ist der Einheitstangentenvektor durch
T=222 (3.3.1)

definiert, und der Hauptnormaleneinheitsvektor ist durch

. 1 |dT
I I 3.3.2
x ds * Je ds‘ ( )

gegeben. Dabei ist p wieder der Kriimmungsradius und x = 1/p die Kriimmung der Kurve an dem
betrachteten Punkt. _
Wir ergianzen nun 7 und N durch die Definition des Binormaleneinheitsvektors vermoge

- —

B=TxN. (3.3.3)

Damit ist durch (f,ﬁ B ) eine allein durch die Geometrie der Kurve bestimmte (also von der Wahl
der Parametrisierung unabhingige) rechtshiandige Orthonormalbasis, das die Kurve begleitende Drei-
bein, definiert.

Gegeniiber den ebenen Kurven ist im Raum die Frage sinnvoll, ob die Kurve im Raum in einer Ebene bleibt
oder nicht. Der Tangentenvektor T und die Hauptnormale N spannen die sogenannte Schmiegebene auf.
Andert sich diese Ebene entlang der Kurve nicht, handelt es sich definitionsgemi um eine ebene Kurve im
Raum. Da der Binormalenvektor stets senkrecht auf der Schmiegebene steht, ist dies genau dann der Fall,
wenn d]?/ds =0 ist.

Die geometrische Bedeutung der Schmiegebene wird klar, wenn man tiberlegt, wie sich die Kurve in der
Umgebung eines Punktes X, = X(sy) verhilt. Dazu entwickeln wir die Parametrisierung der Kurve bis zu
zweiter Ordnung um s

. . d. As? &% 3
X(sg+ As)=X(sg) + As —x(s5) + — ——=x(59) + O(As”). (3.3.4)
ds 2 ds?
Nun ist gemif3 (3.3.1) und (3.3.2)
d. = d2 . d > 1=
gx(So) =T (s0), @x(so) = gT(So) = ;N(to)- (3.3.5)
Dies in (3.3.4) eingesetzt liefert
X(sg+As)=x(sg) + AsT(s9) + T;N<t0) + O(As”). (3.3.6)

125
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In dieser Ordnung der Niherung bleibt also die Kurve in der durch f(so) und N (s5) aufgespannten Ebene
durch X(sy), was die Bezeichnung Schmiegebene rechtfertigt. Der Binormalenvektor ist dann der Normalen-
einheitsvektor auf diese Ebene, wobei die Orientierung definitionsgemaf3 wie durch angegeben gewihlt
wurde. Die Kurve bleibt demnach in der Tat in einer Ebene, wenn sich B entlang der Kurve nicht indert.

Wir suchen nun ein Maf fiir die Abweichung der Kurve von einer ebenen Kurve, also dafiir, um wieviel
sich die Kurve beim Fortschreiten um eine Bogenlingeninderung ds aus der Schmiegebene herauswindet.
Dafiir bietet sich offensichtlich der Vektor dB /ds an. Da das begleitende Dreibein eine Orthonormalbasis
bildet, muss sich allerdings dieser Vektor als Linearkombination dieser Basisvektoren ausdriicken lassen. Wir

wollen nun zeigen, dass er parallel zum Hauptnormalenvektor N ist. Dazu differenzieren wir die Gleichung

- -

T - B =0 =const nach der Bogenlinge:

o.
~N

(3.3.2)

O
I

N7 B ED T

|
[>o 1)
+
’.\Il
& &,

—0. (3.3.7)

e
&l &,
8"| (SoT)

Dies bedeutet, dass dB /ds senkrecht auf T steht. Ebenso folgt aus B=1= const, dass dieser Vektor auch
senkrecht auf B steht.

Damit muss aber

L __yN, y=-nN.Z (3.3.8)

sein. Die Grofle y heiflt Windung oder Torsion.

.

Sie ist eine vorzeichenbehaftete Grofle. Die geometrische Bedeutung wird klar, wenn wir (3.3.3) beachten.
Aus der Formel fiir das doppelte Kreuzprodukt (2.1.53) folgt

~N=TxB5, (3.3.9)
so dass wir (3.3.8) auch in der Form

& - -

= yTxB (3.3.10)

ds

schreiben kénnen. Ist also y positiv, so ist die Anderung von B in diesem Punkt bei infinitesimalem Fort-
schreiten entlang der Kurve um die Linge ds durch eine infinitesimale Drehung um den Winkel y ds um die

durch T definierte Drehachse im Sinne der Rechte-Hand-Regel gegeben.

Die Grofle y gibt also die lokale Ganghohe der Schraube an, und zwar im Sinne einer Rechtsschraube
falls y > 0 und im Sinne einer Linksschraube falls y < 0 ist.

Bevor wir ein charakteristisches Beispiel fiir diese Begriffsbildungen durchrechnen, wollen wir noch die Fre-
net-Serret-Formeln herleiten. Diese geben die Komponenten der Ableitungen des begleitenden Dreibeins
nach der Bogenlinge der Kurve bzgl. der durch das begleitende Dreibein gegebenen Basis an.
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Aus (3.3.2) und (3.3.8) folgen bereits zwei der drei gesuchten Formeln

dT - = dT . 4T . dT

N =>T.-—=0. N.—= B-—=0 3.3.11
& & & T G-3.11)
dB . - dB dB dB

— =—v¥N To=—==0 e B —— 3.3.12
ds XN = ds ’ ds X ds ( )

xf+§x—:—)(ﬁxf+x§xﬁ:)(§—zf, (3.3.13)

wobei wir benutzt haben, dass (iﬁ ,E ) eine rechtshindige Orthonormalbasis bilden.

Aus (3.3.13) folgt also

dN - dN > dN
-—=—x, N-— =0, B-— =y. 3.3.14
ds " ds ds % ( )
Oft ist eine Parametrisierung der Kurve durch die Bogenlinge unbequem, so dass wir das begleitende Drei-
bein und die Kriimmung und Torsion noch fiir eine beliebige Parametrisierung umschreiben wollen. Dazu

bendtigen wir nur

~.

(3.3.15)

b

d _ E
de
wobei der Punkt {iber einem Symbol wieder die Ableitung nach dem beliebigen Parameter ¢ bedeutet. Daraus
folgt

- dZ %
7= (3.3.16)
ds |;C’|
Weiter ist wegen ’55 ‘ =2
XX
= 3.3.17
dt ' | ) ‘ ( )
Daraus folgt
;:ziz_.;zgz-z)ix(??j%). (3.3.18)
g §
Fiir die Normierung dieses Vektors verwenden wir
T|= = (3.3.19)
S
Der Hauptnormalenvektor ist also durch
_ 7-: P (ixi
N=— =% (f“ ?C) (3.3.20)
N UIEEE
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gegeben und der Binormalenvektor durch

B=TxN=22* (3.3.21)
i x |
Aus (3.3.11) ergibt sich fiir die Kriimmung
i e ][
R _ XX (XXX X XX
X:AL%Z:NhTamgim hat - (3.3.22)
©H SRk
Zur Berechnung der Torsion gehen wir von (3.3.12) aus:
- d8  N-B
y=—N.GB__NB (3.3.23)
ds ’55‘
Die Ableitung von B ist
L ¥x ¥ B RO
B=121 ..i|x><x‘. (3.3.24)
e E| e x| de
Multiplikation mit N liefert schlieflich
_F(Ex) .
X - = o : ( o )
ENE

Als Beispiel fiir diese geometrischen Betrachtungen, das besonders anschaulich ist, betrachten wir die Schrau-
benlinie

7 Ccost
x(t)=| rsint |, t€[0,00), r>0, a€R. (3.3.26)
at
Wir haben
‘E’: r2+a2 = s=tvr2+a2 (3.3.27)

Wir konnen also in diesem Fall sehr einfach zur Parametrisierung mit der Bogenlinge tibergehen, was die
weiteren Rechnungen etwas erleichtert:

(3.3.28)
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Daraus ergibt sich mit (3.3.1}{3.3.3) fiir das begleitende Dreibein

. s
o —rsin( =)
- s 3.3.29
m 7 COS rz+az) ( )
a
S
> _COS< r2+a2>
N= _ﬁm<r;ﬂ>, (3.3.30)
0
. s
. 1 “m%ﬁﬂﬁ>
J— s
B_——rz-i-az —acos( ) | (3.3.31)
Y

Kriimmung und Torsion der Kurve berechnen wir am bequemsten mit Hilfe der Gleichungen (3.3.2) bzw.
(3.3.9):

r a

Xx=—— =—.
=g

= , 3.3.32
r2 +42 ( )

Die Kurve ist also fiir 2 > 0 eine Rechts-, 2 < 0 eine Linksschraube und fiir 2 = 0 eben. In der Tat ergibt sich
tiir 2 = 0 ein Kreis in der 12-Ebene mit Radius » um den Ursprung.

3.3.1 Anwendung auf die Bewegung eines Punktteilchens

Eine grundlegende Fragestellung der klassischen Mechanik ist die Beschreibung der Bewegung von Punkt-
teilchen unter Einfluss von Kriften. Dabei versteht man unter einem Punktteilchen einen makroskopischen
Korper endlicher Ausdehnung, dessen Ausdehnung allerdings fiir die betrachtete Bewegung irrelevant ist. Das
Paradebeispiel fiir den Erfolg einer solchen effektiven Beschreibung von Kérpern als Punktteilchen ist die
Himmelsmechanik, die die eigentliche Motivation fiir die Entwicklung der klassischen Mechanik durch
Newton war. Die Ausdehnung der Sonne und der Planeten in unserem Sonnensystem kann in der Tat fiir die
Berechnung der Bewegung dieser Himmelskorper unter Einwirkung ihrer gegenseitigen Gravitation in sehr
guter Niherung vernachlissigt werden.
Hier betrachten wir die einfachste Fragestellung dieser Art: Ein als Massenpunkt idealisierter Korper bewege
sich unter Einfluss irgendwelcher vorgegebener Krifte. Z.B. kann man bei der Planetenbewegung in einer er-
sten Niherung die Sonne als feststehenden Korper betrachten da ihre Masse M sehr grof§ gegeniiber der Masse
m des Planeten ist. Wir wihlen ein kartesisches Koordinatensystem mit dem Ursprung im Schwerpunkt der
Sonne. Dann ist die Kraft auf den Planeten durch das Newtonsche Gravitationsgesetz

Aﬂa:—-ﬂgf (3.3.33)

r2 r
gegeben. Dabei ist X der Ortsvektor des Planeten, also der Vektor vom Schwerpunkt der Sonne zum Ort des
Planeten, » = |X| sein Betrag und y die Newtonsche Gravitationskonstante. Die Gleichung besagt,
dass die Kraft stets vom Planeten in Richtung zur Sonne weist und proportional zur Masse des Planeten und
der Sonne ist und mit dem Quadrat des Abstands abfillt. Aufgabe der Dynamik ist es nun, die Position des
Planeten als Funktion der Zeit aus diesem Kraftgesetz zu bestimmen. Dazu verwenden wir die Newtonsche
Bewegungsgleichung
mx = F(%). (3.3.34)

Dabei bedeutet X die zweite Ableitung des Ortsvektors des Planeten nach der Zeit, also seine Beschleunigung.
Es ist klar, dass die Losung dieses Problems nicht einfach ist, denn die unbekannte Funktion X(¢) kommt
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mitsamt der zweiten Ableitung in der Gleichung vor, und wir suchen moglichst alle Funktionen, die diese
Gleichung erfiillen, um zu sehen, welche Bahnen es bei dieser Bewegung gibt. Diese Aufgabenstellung ist
typisch fiir die gesamte Physik. Es handelt sich um Differentialgleichungen, und ein wesentliches Ziel dieser
Vorlesung ist es, Losungsstrategien fiir diese Gleichungen zu entwickeln.

Hier betrachten wir die einfachere Aufgabe, die allgemeine Kinematik solcher Bewegungen von Punktteil-
chen zu verstehen. Wir nehmen also an, wir hitten eine Losung X(¢) gefunden und untersuchen die geometri-
sche und physikalische Bedeutung einer solchen Losung. Zunichst einmal ist klar, dass x(¢) die Bahnkurve
des Massenpunktes beschreibt, wobei die Zeit als Parameter fiir diese Bahnkurve dient. Es sind nun alle in
diesem Abschnitt entwickelten geometrischen Analysemethoden anwendbar. Betrachten wir als erstes die
Momentangeschwindigkeit des Teilchens. Sie ist durch die Zeitableitung

B(t)=%(t) (). (3.3.35)

Die geometrische Bedeutung wird dabei klar, wenn wir uns die Kurve als Funktion der Bogenlinge, wie
oben beschrieben, parametrisiert denken. Wir fithren also zunichst die neue Funktion x(s) ein. Dabei ist die
Bogenlinge durch das Differential

ds = dt|%(¢)| (3.3.36)

gegeben, und wir erhalten die Bogenlinge, von einem Anfangszeitpunkt #, aus gerechnet durch Integration
t .
s(t):J de’|X(t")]. (3.3.37)
)

In kartesischen Koordinaten ausgeschrieben lautet das Integral

S(t)ZJtdt’\/xf(t’)+>'c§(t’)+a’c§(t/). (3.3.38)

Es ist klar, dass (aufier fiir den trivialen Fall, dass das Teilchen {iber ein endliches Zeitintervall ruht) die Bo-
genlinge eine monoton wachsende Funktion der Zeit ist, denn der Integrand ist stets positiv.

Nun folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass

5(8) = —s(t) = [#(t)| = |5(t)| = o(2). (3.3.39)

s a

Andererseits ergibt die Kettenregel
d.

=—X
de

Dabei haben wir die Definition des Einheitstangentenvektors an die Kurve (3.3.1) verwendet. Dies
macht den Geschwindigkeitsvektor intuitiv gut verstindlich: Sein Betrag gibt die momentane pro Zeit-
einheit zuriickgelegte Strecke ds/d¢ an, und seine Richtung ist tangential zur Bahnkurve.

3(t) [s(t)] = 5'(t)d%55[s(t)] = o(t)T[s(t)]. (3.3.40)

Kommen wir nun zur Beschleunigung. Sie ist die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit pro Zeiteinheit,
also

A(t)=3(t)=o()T[s(t)] + vz(t)%f[s(t)], (3.3.41)

wobei wir von der Produkt- und Kettenregel Gebrauch gemacht haben.
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Wegen (3.3.2) konnen wir dies in der Form

a(t) = o(t)T[s()]+ p(t)o*()N[s(t)], (3.3.42)

wobei p(t) der Kriimmungsradius in dem momentanen Punkt der Bahn ist. Die Beschleunigung setzt
sich demnach aus zwei Teilen zusammen: Der erste Term ist die Tangentialbeschleunigung, die sich
aus der zeitlichen Anderung des Betrages der Geschwindigkeit ergibt und in tangentiale Richtung
weist. Dabei kann freilich auch 9(¢) < 0 sein. In dem Fall wird das Teilchen ,,abgebremst“. Auch dies
ist physikalisch gesehen eine Beschleunigung. Der zweite Term in heifit Zentripetalbeschleu-
nigung. Er tritt nur auf, wenn sich auch die Richtung der Geschwindigkeit andert, also die Bahn in

dem betreffenden Punkt von einer Geraden abweicht. Dabei ist N [s(¢)] ist der Hauptnormalenvektor
an die Bahnkurve in dem betreffenden Punkt und stets L 77[s(¢)].

Betrachten wir als einfaches Beispiel die Bewegung auf einer Kreisbahn mit Radius R um den Ursprung in der
12-Ebene des kartesischen Koordinatensystems. Wir konnen sie wie folgt parametrisieren

7(t)=R[cosp(t)e; +sing(1)e,]. (3.3.43)

Dabei ist ¢ = ¢(t) der Winkel des Ortsvektors zur 1-Achse des Koordinatensystems. Wir finden nun nach-
einander die Geschwindigkeit und die Beschleunigung durch Ableiten nach der Zeit. Unter Verwendung der
Kettenregel ergibt sich

3(t) = 7(t) = Rg[—sin p(t )¢, + cos (1), ]. (3.3.44)

Wir nehmen im folgenden der Einfachheit halber an, dass zu dem betrachteten Zeitpunkt ¢(z) > 0 ist. Dann
ist der Tangenteneinheitsvektor gerade durch die eckige Klammer gegeben, denn es ist

Foy= 20 _ 20

= = —sino(t)e £)e,. 3.3.45
|7_})(LL>| Rgﬂ Sll’l(ﬁ( )€1+COS§D( )82 ( )

Die Beschleunigung ergibt sich wiederum durch Ableiten von (3.3.44) nach der Zeit

A(t) = 3(t) = RGT(t)— R [cos o(2)Z, +sin o(t)3,]. (3.3.46)
Andererseits ist
(il—? = i—? ds;dt =—¢[cos(1)é; +sing(r)é,] Ri(p = —% [cos p(t)e; + sing(1)e,] (3.3.47)
Damit ist gemif
N(t)=—cos @(t)e, —sing(t)e, und x= L dr _1 = p=R. (3.3.48)
e |ds| R

Wie wir sehen, gilt also in der Tat (3.3.42).

Dieses einfache Beispiel liefert sogleich auch die anschauliche Bedeutung von (3.3.42): Lokal kénnen wir die
Bewegung des Massenpunktes entlang seiner Bahn als Bewegung auf dem Schmiegekreis in dem gerade durch-
laufenen Punkt beschreiben:
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Die Zentripetalbeschleunigung ist auf den Mittelpunkt des Schmiegkreises hingerichtet und zieht den
Massenpunkt entsprechend der Kriimmung der Kurve in die entsprechende Richtung. Der Betrag der
Zentripetalbeschleunigung ist pg?, wobei dp = dt¢ der wihrend des kleinen Zeitschritts d¢ durch-
laufene Winkel ist (s. Skizze). Man nennt ¢ auch die momentane Winkelgeschwindigkeit Bewegung,
entsprechend der Bedeutung in dem eben betrachten Beispiel einer Kreisbewegung. Weiter zeigt der
Vergleich von mit (3.3.46), dass die Tangentialbeschleunigung in diesem Bild einer momen-
tanen Bewegung auf dem Schmiegkreis durch die momentane Winkelbeschleunigung ¢ verursacht
wird.

3.4 Skalare Felder, Gradient und Richtungsableitung

Im Folgenden betrachten wir Felder. Sie sind von eminenter Bedeutung fiir die gesamte Physik. Wir beginnen
in diesem Abschnitt mit skalaren Feldern. Sie ordnen jedem Punkt im Raum, gegeben durch den Ortsvektor
X bzgl. einem willkiirlich vorgegebenen Punkt, dem Ursprung des Koordinatensystems, eine reelle Grofle
:®: B} SR, X — O(X).

Ein Beispiel ist die Temperatur: Wir konnen an jedem Ort im Raum die Temperatur messen und dadurch
das Temperaturfeld definieren. Genauso ist die Dichte eines Mediums ein skalares Feld: An jedem Punkt des
Raumes kdénnen wir die Masse A der Materie, in einem kleinen Volumenelement AV um diesen Punkt
bestimmen. Dann ist die mittlere Dichte in diesem Volumenelement Am /AV . Im Limes AV — 0 erhalten
wir die Dichte p(x). In einem infinitesimal kleinen Volumenelement dV um den Punkt X ist dann Mate-
rie von der Masse dm = dV p(X) enthalten. Wir werden im Folgenden oft physikalische Beispicle aus der
Kontinuumsmechanik heranziehen, um die mathematischen Betrachtungen zu veranschaulichen.

Fiihren wir wieder eine beliebige rechtshindige Orthonormalbasis (¢;) ein, kdnnen wir das Feld als Funktion

der drei Koordinaten bzw. als Funktion des entsprechenden Spaltenvektors x € R ansehen. Dies impliziert
das Transformationsverhalten des Feldes unter orthogonalen Transformationen. Bezeichnen wir nimlich mit
® das Skalarfeld als Funktion des Komponentenvektors x bzgl. der Orthonormalbasis (¢;) und mit ¢’ als

Funktion des Komponentenvektors x” bzgl. der Orthonormalbasis (g}ﬂ so muss definitionsgemaf3

d(x) = &' (x') = B(X) (3.4.1)

gelten, denn es ist klar, dass z.B. die Dichte eines Gases nicht von der Wahl des Koordinatensystems abhingt
sondern lediglich von dem Punkt im Raum, an dem wir diese Dichte messen. Betrachten wir die Basistrans-

formation von einer zur anderen Orthonormalbasis gemif} (3.4.4), folgt wegen (3.4.5)

¥=Tx, ¥)=8x)=T). (3.4.2)

Wir bezeichnen alle Funktionen R? — R, die sich bzgl. orthogonaler Transformationen ihrer Argumente so
verhalten wie in angegeben als skalare Felder. Sie beschreiben Groflen als Funktionen vom Ort.

Wie fiir Funktionen einer reellen Verinderlichen kénnen wir auch fiir Funktionen, die von mehr als einer
Variablen abhingen, Ableitungen definieren, die die Anderungen der Funktionen bei kleinen Anderungen
ihrer Argumente beschreiben. Dazu definieren wir zunichst die partiellen Ableitungen der Funktion &(x) =

2Gewdhnlich nehmen Physiker die subtile Unterscheidung in der Bezeichnung der Felder nicht vor und schreiben einfach ®(x),
d.h. sie verwenden dasselbe Symbol fiir die Funktion ® : E* — R und die Funktion & : R> — R. Es ist aber gerade zu Beginn der
Beschiftigung mit Vektoranalysis wichtig, diese Unterscheidung in Erinnerung zu behalten. Freilich definieren sich bei vorgegebener
Orthonormalbasis (¢;), auf die sich die Komponenten x von X beziehen, diese beiden Funktionen umkehrbar eindeutig wechselseitig.
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3.4. Skalare Felder, Gradient und Richtungsableitung

&(x;, X5, %3). Dabei ist die partielle Ableitung nach der Variablen x; durch den Limes des entsprechenden
Differenzenquotienten bei Anderungen nur dieser einen Variablen x; definiert, wihrend die anderen beiden
Variablen konstant gehalten werden. Fiir die partielle Ableitung nach x, bedeutet dies

J B(x; 4+ Axy, %y, x3) — B3y, X0, 3)
B(xy, X%y, %3) = 8B (x, %y, X lim 1 1 %2, X3 1>%X25 X3
dx, Cenp 235 %5) = 121, 7, 3) = Ax,—0 Ax,

(3.4.3)

und entsprechend analog fiir die partiellen Ableitungen J, und & nach x, bzw. x;.

Falls diese partiellen Ableitungen in einem gegebenen Punkt x = (x;,%,,x;)" existieren, heifdt die Funktion
& dort partiell differenzierbar. Ist sic in jedem Punkt eines bestimmten offenen Gebiets G C R? partiell dif-
ferenzierbar, heif3t sie in diesem Gebiet partiell differenzierbar. Falls die partiellen Ableitungen in diesem Fall
allesamt stetig sind, heifit die Funktion dort stetig partiell differenzierbar. In der Physik gehen wir davon
aus, dass die meisten dort relevanten Funktionen bzw. Felder lokal stetig differenzierbar sind, d.h. bis auf
einige singuldre Punkte existiert um jeden Punkt eines bestimmten Gebietes eine Kugel (bzw. Umgebung),
in der die Funktion stetig differenzierbar ist. Manchmal bezeichnet man solche Funktionen auch als lokal
glatt.

Es gelten fiir partielle Ableitungen freilich alle Rechenregeln wie fiir Ableitungen von Funktionen einer un-
abhingigen Variablen. Besonders wichtig ist, dass die partiellen Ableitungen lineare Operatoren sind, d.h.
sind @, und ®, lokal glatt, so gilt fiir beliebige 4;, A, €R in jedem reguliren Punkt der Funktion

Weitere wichtige Ableitungsregeln sind die Produkt- und Quotientenregel
gj(‘i’ﬁi’z) = (3]"51)&’2 + &)1(8]&’2),

~ ~ 2 >
&, $2

wobei die Quotientenregeln natiirlich nur an Stellen sinnvoll ist, wo ®, # 0 ist.

Einer Erweiterung erfihrt allerdings die Kettenregel. Dazu betrachten wir eine beliebige differenzierbare
Kurve x(t), die durch ein Gebiet verlduft, wo das Skalarfeld ®(x) stetig differenzierbar ist.

Dann konnen wir fragen, wie sich dieses Feld entlang dieser Bahnkurve dndert und die totale Ablei-
tung bilden. Fiir diese gilt

3
L ax(0]=3 % 380x(0)]. 640
=1

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir den Differenzenquotienten

Ad _ B[x(t+A1)]—dx(1)]

3.4.7
At At O47)

Setzen wir nun Ax = x(¢ + At)—x(t), ergibt sich
Ad  d(x+Ax)—d(x) 3.4

At At
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Wir addieren und subtrahieren nun im Zihler dieses Ausdrucks geeignete Zusatzterme, die Differenzen erge-

ben, so dass sich im Argument jeweils immer nur eine der Variablen x; dndert:

Ad _Cf?’(x1 + Axy, %) + Axy, x5 + Axy) —B(xy, %, + Axy, x5+ Axy)

At At
At
D(xy, %), 63 + Ax3) — (1, X5, %3)
+ .
At
Wir kénnen nun den ersten Term wie folgt umformen:
) At . (3.4.10)
. ‘I’(xl + Axl, x2 + sz, X3 + AX3) _Q(xl, xz + sz, X3 + Ax:;) Axl
B Ax, At

Da & voraussetzungsgemif in einer Umgebung von x stetig differenzierbar und auch die Kurve bei ¢ diffe-
renzierbar ist, ergibt sich fiir diesen Ausdruck im Limes Az — 0

®(x; + Axy, x5 + Axy, x5+ Axy) — D(xq, Xy + Axy, x5 + Axs) L 3[x(0)]5 GA11)
At -
Genauso geht man fiir die beiden anderen Terme in (3.4.9) vor, woraus schliefflich die Behauptung (3.4.6)
folgt.

Nun wollen wir zeigen, dass diese totale Ableitung eine von der Wahl des kartesischen Koordinatensystems
unabhingige Bedeutung besitzt. Dazu bemerken wir, dass (3.4.6) in der Form

Lb1a(0]1= 20)- TLx(0)] 34.12)

geschrieben werden kann, wenn wir

Vo= (3.4.13)

PRI
KH: HHe K2

definieren. Dies legt nahe, dass V® bzgl. kartesischer Koordinaten ein Vektor ist. Dies werden wir auch sogleich
beweisen.

Man nennt diesen Vektor den Gradienten des Skalarfeldes ®(X):

3
grad®(¥) = V()= > ¢,9,8(x). (3.4.14)
=1

Wir wollen nun zeigen, dass dieses Vektorfeld tatsichlich unabhingig von der Wahl des kartesischen Koordi-
natensystems ist. Betrachten wir dazu wieder die Basistransformation (2.3.17) bzw. (2.3.20) fiir die Basisvek-
toren. Verwenden wir dann (3.4.2), um die Summe auf der rechten Seite von (3.4.14) bzgl. der neuen Basis zu
berechnen, folgt

2 Bl U 3 —»/axk
Zejajcp x)=>] é=m 9,9(x). (3.4.15)
]
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Dabei haben wir die Kettenregel (3.4.6) fiir mehrere Veridnderliche fiir die partielle Ableitung nach x]’. verwen-

det. Gemif} (2.3.17) und (2.3.20) gilt (warum?)

]
Setzen wir dies in (3.4.15) ein, folgt
3 3 3
=/ AI1EI ] >/ - =/ F
Zlejé’]@ (x')= kz ¢ Ui ®(x) = kz ¢ TG ®(x). (3.4.17)
7= j’ =1 j, =1

Dabei haben wir im letzten Schritct U = 7= = 7T, also die Orthogonalltat der Transformationsmatrizen,
verwendet. Das bedeutet nimlich, dass Uy, ; = T}, ist. Gemaﬁ 7) folgt

3 3
2 G ()= 55 O Ga(3) (3.4.18)

Dies zeigt, dass der Gradient tatsichlich unabhingig von der gewahlten Orthonormalbasis ist. Dieser besitzt
also eine von der kartesischen Basis unabhingige Bedeutung

Betrachten wir die Parametrisierung der Kurve in (3.4.6) als Funktion der Bogenlinge, folgt

Lofzin=2

VO[F(s)] = T(s)- V[Z(s)]. (3.4.19)
Dabei ist 7_:(5) der Tangenteneinheitsvektor an die Kurve. Die geometrische Bedeutung ist dabei klar: Bewegt
man sich eine infinitesimale Strecke ds entlang der Kurve mit Tangenteneinheitsvektor 7'(s) an der betref-

fenden Stelle, so dndert sich der Wert des Skalarfeldes ds 7_:(5) . 6@[55(5)] Diese Anderung ist dabei freilich
unabhingig von der Wahl des kartesischen Koordinatensystems, das wir dazu benutzen, um den Gradienten
tiber die partielle Ableitungen der entsprechenden Funktion ®(x) zu berechnen.

Man bezeichnet daher als die Richtungsableitung des Skalarfeldes an dem betreffenden Punkt
in der durch 7'(s) gegebenen Richtung.

Aus der obigen Rechnung folgt noch das Verhalten der Darstellung des Gradienten durch die partiellen Ab-
leitungen unter orthogonalen Transformationen. Wegen ist namlich

3/%'(x Z Uy 9h®(x Z T de®(x (3.4.20)

In Matrix-Vektor-Produktschreibweise bedeutet nun diese Gleichung
V' (x)= UTV®(x) = TVd(x). (3.4.21)

Das bedeutet, dass sich der Gradient bzgl. orthogonaler Transformationen tatsichlich wie ein Vektor Verhéltﬂ

3Wir bemerken zum Schluss noch, dass sich der Gradient bzgl. allgemeiner Basen nicht wie ein Vektor sondern wie ein sogenannte
Kovektor, d.h. eine lineare Abbildung E* — R transformiert.
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3.5 Extremwertaufgaben

Wie bei den Funktionen einer Verinderlichen (vgl. Anhang [1.7.4) ist es auch fiir skalare Funktionen f :
R” — R oft interessant, lokale Extremstellen zu suchen. Wir konnen dieses Problem auf das entsprechende
Problem fiir Funktionen einer Verinderlichen zuriickfiihren. Dazu definieren wir

g(t)=f(xy+1tn) (3.5.1)

Dabei sind x, und 7 beliebige Vektoren in R”. Wir nehmen im Folgenden an, die Funktion f sei zweimal
stetig partiell differenzierbar. Aus den Betrachtungen in Anhangwird klar, dass f an der Stelle x, nur

dann ein Extremum annehmen kann, wenn fiir alle » € R”

§0)=n-Vf(%)=0 (35.)

1st.

Da wir fiir 7 beliebige Vektoren einsetzen diirfen, folgt als notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines
Extremums bei x5, dass der Gradient der skalaren Funktion f dort verschwinden muss

V(%) =0. (3.53)
Weiter wissen wir aus Anhang|1.7.4} dass fiir das Vorliegen eines lokalen Minimums die Bedingung
Z n;n; 33, f (x, (3.5.4)
2,7=1

hinreichend ist. Da f voraussetzungsgemifl zweimal stetig partiell differenzierbar ist, ist die Hesse-
Matrix
H;j(x0) = 9,0, f (x,) (3.5.5)

symmetrisch. Da (3.5.4) fiir alle » € R” gelten muss, bedeutet dies, dass ein lokales Minimum vorliegt,
falls die durch die Hessematrix definierte quadratische Form fiir alle n # 0
n T A
=D Hj(xo)min; >0 & Q(n)=n"H(xgn >0 (3.5.6)
o=l

ist. Man nennt solche Bilinearformen positiv definit.

Wir kommen auf Kriterien fiir positive Definitheit von Bilinearformen im nichsten Kapitel noch zurtick.

Betrachten wir als einfachstes Beispiel die Funktion zweier Verinderlicher
f(x)=2x7 +3x3. (3.5.7)

Offenbar besitzt f in x, = 0 ein lokales Minimum. Dies kénnen wir direkt dem eben hergeleiteten hinrei-
chenden Kriterium entnehmen. Der Gradient ist

Vf(x)= <33§£) > <22> (3.5.8)

Der Gradient verschwindet fiir x; = x;5 = x, = x,5 = 0. Die Hesse-Matrix ist offenbar H (x,) = diag(4,6)
und damit

Q(n)=n"H(%y)n = 4n? +6n2>0 (3.5.9)
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fiir alle z # 0. Die Hesse-Matrix ist also tatsichlich positiv definit, und damit besitzt / bei x; = 0 ein Mini-
mum.

Nun ergibt sich bei Funktionen mehrerer Verinderlicher oft auch die Frage, wann sie unter bestimmten
Nebenbedingungen extremal werden.

Ein praktisches Beispiel ist die Aufgabe, eine zylindrische Blechdose mit vorgegebenen Volumens V' zu kon-

struieren, die eine moglichst kleine Oberfliche besitzt, d.h. den geringsten Materialaufwand erfordert. Ist R
der Radius und / die Hohe der Blechdose, so sind Oberfliche und Volumen durch (nachrechnen!)

O(r,h)=2nrh+2nr?, V(r,h)=nr’h (3.5.10)

gegeben. Wir suchen also diejenigen Werte fiir x = (7, 4), dass O(r,h) = O(x) minimal wird unter der Bedin-
gung, dass V(r,h) = V = const vorgegeben ist.

Wir 16sen diese Aufgaben nun auf zwei Arten. In diesem Fall ldsst sich nimlich die eine Variable (wir wihlen
hier /) aus der Nebenbedingung als Funktion der anderen Variablen (hier also 7) darstellen:

h(r)=—— (3.5.11)

o2

Demnach miissen wir also nur dasjenige » finden, fiir welches

~ 2V

O(r)=O[r,h(r)]= — +27r? (3.5.12)

r

minimal wird. Damit ist die Aufgabe auf eine Extremwertbestimmung fiir eine Funktion einer Verinderlichen
O(r) (freilich nun ohne Nebenbedingungen) zurtickgefithrt. Zunichst muss die erste Ableitung verschwin-
den:

2
O/(r):——xz/ t4mr=0. (3.5.13)
7

Dies ist erfiillt fiir

1/3
r = ro:<%> = h:b(?’o):LZZTO. (3.5.14)

Ty

Nun priifen wir noch nach, dass diese Losung tatsichlich ein Minimum der Oberflache unter der Nebenbe-
dingung konstanten Volumens ist. Dazu berechnen wir

« 4v
O'(r) =+— +4n=121>0, (3.5.15)
7
0

d.h. O wird tatsichlich fiir » = 7, minimal. Demnach besitzt diejenige Biichse vorgegebenen Volumens V die
kleinste Oberfliche, fiir deren Hohe b =27, = (4V /7)'/3 ist.

In dhnlichen Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen kann es aber vorkommen, dass man nicht
so einfach einen Teil der Variablen mit Hilfe der Nebenbedingungen eliminieren kann. In diesem Fall
verwendet man die Methode der Lagrange-Multiplikatoren.

Wir fiihren dies anhand unseres Beispiels vor. Wir schreiben dazu die Nebenbedingung in der Form
N(r,h)=0 mit N(r,h)=nr’h—V. (3.5.16)
Dann betrachten wir die Extremwertaufgabe der Funktion
F(r,h, )= O(r, )+ AN(7, h) (3.517)
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ohne Nebenbedingungen. Die notwendige Bedingung, dass diese Funktion extremal wird, verlangt, dass Vf =
(8,.f,8,f,df)T =0wird. Aufgrund der Einfiihrung des Lagrange-Parameters wird die Nebenbedingung also
als eine der notwendigen Extremalbedingungen berticksichtigt. Wir erhalten aus diesen Bedingungen dieselbe
Losung fiir  und /» wie oben in (3.5.14) angegeben. Auf hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen eines
Extremums mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren gehen wir hier nicht ein. Die Frage, ob tatsich-
lich ein Minimum oder Maximum an der gefundenen Ldsung der hinreichenden Bedingung vorliegt, ist also
stets noch gesondert zu untersuchen.

3.6 Vektorfelder, Divergenz und Rotation

Es liegt nun nahe, neben skalaren ortsabhingigen Groflen (Skalarfeldern) auch vektorielle ortsabhingige Gro-
f8en, also Vektorfelder, zu betrachten. Typische Beispiele sind das Geschwindigkeitsfeld 7(X) einer Fliissigkeit
oder eines Gases: Es gibt die Geschwindigkeit eines sich gerade am Ort X befindlichen kleinen Fliissigkeits-
elements an. Andere typische Beispiele sind das elektrische oder magnetische Feld]

Mathematisch gesehen haben wir es mit einer Abbildung V:E*> V,%— V(%) zu tun. Um mit diesen
Feldern bequem rechnen zu kénnen, fithren wir wieder eine beliebige kartesische rechtshindige Basis (€;)
ein. Dann ist

3 Xy
V(x)= Z ¢ Vi(x) mit x=|x,|. (3.6.1)
j=1 X3

-

Setzen wir wieder V = (V}, V,, V3)T, impliziert also die Einfithrung der Orthonormalbasis (¢
bar eindeutige Abbildung des Vektorfeldes V € E? auf ein Vektorfeld V : R* — R?, x — V(x).

) eine umkehr-

~

Das Transformationsverhalten der Komponenten V(x) unter orthogonalen Basistransformationen ist
dann gemiaf} (3.4.4) bzw. (3.4.5) gegeben:

A A

V() =TV(x)=TV(T'%). (3.6.2)

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass bzgl. orthogonaler Transformationen der Differentialoperator]
V Vektorcharakter besitzt.

Es liegt dann nahe, dass die Divergenz eines Vektorfeldes
3
divV(E)=V-V(E)=Y-V(x)=> 3 V(x) (3.6.3)
j=1

ein Skalarfeld ist.

Wir kdnnen sofort zeigen, dass es sich dabei tatsichlich um ein Skalarfeld handelt, denn es gilt gemaf3
V- V(@) =(TV) TV(x) =V TTTV(x)=V'V(x) = ¥ V(x). (3.6.4)

Die anschauliche Bedeutung dieses Differentialoperators werden wir weiter unten in Abschnitt diskutie-
ren.

*L.a. werden solche Felder auch noch von der Zeit abhingen. Hier betrachten wir aber nur die Ortsabhingigkeit zu einem festen
Zeitpunkt und lassen entsprechend das Zeitargument der Einfachheit halber weg.

>Aufgrund der Form des Symbols wird dieser Operator als Nabla-Operator bezeichnet. Der Name kommt von einem hebrii-
schen harfenihnlichen Saiteninstrument her, das diese typische Form aufweist.
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Wir haben nun in (2.6.70) gesehen, dass das Vektorprodukt zweier Vektoren sich unter orientierungserhalten-
den orthogonalen Transformationen (also Drehungen) wie ein Vektor verhilt.

Daraus folgt, dass die Rotation eines Vektorfeldes

3 3
rotV=VxV=>Z[VxV(x)]= D &€V (3.6.5)

]:1 ],k,lzl

ein Vektorfeld ist?

“In der englischsprachigen Literatur heifit die Rotation eines Vektorfeldes curl: curl V=V x V.

Auf die anschauliche Bedeutung der Rotation als Wirbeldichte einer Fliissigkeitsstromung werden wir weiter
unten noch zuriickkommen.

7

In kartesischen Komponenten ausgeschrieben ergibt sich

32‘/3_33‘/2
VxV=|3v,—3V, ). (3.6.6)
91V2_32V1

Fiir das Rechnen mit diesen Differentialoperatoren haben sich im Wesentlichen zwei Kalkiile etabliert: der
Nabla-Kalkiil und der Ricci-Kalkiil (Gregorio Ricci-Curbastro, 1853-1925). Der letztere driickt alles mit
Hilfe der Komponenten von Vektoren bzw. Vektorfeldern und partiellen Ableitungsoperatoren J; aus. Das
hat den Vorteil, dass man nur mit reellen skalaren Groflen arbeitet und die tiblichen Rechenregeln fiir Ab-
leitungen direkt anwenden kann. Da dabei stindig Summen tiber Indizes, die paarweise in einem Ausdruck
auftreten, vorkommen, lisst man gewdhnlich die entsprechenden Summenzeichen weg. Diese Schreibweise
nennt man die Einsteinsche Summationskonvention, denn sie wurde im Zusammenhang mit entsprechen-
den Rechnungen in der Allgemeinen Relativititstheorie von Albert Einstein eingefiihrt. Fiir das Skalarpro-
dukt zweier Vektoren gilt also im Ricci-Kalkiil

3
VW=0- W= E VjW; = 0w = 0wy + 0, W) + V305 (3.6.7)

7=1

Betrachten wir als Beispiel zum Ricci-Kalkiil die Umformung des Ausdrucks div(®V) fiir ein Skalarfeld &
und ein Vektorfeld V:

div(@V)=V-(@V)=3,(8V;)=(3,8)V, + 8.V, = (V®)- V+8V -V =grad® -V +&divV. (3.6.8)

Dabei haben wir einfach die Produktregel fiir die partiellen Ableitungen der skalaren Funktionen ¢ und V;
verwendet.

Im Nabla-Kalkiil operiert man mit dem V-Operator direkt. Bei der Anwendung der Produktregel ist dabei
zu beachten, dass man oft nicht so einfach die Reihenfolge bei Vektoroperationen, insbesondere wenn Kreuz-
produkte auftreten, verindern kann. Betrachten wir aber zunichst das obige Beispiel im Nabla-Kalkiil. Im
ersten Schritt schreiben wir die Produktregel in der Form

V-@V)=V-(@V,)+V-(3,V). (3.6.9)

Dabei bedeutet der Index ¢ an einem Feld, dass man es bei der Ableitung als konstant ansehen soll. Dann
entspricht die obige Formel offenbar der Produktregel, ohne dass man die Reihenfolge der Produkte dndern
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muss. Jetzt kann man aber die iiblichen Rechenregeln anwenden, um die jeweils konstant zu haltenden Teile
auflerhalb des Nabla-Symbols anzuordnen. Dann kann man den zwischenzeitlich eingefiihrten Index ¢ wieder
weglassen. In unserem Beispiel ist das sehr einfach, weil nur ein Skalar- und ein Vektorfeld involviert sind:

— — - = -

V-(@V)=V-VO+dV.V, (3.6.10)

was mit (3.6.8) iibereinstimmt.

Betrachten wir noch ein etwas komplizierteres Beispiel, nimlich rot (V x W) mit zwei Vektorfeldern V und
W. Verwenden wir diesmal zuerst den Nabla-Kalkiil:

rot(\7 X V?/):% X (\7 X V?/):% X (\7 X V?/C)+% X (\70 X W). (3.6.11)

Hier dringt sich die Anwendung der ,bac-cab-Formel“ fiir das doppelte Kreuzprodukt auf, wobei man be-
achten muss, dass fiir ein Feld, auf das V wirken soll (also ohne Index ¢ nach Anwendung der entsprechenden

Schreibweise fiir die Produktregel) das %-Symbol links stehen muss, wihrend es fiir Felder mit einem Index
¢ rechts von diesem Feld stehen muss. Rechnen wir entsprechend unser Beispiel weiter, erhalten wir

rot(V x W)= (W-V)V—W(V-V)+VV-W—(V-V)W. (3.6.12)

Dieselbe Rechnung im Ricci-Kalkiil erfordert die Verwendung des Levi-Civita-Symbols, um die Kreuzpro-
dukte auszudriicken:

[rot(V x \?V)]j = ¢, d, (VX W),
:fjahga(fbchch)
=€ap€bca%(Ve W)
= fjahfcdb(Wdaa V.+ cha Wd) (3.6.13)
Z51)
g (é\jcé\ad - 8jdé\ac)(dea Vc + Vcaa Wd)
= Waaa‘/j - VVjaaVa + \/jaaw/a_ VaaaVVj
=[(W-9)W], =W, V- V+ VY- W—[(V-T)W],,

was offenbar das gleiche bedeutet wie (3.6.12).
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3.7 Krummlinige Orthogonalkoordinaten

In den Anwendungen der Vektoranalysis auf physikalische Problemd?ist es aus Symmetriegriinden oft vor-
teilhaft, fiir den Ortsvektor andere als kartesische Koordinaten, sog. generalisierte Koordinaten (¢, 4,,¢3)
zu verwenden. In diesem Abschnitt betrachten wir Kugel- und Zylinderkoordinaten als die beiden wichtig-
sten Standardfille.

3.7.1 Kugelkoordinaten

In der nebenstehenden Abbildung sind die Kugelkoordinaten durch (7,3, ¢) de-
finiert. Man liest den Zusammenhang zwischen den Kugelkoordinaten und den
kartesischen Koordinaten

7 rsind cos g
x=|x, | = rsindsingp (3.7.1)
o 7 cos ¥

LA . . . . . . .
/ =<->rs x;=rsindcosg unmittelbar aus der Skizze ab. Offenbar liefern die Kugelkoordinaten eine um-
x, =7sindsing kehrbar eindeutige Parametrisierung fiir die Definitionsbereiche

r>0, 9€(0,n), ¢e[0,2m), (3.7.2)

d.h. sie umfassen alle x € R® aufler die x;-Achse, entlang derer die Kugelkoordinaten singulir sind.

In jedem der reguliren Punkte konnen wir nun die drei Tangentenvektoren der Koordinatenlinien definieren.
Dabeti ist eine Koordinatenlinie dadurch definiert, dass man zwei der Kugelkoordinaten konstant lasst und die
dritte variabel. Die drei Tangentenvektoren ergeben sich zu

sind cos g r cos¥ cos ¢ —rsindsing
I . =0x=|sin¥sing |, Ty=dgx=| rcosdsing |, Z¢:3¢§: rsindcosp |. (3.7.3)
cost? —rsind 0

Direktes Nachrechnen zeigt, dass diese Tangentenvektoren jeweils paarweise aufeinander senkrecht stehen,
d.h.esist T ;T =0 fiir j # k € {r,#, ¢}. Die Kugelkoordinaten sind demnach sog. krummlinige Orthogo-
nalkoordinaten. Wie sich gleich zeigen wird, ist es nun vorteilhaft, an jedem Punkt im Raum, die kartesische
Basis zu verwenden, die durch Normierung der Tangentenvektoren entstehen.

In unserem Fall sind die entsprechenden Normierungsfaktoren durch
T.|=¢g =1, |Tsl=g9=r, |Z¢|:g¢:rsin19 (3.7.4)

und die entsprechenden kartesischen Basisvektoren durch

1 sin cos ® 1 cost cos ® 1 —sing
e,=—1T, =sindsing |, ey=—T43=|cosIsing |, g; =—T,=| cosg (3.7.5)
&r cost 89 —sind 8y 0

gegeben.

®In den Theorievorlesungen fiir L3 vor allem in der Elektrodynamik, die in Theoretische Physik 2 behandelt wird.
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3. Vekroranalysis

Wir bemerken, dass diese kartesischen Basen in der aufgezihlten Reihenfolge tiberall rechtshindig sind, denn
es ist

/

vol(e), eg,¢,) = ¢, - (efy x e,) = +1. (3.7.6)

3.7.2 Zylinderkoordinaten
% In der nebenstehenden Abbildungen sind die Zylinderkoordinaten (R, ¢, z) de-

finiert. Man liest den Zusammenhang zwischen den Zylinderkoordinaten und
den kartesischen Koordinaten

x4 Rcos¢
x=|x,|={ Rsing (3.7.7)
X3 z

unmittelbar aus der Skizze ab. Offenbar liefern die Zylinderkoordinaten eine
umkehrbar eindeutige Parametrisierung fiir die Definitionsbereiche

R>0, ¢€[0,2n), zeR, (3.7.8)

d.h. sie umfassen alle x € R? aufler die x;-Achse, entlang derer die Zylinderkoordinaten singulir sind.

Die drei Tangentenvektoren der Koordinatenlinien ergeben sich zu

cos @ —Rsing 0
Tr=7Jx=|sing |, T,=|( Rcosgp |, T,= dx=10]. (3.7.9)
0 0 1

Direktes Nachrechnen zeigt, dass diese Tangentenvektoren jeweils paarweise aufeinander senkrecht stehen,

dh.esist T .- T}, =0fiirj #k € {R,p,z}.

Auch die Zylinderkoordinaten sind demnach krummlinige Orthogonalkoordinaten. Die Normen
der Tangentenvektoren ergeben sich zu

Trl=g =1 |I,l=g,=R |I,|=¢=1, (3.7.10)

d.h. die entsprechenden kartesischen Basisvektoren sind

1 cos @ 1 —sing 1 0
er=—Tr=|sing g; =—Tg=| cosp |, e,=—T,=(0]. (3.7.11)
gR 0 g(p 0 gz 1

Wir bemerken, dass diese kartesischen Basen in der aufgezihlten Reihenfolge tiberall rechtshindig sind, denn
es ist

vol(ep, ¢, ¢,) = el (¢, x €)= +1. (3.7.12)

3.7.3 Allgemeine krummlinige Orthogonalkoordinaten

Wir betrachten nun allgemein irgendwelche generalisierten Koordinaten g = (g;,4,,45) € G C R?, die durch
eine Abbildung X : G — E? einen bestimmten Raumbereich (ggf. auch den ganzen Raum) umkehrbar ein-
deutig parametrisieren. Hilt man zwei dieser drei Koordinaten fest, erhilt man die Koordinatenlinien, die
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3.7. Krummlinige Orthogonalkoordinaten
in jedem Punkt von G drei Tangentenvektoren

(3.7.13)

definieren.

Diese generalisierten Koordinaten heiflen krummlinige Orthogonalkoordinaten, falls in jedem Punkt diese
Tangentenvektoren aufeinander senkrecht stehen, d.h. es gibt Funktionen g; : G — R mit g;(¢) >0, so dass

.

(@) Ty(q) = gX(9)d (3.7.14)

gilt. Wir definieren weiter die Einheitsvektoren

él(g)= (9): (3.7.15)

Sie bilden in jedem Punkt offenbar Orthonormalsysteme. Im Gegensatz zu den kartesischen Koordinaten-
systemery | hingen sie aber i.a. vom Ort ab.

Im Folgenden nehmen wir an, dass diese Einheitsvektoren in jedem Punkt ein rechtshindiges Dreibein sind,
d.h. dass tiberall

AU Y Y B Y A B A Y

e, Xe,=¢e, € Xe3=e, e Xe =¢ (3.7.16)

gilt. Dies konnen wir mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols auch in der Form
1 =/ sl =l Y =/
Ezkejkle]-Xek:el & e]-Xek:Zejklel (3.7.17)
]
schreiben.

3.7.4 Die Differentialoperatoren in krummlinigen Orthogonalkoordinaten

Um nun die Differentialoperatoren grad, div und rot mittels Ableitungen nach den generalisierten Koordi-
naten g; auszudriicken, betrachten wir zuerst den Gradienten eines Skalarfeldes. Sei dazu ¢; eine kartesische

rechtshindige Basis. Dann gilt fiir ein beliebiges Skalarfeld ® und mit x; =¢; - x

= . Jdo
Vo = E — 3.7.18
% D ( )
] J
Die Komponenten dieses Vektorfeldes bzgl. des Basissystems €, im betreffenden Punkt sind dann

VR _,_,3<I>371 13xﬁ3<1>
G Ve=17 -Z (3.7.19)

]ax
j

Da nun die kartesischen Basisvektoren ¢; nicht vom Ort abhingen, gilt

- "7 (3.7.20)

7Es ist klar, dass die kartesischen Komponenten des Ortsvektors bzgl. einer beliebigen kartesischen Basis auch Spezialfille krumm-
liniger Orthogonalkoordinaten sind.
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3. Vekroranalysis

Setzen wir dies in (3.7.19) ein und verwenden die Kettenregel, folgt

1 Jo

¢ V= —
£ 8k 3%

(3.7.21)

d.h. der Gradient eines Skalarfeldes lisst sich durch Ableitungen bzgl. der orthogonalen krummlinigen Ko-
ordinaten g, in der Form

= L, 1 70
Vo=> ¢ —— (3.7.22)
& Ik
berechnen.
Setzen wir nun @ = g;, erhalten wir daraus
Vg ¢, — e, —8 ) (3.7.23)
g Z gk 3 qk ;
Sei nun
A=>"24, (3.7.24)
k

ein beliebiges Vektorfeld. Die A, =¢; A sind die Komponenten von A bzgl. des in jedem Punkt kartesischen
Basissystems €, . Berechnen wir nun die Rotation des Vektorfeldes, ergibt sich

%XA)226X(E;€A;€)
k
‘l = =
= ZVX (84, Var)
_Z g/eA x%q/e—i-g/e/l;e%x%qk
:ZV gkA,e x Vg,
k

E7B) 2 1.,
!ZV( grA}) X g—ke,’e (3.7.25)
37222_,, 1 9( gkA ) ig,
g 94, & "
1 3(816142)?{ 3

Sye dq; T F

e 1 A
= _—3 ijlel.
kel 878k 4q;

Betrachten wir nun den Beitrag der Summe mit / = 1, ergeben sich Beitrige fiir j =2,k =3und j =3,k =2
und analog fiir / =2 und / = 3. Werten wir dann die entsprechenden Levi-Civita-Symbole aus, ergibt sich
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3.7. Krummlinige Orthogonalkoordinaten

UxA— E{ _9(831‘1/3)_3(8214/2)_
&& L 94 dq; |

4 Eé 'Q(glA’I)_&’(g3A;)'
s&l Jg dq |

4 Eg _a(nglz)_a(glA/O_.
gl dq dq, |

(3.7.26)

Damit haben wir die Rotation mittels der krummlinigen Orthogonalkoordinaten ausgedriickt.

Zur Berechnung der Divergenz gehen wir analog vor, wobei wir hier einen Trick anwenden miissen, indem

wir ausniitzen, dass die E’]’. ein rechtshindiges kartesisches Koordinatensystem bilden:

V~A:ZV-(E,;A;)

1 >
kalm (¢, x €,,A})
klm
o 1
Z et1mV (8184, V ) X V4,,)-
/elm

Nun ist

V(18,4 V9 X Vq,,) =(Vq; xVq,,) V(8180 AL) + 88,4V - (Vq; X Vq,,,).

Der letzte Term verschwindet wegen (Nachrechnen!)
V- (Vg xVq,)=(VxVq)-Vq,,—(VxVq,) Vg =0
Setzen wir also (3.7.28) unter Beachtung von (3.7.29) in (3.7.27) ein, erhalten wir

V-A=- Z €Lim VQZ X qu) V(glgmA;e)
k,l,m

1 Lo e
Z €hlim (& x2,) V(g gnAL)

28 818m

7 1 Loy o 19(g18sA k)
= 3 Z kl (ezlxefn)'f—’; 5.

€kim
2 k,mn 818m 8n aqn

Da die €] stets ein rechtshindiges Orthonormalsystem bilden, gilt

und damit

%/T:% €LImElmn ! a(glagmA;e)
kol mn 818m&n qk

1 d(g1g.4,)

kz,,; "818m8& Ok

5 1 d(ggnA k)

k

€88 9
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3. Vekroranalysis

Dabei haben wir in dem Schritt von der 1. zur 2. Zeile tiber / und m summiert. Wegen der beiden Levi-Civita-
Symbole tragen nur Summanden mit / # m bei. Da diese Indizes alle in der Menge {1,2,3} sind kann es nur
einen Beitrag geben, wenn &k = 7 den dritten moglichen Wert annimmt. Fiir & = 7 = 1 tragen nur die Fille
[ =2, m =3 und [ =3, m = 2 bei. Die Levi-Civita-Symbole zusammen liefern dann einen Faktor 2. Wir
diirfen also einfach die Levi-Civita-Symbole durch einen Faktor 28, ersetzen und die Summen iiber / und m
weglassen, wie in der 2. Zeile geschrieben, und man muss (k, /, 7) jeweils als die geraden Permutationen von
(1,2,3) lesen, d.h. die Summation ist tiber (k,/,m) =(1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) auszufithren. Die Summe
ausgeschrieben liefert also schlief8lich

VA=

1 [3(gzg3A’1)+3(gsglA§)+9(81&/‘3)] (3.7.33)

818283 341 3‘12 3%

Wir stellen schliefflich zur Ubersicht die Differentialoperatoren in Kugel- und Zylinderkoordinaten zusam-
men.

Kugelkoordinaten (7, 3, ¢):

= dU 19U 1 JU
VU: dU:*/_ -’/__ - / -
et € adr +e r % T rsind do
1 9(r2A") 1 d(sindAy) 1 é’A;,

V-A=divA=— , 3.7.35
v r2  Jdr + rsind a9 + rsind de ( )

(3.7.34)

o - - 1 d(sindAL) A’ 1 JA. 19(r4)
A=rotA=¢/ Lo R Lo ¢ 3.7.36
VxA=rotd=e, rsim9|: ad ng]—i_e |:rsin19 de r dr :| ( )
ey d(rdy) 34,
Yyl ar a9 ]

Wenden wir schlie8lich (3.7.34) und (3.7.35) hintereinander an, erhalten wir fiir den Laplace-Operator
> = 12/ ,dU 1 3d au 12U
AU=V-VU=divgradU =———(r’ > —( 9 >
e r2dr <T dr * rZsind dON\ . 99 * r2sin?$ d g2

1 1 3. L (3.737)
r 972<rU)+ r2sin? 39 <5m0319>+ r2sin’ ¢ Jd g2
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3.7. Krummlinige Orthogonalkoordinaten

Zylinderkoordinaten (R, ¢, z):
= ., U _,13U0 JdU,
VU:gradU:eRlﬁ—l—e(/;%—i-Zezl (3738)
L. - 19(RAY) 194, A
o — E=— —_ Z .7.
V-A=divA 2 IR R Iy + 3, (3.7.39)
.. 104, 94 JAy QA 1[dRA,) 94
A=rotA=¢;/| =—=2——72 e/ R_“"z e/ — r__R 3.7.40
VX rot ‘R [R do 32:|+e¢ [ dz 3R] eZR|: JR é’go]’ ( )
13/, dU\, 13J°U  J*U
AU =222 (*5%) R 3p2 T G G741

3.7.5 Polarkoordinaten in der Ebene

Natiirlich kann man krummlinige Orthogonalkoordinaten auch in der Ebene einfiithren. Hier sollen die Ein-
heitsvektoren E; (j €{1,2}) so orientiert sein, dass man durch Drehung von ¢] im Gegenuhrzeigersinn um

den Drehwinkel 77/2 auf €, kommt. Alternativ kann man die Polarkoordinaten auch in der 12-Ebene eines
rechtshindigen kartesischen Koordinatensystems im Raum auffassen, dann gilt fiir die entsprechenden Ein-
heitsvektoren der positiv orientierte krummlinige Koordinaten in der Ebene stets é; x €, = ¢; = ¢;. Man
nennt solche krummlinigen Koordinaten im Raum auch ,verallgemeinerte Zylinderkoordinaten®, da €] und
¢, fiir alle Komponenten x; des Ortsvektors ¥ gleich sind und €; ist ein konstanter (also ortsunabhingiger)
Einheitsvektor.

X Das wichtigste Beispiel fiir ebene krummlinige Orthogonalko-

A ordinaten sind die Polarkoordinaten. Man verwendet zur Cha-

rakterisierung des Ortsvektors X zunichst ein im obigen Sin-

= ne positiv orientiertes Orthonormalsystem (¢, é,) (s. nebenste-

X hende Skizze) und definiert dann als krummlinige Koordinaten

A p=Ixl : p = |X| = y/x} + x; und den Winkel ¢ € (—r, 7] zwischen ¢,

e ' 2 und X, wobei man Winkel in der unteren Halbebene negativ
— — X, zihlt. Aus der Skizze lesen wir dann unmittelbar ab, dass

X = p(cos pé; +sin pe,) (3.7.42)

ist. Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien sind
(nachrechnen!)

i
dp
= 33_5 . - - 7

Tgﬁ = Q_go = p(—singpe,; + cos pe,), 8o = |T¢| =P

TP: :cosg0?1+sin§052, gp:|T,o|:1’

(3.7.43)

Wir sehen, dass die Polarkoordinaten im Ursprung singuldr sind, weil dort 7, = 0 ist. Die entsprechenden
orthogonalen Einheitsvektoren sind demnach
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3. Vekroranalysis

. 1~ o S
eI; = g—Tp = cosge; +sinpe,,
) ° (3.7.44)
?; =—T,= —sin @e; + cos @é,.
8y

Etwas schwieriger ist die umgekehrte Transformation von kartesischen Komponenten x = (x,x,)" zu den
Polarkoordinaten (p, ¢). Fiir p gilt, wie oben angegeben

p=%|=+/x?+x2 (3.7.45)

Fiir den Winkel ¢, der nur fiir x # 0 wohldefiniert ist, miissen wir simultan
cosgp = ﬂ, sing = 5 (3.7.46)
P P
erfilllen. Anschaulich ist klar, dass die simultane Losung dieser Gleichungen eindeutig ist, wenn man zusitz-
lich als Wertebereich fiir den Polarwinkel ¢ € (—7, 7] wihlt. Die erste Gleichung ist offenbar nicht eindeutig
zu l6sen, denn aus ihr folgt, dass es zwei Losungen

X

¢ = arccos <—1> (3.7.47)
/O

gibt. Dabei verstehen wir unter dem arccos den tiblicherweise auch auf Taschenrechnern oder in den gingigen
Programmiersprachen realisierten Hauptwert. Fiir alle £ € [—1,1] ist @ = arccos& € [0, 7]. Fiir diesen
Wertebereich gilt nun aber sin @ > 0. Wegen sin @ + cos® @ = 1 folgt daraus

sinag =++v/1—cos2a = y/1—&2, (3.7.48)
Setzen wir also (3.7.47) ein, erhalten wir fiir beide Vorzeichen

2 2,2 2
sin(gﬂi)::tsin[arccos(ﬁ)]::I:J 1—x—12::|:¢ £ le =+ x—é:i@. (3.7.49)
P P P P P

Damit also auch die zweite Gleichung in erfillt ist, miissen wir fiir x, > 0 in das obere und
fiir x, < 0 das untere Vorzeichen wihlen. Fiir x, = 0 wihlen wir definitionsgemaf stets das obere Vorzeichen,
denn dann ist x; /0 = x; /|x;|, und man erhilt dann fiir x; > O stets arccos(x; /p) = arccos 1 = 0 und fiir x; <0
stets arccos(x; /p) = arccos(—1) = 7. Endgiiltig gilt also

_ {arccos(xl/,o) fir x,>0, (3.7.50)

—arccos(x;/p) fir x,<0.

In der Literatur findet man oft auch Formeln, die ¢ mit Hilfe des arctan bestimmen. Das hat den Vorteil, dass
man zur Bestimmung von ¢ nicht erst p berechnen muss. Allerdings benotigt man mehr Fallunterscheidun-
gen bzgl. der Lage von X in den unterschiedlichen Quadranten des kartesischen Koordinatensystems.

Dazu bemerken wir, dass fiir £ € R definitionsgemif} arctan& € (—m/2,7/2) gilt. Aus der obigen Skizze
lesen wir ab, dass fiir Ortsvektoren in der rechten offenen Halbebene, also x; > 0 stets

@ = arctan <2> fir x,>0 (3.7.51)
Xy
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3.8. Potentialfelder

gilt. Falls x; < 0 und x, > 0, ist arctan(x,/x,) € (—/2,0) und definitionsgemif} ¢ € (77/2, 7). In diesem Fall
miissen wir also

X .
@ = 7 +arctan = fir x, <0, x,>0 (3.7.52)
1

setzen. Fiir x; < 0 und x, < 0 ist arctan(x,/x;) € (0,77/2) und ¢ € (—m,—7n/2). Demnach ist dann

p=—n+ arctan<ﬁ> fir x, <0, x,<0. (3.7.53)
*1

Bleibt schliefllich der Fall x; = 0. Dann ist ¢ = 7/2 fiir x, > 0 und ¢ = —m/2 fiir x, < 0 zu setzen. Die

Polarkoordinaten sind fiir x; = x, = 0 unbestimmt. Es gilt zwar sicher p = 0, aber der Winkel ¢ ist belie-

big. Obwohl also hier geometrisch betrachtet keinerlei Besonderheit vorliegt, sind die Polarkoordinaten im

Ursprung singulr. Man spricht hier daher von einer Koordinatensingularitit.

3.8 Potentialfelder

Fiir die Physik ist es eine sehr wichtige Fragestellung, in welchen Fillen wir ein vorgegebenes Vektorfeld \7(55 )
als Gradient eines Skalarfeldes schreiben konnen. In der Mechanik ist dies insbesondere fiir Kraftfelder in-
teressant. In haben wir z.B. das Kraftfeld fiir ein Punktteilchen (Planet), das sich im Schwerefeld eines
anderen im Ursprung des Koordinatensystems fixierten Punkt (Sonne) bewegt, angegeben. Die Newtonsche
Gravitationskraft lautet demnach

L omic r=F) (3.8.1)

Wir kénnen nun fragen, ob diese Kraft der Gradient eines Skalarfeldes ist. Aus Griinden, die gegen Ende
dieses Abschnitts klar werden, definiert man das Potential so, dass die Kraft durch den negativen Gradienten
gegeben ist:

Fo(3)=—Vg(%). (3.8.2)

Aufgrund der Symmetrie der physikalischen Situation bzgl. beliebiger Drehungen um den Ursprung, liegt
es nahe anzunehmen, dass @ nur von r abhingt, denn dies ist die einzige skalare Grofie, die wir aus dem
Ortsvektor X bilden konnen. Wir kdnnen nun den Gradienten leicht berechnen. Verwenden wir Kugelkoor-
dinaten folgt sofort

- ¥ . FymM
Vg (r)=8,8(r) = ~®iy(r) = —Fg(7) = L. (3.8.3)
r ror
Diese Gleichung wird erfiillt, wenn
mM mM
Qg(r): Vrz = @G(r):—y . (3.8.4)

ist. Dabei haben wir eine eventuelle additive Integrationskonstante weggelassen, weil diese fiir die Kraft fG =
—V & keine Rolle spielt.

Wir bemerken noch, warum die Existenz eines Potentials fiir die Kraft wichtig ist. Nehmen wir also an, die
Kraft auf ein Punktteilchen sei ein Vektorfeld, das ein Potential besitzt. Die Newtonsche Bewegungsgleichung
lautet dann o _ _

mo=F(X)=—V®(x), v=X. (3.8.5)

Multiplizieren wir diese Gleichung skalar mit @, folgt daraus
m3 -5 =—3-VO(F). (3.8.6)
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Nun sind beide Seiten der Gleichung totale Zeitableitungen, wie man aus Produkt- und Kettenregel sofort
sieht (Nachrechnen!):

%(%#) :—di[tcp[z(t)]. (3.8.7)

Bringen wir die rechte auf die linke Seite der Gleichung folgt

7~

d — - — -

E<% 2+<I>(x)>:0 :>E:%7;2+<I>(x):const. (3.8.8)
Die Grofie E ist die Energie des Teilchens. Sie ist die Summe aus der kinetischen Energie £y, =T =
m©?/2 und der potentiellen Energie E,o; = ®(x), und (3.8.8) besagt, dass entlang der tatsichlichen
Trajektorie des Teilchens, also einer beliebigen Losung der Bewegungsgleichung (3.8.5), die Energie
stets erhalten bleibt. Wenn also das Kraftfeld ein Potential besitzt, gilt der Energieerhaltungssatz.
Man nennt daher Vektorfelder, die ein Potential besitzen, Potentialfelder oder auch konservative

Vektorfelder (von lat. conservare = erhalten).

.

Das obige Beispiel der Gravitationskraft zeigt, dass es physikalisch wichtige Kraftfelder gibt, die tatsichlich
ein Potential besitzen. Freilich ist die eben vorgefithrte Methode in Fillen, die nicht eine so hohe Symmetrie
aufweisen, zu kompliziert, um zu untersuchen, ob ein Kraftfeld ein Potentialfeld ist, d.h. ob es als (negativer)
Gradient eines Skalarfeldes darstellbar ist. Im Rest dieses Abschnitts befassen wir uns mit der Frage nach
Kriterien dafiir, dass ein vorgegebenes Vektorfeld V(%) ein solches Potentialfeld ist, ohne dass wir notwendig
explizit das Potential ausrechnen miissen. Weiter wollen wir eine kompakte Formel fiir die Berechnung des
Potentials finden, falls ein solches existiert.
Um eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Potentials zu finden, miissen wir uns zunichst mit
den zweiten partiellen Ableitungen eines vorgegebenen Skalarfeldes befassen. Es ist klar, dass diese wie bei
Funktionen einer unabhingiger Verinderlicher einfach als Hintereinanderausfithrung zweier Ableitungen
definieren lassen, also
~ a ad »
Sad0= 5| 8| 659)

x]' X

Hier haben wir zuerst nach x; und dann nach x; differenziert. Die Frage ist nun, ob diese doppelte partielle
Ableitung von dieser Reihenfolge abhingt.

Die Antwort ist, dass partielle Ableitungen kommutieren, wenn die Funktion zweimal stetig diffe-
renzierbar ist.

Der Beweis erfordert ein wenig mehr Grundlagen aus der Analysis. Der Einfachheit halber betrachten wir
eine Funktion f : R? — R. Wir nehmen an, sie sei zweimal partiell stetig differenzierbar. Wir wollen zeigen,
dass dann

A f (x1,%,) = 3,0, f (x4, %)) (3.8.10)
gilt. Betrachten wir nun fiir beliebige Ax; und Ax, die Funktion

F(xy,2,) = f(x + Axyy 2, + Ax,y) — (x4, %5). (3.8.11)

Weil diese funktion voraussetzungsgemifl stetig differenzierbar ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung (vgl. Abschnitt(1.7.4) eine Zahl & zwischen x; und x; + Ax, so dass

F(xy,%y) = A7515)11':(£1sxz) = [91f(51>x2 +Ax2)—5’1f(£1,x2)]Ax1. (3.8.12)
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Da nach Voraussetzung auch die ersten Ableitungen stetig partiell differenzierbar sind, konnen wir nochmals
den Mittelwertsatz der Differentialrechnung anwenden, d.h. es gibt eine Zahl », zwischen x, und x, + Ax,,
so dass

F(xy,x,) = 350, f (&1, 1) Ax; Ax,. (3.8.13)

Dieses Argument kénnen wir aber auch genauso in umgekehrter Reihenfolge anwenden, d.h. den Mittel-
wertsatz zuerst auf die Variable x, anwenden. Demnach existiert eine Zahl 7, zwischen x, und x, + Ax,, so
dass

F(xy,%5) = A F (x1,72) Axy = [0 f (%1 + Aixy,05) — O, f (x1,1,) | Axy. (3.8.14)

Der Mittelwertsatz auf &,/ angewandt liefert dann die Existenz einer Zahl &, zwischen x; und x; + Ax;, so
dass

F(xy,%;) = 0,3, f (&5, m2) A%, Ax,. (3.8.15)
Da dies fiir alle Ax, und Ax, gilt, folgt, dass
331 (&1,7) = f(,72) (3.8.16)

gilt. Lassen wir nun (Ax,;, Ax,) — (0,0) streben, gilt (§;,7,) — (x,%,) und (&,,79,) = (x;, x,). Da vorausset-
zungsgemald die zweiten partiellen Ableitungen stetig sind, folgt damit aus (3.8.16), dass tatsichlich (3.8.10)
gilt.

Jetzt konnen wir ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines Potentials fiir ein vorgegebenes Vektor-

feld angeben. Sei also V ein Vektorfeld, dessen Komponenten V bzgl. einer kartesischen Basis stetig partiell
differenzierbar sind. Angenommen, es sei ein Potentialfeld. Dann gilt

V(x)=-Yé(x) bzw. Vi(x)=-J(x). (3.8.17)

Nach voraussetzung sind die Komponenten V; stetig partiell differenzierbar, und damit & zweimal stetig
partiell differenzierbar. Nach dem eben bewiesenen Satz folgt

Dies gilt fiir alle 7,k € {1,2,3}. Fir k£ = j ist die Gleichung identisch erfiillt und trigt folglich keine Ein-
schrinkung an die Komponenten des Vektorfelder fiir die Existenz eines Potentials bei.

Fiir j # k impliziert aber (3.8.18)

82\/3_83‘/2
rotV=VxV=[4Vv,—3V,|=0. (3.8.19)
31V2_82V1

Damit ein Vektorfeld ein Potential besitzt, muss also die Rotation in jedem reguldren Punkt, also dort,
wo es stetig partiell differenzierbar ist, verschwinden.

Man rechnet leicht nach (Ubung!), dass fiir das Gravitationskraftfeld (3.8.1) in der Tat aufler im Ursprung des
Koordinatensystems, wo das Feld eine Singularitit besitzt, rot FG =0 gllt

3.9 Wegintegrale und Potentialfelder

-

Als nichstes definieren wir Wegintegrale von Vektorfeldern. Es sei V' ein stetiges Vektorfeld und ¢ : X :
[t,,t,] — E* eine Kurve, die ganz im Inneren eines Bereiches verliuft, in dem V' definiert und stetig ist.
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3. Vekroranalysis

Dann definieren wir das Wegintegral entlang des Weges ¢ durch

J dx - V dtx x(1)]- (3.9.1)

t

Es ist klar, dass diese Definition nur vom Weg selbst abhingt und nicht von der Parametrisierung, denn an-
genommen, es ist X : [A;,A,] — E° eine andere Parametrisierung desselben Weges, so gilt

d

N =3tN)] - ax’( )= d%tu);[z(x)]. (3.9.2)

Nach der Substitutionsformel fiir Integrale folgt daraus in der Tat, dass
A d . . R 12 . o
f dd —x'(A dt— —t(A) (t)-V[x(t)]=| dtx(¢)- V[x(¢)]. (3.9.3)
A dA t I3
Dabei haben wir im letzten Schritt den Satz von der Ableitung der Umkehrfunktion verwendet, demzufolge

d 1

L= (3.9.4)
d

de at(A)

gilt. AufSerdem ist offensichtlich das Wegintegral (3.9.1) ein Skalar, d.h. es kann mit Hilfe der Komponenten

von V bzgl. einer beliebigen kartesischen Basis berechnet werden:

f di - V(& dtx V[x :J dt Zx (3.9.5)

t

Nehmen wir nun an, V seiein Potentialfeld, d.h. es existiert ein Skalarfeld ®, so dass V = V& ist. Berechnen
wir nun das Wegintegral entlang eines beliebigen Weges, so folgt

J 4% V(@E f 4% - V(3 ® (0 DO[E()] (3.9.6)

t
Nach der Kettenregel (3.4.12) folgt nun

d . d

%(0)- Va[E(n)] = (1) - $x(1)] = T 8x(1)] = L BF(1)] (.97)

DaV voraussetzungsgemif stetig ist, sind die partiellen Ableitungen von & stetig und damit auch 1) als
Funktion des Kurvenparameters ¢. Demnach kénnen wir auf (3.9.6) den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung anwenden. Dies ergibt

| 0= @ Solrw1=—lafz] ez 6.98)
'3 t

Dies zeigt, dass fiir ein Potentialfeld das Wegintegral nur von Anfangs- und Endpunkt des Integrationsweges
abhingt, nicht von dem Integrationsweg selbst. Dabeti ist freilich darauf zu achten, dass dies nur fiir Wege gilt,
die im Definitionsbereich des Vektorfeldes liegen und wo dieses stetig ist.
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3.9. Wegintegrale und Potentialfelder

Aus (3.9.8) folgt auch, wie wir ggf. das Potential berechnen kénnen. Dazu sei G C E? ein beliebiges offenes
Gebiet)

Existiert dann ein Punkt X, € G, so dass zu jedem X € G ein differenzierbarer Weg 6(x) mit Anfangs-
punkt X, und Endpunkt X existiert, so ist gemaf3 (3.9.8)

(%) =b(x)=— f o d3’- V(&) (3.9.9)

ein Potential von V.

Um dies zu zeigen, machen wir von der angenommenen Wegunabhingigkeit der Wegintegrale Ge-
brauch. Dann ist nimlich die Funktion unabhingig von der konkreten Wahl der Wege 6 (x). Da G
offen ist, existiert um X € G eine Kugel K, (X), so dass K,(x) C G. Berechnen wir fiir das Potential in der Dar-
stellung des Skalarfeldes & bzgl. einer beliebigen Orthonormalbasis die partielle Ableitung 3, indem
wir die Definition als Limes anwenden. Dazu sei |Ax,| < ¢. Dann liegt x+Ax, ¢, € G, da konstruktionsgemif3
die Kugel K (X) ganz in G liegt. Damit folgt aus

dx’- V(Z')— f

<f>(x1 + Axl,xz,x3)—<f>(x1,x2,x3) =— |:J
% (%)

dx’ - \7(92’)] . (3.9.10)
(X+Ax,é))

Offenbar ist nun der Ausdruck in der eckigen Klammer das Wegintegral entlang eines in G gelegenen Weges,
der von X zu X + Ax,é, verliuft. Da voraussetzungsgemif} das Wegintegral unabhingig von der konkreten
Form des Weges ist, konnen wir dieses Integral durch das Integral entlang der geraden Strecke (parallel zum
Basisvektor €, ersetzen. Dieser Weg kann aber durch

s: X/(t)=X+tAxe, te[0,1] (3.9.11)
parametrisiert werden. Damit folgt
~ ~ 1 -
(x4 Axyy x5, %3) — P(xq, %5, %3) = —f dtAx,é, - V(X +tAx,€))
° (3.9.12)
= —Axlf dt Vi(x; + t Axy, x5, x3).
0

Dividieren wir diese Gleichung durch Ax, so folgt aus der Stetigkeit von V] fiir den Limes Ax; — 0
) 1
gl‘l’(ﬁ):—f de Vy(xy, x5, %3) = = Vi (x). (3.9.13)
0

Genauso kénnen wir auch fiir die beiden anderen partiellen Ableitungen zeigen, dass 8,8(x) = —V,(x) und
3,8(x) = —V;(x) gilt. Es ist also tatsichlich

V(x)=-Vd(x) = V(Z)=—Va(F). (3.9.14)

Wir kommen auf die Frage, in welchen Fillen das Verschwinden der Rotation eines Vektorfeldes auch hinrei-
chend fiir die Existenz eines Potentials fiir dieses Vektorfeldes in Abschnitt noch zurtick. Dazu benétigen
wir nimlich Flichenintegrale und den Stokesschen Integralsatz.

8Ein offenes Gebiet G C E ist dabei eine Teilmenge von E?, fiir die zu jedem Punkt ¥ € E? eine Kugel K_(X) mit Mittelpunkt
bei X und Radius € > 0 existiert, so dass K_(X) C G gilt.
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3. Vekroranalysis

3.10 Flachenintegrale und der Stokessche Integralsatz

In diesem Abschnitt fithren wir Flichenintegrale {iber Vektorfeldern ein und besprechen den Stokesschen
Integralsatz.
3.10.1 Orientierte Flichen im Raum

Analog zu den in Abschnitt [3.1|eingefiihrten Kurven im Raum fiithren wir nun zweidimensionale Flichen
mit Hilfe ihrer Parameterdarstellung ein.

Es sei dazu G C R? ein Bereich im R2. Dann beschreibt eine Abbildung ¥ : G — E*, (¢,4,) —
x(q,q,) eine Fliche S im Raum. Wir gehen im Folgenden davon aus, dass diese Abbildung stetig
partiell differenzierbar ist. Man bezeichnet dann die Fliche als glatt.

Ein wichtiges Beispiel ist eine Kugelschale mit dem Radius @ um den Ursprung eines rechtshindigen karte-
sischen Koordinatensystems, die wir durch sphirische Koordinaten ¢ € (0,7) und ¢ € [0,27) parametri-
sieren. Diese Parametrisierung ergibt sich, indem man bei den Kugelkoordinaten » = R = const setzt, d.h.

wegen (3.7.1)

cos@sin
x(3,¢9)=R| singsind |. (3.10.1)
cost

Mit der Parametrisierung der Fliche mittels generalisierter Koordinaten (¢,,¢,) sind durch die parti-
ellen Ableitungen nun auch in jedem Punkt der zwei Tangentenvektoren an die Fliche

-

a . .
Ti(91:92) = 3~ *(qn02)> 7 €{12} (3.10.2)
9j

definiert. Die Parametrisierung der Fliche durch diese generalisierten Koordinaten heifit dann regulir,
wenn diese beiden Tangentenvektoren linear unabhingig sind.

Fiir unsere oben definierte Kugelschale gilt fiir die Komponenten der Tangentenvektoren (s. die obige Skizze)

P cos g cos ¢ 2 —singsin
Ty(p,0)==5x(¥,9)=a| sinpcosd? |, T (4,9)=a=—x(¢,9)=R| cospsind |. (3.10.3)
Y —sind ’ o9 0

Diese Tangentenvektoren sind fiir die oben angegebenen Bereiche fiir ¢ und ¢ linear unabhingig. Da fiir
¥ =0 oder ¢ = 7 der Tangentenvektor 7', =0 wird, sind diese Punkte der Parametrisierung singulér. Dies

reflektiert wieder die oben besprochene Koordinatensingularitit der sphirischen Koordinaten.

In jedem reguldren Punkt der Parametrisierung der Fliche konnen wir mit Hilfe des Kreuzproduktes
den Flichennormalenvektor auf die Fliche an diesem Punkt definieren:

-

N(g1,q2) = T1(q192) % T5(q1592)- (3.10.4)

Die Richtung des Normalenvektors hingt dabei von der Reihenfolge der generalisierten Koordinaten ab.
Vertauschen wir ¢; und g,, kehrt sich wegen der Antisymmetrie des Vektorproduktes der Normalenvektor
um. Durch die Wahl der Reihenfolge der beiden generalisierten Koordinaten prigen wir der Fliche also eine
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Orientierung auf, indem wir eine der beiden méoglichen Orientierungen der Flichennormalenvektoren fest-
legen. Diese Wahl hingt von der Anwendung ab und ist mathematisch willkiirlich. Wir kommen darauf im
Folgenden noch zuriick.

Fiir die Kugelschale gilt
cospsint
_ _ 2 - . .
N=TyxT,6 =a sind | singsind (3.10.5)
cos ¥

Durch die Wahl der Reihenfolge ¢, = ¢ und ¢, = ¢ ist die Orientierung der Kugelfliche also so, dass die
Normalenvektoren radial nach auflen weisen’}

3.10.2 Definition des Flachenintegrals

Wichtig fiir die Definition der Flichenintegrale ist die geometrische Bedeutung dieses Normalenvektors: Die
beiden Tangentenvektoren (3.10.2) spannen die Tangentialebene an die Fliche an dem jeweiligen Punkt auf,

und die ,infinitesimalen Vektoren“ dg, 7| und dgq, T, definieren ein infinitesimales Parallelogramm.

7

Demnach ist der Flichenelementvektor
dzf: dg,dq, 7_:1 X 7_:2 = dqldqzﬁ = dzqﬁ (3.10.6)

ein auf der Tangentialebene senkrecht stehender Vektor, und seine Lange entspricht dem Flicheninhalt
des infinitesimalen Parallelogramms.

Das Flichenintegral eines Vektorfeldes V, das in einem offenen Gebiet definiert und (stickweise)
stetig ist, ist durch

L $Fv= fG PqNg1a)- Vi (qn )] (.107)

definiert. Dabei ist G C R? der Definitionsbereich der generalisierten Koordinaten, die die gesamte
Fliche (ggf. bis auf einzelne Punkte) parametrisieren. Das Vorzeichen des Integrals hingt von der oben
besprochen Wahl der Orientierung der Fliche ab. Das Symbol S steht also stets fiir eine orientierte
Fliche.

Natiirlich kénnen wir auch den Flacheninhalt der Fliche ausrechnen:
A= f 2| = J g [N(g1,92)|- (3.10.8)
S G

Wir konnen z.B. leicht die Oberfliche einer Kugel ausrechnen. Dazu bendtigen wir nur den oben berechne-

ten Normalenvektor (3.10.5). Offenbar ist namlich |ﬁ | = a?sin® (man beachte, dass wegen & € (0, 7r) stets
sin® > 0 ist). Damit folgt das aus der Elementargeomtrie bekannte Resultat fiir die Kugeloberfliche:

T 2r b
A:f dd | dy azsim?:Zrmzf d¥sind
0 0 0
= 2ma? [—cos 3] = 4ma’.

(3.10.9)

“Dies entspricht einer Standardorientierung fiir geschlossene Flichen, die spiter im Zusammenhang mit den Volumenintegralen
und dem Gauf3schen Integralsatz noch wichtig werden wird: Betrachtet man ein Volumen V' mit der dann notwendig geschlossenen
Oberfliche S = JV als Rand, orientiert man diese Oberfliche so, dass die Normalenvektoren nach auflen, d.h. von dem Volumen
weg, zeigen.
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Ein wichtiges Beispiel fiir die Integration eines Vektorfeldes ist die Integration des Gravitationsfeldes einer
Punktmasse tiber eine Kugel. Der Einfachheit halber lassen wir die Vorfaktoren weg und integrieren

Fiir die Werte entlang der Kugelfliche erhalten wir

cosgsind
Vix(d,¢)]=— | singsind

2
a
cost

und damit (nachrechnen!)

- . T 21 N N Pis 27
j dzf-V:J dd dgpN(ﬁ,gp)-V[f(ﬁ,gﬂ)]:f dd dy sin® = 4.
y 0 0

0 0
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3.10. Flichenintegrale und der Stokessche Integralsatz

Beispiel: Flache bei der Einheitshyperbel

y Als einfaches Beispiel fiir eine Flichenberechnung betrachten wir die durch
coshu
x(u)=| sinhu (3.10.13)
0

parametrisierte Einheitshyperbel in der x;-x,-Ebene. Die geometrische Bedeu-
tung von # finden wir durch Berechnung der nebenstehend gezeichneten Fla-
che A. Wir konnen die Fliche offenbar mit den Parametern A € [0,1] und
u' € [—u,u] durch

Acosh u’
X(Au'y=[ Asinha’ (3.10.14)
0

parametrisieren. Die Flichennormalenvektoren sind dann (Nachrechnen!)

Pf=87Fx3,%

coshu’ sinh #’
=dAdu’ | sinh#’ | x [ cosh#’
0 0
0 (3.10.15)
=dAAd#’ 0
cosh? ' —sinh® '
0
=dAAd#’' | 0
1
Damit wird die besagte Fliche
1 u N 1 "
A:J dlf du/|d2f|:J dA du'A=u. (3.10.16)
0 —u 0 —u

d.h. # ergibt die Fliche des entsprechenden Segments einer Einheitshyperbel. Man kann sich klar machen,
dass man dies auch dhnlich am Einheitskreis x(¢) = (cos ¢,sin¢,0), denn dort ist die Fliche des durch die
Punkte x(£¢) bestimmten Kreissegments durch A /Ag .;; = 2¢/(27t) = ¢/ 7w gegeben. Nun ist aber Ay, = 7
und damit A = ¢.

3.10.3 Unabhingigkeit des Flichenintegrals von der Parametrisierung

In haben wir das Flichenintegral auf die einfache Integration iiber die beiden generalisierten Koordi-
naten der Fliche zuriickgefithrt und die Vektoren durch ihre Komponenten bzgl. einer beliebigen rechtsori-
entierten kartesischen Basis ausgedriickt. Dass das Integral von der Wahl des rechtshindigen Orthonormal-
systems unabhingig ist, rechnet man in analoger Weise wie oben bei den Wegintegralen nach und sei dem
Leser zur Ubung iiberlassen. Man muss nur beachten, dass die auftretenden Operationen wie Skalar- und
Kreuzprodukte allesamt unabhingig von der Wahl der rechtshindigen Orthonormalbasis sind.

Nicht offensichtlich ist, dass das Flachenintegral auch unabhingig von der konkreten Wahl der Parametrisie-
rung ist. Esseialso ¥’ : G’ — E?,(q},q5) — X'(q], ;) eine beliebige andere Parametrisierung derselben Fliche.
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Dies impliziert, dass wir die generalisierten Koordinaten (¢, ¢,) der urspriinglichen Parametrisierung als um-
kehrbar eindeutige Funktionen der neuen generalisierten Koordinaten (g{,45) betrachten kénnen.

Um zu zeigen, dass das Flichenintegral unabhingig von der Parametrisierung ist, untersuchen wir zuerst die
Transformation der Flichennormalenvektoren zwischen den beiden Parametrisierungen und zeigen dann,
dass die Definition des Flichenintegrals mit beiden Parametrisierungen tatsichlich dasselbe Resultat liefert.
Fiir die Tangentenvektoren gilt

-, 3#’ Jx dq, - dqp
/

/ , (3.10.17)

,eZ ey kz_; “dq]

und daraus folgt fiir die Normalenvektoren
- - 9q, 99

=T/ xTj=> Ty x ;=222 (3.10.18)

1 /elzl R dq; 94

In dieser Summe tragen nun nur die Terme bei, fiir die entweder £ =1, / =2 oder £ =2,/ =1 ist. Schreiben
wir also die Summe ausfiihrlich hin, folgt

= 3413612 8512341
T T .
N'= 3 3 13 qu

(3.10.19)

— —

Nun ist aber N = T, x T, = —7_:2 X 7_:1. Damit folgt

- dqdq, dqdq, )\ -
N = 1722 “DRZAN, 3.10.20
<361{ dg, dq;9q, ( :

Den Vorfaktor kénnen wir nun wie folgt ibersichtlicher schreiben.

Dazu fithren wir die Jacobi-Matrix der umkehrbar eindeutigen Transformation zwischen den beiden
Sitzen von generalisierten Koordinaten (¢;,¢,) <= (¢}, 4;) ein

3(611,612):(3611/361{ 3612/34{>
a9 \941/d9, d4,/94;

Die Klammer in (3.10.20) ist offenbar die Determinante dieser Matrix, die Jacobi-Determinante:

(3.10.21)

— det 3(41,612)]\7

(3.10.22)
(41,9,
Es gilt also
S 2(410) = -
| &% VG = | Eqan GBIV ) g0 6.10.29
/ (qpqz)

Da fiir jedes (¢],q;) € G’ stets X'(q1,45) = %(q;,9,) fiir die entsprechenden generalisierten Koordinaten
(91,9,) € G gilt, miissen wir zeigen, dass fiir beliebige Funktionen f : G —» R

f &g’ de ta(““’qz f 2q1(q) (3.10.24)
/ 3(41’42

gilt. Dies ist die Verallgemeinerung der Substitutionsformel einfacher Integrale auf Doppelintegrale. Diese
Formel ist aber einfach zu verstehen. Dazu miissen wir nur bedenken, dass das Gebiet G/ C R? umkehr-
bar eindeutig auf das Gebiet G C R? abgebildet wird, und zwar durch unsere Koordinatentransformation
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q : G' = G, ¢’ — q(q’). Durch die Koordinatenlinien g; = const bzw. g5 = const wird das Gebiet G in
infinitesimale Parallelogramme zerlegt, und diese besitzen die Flichen

det 3(41’42)

(q1,95)

Durch die Koordinatenlinien ¢, und g, wird das Gebiet G in infinitesimale Rechtecke zerlegt (wenn man
(41> 9,) als kartesische Koordinaten in der Ebene auffasst). Daraus folgt aber sofort, dass fiir stetige Funktionen
in der Tat gilt.

Vorausgesetzt, dass die Jacobi-Determinante der Transformation (g;,4,) < (¢1,45) positiv ist, ist demnach
durch die Unabhingigkeit des Flichenintegrals von der Wahl der Parametrisierung bewiesen, denn dann folgt

aus (3.10.24)

dA =d*q’ . (3.10.25)

f Eq' N VE (g )] = f CaN - ViE(gna)] = f dF V. (3.10.26)
G’ G S

Wir miissen also fiir unsere Transformation voraussetzen, dass die Jacobi-Determinante positiv ist. Man be-
zeichnet solche Transformationen zwischen generalisierten Koordinaten einer Fliche als orientierungser-
haltende Transformationen. Falls irgendeine gewihlte Transformation eine negative Jacobi-Determinante
ergibt, miissen wir nur die beiden neuen generalisierten Koordinaten umordnen.

3.10.4 Koordinatenunabhingige Definition der Rotation

In Abschnitt 3.6 hatten wir die Rotation eines Vektorfeldes tiber seine kartesischen Komponenten definiert.
Wir kénnen nun die Rotation aber auch koordinatenunabhingig als Grenzwert eines Wegintegrals einfiih-
ren. Dazu sei V : G — E? ein auf einem (offenen) Gebiet G C E3 definiertes Vektorfeld mit partiell stetig
differenzierbaren kartesischen Komponenten. Zu einem Punkt X existiert dann eine Umgebung U (z.B. eine
Kugel oder ein Quader), die vollstandig in G liegt.

Wir betrachten nun eine Schar orientierter Flichen AS C U mit dem dazu konsistent nach der Rechte-
Hand-Regel orientierten Rand dAS im Limes AS — 0, was bedeuten soll, dass die Fliche auf den Punkt
X zusammengezogen wird.

7

Der Flichennormalenvektor sei im Limes N — AA7, wobei AA der Flicheninhalt des infinitesimalen
Flichenstiicks sein soll und damit 7 der Flichennormaleneinheitsvektor. Dann ist

- > .1 I
7 - rot V(x):Alémoﬂ d7 - V(7). (3.10.27)
- JAS

Fiihren wir diese Prozedur nun mit drei Flichen mit Einheitsflichenvektoren 7,, 7, und 75, die ein
rechtshindiges kartesischen Koordinatensystem (auch lokal im Punkt X, was weiter unten im Zusam-
menhang mit krummlinigen Orthogonalkoordinaten noch wichtig wird) aufspannen, haben wir so
die Rotation als Vektorfeld definiert.

Um zu zeigen, dass dies mit unserer obigen Definition in Abschnitt 3.6 tibereinstimmt, wihlen wir als Fla-
chenelemente kleine Rechtecke parallel zu den Koordinatenachsen eines rechtshindigen kartesischen Koor-
dinatensystems und berechnen das entsprechende Wegintegral gemif§ (3.10.27). Betrachten wir ein Quadrat
parallel zur 12-Ebene, das wir im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen. Eine bequeme Parametrisierung fiir die
vier Seiten ist dann

X+t x;+€/2 x;—t x;—€/2
r)=x—€/2|, ry(t)=( x4+t |, r;t)=|x+€/2|, r,(t)=( x,—t |, (3.10.28)
X3 X3 X3 X3
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wobei jeweils ¢ € (—e/2,¢/2) durchliuft und ¢ > 0 so klein ist, dass das umschlossene Quadrat ganz in G
liegt. Dessen Einheitsnormalenvektor ist an jedem Punkt offenbar ¢é;. Betrachten wir nun das Wegintegral
entlang des ersten Wegstiicks:

N €/2
BTG = [ a0V + /2]
6, —€/2
€/2 (3.10.29)
:f dt Vi(x;+t,x,—€/2,x5)
—€/2

= Vi(€x3—€/2,x3)e.
Dabei haben wir im letzten Schritt den Mittelwertsatz der Integralrechnung angewendet. Dabei ist &; € (x; —
€/2,x,+ €/2). Genauso folgt

d7 - V(F) = =Vy(&, %y + €2, x3)e. (3.10.30)
L4

Da voraussetzungsgemify die Komponenten des Vektorfeldes 1% stetig partiell differenzierbar sind, gibt es
aufgrund des Zwischenwertsatzes der Differentialrechnung ein &, € (x, —€/2,x, + €/2) mit

&7 - VEH+ | d7-VE) =—[V(E x, +€/2,%3)— Vi (&, 00— €/2,x3) e
. (7) . (7)== Vi(&, 0+ €/2,x5) — Vi(Ep, %, — €/2,x3)] (3.1031)

:_5232‘/1(51//’52,’63)-

Dabei ist & € (x; —€/2,x; + €/2). Lassen wir nun AS — 0, also € — 0, gehen folgt wegen AA = ¢?

lim — [ J d&7-V(#H)+ | d7- \7(7)] =—3,V,(x). (3.10.32)
=0 €2 6 b3
Analog zeigt man, dass
lim — [ d7 - V(F)+ | d7- \7(?)] =+3,Vy(x). (3.10.33)
e—0 ¢ %, %,
Gemif der Definition ist demnach
e5-rot V(X) = 0, Vy(x) — Vi (x), (3.10.34)

und das stimmt mit der Definition in (3.6.6) iiberein. Die iibrigen Komponenten berechnen sich analog fiir
Quadrate parallel zur 23- und 13-Ebene (Ubung!).

3.10.5 Der Integralsatz von Stokes

Mit der Definition der Rotation iiber Wegintegrale im vorigen Abschnitt wird der Integralsatz von Stokes
fast zu einer Selbstverstandlichkeit.

7~

Fiir ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld gilt demnach fiir jede orientierte Fliche S mit gemif}
der Rechte-Hand-Regel kompatibel mit der Flichenorientierung orientiertem Rand J S

J $f rotV=| dz-V. (3.10.35)
S a8
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3.10. Flichenintegrale und der Stokessche Integralsatz

Um dies zu zeigen, muss man nur entsprechend der nebenstehenden Skiz-
ze die Fliche in viele kleine Flichenstiicke unterteilen und auf jeder dieser
Flachenstiicke den Mittelwertsatz der Integralrechnung sowie die Defini-
tion der Rotation aus dem vorigen Abschnitt anwenden:

AS. JAS;

Bei der Summe tiber alle Flichenstiicke heben sich die Wegintegrale tiber die inneren Linien weg, weil die-
se jeweils zweimal in entgegengesetztem Sinne durchlaufen werden, und es bleibt nur das Wegintegral iiber
den Rand der Gesamtfliche {ibrig. Im Limes beliebig feiner Unterteilung der Flichenstiicke ergibt sich aus
fir die linke Seite wieder das Flichenintegral und die rechte Seite ist stets das Wegintegral iber J',
womit der Integralsatz von Stokes bewiesen ist.

Man kann den Integralsatz von Stokes fiir den Fall, dass das Gebiet der Parametrisierung ein Rechteck in der
(41> ¢,)-Ebene ist, auch noch auf den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zuriickfiihren. Sei also

G =[q11,918] % [921> 921 ]- Dann ist

- N q1R q2R o - - -
f d2f -rot V(%) :f dg, dg,(T; x T,) - (V x V), (3.10.37)
S qiL DL
Dabei sind . .
T, = 35119_5, T,= qua_c’ (3.10.38)

die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien der Parametrisierung der Fliche . Den Integranden kénnen
wir nun mit der  bac-cab-Formel“iimformen

T,xT,)-(Vx V)= xV]-V
(T x 1) ( ) [E : )ﬁ #] o (3.10.39)
=Ty [ 9V T [ 9V
Nun ist aber wegen der Kettenregel
(T, V)V =[(8,%)-VIV=4, V, (3.10.40)
(T, V)V =[(3,%)-VIV =3, V. (3.10.41)
Damit erhalten wir in (3.10.37)
qZR -
fdzf rotV = f qlf T 9, V—Tl-é’qZV]
e oot (3.10.42)

q1R DR - o - - - o -

q1L DL

Nun ist aber _ _
O, ,=3,9,x=0,0, x=3 T. (3.10.43)
Damit heben sich im Integranden in (3.10.42) der zweite und der vierte Beitrag gegenseitig weg, und wir finden

- = q1R 92R N N
| vt = [ aa, | aata, (3, V-2, 9

q1L D1

DR H=q q1Rr = I
= dgy(T, - VYBZie— | dgy(T, - V)Ezi

DL qiL

. oL o (3.10.44)
= J dQZ[(TZ ’ V)%:qu _(T2 ’ V)%:‘hL]
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3. Vekroranalysis

Linien _ Aus der nebenstehenden Skizze entnehmen wir, dass
71 9> =R . . . L
bei Beachtung der durch die Vorzeichen der jeweili-

gen Integrale bestimmte Orientierung diese vier In-
E a5 tegrale zusammengenommen das Wegintegral tiber
\ die geschlossene Randkurve Jd§ der Fliche S erge-
®, ben. Dabei ist der Umlaufsinn relativ zur Orientie-
df _ rung der Flichennormalenvektoren d?f gemifd der
7= 9k Rechte-Hand-Regel festgelegt. Damit erhalten wir

91 =9 \ ‘ schlief8lich wieder den Stokesschen Integralsatz
92=9qa1

¢,-Linien

f PF V= di-V. (3.10.45)
S as

3.10.6 Der Greensche Satz in der Ebene

Wir kdnnen nun einen Integralsatz fiir ebene Vektorfelder als Spezialfall des Stokesschen Satzes herleiten.
Wir wihlen dazu die Ebene als 12-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems im Raum. Dann ist fiir ein

ebenes Vektorfeld
Vi(xy5%,)

V(x)={ Va(x1,x,) |- (3.10.46)
0
Wir betrachten nun ein beliebiges offenes Gebiet § in der 12-Ebene mit im Gegenuhrzeigersinn orientierten

Rand JS§. Dieses Gebiet kénnen wir aber genauso gut als Fliche im dreidimensionalen Raum ansehen. Die
Flichennormaleneinheitsvektoren sind dann allesamt 7 = é;.

Nun gilt gemif} (3.6.6)

0
rotV = 0 . (3.10.47)
AV,—aV,
Dann spezialisiert sich der Stokessche Integralsatz auf
fdzf-rot\?:f df(alvz—azvl):f dx- V. (3.10.48)
\) ) as
Das ist der Integralsatz von Green in der Ebene:
y as

Dabei muss man die Konvention beachten, dass der Rand des ebenen Gebiets S so zu durchlaufen ist,
dass in der Durchlaufrichtung betrachtet dieses Gebiet stets links liegt.

3.11 Das Poincaré-Lemma

Nun kénnen wir die in Abschnittaufgeworfene Frage beantworten, unter welchen Umstinden aus rot V =
0 folgt, dass V ein Potentialfeld ist. In Abschnitt[3.9|haben wir gesehen, dass ein Potential existiert, wenn We-
gintegrale in einem Gebiet unabhingig von der konkreten Form des Weges sind und nur von Anfangs- und
Endpunkt der Wege abhingen. Sind nun %6, und 6,, die dieselben Punkte ¥, und x, zu Anfangs- und End-
punkt haben, so ist der Weg ¢ = 6, — %6, geschlossen. Dabei bezeichnen wir mit —%), den in umgekehrter
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3.11. Das Poincaré-Lemma

Richtung durchlaufenen Weg 6, und mit 6, — 6, entsprechend den Weg, der zuerst entlang 6, von X, zu %,
und dann entlang —%, von X, zurtick zu x, fihrt.

Damit es also fiir ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld ein Potential gibt, ist es notwendig und
hinreichend, dass fiir alle geschlossenen Wege

f d7-V =0 (3.11.1)
€

gilt.

Ist nun also rot V = 0 in einem Gebiet, das so geartet ist, dass man zu jedem geschlossenen Weg 6 eine Fliche
§ finden kann, so dass sein Rand d§ = ¥ ist, folgt sofort aus dem Stokesschen Satz
O:szf-rot\—}: da?-f/:J dx- V. (3.11.2)
S as €

Neben der Bedingung, dass die Rotation verschwindet, muss also auch noch das Gebiet G, in dem 1%
stetig partiell differenzierbar sein muss die besagte Eigenschaft besitzen, dass jede geschlossene Kurve
die Randkurve einer ganz in G gelegenen Fliche ist.

Diese Bedingung konnen wir auch so formulieren: Es muss moglich sein, eine jede geschlossene Kurve
innerhalb von G stetig zu einem Punkt in G zu deformieren, denn bei dieser Deformation iiberstreicht
die so definierte Schar von Kurven eine Fliche mit der urspriinglichen Kurve als Rand. Man nennt
solche Gebiete einfach zusammenhingend.

La. wird ein Vektorfeld in einem mehrfach zusammenhingenden Gebiet, fiir das rot V=0 gilt nur lokal
ein Potential besitzen. Ist nimlich G offen, kann man um jeden Punkt eine ganz in G gelegene Kugelumge-
bung finden. Eine Kugel ist nun einfach zusammenhingend, und dort existiert dann auch ein Potential, und
dieses ist dort gemafd Abschnitt [3.9|bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. La., wird es in mehrfach zu-
sammenhingenden Gebieten nur lokale Potentiale geben, und diese sind i.a. nicht mehr eindeutig bestimmt.
Ein schones physikalisches Beispiel, das dies recht drastisch veranschaulicht, ist der Potentialwirbel. Das ist
das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, das in kartesischen Koordinaten durch

D 2
VE) =55 x (3.11.3)
Xy + x5 0

gegeben ist. Es ist offensichtlich in x € G =R?\ R(0,0,1)T definiert (also iiberall aufler entlang der 3-Achse)
und stetig partiell differenzierbar. Auflerdem gilt dort auch tiberall rot V' =0, wie man mit Hilfe der Formel

sofort bestitigt (Ubung/). Dieses Gebiet ist aber offensichtlich nicht einfach zusammenhingend, denn
man kann jede Kurve, die die 3-Achse umschlieflt, innerhalb von G nicht stetig zu einem Punkt zusammen-
ziehen. Entsprechend schneidet jede Fliche mit einer solchen Kurve als Rand die 3-Achse und liegt folglich
nicht ganz in G.

Betrachten wir nun als Kurve einen Kreis Kz um die 3-Achse in der 12-Ebene des kartesischen Koordinaten-
systems mit Radius @, den wir durch

cos
x(¢)=al sing |, ¢@e[—mn,r] (3.11.4)
0
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3. Vekroranalysis

parametrisieren. Es folgt

d —sing o —sing
—x(p)=a| cosp |, Vx(p)]= =2 cos @ (3.11.5)
d 0 “\ o
und damit fiir das Wegintegral
dx V(& f dox(p)- V[x(e)]= ’Uof dy =2nv,. (3.11.6)

Obwohl also iiberall in G stets rot V =0 gilt, verschwindet das Wegintegral entlang der geschlossenen Kreis-
linie nicht, und damit existiert kein in G eindeutig bestimmtes Potential.

Wir kdnnen andererseits aber in jedem einfach zusammenhingenden Teilgebiet ein solches Potential fin-
den. Das grofitmogliche solche Teilgebiet erhalten wir offenbar, wenn wir eine Halbebene mit der 3-Achse
als Rand ausnehmen. Wir wihlen willkiirlich den Teil der 13-Ebene mit x; <0, die wir mit /5 bezeichnen
wollen. Es gibt nun in G = E3 \H. 21— keine geschlossenen stetigen Kurven, die die 3-Achse umlaufen, dadiese
unweigerlich unsere ausgeschlossene Halbebene schneiden miissten, und folglich ist dieses Gebiet einfach zu-
sammenhingend und entsprechend verschwinden die Wegintegrale von 1% entlang geschlossener Wege in G.
Beliebige Wege, die einen festgehaltenen Punkt %, € G mit einem beliebigen anderen Punkt ¥ € G verbinden,
ergeben dann denselben Wert fiir das Wegintegral, und dieses Integral definiert dann ein Potential fiir V in
dem auf G eingeschrinkten Gebiet.

Um es zu berechnen, kénnen wir irgendeinen Punkt ¥, und irgendeinen Weg, der ihn innerhalb von G mit
% verbindet, verwenden, um das Potential zu bestimmen. Wir wihlen als Anfangspunkt x, = (1,0,0)T. Um
einen bequemen Verbindungsweg definieren zu kénnen, verwenden wir Zylinderkoordinaten (R, ¢, z) ge-
mifd und wihlen als Definitionsbereiche R >0, ¢ € (—m, ) und z € R:

Rcosg
x=| Rsing (3.11.7)
z
sz Um nun X, mit einem Weg mit X(R, ¢, z) zu verbinden, der ein mdglichst

einfach berechenbares Wegintegral ergibt, beachten wir, dass gerade Lini-
en entlang der 1-Achse und in z-Richtung keinen Beitrag zum Wegintegral
liefern, denn beide Wegarten besitzen zu V iiberall senkrechte Tangenten-
vektoren. Weiter wissen wir von unserer obigen Berechnung des Wegin-
tegrals entlang einer Kreislinie in einer Ebene parallel zur 12-Ebene, dass
Integrale entlang von solchen Kreislinienstiicken trivial werden. Wir wih-
len also den folgenden Weg: Von x,=(1,0,0) gehen wir zunichst entlang

1%, >0 der 1-Achse zum Punkt (R, 0,0), dann entlang des Kreislinienstiicks

> x, Rcos ¢’
: x(¢')=|( Rsing’ |, ¢'€[0,0]. (3.11.8)
E x, <0 0

Schliefflich  verbinden ~ wir  noch  (Rcosg,Rsing,0)  mit
x = (Rcosg,Rsing,z) durch die entsprechende zur 3-Achse parallele
Strecke. Wie oben gesagt, tragen das erste und das letzte gerade Teilstiick

dieses Weges 6 nichts zum Wegintegral von V bei, und wir finden schlieRlich

f &7 V(7 f do'2(¢) - VIx(¢")] = —v,0. (3.11.9)



3.12. Volumenintegrale, Divergenz und GaunfSscher Integralsatz

Den Winkel ¢ erhalten wir aufgrund der nebenstehenden Skizze aus

go:signxzarccos<L>. (3.11.10)

/.2 2
x1+x2

Man muss dazu bemerken, dass dann ¢ € (—m, ) zu liegen kommt, wenn man Punkte auf der negativen 1-

Achse ausschliefit. Das entspricht genau unserer Wahl des Gebiets G. Fiir Punkte auf der positiven 1-Achse
ist eindeutig ¢ =0, so dass die Unbestimmtheit der Signum-Funktion

, 1 fi 0,
signx = aroxs (3.11.11)
+1 fiir x>0

hierbei keine Rolle spielt.

Wir kénnen nun leicht verifizieren, dass (3.11.9) mit (3.11.10) fiir ¢ tatsichlich ein Potential des Potentialwir-
belfeldes in G ist. Es gilt nimlich nach der Kettenregel

AP =—signx,d, — B Narceos' | ——L— ). (3.11.12)
X7+ x5 X2+ x5

Die Ableitung des arccos ist aber

1
arccos’ x =— (3.11.13)
1—x?
und damit
) ,/xlz+x22—x12/\/x12+x22 1 X,
3P = vysign x, — = %5
X7+ X5 \/1—x12/(x12+x22) X7+ x5
3% = —vysignx Y122 ! S C11.19)
25— 0 20,2 2 - 02 20
(x2+x3)*/? J1—x2 /(2 +x2) x; +x;
Daraus ergibt sich in der Tat
v 0
V=-vo=—"—| x |. (3.11.15)
- - Xy + x5 0

Wihlt man irgendeine andere Halbebene, findet man ein anderes Potential fiir das entsprechend geinderte
einfach zusammenhingende Gebiet G, das sich von dem soeben berechneten in Bereichen in GN G’ um eine
Konstante unterscheidet und entsprechend andere Wertebereiche fiir ¢ verwendet, so dass das Potential bei
der entsprechenden Halbebene einen Sprung um +27v, aufweist. Unser Potential ist entlang der negativen
x,-Achse —vy7t, wenn man sich von negativen x,-Werten her nihert und +v,7, wenn man sich von positiven
x,-Werten her nihert.

3.12 Volumenintegrale, Divergenz und Gauflscher Integralsatz

In diesem Abschnitt definieren wir Volumenintegrale {iber Skalarfelder, geben die koordinatenunabhingige
Definition der Divergenz an und beweisen den Gauflschen Integralsatz.
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3. Vekroranalysis

3.12.1 Definition des Volumenintegrals

Das Volumenintegral iiber ein Skalarfeld ist die Integration {iber einen dreidimensionalen Bereich V C E>.
Man kann dieses Gebiet durch eine beliebige Parametrisierung mit drei generalisierten Koordinaten (¢4, ¢, 43)
beschreiben.

Das Volumenelement ist dabei unabhingig von der Parametrisierung durch die entsprechende Jacobi-
Determinante gegeben

3(’% X, %3)

(41,9 93)

d’x = dg,dg,dg; det

Dabei wihlen wir die Reihenfolge der generalisierten Koordinaten so, dass die Jacobi-Determinante
positiv ist, d.h. die drei Koordinatenlinien in jedem reguldren Punkt der Parametrisierung liefern drei
linear unabhingige Tangentenvektoren

- Jx
T =—, 3.12.2
=54 (3.12.2)

die relativ zum rechtshindigen kartesischen Koordinatensystem gleichorientiert sind und also auch
eine rechtshindige Basis bilden.
Analog wie bei den Flichenintegralen zeigt man (Ubung!), dass dann das Volumenintegral iiber das

Skalarfeld ®

f d%@(%):f d3qdetM<i>[§(q)]. (3.12.3)
v G 3(91,92.93)

parametrisierungsunabhinagig ist. Dabei ist G C R ein Gebiet, das den Parameterbereich fiir die
generalisierten Koordinaten g = (¢, ¢,,¢3) angibt.

Fiir krummlinige Orthogonalkoordinaten folgt aus (3.7.13f3.7.16)

3(x1,x2,x3)

det
(91,92, 93)

=L xT,) T5=¢g88:- (3.12.4)

Fiir Kugelkoordinaten ergibt sich damit gemif} (3.7.4)

a(xl’ Xp,X3)

det 209,9)

=T, xTy)-T,= r?sind. (3.12.5)

Wie wir sehen, verschwindet die Jacobi-Determinante fiir » =0 bzw. ¢ =0 oder ¢ = 7, also entlang der x;-
Achse. Dies zeigt, dass die Kugelkoordinaten dort tatsichlich eine Koordinatensingularitit besitzen.

Analog ergibt sich fiir Zylinderkoordinaten mit (3.7.10)

Q(xl,xz,x3)

det 2(Roo2)

=T, xT,)-I,=R (3.12.6)

A

Auch hier verschwindet die Jacobi-Determinante entlang der x;-Achse, wo auch die Zylinderkoordinaten eine
Koordinatensingularitit aufweisen.

Als Beispiele fiir Volumenintegrale berechnen wir das Volumen einer Kugel (Radius 2 und Hohe ») und eines
Zylinders (mit Radius 2 und Hohe /) mit Hilfe der beiden eben definierten Kugel- bzw. Zylinderkoordinaten.
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3.12. Volumenintegrale, Divergenz und GaunfSscher Integralsatz

Fiir die Kugel gilt
a T 27
Vicugel = f dPx= J drf dﬁf @risind
K, 0 0 0
:27'Cf drf ddr?sind
(3.12.7)

—27tf dr r?[—sin 97

_47rf drr?= i a’
und fiir den Zylinder

2 h/2 a 27 a
VZylmdcr f d X = f dRJ dgﬂf dzR=h f de ngR =2rh f dRR = ﬂdzh. (3128)
Z(a,h) h/2 0 0 0

3.12.2 Die koordinatenunabhingige Definition der Divergenz

Ahnlich wie wir in Abschnitt die Rotation durch den Limes eines Wegintegrals definiert haben, geben
wir nun eine Definition der Divergenz iiber ein Flichenintegral an. Dazu definieren wir die Orientierung der
(notwendig geschlossenen) Randfliche B eines dreidimensionalen Bereiches B so, dass die Flichennorma-
lenvektoren nach auflen, also von dem betrachteten Volumen weg weisen. Fiir die Kugel ist die Randflache
in Kugelkoordinaten einfach durch » = @ = const gegeben, und wir gelangen wieder zur Parametrisierung
der entsprechenden Kugelschale. Der Normaleneinheitsvektor ist dabei stets e, und weist entspre-
chend unserer Definition in die korrekte Richtung weg von der Kugel.

Beim Zylinder zerfillt die Randfliche in drei Teile, namhch den Zylinder-Mantel R = a (generalisierte Ko-

ordinaten (¢, z) (der Flichennormalenvektor N= T X T ReR weist in die korrekte Richtung) sowie die
Deckfliche (z = 5 /2 mit generalisierten Koordlnaten (R, 9), N= Ré;) und die Bodenfliche, bei der wir die

Orientierung umkehren miissen, damit der Flichennormalenvektor N = —Ré; ist, also aus dem Zylinder
hinausweist.

Betrachten wir nun ein partiell stetig differenzierbares Vektorfeld, konnen wir die Divergenz durch

1 -

divV(@= lim —— &2V 3.12.9
wVE) AVIT{?C}VOI(AV)LAV / ( )

definieren. Dabei ist AV ein Volumenbereich mit dem Volumen vol(AV'), der ganz im Definitions-
bereich des Vektorfeldes liegt, und der Limes ist so zu verstehen, dass dieses Volumenelement auf den
Punkt X zusammengezogen wird.

Um zu zeigen, dass in kartesischen Koordinaten diese Definition mit der oben in (3.6.3) gegebenen Definition
{ibereinstimmt, wihlen wir AV als Wiirfel der Kantenlinge ¢ mit dem Mittelpunkt in X und fiihren eine
dhnliche Rechnung wie in Abschnitt durch. Betrachten wir als Beispiel den Beitrag der beiden zur 12-
Ebene parallelen Wiirfelflichen, die bei x; —€/2 bzw. x5 4 € /2 liegen. Mit dem Mittelwertsatz ergibt sich fiir
diese beiden Flichenintegrale

62[V3(§1,§2,x3 +e/2)=V5(&(,6) 03— ¢/2) = ‘333 Vi(&, &5, ). (3.12.10)
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3. Vekroranalysis

Dies durch das Volumen ¢’ des Wiirfels dividiert und den Limes ¢ — 0 gebildet liefert den Beitrag &, V;(x).
Entsprechend erhilt man fiir die beiden anderen Seitenﬂéchen des Wiirfels die beiden anderen Beitrige, so

dass (3.12.9) tatsichlich das gleiche Resultat wie 3) ergibt.

3.12.3 Der Gaufische Integralsatz

Mit der obigen Definition der Divergenz ist der Gauf3sche Integralsatz eine selbstverstindliche Fol-

gerung. Ist V ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld, B ein Volumenbereich und J B sein ent-
sprechend der Orientierungsvorschrift, dass die Flichennormalenvektoren aus dem Bereich B heraus-
zeigen, so gilt

J dx divV(z):f $F VR (3.12.11)
B JB

Um dies zu beweisen, miissen wir nur den Bereich B in viele kleine Teilvolumenele-
mente AV zerlegen. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ergibt sich dann
analog wie beim Satz von Stokes

5>

$xdivV = vol(AB,)div V(E) ~ f $FVE). (3.12.12)
AB; i

Dabei wird die letztere Beziechung im Limes AB; — 0, also bei immer feinerer Unterteilung des Volumens B in
Teilvolumina exakt. Summiert man nun die linke Seite diese Gleichung auf, erhilt man das Volumenintegral

auf der linken Seite von (3.12.11), und auf der rechten Seite heben sich die Beitrige von den inneren Oberfli-

chenteilen JAB; weg, da diese in der Summe stets zweimal mit unterschiedlicher Orientierung auftauchen

(s. Skizze).

3.12.4 Die Greenschen Integralsitze im Raum

Die Greenschen Integralsitze im Raum sind Spezialfille des Gauflschen Integralsatzes. Der 1. Greensche
Integralsatz ergibt sich aus dem Gaufischen Integralsatz, indem wir ihn auf das Vektorfeld

V(Z)=,(3)VE,(F) (3.12.13)

anwenden. Wir berechnen als erstes die Divergenz. Dazu verwenden wir am einfachsten die Darstellung in
kartesischen Komponenten. Zunichst ist

Vi(x) =&, (x)3;®,(x). (3.12.14)

Aus der Produktregel folgt daraus

Mu

div V(% Zav (x)7;®5(x) —&,(x) 3%, (x)] (3.12.15)

J=1
Dies konnen wir wieder in koordinatenunabhingiger Form als
divV(Z)= V- V(Z) = [V®,(Z)]- [VE,(%)]+ &, () V?E,(). (3.12.16)

Der Differentialoperator V2 kommt so hiufig in der Feldtheorie vor, dass man dafiir ein eigenes Symbol A,
den Laplace-Operator, einfithrt. Wirkt es auf ein zweimal stetig partiell differenzierbares Skalarfeld, erhilt
man wieder ein Skalarfeld, und zwar

—

AD(X) =V - V(%) = divgrad (%) = V2O(3). (3.12.17)
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In kartesischen Komponenten gilt ausgeschrieben

Ad(x) = 2®(x) + 37P(x) + F(x). (3.12.18)

Setzen wir also dieses Vektorfeld in den Gaufischen Integralsatz ein, folgt der 1. Greensche Integral-
satz
&x {[Ve, ()] [VE,(¥)]+8,(3)A8,( f df - @,(F)V,(F). (3.12.19)
B
Der 2. Greensche Integralsatz folgt daraus, indem wir in dieser Gleichung ®, und ®, vertauschen
und das Resultat von der vorigen Gleichung abziehen. Dabei verschwindet im Volumenintegral der
erste Term, weil dieser symmetrisch unter dieser Vertauschung ist:

f Px [®,(F)A, (%) — &,(¥)Ad,(X)] = J df[ XV, (%) — @2(2)%1(;)]. (3.12.20)

\.

Dieser Satz wird oft in der Potentialtheorie gebraucht. Wir werden ihn in Abschnitt verwenden, um
die einfachste Aufgabe der Potentialtheorie zu 16sen.

3.13 Alternative Herleitung der Differentialoperatoren in krummlinigen Or-
thogonalkoordinaten

Wir wollen nochmals die bereits in Abschnitt [3.7/ hergeleiten Formeln fiir die Differentialoperatoren mittels
der koordinatenunabhingigen Definitionen fiir rot und div in den Abschnitten|3.10.4|bzw. [3.12.2|bestitigen.
Zur Berechnung der Divergenz des Vektorfeldes wenden wir (3.12.9) auf den infinitesimalen Quader AQ,

der von den Tangentenvektoren der Koordinatenlinien, also

0
= dg; = T;dg; = g;¢/dg;, (3.13.1)
dq;

z

aufgespannt wird, an. Fiir das Volumenintegral iiber diesen infinitesimalen Quader ergibt sich
f dx [divf_{(g)] =d’x [divz:l)(g)] =g,58dg divA. (3.13.2)
AQ

Dabei haben wir das Volumenelement d°x mittels (3.12.1) umgeschrieben.

Das dazugehdrige Flichenintegral iiber den Rand d AQ unseres Quaders setzt sich aus den sechs infinitesi-
malen Seitenflichen des Quaders zusammen. Der Skizze unten entnehmen wir

f oo &f - Alx) = dgydgs ([828541 )y +aguanas — 8285415100

+dg;dg, ([83 g4 Javar+daparna, — L& 81A§]q1 ,qz,q3>
+dq1dq2 ([gngA ]ql @ q3+dgs [gl gZA ]ql D q3)
o A a A o A
:d3q[ (828 1) n (8381 2) n (818 )]
3‘]1 3‘]2 943

(3.13.3)

169



3. Vekroranalysis

df = Z’)1/82 g;dg,dg;

> N

Verwenden wir nun (3.13.2) und (3.13.3) in (3.12.9), erhalten wir schliefflich

divA = (3.13.4)

1 [a(gngAll) J(g:8,45) a(glngé)]
u8 v :
818283 36]1 36]2 ‘9‘13

Analog erhilt man die Komponenten fiir die Rotation des Vektorfeldes aus der Anwendung von (3.10.27)) auf

die drei infinitesimalen Rechteckflichen AF;;, die jeweils durch die Tangentenvektoren an die Koordinaten-

linien T',dg; = g;¢;" und T.dg; = gjgj/ aufgespannt werden, wobei nacheinander (7, ;) € {(2,3);(3,1);(1,2)}
gesetzt wird. Verwenden wir z.B. das erste Indexpaar, erhalten wir die erste Komponente der Rotation bzg].
der krummlinigen Koordinaten (s. wieder die Skizze oben). Das Flichenintegral ist

f dzf' rotA= dg,dgs g, g5 (& x &) rotA = dg,dgs g 85 €, rotA = dg,dg; g, & (rOtZ)/p (3.13.5)
JAVIR
und das dazugehérige Linienintegral entlang des Randes d AF); lautet

f dx A= dg, [(g3A/3)qpqz+dqz,qs N <g3Ag)quqz,%]
JAF,;

N dqz [<g2A/2>‘11»‘Iz:‘Is+d‘13 - <g2A/2>611’427‘]3] (3'13'6)
d(g:43) (849
=dasdy| "5 - |
2 3
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Wegen des Stokesschen Integralsatzes sind (3.13.5) und (3.13.6) gleich, so dass sich schliellich

(rOt/_()/ ! [ 9(gs43) a(ngé)]

LI -0Y:<)

(3.13.7)
342 36]3

ergibt. Die beiden {ibrigen Komponenten finden wir auf analoge Weise durch Verwendung der an-
deren beiden infinitesimalen Rechteckflichen. Wir erhalten sie jedoch auch einfach durch zyklische
Vertauschung der Indizes:

<rot/¥>l _ 1 |:3(81A/1)_ 3(8314;):|’

8381 3‘]3 é)‘11
(3.13.8)
<rotg>’ _ 1 |:3(ng/2) _ 3(&4)}
8182 30]1 ‘9612

3.14 Solenoidalfelder und Vektorpotentiale

In den Abschnitten[3.9und[3.11]haben wir die Frage untersucht, unter welchen Umstinden ein vorgegebenes
Vektorfeld V der Gradient eines Skalarfeldes ist und wie gef. diesees Skalarfeld, das Potential des Vektor-
felds, berechnet werden kann. Die Antwort war das Lemma von Poincaré_,) dass falls V auf einem einfach
zusammenhingenden Gebiet stetig partiell differenzierbar ist und dort rot V' = 0 gilt, in diesem Gebiet ein
bis auf eine Konstante eindeutig bestimmtes Potential @ existiert, so dass V= —grad @ gilt. Das Potential ist
dabei durch das Wegintegral entlang eines beliebigen Weges innerhalb dieses Gebiets von einem festen Punkt
X, zum Punkt X gegeben und bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Hier fragen wir nun, unter welchen Bedingungen ein stetig partiell differenzierbares Vektorfeld B die
Rotation eines anderen Vektorfeldes A ist, d.h.

B(X)=V x A(F). (3.14.1)

Man nennt dann A ein Vektorpotential fiir B.

Ein wichtiges Beispiel fiir Solenoidalfelder in der Physik sind Magnetfelder.
Zuerst leiten wir wieder eine notwendige Bedingung her. Nehmen wir also an, es gibe ein Vektorpotential

fiir B , so dass (3.14.1) erfiillt ist. Dann ist
divB=V-B=V-(VxA). (3.14.2)

Wire V ein gewohnlicher Vektor, wiirde die rechte Seite verschwinden. Wir zeigen nun, dass diese Annahme
tatsichlich zutrifft, indem wir die Divergenz in kartesischen Koordinaten explizit ausrechnen. Zunichst gilt

B, = 3A,—3,A, = OB, = 8,04, — 8,6,
B,=3A,—3A, = OB, =3,0,4,— A3A,.

Addieren wir nun die Gleichungen nach den Folgepfeilen, ergibt sich die Divergenz
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Da voraussetzungsgemaf} die partiellen Ableitungen der Komponenten von B stetig sind, gilt dies notwendig
auch fiir die zweiten Ableitungen der Komponenten von A.Dann vertauschen aber die Ableitungsoperatoren,
und daher folgt aus tatsichlich, dass

divB =0 (3.14.5)

1st.

[ Fiir die Existenz eines Vektorpotentials ist also notwendig (3.14.5) erfiillt.

Wir wollen nun zeigen, dass (3.14.5) auch hinreichend ist fiir die lokale Existenz eines Vektorpotentials. Lei-
der gibt es keine einfache Formel wie beim Skalarpotential, das wir wie oben gezeigt als Wegintegral darstellen

konnen. Wir miissen also versuchen, die Gleichung (3.14.1) nach A aufzulésen.

Dazu bemerken wir aber als erstes, dass offensichtlich das Vektorpotential nur bis auf den Gradienten eines
Skalarfeldes bestimmt ist, denn wie wir oben gesehen haben, gilt fiir jedes zweimal stetig differenzierbare

Skalarfeld y
V x 6){ =rotgrad y =0. (3.14.6)

Das bedeutet, dass fiir jedes Vektorpotential A von B auch
A'=A+Vy (3.14.7)

ein Vektorpotential von B ist. Das Vektorpotential eines Vektorfeldes ist also, falls es tiberhaupt exi-
stiert, nur bis auf ein Gradientenfeld bestimmt.

.

Wir konnen also zur Vereinfachung der Auflosung von (3.14.1) nach A cine Nebenbedingung fordern. Wie
wir sehen werden, erweist sich die Bedingung

Ay =0 (3.14.8)
als sehr hilfreich. Um zu zeigen, dass man dies durch Wahl eines geeigneten Skalarfeldes y stets erreichen
kann, nehmen wir an A sei irgendein Vektorpotential von B und suchen ein Skalarfeld y, so dass

A=A+ 3y =0 (3.14.9)

ist. Diese Gleichung ldsst sich aber sehr leicht 16sen. Wir miissen sie nur bzgl. x; integrieren:
X3
)((xl,xz,x3):—f dxA5(x, %), X3)- (3.14.10)
*30

Dabei gehen wir davon aus, dass es um den Punkt X eine offene quaderférmige Umgebung parallel zu den

Koordinatenachsen gibt, wo A stetig differenzierbar ist. Dies ist sicher erfiillt, wenn B in einem offenen Gebiet
stetig ist. Dann liegt der Integrationsbereich von (3.14.10) ganz in dieser Umgebung, und das Integral ist daher
eine Losung von (3.14.9). Wir diirfen also annehmen, dass die Nebenbedingung (3.14.8) erfuillt ist.

In kartesischen Komponenten ausgeschrieben lautet dann die Gleichung (3.14.1)

Al _83142
B=Vx|[(A,|= AA, . (3.14.11)
0 A, — A,

Aus der ersten Komponente dieser Gleichung folgt

X3
Ay (%159, %3) = _f dxg By (x, x5, 63) + Aj(x1, %) (3.14.12)
X30
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3.15. Die Poisson-Gleichung und Green-Funktionen

und aus der zweiten .

3
Al(xl,xz,x»:f dx; By (g, 2, x3) + Aj (21, %,). (3.14.13)
*30

Dabei haben wir beim Integrieren bertiicksichtigt, dass die Vorgabe der partiellen Ableitung nach x; eine
Funktion nur bis auf Funktionen, die von den beiden anderen unabhingigen Variablen x; und x, abhingen,

bestimmt ist. Diese konnen wir nun bestimmen, indem wir (3.14.12) und (3.14.13) in die dritte Komponente
der Gleichung (3.14.11) einsetzen:

X3
By(xq,%0,%3) = —f dxj[ 9By (%1, %9, X3) + BB, (x1, %5, x3) ] + FLAY (%, %)) — B AT (1, X,). (3.14.14)
X30

Wegen div B = d,B, + &,B, + 8,B, = 0 folgt daraus

X3
B3(xy, %5, x3) :f dxj O By (x, %, x3) + G A3(x1, x,) — DA (1, x,). (3.14.15)
*30

Da voraussetzungsgemafd B stetig partiell differenzierbar sein soll, konnen wir das Integral auswerten, woraus
sich

By(xy, 2, x3) = B3(x1, %, %3) — By (x1, %3, %30) + G A3y, %5) — A} (1, %)

= G A (x1, %)) — A (x1, %) = By(xy, %), x30)

ergibt. Dies zeigt, dass dank der Divergenzfreiheit des Vektorfeldes B die Losungen tatsachlich kon-

sistent mit der Existenz des Vektorpotentials A mit A; = 0 sind.

(3.14.16)

Die Nebenbedingung legt allerdings offensichtlich das Vektorpotential immer noch nicht eindeutig fest. Das
ist unmittelbar einleuchtend, denn die Addition des Gradienten eines nur von x; und x, abhingigen Skalar-

feldes indert an den Eigenschaften des Vektorpotentials, rotA=Bund A; =0 zu erfiillen nichts. Wir kdnnen

also in (3.14.13) A7(x;, x,) = 0 setzen. Dann folgt aus (3.14.16)

AL =0 = 3A%(x;,x,) = By(x1, %5, X30)- (3.14.17)
Damit wird durch die Wahl
*2
A, %) = f dx)Bs(x1, X3, X30) (3.14.18)
*20

das Vektorpotential vervollstindigt. Sammeln wir also die Lésungsschritte (3.14.12), (3.14.17) und (3.14.18)
erhalten wir als eine mogliche Losung fiir das Vektorpotential

X3
Ay(x) = J dxg By(xy, %, xé)’
X30

* 2 3.14.19
Az(&):_J dngl(xl,xz,x§)+J dx)B; (xy, X3, x30), ( )
%20 X20

As(x)=0.

3.15 Die Poisson-Gleichung und Green-Funktionen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit einer typischen Fragestellung der Feldtheorie. Dazu betrachten
wir das Newtonsche Gravitationsgesetz etwas genauer. Wie schon in Abschnitt 3.8 gesagt, ist die Gravitati-
onskraft einer als punktf6rmig angenommenen im Ursprung des Koordinatensystems sitzenden Masse M auf
eine andere bei X gelegene Punktmasse 72, die wir im folgenden Probemasse nennen, durch das Kraftfeld

f()?):—ymM%, r =|X| (3.15.1)
r
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3. Vekroranalysis

gegeben.

Dividieren wir diese Kraft durch die Masse der Probemasse, erhalten wir die Gravitationsbeschleunigung,
die unabhingig von der Probemasse ist. Wir gelangen so zur Interpretation der Gravitation als Feldwirkung.

7

Demnach erzeugt die Masse M ein Gravitationsfeld
o x
g(x):—yMﬁ. (3.15.2)

Man weist es einfach dadurcfi nach, dass man an die Stelle X eine Probemasse 7 setzt und die auf sie
wirkende Gravitationskraft F(X) = mg(X) misst. Dadurch haben wir die Gravitationskraft
als ,Nahwirkungstheorie“ formuliert. In dieser Interpretation wirkt die Kraft nicht tiber eine Fern-
wirkung sondern weil die Prisenz der Masse M im Ursprung das Gravitationsfeld impliziert,
und die Kraft wirkt dann lokal an der Stelle X der Probemasse aufgrund der Gegenwart dieses Feldes.

In Abschnitt[3.8 haben wir auch gezeigt, dass dieses Feld ein Potentialfeld ist, das wegen (3.8.4) durch

o) =—1—

(3.15.3)

gegeben ist. Wir nennen dieses Feld das Gravitationspotential. Dabei haben wir die willkiirliche Konstante
C = 0 gesetzt. Dabei folgen wir der Konvention, dass das Gravitationspotential im Unendlichen verschwin-
den soll.

Wir fragen nun, wie die Gravitationskraft einer ausgedehnten Massenverteilung auf eine Punktmasse zu be-
rechnen ist. Dazu denken wir uns die Masse kontinuierlich gemifl der Massendichteverteilung o(x) tiber
den Korper verteilt. Mit Newton gehen wir nun davon aus, dass jedes Massenelement am Punkt X', also
dM = d&’x’p(x’) additiv zur Kraft auf eine Probemasse beitrigt. Dabei miissen wir nur beachten, dass der
Ursprung dieser infinitesimalen Quelle des Gravitationsfeldes bei ¥’ und nicht im Koordinatenursprung
sitzt. Der entsprechende Beitrag zum Gravitationspotential ist demnach

4o = — 2 ydi 7 (3.15.4)
x_x

Insgesamt ist das Gravitationspotential der Massenverteilung also durch

_—}/f @ PE) (3.15.5)

|x—x

gegeben. Dabei nehmen wir an, dass V so gewihlt ist, dass der gesamte Korper ganz im Inneren dieses
Volumens liegt, also p(x”) = 0 fiir X’ € E*\ V gilt. Der Bequemlichkeit halber sei auch o(¥)|z/c5y = 0.

.

Im Prinzip kénnen wir mit das Gravitationspotential einer beliebigen Massenverteilung ausrechnen.
In der Physik haben sich aber lokale Feldgleichungen als weitaus niitzlicher erwiesen, d.h. wir suchen eine
partielle Differentialgleichung, die das Gravitationspotential bzw. die Gravitationsbeschleunigung mit der
Massenverteilung o(X) verkntipft.

Dazu betrachten wir noch einmal das Gravitationsfeld einer einzelnen Punktmasse im Ursprung des
Koordinatensystems. Eine solche Punktmasse ist in der Feldtheorie ein wenig problematisch, denn offenbar
ist fiir solch eine Massenverteilung die Massendichte extrem singuldr. Aufler im Ursprung ist die Massendichte
exakt 0, und da wir eine endliche Masse im Ursprung vereint haben, ist dort die Massendichte unendlich grof3.
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Wir konnen nun aber die im Ursprung konzentrierte Masse M durch ein Flichenintegral iiber das Gravi-
tationstfeld erhalten. Dazu sei V' ein Volumen, bei dem der Koordinatenursprung durch eine kleine
Kugel mit Radius ¢ ausgespart ist. Sei V’ nun also ein Volumen, das den Ursprung im Inneren enthilt mit auf
{ibliche Weise orientierter Randfliche d V'’ (Flichennormalenvektoren weisen aus dem Volumen heraus) und
sei die Kugel mit Radius € um den Ursprung K, (0) C V. Wir wenden nun den Gauf3schen Satz auf das Gra-
vitationsfeld und integrieren iiber das Volumen V = V’\ K_(0) an. Dann besteht der auf die iibliche
Weise orientierte Rand von V' zum Einen aus dem Rand von V/ und zum anderen aus der Kugeloberfliche
S.(0), die so orientiert ist, dass die Normalenvektoren radial auf den Ursprung weisen, also ebenfalls weg vom
Volumen V.

Durch direktes Nachrechnen in kartesischen Koordinaten weist man nun nach, dass
divg(¥)=V-g(%)=0 fir ¥#0 (3.15.6)

gilt (Nachrechnen!). Demnach folgt aus dem Gauf3schen Integralsatz

0= f Prdivg(F) = f $F 33 = f £f33) —f $F3(F), (3.15.7)

v av v 5.(0)
wobei wir in dem letzteren Flichenintegral die Orientierung wieder wie iiblich mit den Normalenvektoren
vom Kugelursprung weg gerichtet haben. Da fiir den Gaufischen Integralsatz allerdings die Orientierung tiber

die Oberfliche der ausgesparten Kugel um den Ursprung umgekehrt zu richten ist, trigt das entsprechende
Flachenintegral mit dem negativen Vorzeichen bei. Jedenfalls folgt aus (3.15.7)

J de-g(z)zf &2f 3. (3.15.8)
v 5.(0)

€

Das rechtsstehende Integral ldsst sich nun sehr leicht ausrechnen. Dazu verwenden wir unsere Standardpara-

metrisierung der Kugelschale (3.10.1) und das entsprechende Resultat (3.10.12):
J &f 3G)=—4ny M. (3.15.9)
av’

Fiir irgendeine den Ursprung umschlieflende geschlossene Oberfliche d V' erhalten wir also aus dem Gravi-
tationspotential bis auf die Vorfaktoren —4 7ty die in dem umschlossenen Volumen enthaltene felderzeugende
Masse.

Nun liegt die Vermutung nahe, dass dies auch fiir die kontinuierliche Massenverteilung gilt. Dies fithrt auf die
Idee, dass fiir eine kontinuierliche singularititenfreie Massenverteilung das Gravitationspotential {iberall eine
wohldefinierte Divergenz besitzt, und dann kénnen wir den Gauflschen Integralsatz auf irgendein Volumen
V anwenden, ohne Singularititen durch kleine Kugeln ausschlieflen zu miissen. Diese Uberlegung liefert
f Erdivi@)=| df-3F)= —47r7/f Pxp(F) = —4myM,, (3.15.10)
\% av %

wobei My, die gesamte im Volumen V befindliche Masse ist. Da dies fiir jedes Volumen V' gilt, kénnen wir
die Definition der Divergenz iiber ein Flichenintegral verwenden (s. Abschnitt |3.12.2). Ist nimlich unsere

Hypothese (3.15.10) korrekt, so folgt

I T FIoopsin . MAV__ =
dlvg(x)_Al\l/rEOVOI(AV) faAvdf g(x)= 4nyAl\l/II—l>o_AV =—4nyp(X). (3.15.11)

Dies fiihrt uns auf die Differentialgleichung

divg(x) =—4nyp(X). (3.15.12)

175



3. Vekroranalysis

Nun erinnern wir uns, dass das Gravitationsfeld ein Potential besitzt. Es gilt demnach
div g(x) = —divgrad ®(x) = —A®(x) = —47my p(X). (3.15.13)

Dabei haben wir den in (3.12.17) eingefiihrten Laplace-Operator verwendet.

Um nun zu zeigen, dass die Annahme in (3.15.10) wirklich zutrifft, zeigen wir, dass (3.15.5) tatsichlich die
Poisson-Gleichung (3.15.13) 15st. Falls X ¢ V ist, kénnen wir einfach den Laplaceoperator auf (3.15.5) an-
wenden, indem wir ihn in das Integral ziehen, denn fiir diesen Fall treten keine Singularititen im Integranden

auf. Nun ist aber .

X —x/]

1

X — x|

A =N =0, fir X#Xx/, (3.15.14)

wie man durch Bildung der partiellen Ableitungen direkt nachrechnet (Ubung/). Daraus folgt, dass dann

:—yJ d&x'p |x_x/|_o fir x¢V (3.15.15)

gilt. Da voraussetzungsgemif fiir X ¢ V stets p(X) = 0 gelten soll, ist Die Poisson-Gleichung fur
diesen Fall erfiillt.

Nun betrachten wir den Fall, dass x € V. Dazu wenden wir den 2. Greenschen Satz an, wobei wir
&, =® und &,(X’) = 1/|F—%’| setzen. Als Integrationsvolumen wihlen wir V = V' \ K (%), wobei K _(¥) eine
Kugel mit Radius ¢ mit Mittelpunkt in ¥ bezeichnet. Dann ist der Rand 8V durch 3V und die Kugelschale
S.(X) gegeben. Entsprechend der Standardorientierung beim Gaufischen Integralsatz muss man fiir letztere
die Normalvektoren in Richtung auf den Mittelpunkt X weisend wihlen (also vom Integrationsvolumen weg).
Der Greensche Satz lautet fiir unseren Fall also

f d%z’[cp(z/)A L1 Acp(z/)]: df’-[cb(a?’) L __ 1 %’@(z/)]. (3.15.16)
v d av d

|x—x| |x —x |x —X/| |x—x

Im Volumenintegral auf der linken Seite fillt der erste Term wegen (3.15.14) weg und unter der Annahme,
dass ® der Poisson-Gleichung A® =47y o geniigt, folgt

JN d%?’[cb(z’)A LI ] —47r}/f py A% (3.15.17)

v |x— x| |x—x| |x—x

Das Oberflichenintegral auf der rechten Seite von werten wir nun fiir den Fall aus, dass wir V = E?
setzen, wobei wir annehmen, dass der entsprechende Beitrag von JdV, der jetzt im Unendlichen liegt, zum
Oberflichenintegral nichts beitrigt, weil ®() fiir grofle » mindestens wie 1/7 abfillt. Dann bleibt von d V
nur noch die Oberfliche der kleinen Kugel, also S (X) iibrig, und dieses parametrisieren wir in den tiblichen
Kugelkoordinaten:

cospsint
x+e( singsind |. (3.15.18)

/
& =
cos ¥
Der Flichenelementvektor berechnet sich gemif} (3.10.6) zu (Ubung!)

cos@sin
df' =dddgp *sind | singsind |, (3.15.19)
cos ¥
mit der Standardorientierung vom Kugelzentrum weg, was wir wie bereits oben erwihnt im Flicheninte-

gral auf der rechten Seite von (3.15.16) durch ein zusitzliches Vorzeichen beriicksichtigen miissen. Fiir das
Flichenintegral bendtigen wir noch

V’l

X —x/]

X > 1
= df -V ——
° /Y |x —x/|

=—d¥dgsin? (3.15.20)

— z_
FY
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und
df - V'e(3") = 23.3(x). (3.15.21)

Dabei haben wir verwendet, dass in Kugelkoordinaten (¢, ¢, ¢)

cos@sind
e, =T =|singsind (3.15.22)
cos ¥
und somit wegen der Kettenregel
v 2 Ox .,
¢, VO(x')= 3, Y (x)=d.2(x) (3.15.23)

gilt. Setzen wir also (3.15.19f13.15.23) in die rechten Seite von (3.15.16) ein, so folgt

N R N T 21 N o
f df’-[@(;?’)v’ _ 14 —— 1% V’@(E’)]:_J dﬁf dgasinﬁ[—q)(gl)—eae@(g/)]. (3.15.24)
av |x —x’| ‘| 0 0

Da ® zweimal partiell stetig differenzierbar ist, verschwindet das zweite Integral fiir ¢ — 0 und nach dem
Zwischenwertsatz ergibt das erste

f df’. [cb(*’ ! %’@(2’)]‘2047@() (3.15.25)

|x—Xx/| |x—X|

Gleichsetzen mit der rechten Seite von (3.15.17) liefert schlieflich das gewiinschte Resultat

@(E):—ylimJ &« 'O< %) ——;/J d%lL}?/) (3.15.26)
|4

=0y X —x/|

wobei wir verwendet haben, dass o(x’) nur im Inneren von V von 0 verschieden ist.
Der obige Beweis zeigt aber, dass dieses Resultat auch dann noch gilt, wenn p(¥’) im Unendlichen schnell
genug abfillt, so dass die oben betrachteten Integrale {iber V' allesamt existieren.

In gewisser Weise haben wir eine Umkehroperation zum Laplaceoperator gefunden, denn wie wir
gezeigt haben, folgt aus
AD, () = B,(F), (3.15.27)

dass .

@1(56)):—] d3le(9_C),9_C)/)¢2(9_C)/) mit G(J_C),J_C)/): 4_>—_>/ (31528)

E? 7|x — x|

gilt, sofern nur ®,(X) hinreichend schnell verschwindet, so dass das Volumenintegral existiert. Dabei
erfillt die Losung @, die Randbedingung, dass sie im Unendlichen verschwindet. Unter dieser Be-
dingung ist (3.15.28) eine eindeutige Losung der Poisson-Gleichung (3.15.27). Man nennt in diesem
Zusammenhang G eine Green-Funktion des Differentialoperators (—A )}

“Green-Funktionen von linearen Differentialoperatoren werden Thnen in allen Theorie-Vorlesungen wihrend des ge-
samten Physikstudiums begegnen, insbesondere in der Elektrodynamik, Quantenmechanik und schliefllich der Quanten-

feldtheorie.
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3. Vekroranalysis

3.16 Der Helmholtzsche Zerlegungssatz der Vektoranalysis

In der Physik muss man oft ein Vektorfeld aus der Vorgabe seiner Divergenz (,Quellen®) und seiner Rotation
(, Wirbel“) bestimmen.

Gegeben sei ein skalares Feld p(X) und ein Vektorfeld @(x), und wir fragen nach der Existenz eines

Vektorfeldes \7, so dass _ _
divV=p, rotV=w (3.16.1)

gilt. Es ist klar, dass fiir die (zumindest lokale) Existenz eines solchen Vektorfeldes V die Konsistenz-
bedingung
div =0 (3.16.2)

erfiillt sein muss, d.h. @ ist ein Solenoidalfeld, dessen Vektorpotential V sein soll.

Die Betrachtungen in den vorigen Abschnitten legen die Zerlegung des Vektorfeldes in zwei Anteile nahe:
V=V,+V, mit rotV;=0 und divV,=0, (3.16.3)

d.h. wir spalten V in ein Potentialfeld V, und ein Solenoidalfeld V, auf, so dass

divV =divV,=p, rotV,=0, (3.16.4)
rotV=rotV,=%, divV,=0 (3.16.5)

gilt (vgl. (3.16.1)). Im Folgenden zeigen wir, dass eine solche Zerlegung existiert, vorausgesetzt es sind be-
stimmte Glattheitsbedingungen und ein hinreichend schnelles Abfallen der Quellen o und @ im Unendlichen
erfiillt. Wir kommen auf die genauen Bedingungen weiter unten noch zurtick.

3.16.1 Bestimmung des Potentialfeldanteils

Wir beginnen mit der Aufgabe, \71 zu bestimmen. Wegen rot \71 = O existiert nach dem Poincaréschen Lemma
(zumindest lokal) ein skalares Feld @, so dass

V,=—grad® (3.16.6)
gilt.
Setzen wir dies in (3.16.4) ein, ergibt sich
div \71 =—divgrad® =—A®=p. (3.16.7)

Dies bezeichnet man als die inhomogene Potentialgleichung oder auch als Poisson-Gleichung. Diese
haben wir bereits im vorigen Abschnitt gelost. Verwenden wir also (3.15.27) und (3.15.28), ergibt sich
bereits die Losung
=/
B(%) = J P/ PF) (3.16.9)
£ 4r|x — x|

Der Potentialfeldanteil selbst berechnet sich durch Gradientenbildung gemif} unseres Ansatzes
(3.16.6):

-
x—x’

\7( )=—grad®(x) = f d’x /P (3.16.9)

4 |x—x’|3'
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Betrachten wir (3.16.8), muss offenbar fiir die Existenz des Integrals iiber den ganzen Raum po(x’) schneller
als 1/|%'|? fiir |x'| — oo abfallen.

Andererseits ist ® aber ohnehin nur bis auf eine additive Konstante definiert, und wir kénnen statt (3.16.8)

$(%) = d3x”°(’?/)< ! ! > (3.16.10)

= 4 \F—=%| [%—7

als Losung fiir die Poisson-Gleichung (3.16.7) verwenden. Dabeti ist X, irgendein geeigneter fixierter Punkt.
Da der Ausdruck in der Klammer fiir |[x’| — oo nun wie 1/|X’|? verschwindet, ist es fiir die Konvergenz des
Integrals im Unendlichen hinreichend, wenn p(7’) schneller als 1/|X’| verschwindet.

3.16.2 Bestimmung des Solenoidalfeldanteils

Wir miissen nun noch den Solenoidalfeldanteil des Ausgangsvektorfeldes bestimmen, d.h. wir haben (3.16.5)
zu 16sen. Da div V, = O ist, existiert aufgrund unserer Betrachtungen in Abschnitt ein Vektorpotential
g, so dass . .

V, =rotA (3.16.11)

ist. Wir wir ebenfalls in Abschnitt erliutert haben, ist A nur bis auf ein Potentialvektorfeld bestimmit, so
dass wir eine Nebenbedingung fordern kénnen. Diesmal wird sich die folgende als Coulomb-Bedingung!”]

divA=0 (3.16.12)
als besonders bequem erweisen. Setzen wir nimlich (3.16.11) in die erste Gleichung von (3.16.5) ein, finden

wir fur diese Nebenbedingung (nachrechnen!)
rotrotA ="V x (V x A) = V(V-A)— (V- V)A = graddivA— AAd = —AA = &. (3.16.13)

Es sei auch an dieser Stelle nochmals betont, dass diese Gleichung nur auf kartesische Komponenten des

Vektorfeldes A angewendet werden darf, da nur fiir kartesische Orthonormalsysteme die Basisvektoren orts-
unabhingig sind.

7

Wir werden also wieder auf Poisson-Gleichungen fiir die kartesischen Komponenten von A gefiihrt,
so dass wir wieder die Green-Funktion des Laplace-Operators anwenden kénnen:

==/
A®) = J FLCO (3.16.14)
E3 47X — x|
bzw. sy
AF) = FONACICY (N S S (3.16.15)
£ 4 \|Xx—x/| |xg—X/|

\.

Fiir die letztere Form der Losung genigt es fiir die Konvergenz des Integrals wieder, wenn @(x”) schneller als
1/|x'| fiir |X'| — oo verschwindet.
Allerdings miissen wir uns nun noch vergewissern, dass diese Losung auch tatsichlich die Coulomb-Bedin-
gung (3.16.12) erfiillt, die wir ja verlangt haben, um fiir A eine Poisson-Gleichung zu erhalten. In der Tat
gilt
. O 3 1 /e 1 3 1 -,/ - 1
divAX)=| &Ix'—o(x )V, ———=| I'Y—ox)—-V,y—— ). (3.16.16)

- = - /T -
£3 47 X=X Jps 47 X=X

%Diese Bezeichnung kommt aus der Elektrodynamik, wo statische Magnetfelder ein Vektorpotential besitzen.
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3. Vekroranalysis

Wegen der Konsistenzbedingung (3.16.2), also div@ = 0, kénnen wir dies mit Hilfe des Gaufischen Satzes
in ein Oberflichenintegral umwandeln. Da der Rand des gesamten Raumes E> aber im ,,Unendlichen® liegt,
konnen wir unter der Annahme, dass @ im Unendlichen hinreichend schnell verschwindet, schliefen, dass
auch dieses Oberflichenintegral verschwindet: Nach der Produktregel gilt

. o(xX’ . -, 1 -, 1 . 10. — 1
div Ev(x_}) =[div@(X) ] =—= +@(x')-grad ., —— fw(x/)-gradx,ﬁ. (3.16.17)
|x— x| |x — x| |x— x| |x— x|
Wir haben also nach dem Gauflschen Satz
o 1 s [amn 1 .1 272n ®(X')
divAX)=—— | d'x'div,|w(X)=—= [= lim — d&* f(x")=——== =0, (3.16.18)
T Jps |x —Xx/| | R—ooo4m 9K, |x — x|

falls (%) im Unendlichen schneller als @(|x’|7!) verschwindet. Also ist die Coulomb-Eichbedingung erfiillt

und somit (3.16.14) bzw. (3.16.15) tatsichlich eine Losung fiir das Vektorpotential.

Fiir den Solenoidalfeldanteil finden wir schliefilich
==/
Vz(f):rotA(f):f &Px'V, x p w_gx )_>,
S T'x_x | - (3.16.19)
= —f d3x/ ?E()?/) X V/T :f d3x/ ‘ZE(.;C)/) X —————.
£ 4r|x —x'| Jp 4r|x—x'|3

Damit haben wir den Helmholtzschen Zerlegungssatz fiir Vektorfelder bewiesen. Wir fassen ihn noch ein-
mal iibersichtlich zusammen:

Seien p(¥) und @(X) im E> definierte Felder, die im Unendlichen schneller als mit der Ordnung
O(|%|7!) abfallen und erfiille % die Bedingung div@ = 0. Dann lisst sich ein gegebenes Vektorfeld

V eindeutig in einen Potentialfeldanteil und einen Solenoidalfeldanteil zerlegen, so dass

V= \71 + \72, divV = —p, rot V= w, wobel (3.16.20)
- : - x/ 1 1
V,=—grad® mit @(x):f d3x/’0(x ) — ], (3.16.21)
E3 4 \|x—x'| |x;—x'|
- - H(x’ 1 1
V,=rotA mit A(x):f d3xlw<x )< — — > (3.16.22)
£ 4 \|x—x'| |x;—x'|

Die Felder selbst berechnen sich aus der Quelle p und der Wirbelstirke @ des Vektorfeldes zu

= N = N > =
vxzyzj oy P E—3 vxzy:f P BEF)x ——F (3.16.23)
E3 E3

4w B—%P 4r|f— 3P

3.17 Verallgemeinerte Funktionen (Distributionen)

In den vorigen Abschnitten haben wir die Green-Funktion fiir den Operator (—A) als

G(xX)=—, r=|x| (3.17.1)



3.17. Verallgemeinerte Funktionen (Distributionen)

definiert. Diese Funktion ist natiirlich bei ¥ = 0 singulir, und es gilt
AG(X)=0, X#0. (3.17.2)
Wir haben aber auch gesehen, dass die Poisson-Gleichung
AD(X) =—p(X) (3.17.3)
durch
B(X) = f Px'G(E—X"p(x") = f d%’ﬂ (3.17.4)
R3 R3

47X —X|

gelost wird, wobei wir voraussetzen, dass das Integral existiert. Wenden wir hierauf den Laplace-Operator an
und vertauschen naiv die Ableitungen nach den Kompoenten von ¥ mit der Integration bzgl. X’ erhalten wir

Ad(X) = f P AGE —X)p((X"). (3.17.5)
R3
Dies scheint nun zu widersprechen, denn gemif} ist
AGE—X")=0 fir ¥#X". (3.17.6)

Da also aufier fiir den einzigen Punkt X’ = ¥ der Integrand in (3.17.5) verschwindet, erhalten wir mit dieser
Rechnung 0 im Widerspruch zu (3.17.3). Dies liegt natiirlich daran, dass die Vertauschung von Ableitungen
und Integration in diesem Fall mathematisch nicht gerechtfertigt werden kann. Oben haben wir uns dieses
Problems entledigt, indem wir zunichst eine kleine Kugel vom Radius € um die singulire Stelle ¥’ = X her-

ausgeschnitten haben und mit Hilfe des Greenschen Integralsatzes bestitigt haben, dass (3.17.4) in der Tat die
Poisson-Gleichung (3.17.3) 16st.

Wir kénnen dieses Problem aber auch auf einfachere Weise 16sen, indem wir die Singularitit der Green-Funk-
tion (*3.17.1) bei » = 0 zunichst regularisieren. Als fiir unsere Zwecke bequem erweist sich die Regularisie-

rung

1
Ny
Dann ist die Funktion in fiir alle ¥ € R? definiert und beliebig oft partiell integrierbar. Offenbar gilt (Nach-
rechnen!)

G.(%) €>0. (3.17.7)

- - . d 1 1 x r 1
VG.(x)=Vr)— | —— | =———— =— X 3.17.8
((X)=( r)dr <4ﬂm> 470 7 (r24 €2)3/2 4ﬂ(72+62)3/zx ( )
und damit
AG.(F)=V-VG.(F) *%( ! >+ L Sz
—_ X)= . X)=x- - X
‘ ‘ 4rc(r24+€2)3/2 ) 4r(r2 4 €2)3/2
- 3 2r X 3
=x|\-———— +—
< 2(7’2+€2)5/27‘> 47(r2 4 €2)3/2
, (3.17.9)
_ 3 n 3r
CAn(r24 €232 4n(r24 €202
= —AG,(%) 3¢
— X)=——m—.
‘ 4r(r2+ €2)3/2
Wie zu erwarten, ergibt sich nun
0 falls 9_5756
—limAG (X)= ’ 3.17.10
pae; (%) {oo falls x=0. ( )
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3. Vekroranalysis

Allerdings bendtigen wir die regularisierte Green-Funktion in (3.17.5) d.h. zur Definition dieses Integrals als

3¢
=\ 1 3 . -/ — 1 3
A@(x)_ll_r)ré R}d X'AG (X —%")p(X") ll_r)% de e G7 )2+62]5/2,o( X. (3.17.11)
In diesem Integral substituieren wir 7 = (¥’ —¥)/e, &x’ = € d?r:
AP(X)=—lim d3r;p(£+e7):—p(f)f d3r;. (3.17.12)
=0 gy 4m(r2+1)°2 gy Am(r2+1)°/2

Fiir das verbliebene Integral fiihren wir zunichst Kugelkoordinaten (7,9, ¢) ein. Die Winkelintegration er-
gibt dann einfach einen Faktor 47t und das verbliebene Integral ist

Ad(R)=— (*)food _ (3.17.13)
X)= /O)C ) 7‘(72+1)5/2. A7,

Hierin substituieren wir wiederum » = sinh A, dr = dAcosh A, was schliefilich auf das zu erwartende Resultat

oo 2
f FpELL —p(%) J custanizjZ—P@)tanhﬂli‘;o:—P(f)- (3.17.14)

cosh* A cos

Es ist also in der Tat
AP(X)=lim [ FH'AGE—-X)p(X)=—p(X). (3.17.15)

e—0 R3

fiir alle hinreichend glatten und schnell im Unendlichen abfallenden Funktionen o(x). Hier darf man natiir-
lich nicht im tiblichen Sinne die Limesbildung mit der Integration vertauschen. Man muss vielmehr zuerst
tiber die glatte , Testfunktion® p(X’) integrieren und dann den Grenzwert ausfiihren.
Wir kénnen nun aber auch einen anderen Limes-Begriff einfiihren, den sog. schwachen Limes (engl. weak
limit):

wlim[~AG (¥~ )] = SO =3". (3.17.16)
Darunter ist dann die oben beschriebene Prozedur ,erst iiber eine Testfunktion integrieren und dann den
Limes bilden® zu verstehen. Fithrt man dann formal den Grenzwert unter dem Integral aus, erhilt man in
diesem Sinne die Vorschrift

—hr% &' AG, (¥ —7)p(R) f d’x’ Whm[ —AG, (x —%")]
R (3.17.17)
= [ #rp@)E—7) = p(3).

R3

Man nennt das Symbol 8§©)(¥ —%’) eine verallgemeinerte Funktion oder auch Distribution. Sie ist durch
die Vorschrift definiert, dass fiir alle Testfunktionen p gilt

f &’ o(F)8C(F —F) = p(F). (3.17.18)
R3

Anschaulich ergibt sich aus (3.17.9),

3¢2

) = w-lim ——
) (X)—W11m4ﬂ(72+62)5/2.

(3.17.19)
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Nimmt man den Limes im ,naiven Sinne® ist

8“)(55):{0 f‘fr jé : (3.17.20)
oo fiir x=0,
so dass R
f ProO(F) =" falls 0¢V, (3.17.21)
Y4 1 falls OEV

Diese Idee wurde insbesondere durch Dirac in seiner Formulierung der Quantenmechanik eingefiihrt (Paul
Adrien Maurice Dirac, 1902-1984) aber nicht mathematisch rigoros begriindet. Aufgrund der Niitzlichkeit
des Konzepts entwickelten daraus verschiedene Mathematiker die moderne Funktionalanalysis. Wir werden
die Diracsche &-Distribution im Folgenden im nichtrigorosen Sinne weiterverwenden.

Die §-Distribution lisst sich natiirlich auch auf d-dimensionale Integrale verallgemeinern. Insbesondere gilt

fird =1
JR dx'8(x —x")f(x") = f(x) (3.17.22)

fiir alle hinreichend oft stetig differenzierbaren im Unendlichen schnell abfallende Funktionen.

Man kann dann auch weitere Distributionen einfiihren. Wichtig ist z.B. die Heavisidesche Einheitssprung-
funktion (Oliver Heaviside, 1850-1925)

1 fiir x>0,
O(x)= 3.17.23
(x) {O fiir x<0. ( )

Dann rechnet man formal, als hitte man es mit einer iiberall differenzierbaren (!) Funktion zu tun, wobei
man allerdings im Sinne von Distributionen {iber eine Testfunktion integriert. Dann erhilt man fiir ©’(x)

J dx©’(x)f (x) :—f O(x)f'(x), (3.17.24)
R R

d.h. wir haben einfach partiell integriert und dabei verwendet, dass fiir die Testfunktion f’(x) — O fiir x —
+00 sein soll. Dann ergibt sich aber, da ja f”(x) auch als stetig vorausgesetzt wird

| sewrm==| " r=—rwiz=ro, (.17.25)
R 0
Daraus folgt die im Sinne von Distributionen giiltige Ableitungsregel

O'(x) = 8(x). (3.17.26)

Dies lisst sich freilich auch wieder im Sinne eines schwachen Limes’ definieren. Dazu nihern wir die Sprung-
funktion durch eine geeignete stetig differenzierbare Funktion an

O,.(x)= %[1 +artanh(x/€)], O(x)= w-lirg@E(x). (3.17.27)
In der Tat gilt ja
lirin artanh(y) = £1, (3.17.28)
y—too
d.h. fiir x #0
lim artanh(x/e)= lim =signx. (3.17.29)
e—0t y—00 sign x
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Fiir x = 0 folgt mit der Regularisierung (3.17.27) fiir diesen zunichst unbestimmten Punkt ©(0) = 1/2.
Um nun (3.17.26) zu beweisen, bemerken wir, dass
1 €

S =0 = T et ) (3.17.30)

ist. Fiir eine beliebige Testfunktion ist dann mit der Substitution x = €y, dx =dye

limf dx f(x)0/ (x) = hmf dx f( = hmf dy f( ey

=0t e—0t x2 +e€2) o0t y?2)
= — 3.17.31
f J R Ty y? ( :
1 y—)OO
= Ef(O) artanhy =£(0).
y—>—00
Dies beweist auch formal, dass
O'(x)= w-lgln@ (x) = &(x). (3.17.32)

Plottet man & (x) (3.17.30) fiir verschiedene ¢, erkennt man, dass sich in der Tat fiir ¢ — 01 immer schirfer
um x = 0 gepeakte Funktionen ergibt, fiir die aber die Fliache unter dem Graphen stets 1 ist, was genau der
anschaulichen Definition der Diracschen &-Distribution entspricht.

50 F

5o =15 — |
y=0X)=5—T" €=1/20 —
40 | 2Ae+x2) e=1/100 —— |
30 R
Y
20 R
10 + 8
0 ‘
-2 —-15 -1 =05 0 0.5 1 1.5 2
X

3.18 Transporttheoreme

Manchmal bendtigt man die Ableitungen von Weg-, Flichen- und Volumenintegralen, fiir die die Integrati-
onsbereiche und die zu integrierenden Felder von einem Parameter abhingen, nach diesem Parameter. Dabei
ist der Parameter oft die Zeit. Die anschaulichsten Beispiele stammen aus der Hydrodynamik, wo man die
Stromung einer Fliissigkeit oder eines Gases beschreibt, indem man die physikalisch interessanten Grofien
wie Dichte oder Geschwindigkeit an jedem Ort X als Funktion der Zeit angibt. Entsprechend lassen sich
Dichten von Energie, Impuls und Drehimpuls definieren. Will man daraus die Zeitentwicklung dieser Gro-
{en fiir einen endlich ausgedehnten Teil des Fluids bestimmen, bendtigt man die Beschreibung eines mit dem
gegebenen Teil des Fluids bewegten Volumens und dessen Randes. Bildet man dann die Zeitableitung dieser
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Jintegralen Grofe® ist die entsprechende zeitliche Anderung des Volumens und dessen Randes zu berticksich-
tigen. Da hierbei der Transport von Groflen wie Energie und Impuls beschrieben wird, nennt man die entspre-
chenden Formeln fiir die zeitliche Ableitung solcher iiber Integrale definierten Groflen Transporttheoreme.
Insbesondere heifit die Version fiir Volumenintegrale Reynoldssches Transporttheorem (Osborne Reynolds
1842-1912).

3.18.1 Transporttheorem fiir Wegintegrale

Wir betrachten das Wegintegral eines Vektorfeldes W(z, X) entlang eines von der Zeit ¢ abhingigen Weges C.
Diesen Weg parametrisieren wir mittels eines Parameters g als Funktion der Zeit

-

x=¢(t,q), q€la,b], (3.18.1)

wobei wir die Parametrisierung so wihlen, dass das Intervall [4, & ] unabhingig von der Zeit ist. Dann defi-
nieren wir das Wegintegral

- b - - -
I(t)=fcd9?-W(t,5c’):f dqaqg(t,q)-vv[t,;f(t,z)]. (3.18.2)

Die Zeitableitung konnen wir nun berechnen, indem wir Integration und Ableitung vertauschen, wobei wir
voraussetzen, dass alle Funktion unter dem Integral stetig differenzierbar sind. Mit der Produkt- und Ketten-

regel folgt

2 {8800 W1 B3} =2, F00) W80, 7)

dt R } R L (3.18.3)
+3,E(,9)- [0 W (2, %)+ (3, (t,q)- V) W(2,%)]

#=E(t,g)"

Wir konnen nun davon ausgehen, dass die Abbildung (3.18.1) ¢ — X fiir jedes ¢ eindeutig ist und wir daher
die Funktion zu jedem Zeitpunkt ¢

(t,q)=3,E(1q) (3.18.4)

auch als Funktion von X entlang der Kurve auffassen kdnnen. Dann gilt

(t,q) = 77([,9?)|§:5(t,q). (3.18.5)
Damit folgt
9 0S (1:q)= 0,0, (t,9) = G,0(t,q) = 64 & -VU(t, X)|._g , - (3.18.6)
Setzen wir all dies in ein und integrieren bzgl. g, folgt
d b . . -
—I(t)=| dqd,&(t,q)- [, W(t,X)+(9(t,X)-V)W(t,X)]._z
dt p 1 ¥=E(t,q)
, (3.18.7)
+J dgW(1,%)-(9,€(t,9)-V) 36, D), _z,
Dies konnen wir schliefilich wieder als Wegintegral schreiben:
iJ dz.v?/:f dz.[aﬁﬂaﬁ)v&hf [(d%-V)3]- W. (3.18.8)
dz Je C C
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3.18.2 Transporttheorem fiir Flichenintegrale

Wir betrachten nun ein Flichenintegral

1(t) :f &F W (t,7) (3.18.9)
A
fiir eine durch _
%:é’(t,ql,qz) (3.18.10)
parametrisierte Fliche. Dabei sei 2 C R? der von ¢ unabhingige Bereich der Parameter (g;,4,)- Es gilt
I 2 2\ v, B
_Ld 93, Ex 3,.8)-W(1,E). (3.18.11)
Die Zeitableitung erfolgt wieder durch Vertauschen mit dem Integral. Dabei bendtigen wir
d - z z -
dt(a £ x 9, 5) 3, 9%, &+, EXa, v, (3.18.12)

wobei ¥ = J,&. Fassen wir nun wieder, wie oben beim Wegintegral, 7 als Funktion von X auf, folgt

3,9 = (aq],g : V)v. (3.18.13)
Dies in eingesetzt liefert (mit d, = d/Jd x;,)
d 3
5(3 bzk_lfmb 3/6714 qlfka fb+3kvb3 ;é’ngk). (31814)
Im zweiten Summanden vertauschen wir nun die Summationsindizes 2 und b und verwenden ¢, ;, =—¢,,:
d 3
5(3 i %:_1 €iab V(9§ 9y, € — Gy €19, E1)- (3.18.15)
Nun ist ,
ZQ(aql fk qucfb — aql (Sb &’quk) = Z Ec/ebdzfc (31816)
c=1
und damit

d N N 3
g3, Ex3,.8)i= D dhvciumead’ s,

dz a,b,c,k=1
: 3.18.17
= 3] Andidu—dud ), )
a,b,c,k=1
=d’fV.-5—d*f.,.
Damit erhalten wir schlie3lich
;t fdzf (AW +E- W+ W(V-5)—(W-V)3]. (3.18.18)
Wir kénnen dies noch etwas vereinfachen, indem wir beachten, dass (nachrechnen!)
Vx(Wx3)=@-VIW+W(V-3)—(W-V)5—3(V-W) (3.18.19)
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ist. Setzen wir dies in (3.18.18) ein, folgt nach einiger Rechnung (Ubung!)

- — -

i](z):f EF[OW +3(V-W)+V x (W x 7)]. (3.18.20)
dt A

Wenden wir im letzten Term noch den Stokesschen Integralsatz an, folgt schliefllich

if dzf-\?V:f RF (W +5(V-W)]+ | d&-(W x 3). (3.18.21)
dt J4 A 3A

3.18.3 Reynoldssches Transporttheorem fiir Volumenintegrale

Es set

I(t):fvd3xU(t,J?) (3.18.22)

mit dem durch

X =E&(6,91,9:9),  (91:92.93) €L (3.18.23)
definierten zeitabhingigen Volumen V. Dabei sei 2 C R? wieder ein zeitunabhingiger Bereich fiir die Para-
meter ¢ = (g4, ¢, q3)- Dann gilt

I(t):f $qgu,é). (3.18.24)
Q
Fiir die Zeitableitung unter dem Integral bendtigen wir zunichst die Ableitung der Jacobi-Determinante

hm(M)

(3.18.25)
(91,92, 93)

Dazu schreiben wir die Determinante zuerst mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols aus, wobei wir die Einstein-
sche Summenkonvention verwenden, d.h. {iber zwei doppelt in einem Ausdruck auftretende Indizes wird
summiert

dé,

99y
Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass durch Umordnen von Zeilen oder Spalten bis auf das Vor-
zeichen stets | herauskommt. Die Vorzeichen werden aber durch das zweite e-Symbol wieder kompensiert.
Auflerdem wird iiber alle k,, k, und k5 gemifl der Summenkonvention summiert, d.h. man erhilt 3!J, was
durch 1/3! kompensiert wird. Daraus folgt

d 1
5] = §€f1f213€/€1k2k3[<3‘1j1 vjl )]fzkzjfsl% +]j1/e1(aqu 7)/2)]73/@3 +]f1k1]fzk2(8f]j3 7)]-3)]. (3'18'27)

1 .
] - €f1fzf3]/11]f22[f33 - i€f1f2/36k1k2/€3]f1k1]/2k2]f3k3 mut ]“b = (3'18'26)

Die drei Summanden in der eckigen Klammer liefern beim Summieren offenbar jeweils den gleichen Beitrag,

d.h.

d 1
5] = 5(:]'11-2]'36/61/*’*2/"3(8%‘1 vjl )]f2k2]f3k3 (3'18'28)
Nun ist )
o= Ze. .. T =TT
]j kT 26]1]2]36161/@2/63]]2/?2]]3/@3 _][(] ) ]11k1’ (3'18'29)
denn es ist wegen (3.18.26))
;o 1 _ 1 _
]fljkl - EékfzfaElkzk3]fl]fzkz]f3k3 - Eekfzfa 6ffzf3] _]ka' (3.18.30)
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3. Vekroranalysis

Fassen wir nun wieder die Geschwindigkeiten ¥ als Funktionen von X auf, folgt aus (3.18.27)

d y oo

E]:]lk]iké’lvi:]é’ivi:]dwv. (3.18.31)
Leiten wir also (3.18.24) nach der Zeit ab, folgt

dizzf $gJ[aU+(3-V)U+ UV -]

g « (3.18.32)

:f Ex[AU+(3-V)U+U(V-3)]
\%

Nun ist aber (nachrechnen!)

T-VU+U(KV-9)=V-(30). (3.18.33)

Setzen wir dies in (3.18.32) ein und verwenden den Gaufischen Integralsatz, folgt schliefilich das Reynoldssche
Transporttheorem fiir Volumenintegrale

ij d%U:J d3x3tU—|—f 2f (3U). (3.18.34)
dt Jv v av

3.19 Allgemein kovariante Formulierung der Vektoranalysis

3.19.1 Transformationsverhalten von Vektoren und Tensoren

Im Folgenden wollen wir noch kurz auf die allgemein kovariante Formulierung der Vektoranalysis im E?
eingehen. Damit ist gemeint, dass wir die Differentialoperatoren grad, div und rot als auch Weg-, Flichen-
und Volumenintegrale durch Operationen mit beliebigen generalisierten Koordinaten formuliert werden
konnen. Hierzu bedienen wir uns eines prizisierten Ricci-Kalkiils, bei dem obere und untere Indizes fiir
die Basisvektoren und die darauf bezogenen Komponenten von Vektoren oder Tensoren eingefiithrt werden.
Dies erleichtert nimlich die Anwendung der Transformationen von einem Satz generalisierter Koordinaten
zu einem anderen erheblich. Die generalisierten Koordinaten (¢%) erhalten daher nunmehr definitionsgemaf3
einen mit griechischen Buchstaben geschriebenen oberen Index. Dabei ist der Definitionsbereich der (¢%)
irgendein offenes Gebiet G C R®. Die Abbildung (¢%) € G — X(q) € E> wird dabei i.a., nur einen offenen
Teilbereich des E3 umkehrbar eindeutig abbilden.
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3.19. Allgemein kovariante Formulierung der Vektoranalysis

Als zu dieser Parametrisierung gehorige Basisvektoren verwenden wir die Tangentenvektoren der
Koordinatenlinien, die durch einen unteren Index gekennzeichnet werden:

ax
dq®

T,=—— =33 (3.19.1)

Die Transformation zu einem neuen Satz generalisierter Koordinaten ergibt dann
=(3lqP)3pi =UP 3% =UP, Ty mit UF,=3/4". (3.19.2)
Die Komponenten eines beliebigen Vektors V tragen dann definitionsgemif obere Indizes:
V=VPT,=V"T,=UP VT, = VP =UP V" (3.19.3)
Umgekehrt folgt mit der inversen Matrix T=0"1
T%5=03q" (3.19.4)
aus

=T VP, (3.19.5)

.

Wir bezeichnen irgendwelche Symbole mit einem unteren Index, die sich analog zum Transformationsver-
halten wie die Basisvektoren gemifd transformieren, als kovariante Objekte und solche mit einem
oberen Index, die sich gemif} transformieren, als kontravariante Objekte. Entsprechend heiflen die
Komponenten V* des Vektors V genauer die kontravarianten Komponenten dieses Vektors bzgl. der Basis

T,.

a
Wir betrachten nun das Skalarprodukt zweier Vektoren. Offenbar gilt

—

VW =(VAT)WPTy) = VeWPT, Ty=g,,VIWF. (3.19.6)

Dazu haben wir die kovarianten Komponenten der das Skalarprodukt definierenden symmetrischen und
positiv definiten Bilinearform durch (bzw. der Metrik)

gaﬁ Tﬁ gﬁa (3197)

definiert. Es ist klar, dass sich diese Komponenten in der Tat kovariant transformieren, und zwar bzgl. jedes

der beiden Indizes, denn wegen (3.19.2) ist

:T’ T! =

/
8ap
Entsprechend ist das Skalarprodukt zweier Vektoren unabhingig von der Wahl der Basis durch die jeweiligen
Metrikkoeffizienten. In der Tat folgt unter Verwendung von (3.19.3) und (3.19.8)

8ugV WP =UT U° g s VoV =g s VIWS =V . W, (3.19.9)

wie es seln muss.
Da g’ = (g, ) eine symmetrische positiv definite Matrix ist, kann man sie diagonalisieren, und alle drei

Eigenvektoren sind positiv. Es ist also g = det “g” > 0 und somit g~ invertierbar. Die Komponenten der
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3. Vekroranalysis

inversen Matrix bezeichnen wir mit g = (g%?). In Matrixschreibweise lautet (3.19.8
N

T'=0TgU. (3.19.10)
Damit ist
g =g =00 =T ¢ TV (3.19.11)
«—> «—>
Im Ricci-Kalkiil folgt
g?f = T“yTﬁagVS, (3.19.12)

d.h. g#8 transformiert sich, bezogen auf jeden der beiden Indizes, tatsichlich wie ein kontravariantes Objekt.

Allgemein erhilt man ein solches Transformationsverhalten fiir die ko- bzw. kontravarianten Komponenten

T = T(Y_:al, T ) von Multilinearformen 7 : (E®)” — R, d.h. Abbildungen, die » Vektoren aus E>

*
aq...2, a,

in die reellen Zahlen abbilden und linear in allen Argumenten sind. Es ist unmittelbar klar, dass 7,, _, sich

bzgl. aller » Indizes wie kovariante Vektorkomponenten transformiert (warums), d.h.

Ty o =UP U, Ty . (3.19.13)

2

Schliefflich miissen wir uns noch mit der Berechnung des Vektorprodukts mittels der kontravarianten oder
kovarianten Komponenten beliebiger Vektoren beschiftigen.

Wir kénnen mit Hilfe der Metrikkomponenten g, bzw. g kontravariante Indizes ,nach unten® bzw. kova-
riante Indizes ,nach oben zichen®. Die entsprechenden Komponenten transformieren sich dann auch gemif3
der Indexstellung ko- bzw. kontravariant.

Insbesondere kénnen wir auch die zu T, gehorige duale Basis, die sich kontravariant transformiert
via

T = ¢*P T, (3.19.14)

definieren.

Dann kann man einen Vektor sowohl iiber seine kontravarianten als auch seine kovarianten Indizes aus-
driicken:

V=ViT, = VTP =g, VTP = g, 5 VTP, (3.19.15)
Nun gilt
T8 — T — _8p
T, TP=gl'T, T, =¢gfrg, =8, (3.19.16)

Dabei definieren wir die Kronecker-Symbole unabhingig von der Stellung der Indizes durch

1 fir a=p,
0 fir a#p.

é‘w:a“ﬁ:é‘f:{ (3.19.17)

Im Zusammenhang mit dem allgemein kovarianten Tensorkalkiil definieren wir das bekannte Levi-

Civita-Symbol als e, 5, = 2By Dabei ist e;,; = e!?* = 1. Weiter ist es antisymmetrisch unter Vertau-

schen beliebiger Indexpaare. Insbesondere wird es 0, wenn wenigstens zwei Indizes gleich sind.
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3.19. Allgemein kovariante Formulierung der Vektoranalysis

Wir kénnen nun die duale Basis auch anders definieren. Dazu bemerken wir, dass fiir eine gegebene kovariante

Basis 7_:6Z die dazugehorigen dualen Basisvektoren TP offenbar eindeutig durch (3.19.16) charakterisiert sind.
Wir gehen im Folgenden davon aus, dass die Basisvektoren rechtshindig sind, d.h.

T,-(Tyx T3)>O. (3.19.18)

Weiter bezeichnen wir mit lateinischen Indizes Vektor- und Tensorkomponenten bzgl. einer beliebigen karte-
sischen Basis E]/' und solche bzgl. der Tangentenvektoren 71 der Koordinatenlinien weiterhin mit griechischen
Vektoren. Nun ist L

T -(Thx T3) = (31xa)(32xb)(33xc)eﬂbc =/, (3.19.19)

da wir das Vektorprodukt mittels kartesischer Vektorkomponenten mit dem Levi-Civita-Symbol bilden diir-
fen. Dabei ist offenbar

3
>0 (3.19.20)

Die Jacobi-Determinante der Transformation von kartesischen Koordinaten (x!,x?,x%) zu den beliebigen
generalisierten Koordinaten. Es ist also

T,-(TyxT)=]e,s, (3.19.21)

Mit Hilfe des Transformationsverhaltens der 7, zu neuen generalisierten Koordinaten ¢/, (3.19.5) sieht man
nach einer kurzen Rechnung (Nachrechnen!), dass sich

€a,3y :]6(1/3}, (31922)

wie die kovarianten Komponenten eines Tensors transformiert. Wir nennen den dadurch definierten Tensor
den Levi-Civita-Tensor.

Wir kdnnen nun die Jacobi-Determinante J mit Hilfe der Metrikkomponenten g, 5 ausdriicken, denn es ist

o4

g =det(g,5) = det(f fﬁ) :det(é’axjgﬁxké\jk> :det(TfaTjﬁ)

N A (3.19.23)
=det(7TT)=(det TP =J* = | = /3.
Wir kénnen also (3.19.22) auch in der Form
651,6]/: ﬁeaﬁy (31924)
schreiben.
Fiir die kontravarianten Komponenten des Levi-Civita-Tensors ergibt sich daraus
1
2N = g“sg'g‘gyveaﬂy = @e‘sm det(g"’) = —en, (3.19.25)
S
Dabei haben wir verwendet, dass die Matrix (g**) definitionsgemdf} die Inverse der Matrix (g,,) und somit

det(g"”) =1/ det(g,,) = 1/g ist.
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Wir kdnnen nun offenbar die duale Basis auch als reziproke Basis mittels

- 1 - -
T = 5e“ﬁy(Tﬁ xT,)=

- - 1 - -
(T x T,))= Ee“ﬂyTﬁ x T, (3.19.26)

berechnen, denn dann folgt

e 1 a By T = 7 1 a 7
Ty -T% = 7° PrTs - (TgxT,)= 7 Presp, det T
; : (3.19.27)
= E(agag —858%)= S6-185 =45,
d.h. 1i ist erfiillt, und damit bilden die 7* tatsichlich die duale Basis zu den 71.
Wir kénnen nun auch das Kreuzprodukt zweier Vektoren durch die kontravarianten Komponenten bzgl. der

N
Basis T, ausdriicken:

—

(Vx W) =T VAW (T x T,) B2 1vﬂWV DTy x T)-(Ty x T)). (3.19.28)

Nun ist

’\It

(Ty x T)-(Tyx T)) =Ty -[T. x(Tg x T,) =Ty - [ Ty(T.

Damit folgt durch Einsetzen in (3.19.28)

7_: ) y(Te'T/B)]:gS,Bgey_gByge/B' (3.19.29)

(VX W)=V W, =TV, W, (3.19.30)

Wir erhalten also das Kreuzprodukt durch ,,Uberschieben® mit den entsprechenden Komponenten des Levi-
Civita-Tensors. Dabeti ist allerdings auf die Indexstellung der Objekte zu achten.

Man kann auch fiir die kovarianten Komponente des Vektorprodukts schreiben. Dabei brauchen wir
nur zu beachten, dass €29¢ die in allen drei Indizes kontravarianten Komponenten des Levi-Civita-Tensors
sind, d.h. man kann die Indizes mit den g, 5 nach unten ziehen. Daraus ergibt sich

(VX W), =5, VIW. (3.19.31)

3.19.2 Die Differentialoperatoren grad, div und rot

Wir kénnen nun auch die Differentialoperatoren direkt mittels der generalisierten Koordinaten und der da-
zugehorigen Basisvektoren ausdriicken, indem wir die bekannten Ausdriicke in kartesischen Koordinaten auf

die entsprechenden Komponenten bzgl. der T, umrechnen. Dabei ist zu beachten, dass sich fiir kartesische

. /1 2 Py . = _ d _ . / _ - = _ - hd —
Koordinaten (x'!, x"2, x”) fiir die Tangentenvektoren T; =¢; = const mit 8= T;-Ty=¢;-€=03,dh.

/1 1k
Vi=gV =V, (3.19.32)

ergibt; d.h. in diesem Fall miissen wir nicht zwischen ko- und kontravarianten Komponenten bzw. Basisvek-
toren unterscheiden, was die Konvention, die wir weiter oben stindig verwendet haben, d.h. dass alle Indizes
unten stehen, rechtfertigt.
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3.19. Allgemein kovariante Formulierung der Vektoranalysis

Fiir den Gradienten eines Skalarfeldes ergibt sich
grad®=¢'0/0=T"3/0=T' T°36=T9,x'39=T%9,%. (3.19.33)

Im letzten Schritt haben wir die Kettenregel verwendet. Die kovarianten Komponenten des Gradienten sind
demnach einfach die partiellen Ableitungen nach den generalisierten Koordinaten

V,®=3,90. (3.19.34)

Bei der Ableitung von Vektoren miissen wir beachten, dass die Basisvektoren 7_:0( von den (¢#) abhingen. Be-
ginnen wir mit der Berechnung der Divergenz eines Vektorfeldes. Wir gehen von dem bekannten Ausdruck
fiir die kartesischen Komponenten aus und verwenden die obigen Transformationsformel fiir die Vektorkom-
ponenten sowie die Kettenregel fiir die Ableitungen nach den x”*:

divV =3/V" =(3/¢")35(3,x" V). (3.19.35)

Unser Ziel ist es nun, dies allein durch die generalisierten Koordinaten auszudriicken, also ohne auf die kar-
tesischen Komponenten x” zuriickzugreifen. Dazu verwenden wir, dass U7}, = 9/q" invers zu T" 5= &’/5 x"t
ist. Man kann nun die Inverse einer Matrix tiber die Unterdeterminanten bestimmen. Wir driicken dadurch

d/q" mit Hilfe von Ableitungen nach den ¢ aus. Es gilt

1 . .
U, =3/q" = geijke“ﬁy(aax”)(é’ﬂx/]), (3.19.36)

wobei J die Jacobi-Determinante der Transformation zwischen kartesischen und generalisierten Koordinaten

(3.19.20) ist. Zunichst beweisen wir (3.19.36). In der Tat ist
1 A o 1
Zeijke“/gy(&’ax”)(ﬁﬂx/])5’396/ = ﬁe“ﬁyjeaﬁg =31, (3.19.37)

wobei wir im letzten Schritt die “bac-cab-Formel” fiir die Levi-Civita-Symbole verwendet haben. Jedenfalls

ist damit (3.19.36) bewiesen.
Mit (3.19.23) folgt durch Einsetzen von (3.19.36) in (3.19.35)

. i 1 : i
divV =3,V + 5 ﬁeijke“*ﬁ@x’f )5 x"™)(0,x")V, ]

1

2,/8 '
—(Bx" )3, x")\V*(D505x")}.

cinel *P{B51(8, % )8, ) Oy x VN — (Fx Ny "WV (Fp8,x)  B1939)

Die beiden letzten Terme in der geschweiften Klammer verschwinden beim Uberschieben mit ¢/®#, weil
diese Terme symmetrisch unter Vertauschung der Indexpaare By bzw. 8& sind, wihrend das Levi-Civita-
Symbol beim Vertauschen dieser Indizes antisymmetrisch ist. Wendet man die Summation {iber die Indizes
i, 7 und k an, erhalten wir

1

1 #: répB 2 :i @
divV 2‘/Ee €yy593(/8V7) \/gaa(\/?\/ ), (3.19.39)

wobei wir im letzten Schritt wieder die ,bac-cab-Formel“ fiir die Levi-Civita-Symbole verwendet haben. Da-
mit ist die Divergenz tatsichlich allein durch die auf die generalisierten Koordinaten bezogenen Grofen zu-
rickgefiihrt.
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Fiir die Rotation eines Vektorfelds gehen wir wieder von der Formel in kartesischen Koordinaten
(rot VY =e* 3V = lfk(a Vi—gVv))= lfk{a [(3/g*)V, 1= 3,13 q*)V, ]}
:%ez]k[(a a)a,v —(3/g9)3V,] (3.19.40)
=e'%(9,q%)3/V, ="M 3q°)(3]9")35V, =—7*(/ 4"} 39") 35V,
aus und transformieren sie in die allgemeinen Koordinaten:

(rot V) =—(8/q")e""*(3/9°)(3/q")3;V,

3.19.41
:_Leyaﬂaﬂva :+Leyaﬂ8avﬁ, ( )
e Vg
wobei wir im letzten Schritt
det[(J/q%)] = det U=detT™' = 1 6o 1 (3.19.42)

det T V&

verwendet haben. Mit den kontravarianten Komponenten des Levi-Civita-Tensors (3.19.25) erhalten wir schliefi-
lich

(rot VY = 7?83, V. (3.19.43)

3.19.3 Kovariante Ableitungen

Wir kénnen nun auch noch allgemeinere Ableitungsoperatoren fiir Felder als den Gradienten eines Skalarfel-
des und Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes einfiihren, die aus beliebigen Tensorfeldern neue Tensor-

felder bilden.

Es ist unmittelbar klar, dass in kartesischen Koordinaten
W =3a/v' (3.19.44)

ein Tensor zweiter Stufe ist. Wir wollen diesen Tensor nun wieder in Komponenten bzgl. der allgemeinen
generalisierten Koordinaten ausdriicken:

W, =(3,x")(2/9°)3,[(35x"\V°1=(8,x" (/4" )&/ q")3,[(sx")V°]. (3.19.45)

Nun ist

(9,x")(3!q")=3,q7 = 8. (3.19.46)
Dies in eingesetzt ergibt
W7 =(3/q")3 [(3sx")V° 1=, VF +TF sV (3.19.47)

Dabei haben wir das sog. Christoffel-Symbol
ys =(9/q )(ayggx/j ) (3.19.48)

eingefiihrt. Es ist wichtig zu bemerken, dass es sich hierbei nicht um Tensorkomponenten handelt.
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Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass 8, V/# ebenfalls keine Tensorkomponenten bilden. Der Zu-

satzterm mit dem Christoffelsymbol (3.19.47) trigt der Abhingigkeit der Basis 7_:0( von den generalisierten
Koordinaten Rechnung und sorgt dafiir, dass (3.19.47) tatsichlich Tensorkomponenten sind.

Man bezeichnet den entsprechenden Operator V,, als kovariante Ableitung, d.h.

WP =V, VP=0,VF+TF vr. (3.19.49)

Es ist nun wieder wichtig, dass wir die Christoffel-Symbole ohne Riickgriff auf kartesische Koordinaten und
die Umrechnung auf generalisierte Koordinaten aus den Komponenten des Metrik-Tensors g, 5 und gP
berechnen konnen.

Dazu bemerken wir, dass gemaf3 und gemif der Definition von (g##) als Inverse von (g, 5)
8= T, Tﬂ 8,1(9,x")(px"T) (3.19.50)

und -
g’ =8"(3/9°)(J}q") (3.19.51)
gilt. Letzteres folgt sofort aus der Kettenregel:

885, = 871(3/4")3))a” 841(3px™(3,x") = 871(3/q)0 K3, x" )0 = (347G x") = 07 (.1952)

Damit ist in der Tat das durch (3.19.51) gegebene g%° die inverse Matrix von g3y

Es liegt nun nahe, dass die Christoffel-Symbole (3.19.48) durch Ableitungen der g, g nach den g7 ausgedriicke
werden kdnnen. Dazu berechnen wir unter Verwendung von (3.19.50)

3,85, =8;;L(Fpx" (3,x")]=8;,((3,px" (3 x") +(Ipx")(3,3, x")]. (3.19.53)

1%

Wir schreiben nun noch denselben Ausdruck in den beiden Varianten hin, die durch zyklische Permutation

der Indizes @, 8 und y aus hervorgehen:
9,85, = 8:;1(953,x" N3, x")+(3,x")(I5d,x")], (3.19.54)
58,0 =08,;[(3,d,x" N Ipx") +(3,x")(3,dpx")]. (3.19.55)

Addieren wir nun (3.19.53) und (3.19.54) und subtrahieren erhalten wir
aaglg}, + aﬁg},a — aygaﬁ = Zé\ij(gaaﬁx/i)(gyx/j) = ZG}/aﬂ_ (3.19.56)

Wir wollen nun noch beweisen, dass sich durch Ziehen des Index’ y nach oben aus Gyap tatsichlich das
Christoffel-Symbol ergibt. In der Tat folgt mit (3.19.51) aus (3.19.57)
G® 5 =28"7G,,5=8"(34°)(3/q")(,35%")3, v
=(3,d5x")8%(3(4°)8] 8, (3.19.57)

= (84°)(3,95x" " EH T,

Wir erhalten also insgesamt aus (3.19.56) und (3.19.57)

1
I° 5= >8""(3: 80, + Fp8ay — Iy 8ap) (3.19.58)
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Damit ist die kovariante Ableitung (3.19.49) in ihrer Wirkung auf kontravariante Vektorkomponenten def-

niert.

Wir wollen nun auch die Wirkung der kovarianten Ableitung auf kovariante Vektorkomponenten bestim-
men. Durch Transformation von den entsprechenden Komponenten bzgl. kartesischer Koordinaten erhalten
wir

V.V = (85" (353 V! = (3,x")3sx" )3/ [(8/q")V, ]

L e (3.19.59)
=3,V +(3/9/q" (3, x" N Ipx")V,.
Nun leiten wir '
(9/q")(Isx") = 8 (3.19.60)

nach x”* ab:
(@/%/47)(33x/j)+ (%-’qy)(@/qf)(ggxlj) =0=> (ailaj/f]y)(aax/j) = _(gjqu)(ai/qE)@xq)_ (3.19.61)

Setzen wir dies in (3.19.60) ein, finden wir
V., Vs =3,V—(8.3557 /a7 (8 g 0"
—_———
5¢ (3.19.62)
=3,V5—(3,95x")(3/g")V,.

Mit folgt schliefilich
V. V=3,Vs—TF 5V, (3.19.63)

Es ist nun klar, dass wir Komponenten von Tensoren bzgl. jeder Stufe kovariant ableiten konnen, wodurch
wir Komponenten von Tensoren einer um eins hoheren Stufe erhalten. Dabei sind die ,Korrekturterme“ mit
dem Christoffelsymbol fiir jeden der entsprechenden kontra- oder kovarianten Indizes anzuwenden. Z.B. ist

varﬁy:garﬁﬁrﬂwray—rswﬁs. (3.19.64)

Wir konnen nun allgemeine Formeln fiir Tensorkomponenten in beliebigen Koordinaten berechnen und
wissen, dass sie dann bzgl. der Komponenten desselben Tensorausdrucks auch in beliebigen Koordinaten
gelten. Insbesondere kénnen wir in kartesischen Koordinaten rechnen. Da fiir diese gi/]‘ = J,;; = const und

g'" = 8% = const gilt, verschwinden die Christoffelsymbole, und die kovarianten Ableitungen sind folglich
durch partielle Ableitungen gegeben.

Insbesondere erhilt man fiir die kovariante Ableitung der Metrikkomponenten
o/ /
Vigp =00, =0. (3.19.65)

Da dies ein kovarianter Ausdruck von Tensorkomponenten ist, gilt die Formel auch fiir allgemeine Koordi-
naten, d.h. _
V.85, =0. (3.19.66)

Das kann man freilich auch aus der Definition der kovarianten Ableitung mittels der Christoffelsymbole und
direkt nachrechnen (Ubung!). Dieses Beispiel zeigt, dass man sehr komplizierte Rechnungen drastisch
vereinfachen kann, indem man die entsprechenden Ausdriicke mittels kartesischer Koordinaten in allgemein
kovarianter Form von Tensorkomponenten schreibt. Dann weiff man, dass diese Ausdriicke entsprechend
auch in allgemeinen Koordinaten gelten.
So ist auch

v,g?r =0, (3.19.67)
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wie man sofort aus der entsprechenden Rechnung in kartesischen Koordinaten sieht
Vgt =3/8"k = (3.19.68)

Wir zeigen nun noch, dass die oben gefundenen Ausdriicke fiir div und rot sich auch aus den kovarianten
Ableitungen der Vektorkomponenten ergeben. Demnach ist

divV=v,ve=3,ve+1° ,VP. (3.19.69)

Wir bendtigen also die Kontraktion des Christoffel-Symbols. Mit folgt nach einfachen Umformun-
gen (Nachrechnen!)

1
I*,5= Eg‘w 3810 (3.19.70)

Wir konnen nun wieder die Darstellung der inversen Matrix g** von g, 5 iber Determinanten

/ 1 /
gv = Ee“é\‘ea Wgéxyg(v (3.19.71)
verwenden. Damit wird aus (3.19.70)
a 1 aé‘e a Uy
p= 2 85u8ev938utar (3.19.72)
Andererseits ist .
det(g,5) = 8 = 51" ¢85 80, 8 (3.19.73)

Daraus folgt

1 be
gﬁg = yea/jsea # [(816 gSy)gevga/a + gé\,u(gﬁ gev)ga/a + g(?,u gev(gﬂ ga’a)]

’ (3.19.74)
= Eeaﬁfea luvgc?/u gev(aﬂ ga’a)'
Damit ergibt sich fiir (3.19.72)
1 1
%, ;= —3dpg = —35./%. (3.19.75)
ST
Setzen wir dies in ein, erhalten wir schliefllich
divV=v, v*=3, V“+—AV3 V8 = —,(/gA"), (3.19.76)
Vg \/—
was mit (3.19.39) iibereinstimmt.
Ebenso ergibt sich sofort die Formel fiir die Rotation. Dazu bilden wir zunichst
VaAﬁ _vﬂAa = QaAﬁ —r}/aﬂAy —(aﬂAa —FyaﬂAy = gaAﬁ —_ gﬂAa’ (31977)
und damit wird die Rotation, definiert durch Kontraktion mit dem Levi-Civita-Tensor
- 1
— —¢rap _ — raf
(rotA) = 267“ (Vo Ag—VgA,)=€" gaA,B’ (3.19.78)

was mit (3.19.43) iibereinstimmt.
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3.19.4 Alternierende Formen und Differentialformen

In diesem Abschnitt betrachten wir den wichtigen Spezialfall vollstindig antisymmetrischer Tensoren. Da-
A

bei ist ein Tensor p-ter Stufe 7" antisymmetrisch, wenn fiir beliebige Vertauschungen zweier der p Argumente

der Tensor das Vorzeichen dndert. Das bedeutet, dass die kovarianten Komponenten

—

g, = (T, - T,) (3.19.79)
vollstindig antisymmetrisch unter beliebigen Vertauschungen zweier Indexpaare sind. Sind insbesondere un-
ter den Indizes o; mit j € {1,..., p} wenigstens zwei gleich, verschwindet die entsprechende Tensorkompo-
nente. Es gibt also in unserem Fall (d = 3) nur die Fille p € {0,1,2,3}. Dabeti ist der Fall p = 0 definitions-
gemif} ein Skalar. Im Folgenden betrachten wir nun natiirlich auch wieder die entsprechenden vollstindig
antisymmetrischen Tensorfelder. Man bezeichnet einen vollstindig symmetrischen Tensor p-ter Stufe auch
als alternierende p-Form.

Im Folgenden sind die verallgemeinerten Kronecker-Symbole & fi 1£ ” wichtig. Wir betrachten sie

gleich fiir den allgemeinen Fall, dass unser Vektorraum nicht 3 sondern allgemein d dimensionen be-
sitzt. Sie sind definiert durch

1 falls (al,...,ap) gerade Permutation von (ﬁl,...,ﬂp),

8511.:;5”: —1 falls (a;,...,2,) ungerade Permutationvon (Sy,...,0,), (3.19.80)

0 sonst.

Es st klar, dass sie nur fiir p € {1,...,d} nicht trivial sind, denn fiir p > d verschwinden sie alle identisch.

Wir kénnen (3.19.80) auch in der Form
8B sk §h
2 b e 0%

8B §b 3[3172
Sfﬁf P=det| 7 o (3.19.81)
’ : : :
B p p
8o 8 o )
schreiben. Entwickeln wir diese Determinante nach der letzten Zeile, folgt
BBy _ T, ip 3o sy
DS o VAL LS (3.19.82)

j=1

Dabei bedeutet der Index &;, dass dieser aus der entsprechenden Indexliste wegzulassen ist. Kontrahieren wir

dies tiber das letzte Indexpaar (@, 8,), erhalten wir von dem Term mit j = p wegen SZ;’ =d einen Beitrag

dé\al_"apq. Die anderen Beitrige liefern (p — 1)-mal _é\%u-apq’ d.h. esist
351_:21, =(d—p+1)J ff.fff,i}l (3.19.83)
und schliefflich durch Iteration
a e —_ !
36'?11.:;5;5:.1..%" —(d—s)d—s+1)-(d—p\d—p+1)821 L = @=s) sy (3.19.84)

way = (g O
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Es ist nun leicht zu zeigen, dass fiir die Komponenten alternierender p-Formen (Ubung/)

—3;,811 f” W5, = Pay.a, (3.19.85)

gilt. Schlieflich ist (warum?) fir p =d

Sﬁl ﬂd 1--Qy fﬁlmﬁd = ea1...adel61mﬂd' (31986)

ay---24

Das zeigt, dass das verallgemeinerte Kronecker-Symbol fiir p = d Tensorkomponenten bilden. Wegen
konnen wir die Kronecker-Symbole fiir alle p < d durch Kontraktion einer entsprechenden Anzahl von Ind-

expaaren erzeugen, d.h. dass auch fiir p < d diese verallgemeinerten Kronecker-Symbole Tensorkomponen-

ten sind.

Damit konnen wir nun invariante Integrale iiber p-Formen definieren, und zwar ohne auf den ¢-Tensor oder

andere mit den Komponenten der Metrik verkniipfte Groflen zurtickzugreifen, d.h. diese Integrale kénnen

auch auf Vektorriumen ohne Skalarprodukt definiert werden. Dabei handelt es sich um Integrale iiber alter-

nierende p-Formenfelder tiber p-dimensionale Hyperflichen. Dabei ist eine p-dimensionale Hyperfliche H,,

mittels beliebiger generalisierter Koordianten #; (i € {1,..., p}) tiber

H,: q"=a*(ny,...,n,), (uy,...,u,)€EGC R?, (3.19.87)

definiert. Dabeti ist natiirlich @ € {1,...,d}, denn die ¢* sind ja generalisierte Koordinaten fiir Punkte in E“.
Dann definiert man fiir beliebige alternierende p-Formenfelder

ool aqlgl gqﬂp
p rag.a . 122
JH d f pwal...ap(q) Gd Mp’algl /32 3% C?I/tp a)al...ap[Q(M)]' (31988)
»
Nun 1st aber

. gq/a’l gqﬁp 3(q™,...,q%) dqu  dg%
12 2 27T ) —e. 2 3.19.89

é\ﬁl,..ﬁz dul dur = det 8(”1’ U ) el1~~~/p duh Sulr ( )

Esist nun leicht zu zeigen, dass (3.19.88) parametrisierungsinvariant ist. Seien namlich #, : G — G" umkehrbar
eindeutige stetig differenzierbare Funktionen der #;, dann ist

det<3(q“1,...,q“;)>:det[a(qal’___,q“p)3(%1,...,up):|

3(%{,...,%} 3(%1,...,up) I (i, ,%;})

(3.19.90)
a a Uq,.
(S (P
I(uy,....n,) I(#ys..s )
Damit ist nach dem allgemeinen Satz tiber die Substitution mehrdimensionaler Integrale in der Tat
d?u’ det (611—,q J dpudet< Ut P>>a)a B
o d(u,...,u) d(uy,.. uz) 1%
(3.19.91)

:J dpfa1...apw
H,
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3.19.5 Alternierende Differentialformen und der Stokessche Integralsatz

Wir kénnen nun einen sehr allgemeinen Stokesschen Integralsatz fiir p-Formen im E¢ beweisen. Dazu

definieren wir fiir eine alternierende (p —1)-Form c mit Komponenten w, ,  deren alternierende Dif-
.

ferentialform dew als die alternierende p-Form mit den Komponenten

I SN
(dw)y,.o, = = 1),3a1,...a1, %,B,..5,"

(3.19.92)

Zuerst miissen wir beweisen, dass es sich hierbei tatsichlich um die kovarianten Komponenten eines Tensors
p-ter Stufe handelt. Verwenden wir den Ausdruck auf der rechten Seite von mit einer kovarian-
ten Ableitung anstelle der partiellen Ableitung, erhalten wir in der Tat Tensorkomponenten, denn auch das
verallgemeinerte Kronecker-Symbol bildet ja Tensorkomponenten. Nun ist aber

/

_ 8 5
V5,98,., = 9,%p,.5, " Tpls,@p0.8, Tl ©p,.8, (3.19.93)

Da nun die Christoffelsymbole unter Vertauschen ihrer unteren Indizes symmetrisch sind, fallen entspre-
chenden Beitrige beim Kontrahieren mit dem verallgemeinerten Kronecker-Symbol weg, weil es total anti-
symmetrisch unter Vertauschen seiner oberen Indizes ist.

Fiir alternierende Formen ist die antisymmetrisierte kovariante Ableiung identisch mit der entspre-
chenden antisymmetrisierten partiellen Ableitung, und folglich definiert (3.19.92) tatsichlich kovari-

ante Tensorkomponenten.

Ist d.zimn H,, eine p-dimensionale Hyperfliche und J p ihr Rand, also eine (p —1)-dimensionale Hyperfliche,
so gilt

1 1
d? £ 2 (dew L :f dr—1_- az.,.apwa .. (3.19.94)
JH,, / P!( oz, oH, (P—l)!f e

Zum Beweis nehmen wir an, dass sich H, mit irgendwelchen Parametern # = (#y,...,,) parametrisieren
lisst, so dass das entsprechende Parametergebiet ein Quader G = (#y, #y5.) X -+ X (#,,, #,,..) ist. Dann folgt

1 1 (aq“%---,aqa”))
dr a1...ap_dwa N :f d?u det< azz Dy o u)l. (31995)
ij T e T (o P LC L)

Wir kénnen nun den Integranden wie folgt umformen

(9g"....24") L
det< IO Oy, a)az.“ap[q(u)] =ty G Qala)azmap [g(#)]

_ i, 947 99 9
Suh dulr dult %%
’ {Qqaz dq’r

Jult | Eunr dulr Ay

[q(n)] (3.19.96)

_ et

[q(u)]}.

Setzen wir dies in (3.19.95) ein, kénnen wir fiir jedes 7, € {1,..., p} die Integration nach #/t und die Kontrak-
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3.19. Allgemein kovariante Formulierung der Vektoranalysis

tion mit dem Levi-Civita-Symbol bzgl. der Indizes j,,..., /, ausfiihren:

f d? fa- p da) ey . _Zﬁdufl---dufp(

h=l1

e]‘]...]‘p

p—1

Jda* da%r qh:qil
(5T, a0}

12 ] i
du dulr q/1=¢!

(3.19.97)

Die rechte Seite ist aber gerade das invariante Integral iiber  H, in (3.19.94), womit die Behauptung bewiesen
ist.

Falls sich fiir /1, keine Parametrisierung mit einem Quader als Parametergebiet finden lésst, kann man es ggf.
durch ,infinitesimale® solche Gebiete beliebig genau annihern. Wie schon oben beim Stokesschen Satz im
E’ heben sich dann die Beitrige der Innenhyperflichen in den Integralen iiber die Rinder der infinitesimalen
Gebiete paarweise weg, und es bleibt nur der Beitrag vom Rand d H, der urspriinglichen Hyperfliche iibrig.

3.19.6 Hodge-Dualisierung und Integrale iiber kontravariante Tensorfeldkomponenten

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass wir mit den alternierenden Formen und den dazugehorigen
Differentialformen spezielle Objekte haben, die sich kovariant integrieren lassen, und fiir die sich die kova-
riante Ableitung zu den partiellen Ableitungen nach den verallgemeinerten Koordinaten vereinfachen. Dies
war der Schliissel fiir den Beweis des allgemeinen Stokesschen Integralsatzes.

Im euklidischen E¢ haben wir aber auch ein Skalarprodukt als positiv definite Bilinearform zur Verfiigung,
und wie im Fall d = 3 konnen wir auch allgemein zeigen, dass

Qp.qg _ I e : —
€apay = @eal...ad’ e = ﬁe S mit g _det(gaﬁ) (3.19.98)

Tensorkomponenten bzgl. orientierungserhaltender Transformationen zu neuen generalisierten Koordinaten

sind und den Levi-Civita-Tensor definieren (vgl.[3.19.1). Dabei ist e = e%1% das Levi-Civita-Symbol,

das antisymmetrisch unter Vertauschungen beliebiger zweier Indizes mite;, , =1 ist.

...y

Somit kann man aus den kontravarianten Komponenten von total antisymetrischen Tensorfeldern k-ter Stufe
mit Komponenten Q%1% (mit 0 < k < d) vermdge
T 1 ay..a
w ='Q =—¢ Q1% (3.19.99)

(lk+1...a{d (Zk+1...(1d k! al...akak+1...ad

alternierende p = d — k-Formen definieren. Man bezeichnet diese Operation als Hodge-Dualisierung (Sir
William Vallance Douglas Hodge, 1903-1975). Wegen (3.19.86) und (3.19.84) kann man diese Operation auch
eindeutig umkehren:

1 1
T o1 % €1 ATt 1%d _ €1 AR Tpt1+%d €p nglﬂk
1

(d—Fk)! Xpp1--0g k!(a’ —k)! o Brpyy-ag

J— 1 A QpAp i 1---yg ﬁl /6
o k'(d k) 8ﬂ1 ﬁkakJrl adQ k (3.19.100)

a2 fBy..8 ay..a
k'3ﬂ1 lgkﬂ = Q%

Jetzt konnen wir die invarianten Integrale fiir alternierende Formen verwenden, um entsprechende invariante
Integrale iiber kontravariante total antisymmetrische Tensorfelder zu definieren. Dazu verwenden wir einfach
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3. Vekroranalysis

das Hodge-Dual dieses Tensorfeldes. Fiir ein Tensorfeld k-ter Stufe konnen wir also ein invariantes Integral

tiber eine (d — k)-dimensionale Hyperflache definieren, d.h. unter Verwendung von (3.19.99)

! 1
dd_kfak“"'ad w — f dd—/efakﬂ,..ad € Q%1%
fHd_k (d — /e)’ Appg 1Ay ", (d _ /e)'/e’ Ay Qp Ay 1oy

— f (Tdd-i-kf)a » %1%
Hy . 17" %%

(3.19.101)

Jetzt konnen wir auch den Gaufischen Integralsatz auf beliebige Dimensionen erweitern. Dazu wenden wir
den allgemeinen Stokesschen Integralsatz auf

waz...ad = ((ZI...(Zd Val = \/geal...ad Val (3-19-102)
an. Nun 1st
d _ 1 3(11 (Zd Vﬁ/
(d0)ayay = 7y Oorns S, 2 (VEVT)

1 o). /
e (d_l)veal"'“de 1 deﬁag...adaa/l(\/gvﬂ)

edl Ay ;1 3&( '\/_Va

=€4,.q,d1V V.

51

(3.19.103)

Dabei haben wir im letzten Schritt (3.19.76) verwendet. Integrieren wir dies tiber ein d-dimensionales Volu-
men V, folgt mit dem allgemeinen Stokesschen Integralsatz

_ da’—lfaz...ad w, (3.19.104)

— dd—l ay...ay &
fav f (d_l)!eal...(ld

=[ e, v
av

d.h.
f (fdf)divV = J (fgd-1 o, VA (3.19.105)
\%

av
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Kapitel 4

Komplexe Zahlen

Die Erweiterung von den reellen zu den komplexen Zahlen ist durch die Forderung nach der Losbarbkeit
von Polynomgleichungen motiviert. Wihrend sich reelle lineare Gleichungen der Form ax + b = 0 fiir
a # 0 noch im Rahmen der reellen Zahlen eindeutig l6sen lassen, denn offenbar wird die obige Gleichung
dann durch x = —b/a eindeutig geldst, ist dies schon fiir quadratische Gleichungen nicht mehr der Fall.
Dies wird durch die Einfithrung der imaginiren Einheit behoben, wie wir gleich im nichsten Abschnitt
sehen werden. Zugleich bilden die komplexen Zahlen in Analogie zu den reellen Zahlen algebraisch gesehen
einen einen Zahlenk6rper, und man kann Konvergenzfragen ebenfalls vollkommen analog behandeln wie
fir reellen Zahlen, und die komplexen Zahlen sind bzgl. Grenzwertbildung ebenso abgeschlossen wie die
reellen Zahlen. In diesem Skript werden wir nur die wichtigsten algebraischen Eigenschaften der komplexen
Zahlen begriinden und die wichtigsten elementaren Funktionen tiber ihre Potenzreihen und die Bildung
von Umkehrfunktionen definieren. Die eigentliche Funktionentheorie werden wir hier nicht behandeln.
Der interessierte Leser sei dazu auf die Literatur verwiesen, z.B. [Rem92]).

4.1 Definition der komplexen Zahlen
Bei der Losung quadratischer Gleichungen der Form

X+ px+q=0 4.1.1)
stoflen wir auf das Problem, dass fiir x € R stets x* > 0 gilt, d.h. im Rahmen der reellen Zahlen kénnen

wir keine Quadratwurzeln aus negativen Zahlen ziehen. Die Losungungsstrategie fiir die Gleichung (4.1.1)
besteht darin, eine quadratische Erginzung auszufiihren. Offenbar gilt nimlich

2 2
x2+px+q:<x+§> —%-I—q. 4.1.2)
Die Gleichung (4.1.1) ist also dquivalent zu der Gleichung
P )2 r’
Py P 413
(x+2) =L —4 1.3

Wollen wir diese Gleichung nach x auflosen, miissen wir die Wurzel aus der rechten Seite ziehen konnen.
Im Bereich der reellen Zahlen ist das offensichtlich nur méglich, wenn p?/4 — g > 0 ist. Dann besitzt die
Gleichung entweder eine (falls p2/4 — g = 0 ist) oder (fiir p?/4 — g > 0) zwei Losungen. Dies schreiben wir
dann kurz als
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xl,z :_g :l: T_q. (4.1.4)

Wir versuchen nun, die reellen Zahlen einfach dadurch zu erweitern, dass wir eine neue zunichst rein sym-
bolisch zu verstehende ,,Zahl* i, die imaginire Einheit, einfiihren, fiir die

| (4.1.5)

gelten soll. Dann hitte fiir « > 0 die Gleichung x* = —a die beiden Lésungen x = %i/a, wobei wir voraus-
setzen, dass die komplexen Zahlen, die allgemein von der Form

z=x+1y, x,y€R (4.1.6)

sein sollen, die gewohnlichen Rechenregeln wie fiir reelle Zahlen gelten, also die Axiome eines Zahlenkdrpers
erfiillen. Dabei soll eine komplexe Zahl definitionsgemify durch ihren Real- und Imaginirteil x bzw. y
eindeutig bestimmt sein. Wir schreiben

Rez=x, Imz=y. (4.1.7)

Nehmen wir dies an, so folgt fiir die Addition zweier komplexer Zahlen

zy+ 2y = (g +1yp) + (% +1y,) = (X + ) +1(y; +2), (4.1.8)

wobei wir mehrfach das Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz verwendet haben und wir i wie eine
gewohnliche Variable behandelt haben. Die Menge aller komplexen Zahlen nennen wir C.

Die Regel fiir die Multiplikation folgt ebenso durch formales Ausmultiplizieren:

212y = (%1 +191)(x + 1) = (1% — y17,) +1(x19, +1%2)- (4.1.9)

Dabei haben wir im zweiten Term des Realteils die definierende Eigenschaft (4.1.5) der imaginiren Einheit
benutzt.

Wir berechnen gleich noch die Potenzen von 1:
2= —1, P = (iz)i =—i, it= (iz)(iz) =1-1=1,... (4.1.10)

Als weitere Operation an einer einzelnen komplexen Zahl ist noch die komplexe Konjugation niitzlich. Sie
ist so definiert, dass die konjugiert komplexe Zahl z* von z denselben Real- und den entgegengesetzt gleichen
Imaginirteil wie z haben soll, d.h. durch

z" =x—1y. (4.1.11)

Offensichtlich ist (z*)* = z fiir alle z € C. Weiter ist R C C, denn die komplexen Zahlen mit verschwinden-
dem Imaginirteil sind umkehrbar eindeutig auf R abbildbar. Offenbar ist z € R genau dann, wenn Imz =0,
was zugleich z* = z impliziert. Aulerdem gilt
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Renm 22 e 22 4.1.12)
2 21
Weiter rechnet man leicht nach (Ubung/), dass
(z1+2) =2z{ + 25, (z12,) =2z{z; (4.1.13)
ist. Das Produkt einer komplexen Zahl mit ihrem konjugiert Komplexen ist
27" =(x +iy)x —iy) = x> — (i)} =x* —i*y? = x> +y? >0. (4.1.14)

Den Betrag der komplexen Zahl definieren wir als
|z| =V x2+y2=+zz*. (4.1.15)

Schliellich kénnen wir auch die Division im Bereich der komplexen Zahlen betrachten. Sei dazu z, # 0 und
z, € C beliebig. Dann gilt

(4.1.16)

2y 212y (g +1y1)(% —1,) _ <x1x2 +y1y2> +i<x2y1—x1y2>

T 2 2 2 2 2 2
zZ, 2z, x5 +; x5 +9; x5 +95

Da z, # 0 ist offenbar auch x5 4+ 75 # 0 und also die Division fiir z, # 0 durch die soeben berechneten Real-
und Imaginirteile wohldefiniert.

Die reellen Zahlen konnen wir geometrisch durch eine Zahlengerade veranschaulichen. Entsprechend kann
man die komplexen Zahlen geometrisch interpretieren, wenn man das Zahlenpaar (x,y) = (Rez,Imz) als
Komponenten bzgl. eines kartesischen Koordinatensystems in der Euklidischen Ebene interpretiert. Dies ist
die Gaufische Zahlenebene. Es ist klar, dass |z| geometrisch die Lange des entsprechenden z reprisentieren-

den Ortsvektors in der Gaufischen Zahlenebene ist (s. Abb. [4.1).

Imz Wir kénnen nun diesen Vektor durch Polarkoordinaten (7, ¢) darstellen.
A Offenbar ist » =|z|, und es gilt definitionsgemif3
yl-=-——- z=x+1y =r(cosp +ising)=|z|(cosp +isiny). (4.1.17)
12 | Definieren wir den Bereich fiir den Polarwinkel als (—, 7], so errechnet
I sich dieser Winkel gemif$ (s. Abschnitt
|
argz ‘ .
|x > Rez sign y arccos < W) falls y#0,
p=argz =1 g falls y=0,x>0, (4.1.18)
Abbildung 4.1: Zur GaufSschen m falls y=0,x <O.
Zablenebene und Polarform einer o
komplexen Zahl. Man nennt ¢ auch das Argument der komplexen Zahl und schreibt ¢ =

argz.

4.2 Potenzreihen
Die Konvergenz von Folgen und Reihen kann nun wortlich wie fiir die entsprechenden Begriffe im Reellen

definiert werden. Natiirlich fallen alle Begriffe weg, die die Anordnungsrelationen von reellen Zahlen ver-
wenden wie Monotoniekriterien usw. Andererseits sind natiirlich alle Sitze tiber absolut konvergente Reihen
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anwendbar, und wegen der Dreiecksungleichung sind komplexe Folgen und Reihen genau dann konvergent,
wenn ihr Real- und Imaginirteil konvergent sind.

Nun definieren wir noch einige elementare Funktionen, die wir schon aus der reellen Analysis kennen, auch
fiir komplexe Zahlen. Dies geschieht am bequemsten tiber Potenzreihen. Die Potenzreihen weisen nun im
Komplexen dieselben Konvergenzeigenschaften wie im Reellen auf, d.h. sie sind in jedem abgeschlossenen Ge-
biet in der komplexen Zahlenebene absolut konvergent, die ganz im Inneren des Konvergenzbereichs liegen,
und das fiir die Potenzreihe

f(z) :f:a]-(z—a)j 4.2.1)

j=0
ein Kreis um 4 mit dem Konvergenzradius
. d ]
r = lim |——]|, (4.2.2)
bl LIRS

falls der Limes existiert. Vgl. dazu die hier vollstindig ins Komplexe Ubertragbare Herleitung und Diskussion

der Gl. (1.9.122).

Wir beginnen mit der Exponentialfunktion und tibernehmen die entsprechende Potenzreihe einfach von der
entsprechenden reellen Funktion als Definition fiir die Exponentialfunktion (1.9.101) im Komplexen

ooZ]'

z 4.2.3)
j=0 /!

expz =

Auch sie konvergiert fiir alle z € C.

Weiter benétigen wir noch die trigonometrischen Funktionen. Auch ihre Potenzreihen tibernehmen wir aus

dem Reellen, d.h. mit bzw. folgt (nachrechnen!)

72 7t > -z
cosz=l——+—+---= -1y — 4.2.4
ST Z;( Vo) (#.2.4)
]_
- oo 254
sinz=x——+—+4---= —1) — . 425
31 5 ]Z:;( ) &+ (#.2.5)

Berechnen wir nun

: . (iz?  (1z)
exp(lz):1+1z+%+%+...

z? : z°
:<1—2—!+...>+1<Z—3—!+"'> (4.2.6)
2

oo g2\ (& 2+
= <Z(-1)/ ( 2].)!> +1<Z(—1)’ 2 1)!> .

j=0

Dabei haben wir die Reihe so umgeordnet, dass wir in einem Term den Faktor i ausklammern konnten. Das
ist bei Potenzreihen erlaubt, da sie in jedem kompakten Bereich der komplexen Ebene absolut konvergiert.

Vergleichen wir nun die Reihen in den Klammern der Gleichung (4.2.6) mit (4.2.4) und (4.2.5), erhilt man
die Eulersche Formel
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4.2. Potenzreihen

exp(iz) = cosz +isinz. (4.2.7)

\.

Fiir die Polardarstellung der komplexen Zahl folgt damit

z = |z|exp(1p). (4.2.8)

Da fiir die Exponentialfunktion auch im Komplexen die Formel

exp(z, + z,) = exp(z,) exp(z,) (4.2.9)

gilt, wie man mit Hilfe der Reihe (4.2.3) beweisen kann (vgl. (1.9.104)), erleichtert dies die Rechnung mit
trigonometrischen Funktionen erheblich. Z.B. folgt genau wie (4.2.7) auch die Gleichung

exp(—iz) =cosz—isinz. (4.2.10)

Wir haben damit

cosz = %[exp(iz) +exp(—iz)], sinz= %[exp(iz) —exp(—iz)]. (4.2.11)

Dies erinnert an die Definition der Hyperbelfunktionen

coshz = %[exp(z) +exp(—z)], sinhz= %[exp(z) —exp(—2z)]. (4.2.12)

Vergleicht man (4.2.11) mit diesen Definitionen folgt sofort, dass

cosh(iz) =cosz, sinh(iz)=1isinz (4.2.13)

gilt. Die trigonometrischen und Hyperbelfunktionen sind im Komplexen also bis auf Konstanten im wesent-
lichen die gleichen Funktionen, und beide sind durch die Exponentialfunktion definiert.

Genauso folgt aus (4.2.11)

cos(iz) =coshz, sin(iz) =isinhz. (4.2.14)

Als Anwendungsbeispiel leiten wir noch die Additionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen fiir
reelle Argumente aus (4.2.9) ab. Es gilt nimlich einerseits wegen der Eulerschen Formel (4.2.7) und (4.2.8)

expli(@; + ¢,)] = cos(¢; + ¢,) +isin(@; + ¢,) (4.2.15)

und andererseits

exp[i(@; +¢,)] = exp(ip; ) exp(ip,) = (cos @ +isin@;)(cos ¢, +1isin ¢,)

: : . : (4.2.16)
= (cos ¢, cos @, — sin @, sin @, ) + 1(sin ¢ cos ¢, + cos Y, sin @,).
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4. Komplexe Zahlen

Vergleicht man nun Real- und Imaginirteil von (4.2.15) und (4.2.16), folgen die bekannten Additionstheoreme

cos(¢; + ¢,) = cos ¢, cos ¢, —sin @, sin @,,

i : . 4.2.17)
51n(§91 + §02) =SIN @, COS Y, + COS Y SIN P,.

Es ist leicht zu zeigen, dass diese Additionstheoreme auch allgemein fiir beliebige komplexe Argumente gelten
(Ubung).
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Kapitel 5

Gewdhnliche Differentialgleichungen

Die Entwicklung von Lsungsverfahren fiir Differentialgleichungen stellt eines der wichtigsten mathemati-
schen Hilfsmittel fiir die Physik dar, denn die Naturgesetze werden durch eben solche Gleichungen beschrie-
ben. Dabei stellen uns gewohnliche Differentialgleichungen vor die Aufgabe, unbekannte Funktionen ei-
ner Verinderlichen (in der klassischen Mechanik ist das die Zeit ¢) aus Gleichungen zu bestimmen, die diese
Funktion und Ableitungen dieser Funktion enthalten. Die hochste Ordnung der Ableitung bestimmt die
Ordnung der Differentialgleichung. Die allgemeine Differentialgleichung 7-ter Ordnung #» € N nimmt
dann die Form

F(t,fof s f)=0 (5.0.1)

an, wobei fU/) die j-te Ableitung der Funktion f nach der Zeit bedeutet. Je nach Anwendung kann es erforder-
lich sein, alle Losungen oder nur bestimmte, die durch die Anwendung vorgeschriebene Nebenbedingungen
erfiillen, zu finden.

Systeme von Differentialgleichungen 7-ter Ordnung sind entsprechend gekoppelte Differentialgleichungen
fiir mehrere Funktionen f;,..., f,, wobei die die hochste Ableitung, die in diesen Gleichungen vorkommt,
die n-te ist.

In der klassischen Mechanik haben wir es i.a. mit Differentialgleichungen oder Systemen von Differentialglei-
chungen 2. Ordnung zu tun, denn die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir einen Massenpunkt, auf den
irgendwelche vorgegebenen Krifte wirken, lautet

mx = F(t,%,%). (5.0.2)

Ein Beispiel ist die Bewegung eines Planeten um die sehr viel schwerere Sonne, deren Bewegung wir nihe-
rungsweise vernachlissigen diirfen. Setzen wir die Sonne in den Ursprung eines Bezugssystems,, ergibt sich
mit dem Newtonschen Gravitationsgesetz die Gleichung

-

(5.0.3)

m% =—ymM

Hier hingt die Kraft nicht von der Geschwindigkeit ab. Dabei ist 72 die Masse des Planeten, M die der Sonne
und y die Newtonsche Gravitationskonstante.

Ein Beispiel fiir eine geschwindigkeitsabhingige Kraft ist die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem
elektromagnetischen Feld:

m?:q[f(t,f)—i—éxg(t,f)]. (5.0.4)

Dabei ist m die Masse des Teilchens, g seine Ladung und E und B das durch irgendwelche anderen Ladungen
und Strome erzeugte elektrische bzw. magnetische Felder.
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5. Gewohnliche Differentialgleichungen

In der Physik suchen wir Losungen solcher Bewegungsgleichungen unter Vorgabe bestimmter Anfangsbe-
dingungen, d.h. man gibt zur Zeit ¢t = 0 die Werte fiir Ort X(0) = X, und Geschwindigkeit x(0) = 7, des
Teilchens vor und sucht Losungen fiir die Differentialgleichung, die zusitzlich diese Anfangsbedingungen

30)=%, x(0)=3, (5.0.5)

erfillen.

Aus der physikalischen Fragestellung heraus erwarten wir, dass diese Differentialgleichungen stets eine Lo-
sung besitzen (Existenz) und bei Vorgabe der Anfangsbedingungen eindeutig (Eindeutigkeit) sind. Die
Beweise entsprechender Existenz- und Eindeutigkeitssitze fiir Differentialgleichungen bei genauer Bestim-
mung der Eigenschaften der involvierten Funktionen (wie F in oder die Krifte in der Newtonschen
Bewegungsgleichung) sind Klassiker der Analysis und finden sich in vielen mathematischen Lehrbiichern. In
diesem Skript beschrinken wir uns auf die Losungsmethoden fiir die einfachsten Typen von Differentialglei-
chungen. Von der umfangreichen Spezialliteratur sei hier nur auf [[Col90, BroO3]] verwiesen.

5.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Als einfachsten Typ von Differentialgleichungen betrachten wir Differentialgleichungen 1. Ordnung. Fiir
sie gibt es mannigfaltige Losungsverfahren, von denen wir hier nur einige der wichtigsten besprechen. Die
allgemeinste Form des Anfangswertproblems ist

F(t,x,x)=0, x(t5)=xo. (5.1.1)

Natiirlich lasst sich in dieser allgemeinsten Form wenig iiber die Losungen der Differentialgleichung aussa-
gen. Im Folgenden betrachten wir die einfachsten Fille, in denen sich die Losung des Anfangswertproblems
zumindest in impliziter Form auf Integrationen zuriickfithren ldsst.

5.1.1 Separierbare Differentialgleichungen

7

Man spricht von separierbaren Differentialgleichungen 1. Ordnung, wenn sie sich auf die Form

p(t)+xg(x)=0 (5.1.2)

zuriickfiihren lassen.

Dann gentigt bereits eine beliebige Stammfunktion der Funktionen p und ¢ (wobei im Einzelfall freilich stets
auf deren Definitionsbereich und die damit verbundene Existenz der Integrale zu achten ist). Definieren wir
namlich die Stammfunktionen zu

t X
Po)= [ &p) Q= g, 6.13)
ty X
konnen wir wegen des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung fiir
P(t)+5ciQ(x):o (5.1.4)
dx
schreiben. Mit der Kettenregel wird dies zu
L Qlx(e) =~ 519



5.1. Differentialgleichungen 1. Ordnung

integrieren wir beide Gleichungen von ¢ = t, bis ¢ erhalten wir unter Beriicksichtigung der Anfangsbedin-
gung bereits die Losung in impliziter Form

Q(x)=—P(t). (5.1.6)

Diese Losung miissen wir nun nur noch nach x auflosen, um die Losung der Differentialgleichung zu erhalten.
Da wir die Anfangsbedingung bereits eingearbeitet haben, ist auch diese dann automatisch erfiillt.

Beispiel: Gesetz vom radioaktiven Zerfall

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung des radioaktiven Zerfalls. Dazu gehen wir davon aus,
dass die entsprechende Zerfallsrate (also die Anzahl der Atomkerne, die pro Zeiteinheit zerfillt) unabhin-
gig von den dufleren Umstinden (Temperatur, Druck usw.) und proportional zur Zahl N(t) der zur Zeit ¢
vorhandenen Kerne ist. Zur Zeit ty = 0 seien Nj. In eine Gleichung gebracht, haben wir es also mit dem
Anfangswertproblem einer Differentialgleichung 1. Ordnung zu tun,

N(t)=—AN(t), A=const. N(0)=N,. (5.1.7)

Diese Gleichung ist tatsichlich vom separablen Typ, denn wir konnen sie in der Form
-1
A+N—=0 5.1.8
N (5.1.8)

schreiben. Bis auf die Bezeichnung der Variablen N statt x ist das in der Tat in der Form (5.1.2). Nach der
allgmeinen Losungsformel (5.1.6) bendtigen wir die Stammfunktionen von p(z) = Aund ¢(N) =1/N:

4= Tt Z(N
P(t)_fO t'A=At, N(t)= . Nﬁ_n<ﬁo>. (5.1.9)

Die Losung lautet also gemifd
N(t
ln<%>:—/1t = N(1) = Nyexp(—Ar). (5.1.10)
0
Wir erhalten also das bekannte Exponentialgesetz vom radioaktiven Zerfall. Man bezeichnet als Lebens-
dauer 7 des betreffenden Atomkerns die Zeit nach der die Anzahl der Kerne auf N(7)/N, = e abgefallen ist.
Aus unserer Losung folgt sofort, dass = = 1/A ist. Wir werden gleich noch ausrechnen, dass das in
der Tat die mittlere Lebensdauer eines instabilen Kerns ist. Die Halbwertszeit 7, gibt hingegen die Zeit an,
nachdem die anfinglich vorhandene Menge an radioaktivem Material zur Hilfte zerfallen ist, d.h.

In <%> =—In2=—A7y, > 7= IHTZ =7ln2~0,6937. (5.1.11)
Wir konnen das Zerfallsgesetz auch fiir einen einzelnen Atomkern als Wahrscheinlichkeitsdichte interpre-
tieren. Dazu nehmen wir an, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der Atomkern zur Zeit ¢ in einem kleinen
Zeitintervall [ ¢, £ + dt ] zerfillt unabhingig von der Vorgeschichte des Atomkerns ist, und dass die Zerfalls-
rate konstant A ist, d.h. ist zur Zeit ¢t der Atomkern mit Sicherheit vorhanden, ist die Wahrscheinlichkeit,
dass er in dem kleinen Zeitintervall [z, ¢ + dz ] zerfillt durch Adr gegeben. Sei nun W(r) die Wahrscheinlich-
keit, dass der Kern zur Zeit t vorhanden ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass er innerhalb des Zeitintervalls

[£,t +dt] zerfillt offenbar W (z)Adz, d.h. es gilt
W(t)Adr =—dt W (t) = W=—AW. (5.1.12)
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5. Gewohnliche Differentialgleichungen

Dies ist natiirlich dieselbe Differentialgleichung wie oben fiir N, d.h. es ist
W(t) = Wyexp(—Ar). (5.1.13)
Soll nun der Kern zur Zeit ¢ = 0 sicher vorhanden gewesen sein, gilt W = 1. Es ist also
W(r) = exp(—At). (5.1.14)

Daraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichte (), d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass der Kern zur Zeit ¢
in einem kleinen Zeitintervall [ ¢, r + dt ] zerfillt, sei w(t)dz. Aufgrund der obigen Uberlegung gilt

w(t)=—W(t) = Aexp(—At). (5.1.15)
Daraus kénnen wir nun einige charakteristische Groflen ausrechnen. Zum Ersten priifen wir nach, dass w

korrekt normiert ist. Ein anfangs vorhandenes Teilchen muss nimlich mit Sicherheit irgendwann einmal
zerfallen, d.h. es sollte

foodtw(t):1 (5.1.16)
0

gelten. In der Tat ist
Joo dtw(r)= f ” dt Aexp(—At) = —exp(—Ar)|!Z5° =0—(—exp0) = 1. (5.1.17)
0 0
Weiter wollen wir die mittlere Lebensdauer bestimmen, also
(t):r:foodttw(t):/Ifoodttexp(—/{t). (5.1.18)
0 0
Hierzu nutzen wir einen Trick aus und definieren zunichst die Funktion (Nachrechnen!)
F)= JO " drexp(—At) = % (5.1.19)

Nun darf man die Ableitung nach A mit der Integration nach ¢ vertauschen, d.h. es gilt

d * . d *®
—F(A)= — —At)=— —At). 5.1.20
m (A) fo dtd/lexp( At) /IJO dtt exp(—At) ( )
Vergleicht man dies mit (5.1.19), folgt
= F=ad 2l
T=—AF'(A)= AdAA = (5.1.21)

5.1.2 Homogene Differentialgleichungen 1. Ordnung

Angenommen, die Differentialgleichung besitzt die spezielle Form
x = f(t,x), (5.1.22)
wobei die Funktion / die Homogenititseigenschaft
F(At, Ax) = f(¢,x) (5.1.23)
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5.1. Differentialgleichungen 1. Ordnung

besitzt. Dann kénnen wir durch die Substitution
x(t)=ta(t) (5.1.24)
die Differentialgleichung in eine separable Gleichung transformieren. In der Tat ist dann wegen der Homo-

genititseigenschaft (5.1.23)

~

x=a+ta=f(t,ta)=f(l,a)=f(a) (5.1.25)
Etwas umgeformt erhalten wir die folgende Gleichung fiir a:
P S (5.1.26)
fla)—a

die tatsichlich von der separablen Form (5 ist.

5.1.3 Exakte Differentialgleichung 1. Ordnung
Angenommen die Differentialgleichung sei von der Form
a(x,t)x + B(x,t)=0, (5.1.27)

bl a g 5 b b a g b . b

Betrachten wir also A = (a, ) als zweidimensionales Vektorfeld mit & = (x, ¢) als unabhingige kartesische
Koordinaten, verlangen wir, dass g ein Potential von A ist. Nach dem Lemma von Poincaré (vgl. Abschnitt
ist das in einfach zusammenhingenden Gebieten der Fall, wenn d.a = J, B gilt, und das Potential ist
dann durch das entsprechende Wegintegral gegeben (vgl. Abschnitt[3.9). Jedenfalls konnen wir dann

in der Form

j—g g =3d.g+id.g=—[ta(x,t)+ B(t,x)] = d%g[x(t), 8-, (5.1.29)
schreiben. Die allgemeine Losung ist demnach in impliziter Form sofort durch
g[x(t),t]= C = const. (5.1.30)
gegeben. Die Integrationskonstante C bestimmt sich aus der Anfangsbedingung x(,) = x,.
5.1.4 Homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
Eine Differentialgleichung 1. Ordnung heif3t linear, wenn sie von der Form
X+ p(t)x =q(t) (5.1.31)
ist und homogen, wenn g(z) = 0 ist. Wir beschiftigen uns zuerst mit dem homogenen Fall
%+ p(t)x =0. (5.1.32)

Dividiert man diese Gleichung durch x, erkennt man, dass sie vom separablen Typ ist. Jedenfalls konnen wir
sie auf die Form ‘

—1n<ﬁ> =—p(t) (5.1.33)

dt  \x,
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5. Gewohnliche Differentialgleichungen

bringen. Beriicksichtigen wir die Anfangsbedingung x(#,) = x, und integrieren diese Gleichung bzgl. ¢, er-
halten wir nach einer einfachen Umformung die Lésung in der Form

x(t) = xyexp [—Jt dt’p(t’)] : (5.1.34)

0

5.1.5 Inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

Kommen wir nun auf (5.1.31) mit g # 0 zuriick. Zuerst bemerken wir, dass wegen der Linearitit der Diffe-
rentialgleichung die Differenz zweier Losungen x; und x, die homogenen Gleichung (5.1.33) 16st:

. . d

50+ pEMO=q(), O+ pORO=g0) > -+ —)=0 6139
Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist also durch die Summe aus der allgemeinen Lsung
der homogenen Gleichung und einer beliebigen Lsung der inhomogenen Gleichung gegeben. Sei also % # 0
eine Losung der homogenen Gleichung. Dann kénnen wir eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
finden, indem wir den

Ansatz der Variation der Konstanten

x(2) = y(2)%(¢) (5.1.36)

vornehmen. Wegen & + p& = 0 folgt dann nimlich aus der Produktregel

i+ p(t)x =§+y3+ p(tyF =% =q. (5.1.37)

Damit finden wir die Losung fiir y durch eine einfache Integration. Da wir nur irgendeine Lsung der inho-
mogenen Gleichung benétigen, konnen wir zusitzlich y(z,) = 0 fordern. Dann folgt

y(t):ftdﬂ(f’) (5.1.38)

. ()

Dann wird nach der Uberlegung oben das Anfangswertproblem der inhomogenen Gleichung mit x(z,) = x,

durch

x(t):i(t)+£(t)j dt’%/i, (5.1.39)

wobei gemafd
t
X(t) = xyexp [—f dt’p(t’)] : (5.1.40)
t

0

die Losung der homogenen Gleichung (5.1.32) ist, die die Anfangsbedingung %(¢,) = x, erfiillt.

5.2 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Lineare Differentialgleichungen besitzen eine besonders einfache Losungsstruktur. In der Physik kann man
auch oft kompliziertere Probleme durch lineare Differentialgleichungen nihern (fiir ein Beispiel s.u. den Ab-
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5.2. Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

schnitt zum harmonischen Oszillator als Niherung fiir das mathematische Pendel). Hier betrachten wir kurz
die ganz allgemeine Struktur der allgemeinen Losungen fiir lineare DGLn 2. Ordnung.

Die allgemeine lineare Differentialgleichung (DGL) 2. Ordnung lautet

X(t)+A(t)x(t)+ B(t)x(t) = C(¢). (5.2.1)

Dabei sind A, B und C vorgegebene Funktionen der unabhingigen Variablen ¢ und x(#) die gesuchte Funk-
tion. Hier besprechen wir nur die wichtigsten Grundlagen tiber die Struktur der Losungen solcher linearer
Differentialgleichungen. Konkrete Beispiele liefern die in den nichsten Abschnitten behandelten harmoni-
schen Oszillatoren verschiedener Art.

Man nennt die obige Differentialgleichung (5.2.1) homogen, wenn C(¢) =0 und entsprechend inhomogen,
wenn C(¢) # 0. Wir betrachten zuerst die Losungsstruktur der

homogenen Gleichung
X(t)+A(t)x(¢)+ B(t)x(¢)=0. (5.2.2)

Da der Ableitungsoperator linear ist, d.h. fiir irgendwelche zwei Funktionen x,(¢) und x,(t), die mindestens
zweimal differenzierbar sind,

2

d : . d . "
E[Cﬂﬁ(t) + Cyxp(2)] = Cpty + Coxiy, @[Cﬁﬁ(t) + Cyxy(1)] = Ci¥y + G, (5.2.3)

gilt, ist fiir zwei Losungen x; und x, von (5.2.2) auch die Linearkombination
x(t) = Cx(2)+ Cyxy(2) (5.2.4)

mit C;,C, = const eine weitere Losung. Es ist weiter klar, dass wir zur eindeutigen Festlegung der Losung
Anfangsbedingungen fordern miissen, d.h. wir verlangen von der Losung x der DGL zusitzlich, dass sie
und ihre erste Ableitung bei r = 0 bestimmte Werte annimmt:

2(0)= x5,  %(0) = 1. (5.2.5)

Nehmen wir an, wir hitten zwei Lésungen x; und x, gefunden, konnen wir versuchen, die Konstanten C,
und C, in der Linearkombination (5.2.4) so zu bestimmen, dass diese Anfangsbedingungen (5.2.5) gelten, d.h.
wir missen das lineare Gleichungssystem

Cx1(0)+ Cyx,(0) = x,

5.2.6
Ci#(0)+ Crin(0) =, 29

nach C; und C, auflosen. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit %,(0) und die zweite mit x,(0) und
subtrahieren die beiden entstehenden Gleichungen, finden wir

C[x,(0)x5(0) = x,(0)x1 (0)] = %,(0)xg — x,(0) v, (5.2.7)
Wenn die eckige Klammer nicht verschwindet, konnen wir nach C, auflésen:

_ %(0)x0 —x,(0) v
x;(0)%,(0) — xz(O)fcl(O)'
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5. Gewohnliche Differentialgleichungen

Unter derselben Voraussetzung konnen wir auf 2hnliche Weise auch C, berechnen:

_ - 9%1(0) —x0%,(0)
2= . e
%1(0)%,(0) — x,(0)%,(0)
Wir untersuchen nun noch, wann die Bedingung, dass der Nenner in (5.2.8) und (5.2.9) fiir die Losungen x;

und x, der DGL nicht verschwindet, erfiillt ist. Es handelt sich um die Determinante der Koeffizientenma-
trix des linearen Gleichungssystems (5.2.6).

(5.2.9)

Um diesen Ausdruck niher zu untersuchen, definieren wir fiir die beiden Losungen x; und x, die
Wronski-Determinante genannte Grofie

W (t) = det <x1<t) xz(t)> — (88— 2, (£)5%:(2). (5.2.10)

Xy(t) x(¢)

.

Berechnen wir die Zeitableitung, finden wir mit Hilfe der Produktregel nach einiger Rechnung
W(t) = x,(2)%,(t) — x,(£)%,(¢). (5.2.11)
Jetzt verwenden wir, dass x, und x, Losungen der DGL sind und setzen
X(t)=—A(t)x;(t)—B(t)x;(t), je{1,2} (5.2.12)
in ein. Das ergibt
W(£) = —A(0) [ (1)inl0) — 3,2 )iy (£)] =—A(E) W (2. (.21

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung, die sich durch Trennen der Variablen 16sen lisst. Teilen

wir also (5.2.13) durch W (¢), erhalten wir

W(t)
W(t)

= —A(2). (5.2.14)

Integration dieser Gleichung bzgl. r von ¢ =0 bis ¢, liefert

ln<¥§8> :—Ltdt/z‘l(t/). (5.2.15)

Losen wir dies nach W (¢) auf, finden wir schliellich

W (t)= W(0)exp [—Jotdt/A(t/)]. (5.2.16)

Das bedeutet aber, dass entweder W(¢) = 0 = const ist (nimlich wenn W (0) = 0) oder W(z) # 0 fiir alle
t € Rgilt.
Untersuchen wir deshalb weiter, was es fiir die Losungen x; und x, der DGL bedeutet, wenn W (z) = O fiir

alle ¢ gilt. Aus der Definition der Wronski-Determinante (5.2.10) folgt dann

()i (£)— ()i (1) = 0 = 1) _ %), (5.2.17)

x(2)  x(t)
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5.3. Der ungedimpfte harmonische Oszillator

Auch diese Gleichung konnen wir wieder bzgl. ¢ von O bis ¢ integrieren, und das ergibt

x () a x,(t) . _@x
m<%®0_l<@m02$2“%‘mm)ﬂﬂ (5.2.18)

Das bedeutet aber, dass W(0) = 0 genau dann, wenn x,(¢) = Cx,(¢) mit C = x,(0)/x,(0) = const ist.

7

Die Anfangsbedingungen sind also durch die Linearkombination genau dann immer er-
fiillbar, wenn die Lésungen x; und x, linear unabhingig sind und daher W(0) # 0 ist. Um also die
allgemeine Losung der homogenen DGL zu finden, miissen wir nur irgendwelche zweti linear unab-
hingigen Losungen finden. Die allgemeine Losung ist dann durch die allgemeine Linearkombination

(5.2.4) gegeben.

Kommen wir nun auf die inhomogene Gleichung (5.2.1) zuriick. Nehmen wir wieder an, dass xiinh)(t) und
xémh) (t) Losungen dieser inhomogenen Gleichung ist. Wegen der Linearitdt der Ableitungsoperation und der

Linearitdt der linken Seite der inhomogenen Gleichung erfiillt dann offenbar xiinh)(t) — xgnh

DGL. Das bedeutet aber, dass bei Kenntnis von zwei linear unabhingigen Losungen xihom)(t) und xéhom) (1)
der homogenen DGL diese Differenz durch eine Linearkombination dieser Losungen gegeben sein muss. Es

ist also die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung durch

) die homogene

x(t)= Clxihom)(t) + szghom)(t) + xiinh)(t) (5.2.19)

gegeben. Haben wir also die allgemeine Losung der homogenen Gleichung gefunden, geniigt es, nur eine
einzige spezielle Losung der inhomogenen DGL zu kennen, um alle Losungen in der Form angeben
zu konnen. Esist klar, dass auch hier die Anfangsbedingungen durch die entsprechende Berechnung der
Integrationskonstanten C; und C, stets erfiillbar sind, wenn nur xihom) (t) und xéhom)(t) linear unabhingig
sind und also die Wronski-Determinante W(0) # O ist.

5.3 Der ungedimpfte harmonische Oszillator

Bei vielen typischen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik tritt der Fall auf, dass ein Massepunkt
sich in einem Kriftepotential bewegt. Wir betrachten eindimensionale Bewegungen entlang der x-Achse
eines kartesischen Koordinatensystems. Dann ist die Kraft durch die Ableitung des Potentials gegeben:

F(x)=—V'(x). (5.3.1)
Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir solch einen Massenpunkt lautet demnach
mi =—V'(x). (5.3.2)

Um die Bahn der Bewegung als Funktion der Zeit zu erhalten, miissen wir also eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung l6sen, d.h. wir suchen die Ortskoordinate x als Funktion von ¢. Dabei ergibt sich eine ganze
Schar von Losungen. Um die Bewegung des Massenpunktes eindeutig festzulegen, miissen wir noch Anfangs-
bedingungen fordern, d.h. wir miissen zu einem vorgegebenen Zeitpunkt, den wir bequemlichkeitshalber bei
t = 0 wihlen, Ort und Geschwindigkeit des Massenpunktes vorgeben. Wir verlangen also von der Losung
der Bewegungsgleichung (5.3.2), dass die Anfangsbedingungen

x(0)=xy, x(0)=17, (5.3.3)
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Xo

Y

Xmin Xo Ymax

Abbildung 5.1: Bewegung in einer Potentialmulde.

erfiillt sind. Wir wissen bereits, dass fiir die Bewegungsgleichung (5.3.2) der Satz von der Energieerhaltung
gilt, denn multiplizieren wir (5.3.2) mit x und bringen alle Ausdriicke auf die linke Seite der Gleichung,
erhalten wir

mxx+xV'(x)=0. (5.3.4)

Es ist aber leicht zu sehen, dass dies eine totale Zeitableitung ist, denn es gilt

d o, ... d vt
E(x ) = 2x%, i V(x)=xV'(x). (5.3.5)
Wir kénnen also (5.3.4) in der Form
d
- [%x% V(x)} =0 (5.3.6)

schreiben. Das bedeutet aber, dass der Ausdruck in den eckigen Klammern, die Gesamtenergie des Massen-
punktes, fiir alle Losungen der Bewegungsgleichung (5.3.2) zeitlich konstant ist:

E= %9&2 +V(x)= %fug + V(x,) = const. (5.3.7)

Dabei haben wir die Anfangsbedingung (5.3.4) eingesetzt, um den Wert der Gesamtenergie zu bestimmen.
Nun ist die kinetische Energie
Ey. = %xz >0. (5.3.8)

In Abb.|5.1|haben wir ein beliebiges Potential als Funktion der Ortskoordinate aufgezeichnet und den kon-
stanten Wert der Gesamtenergie als horizontale Linie eingetragen. Da E; > 0 muss fiir alle Zeiten

E>V(x) (5.3.9)

gelten. D.h. fiir eine durch die Anfangsbedingungen gegebene Gesamtenergie E kann sich das Teilchen nur
dort authalten, wo das Potential unterhalb der Linie fiir die Gesamtenergie verliuft.

Nun kommt es oft vor, dass das Potential bei einer Stelle x, ein lokales Minimum aufweist. In diesem Mi-
nimum ist V’(x,) = 0. Ist dann die Energie E so gewihlt, dass die Linie £ = const das Potential an zwei
Stellen x; und x,,,, schneidet, muss das Teilchen in dem Bereich [x,; ,x,.. ] bleiben, denn aufgrund der
Ditferentialgleichung muss die Ortskoordinate als Funktion der Zeit mindestens zweimal differenzierbar sein
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5.3. Der ungedimpfte harmonische Oszillator

und ist daher stetig. Der Massenpunkt kann also nicht tiber eine Potentialbarriere einfach in einen anderen
Bereich springen, wo wieder E > V/(x) gilt. Das Teilchen ist also in dem besagten Intervall gefangen. Ist dieser
Bereich nicht zu grofi, reicht es weiter aus, das Potential um x, in eine Potenzreihe zu entwickeln und nur
die Terme bis zur zweiten Ordnung mitzunehmen. Angenommen, das Potential ist mindestens dreimal stetig
differenzierbar, konnen wir schreiben (Taylor-Entwicklung)

V(x)=V(xq)+ %V”(xo)(x — %)+ O[(x —x,)°]. (5.3.10)

Dabei bedeutet das Landau-Symbol @[ (x—x,)*], dass der nichste Term in der Potenzreihenentwicklung von
der Groflenordnung (x — x,)? ist. Es ist klar, dass der Term linear zu (x — x,) verschwindet, weil vorausset-
zungsgemifll V an der Stelle x4 ein Minimum besitzt. Auflerdem nehmen wir an, dass V”/(xy) > 0 ist.

Fiir die Kraft folgt dann
F(x)=—V/(x) ==V () — )+ O[(x — %, ] 6.3.11)

Fiir nicht zu grofle Abweichungen der Lage des Massenpunktes von x, konnen wir also naherungsweise die
vereinfachte Bewegungsgleichung

mi=—D(x—x,) mit D=V"(x,)>0. (5.3.12)

betrachten.

Wihlen wir das Koordinatensystem noch so, dass x, = 0 ist, erhalten wir die relativ einfache Bewegungsglei-
chung eines harmonischen Oszillators:

mx =—Dx. (5.3.13)

Wir kénnen diese Situation durch ein reales System in sehr guter Niherung realisieren, indem wir einen
Massenpunkt an eine Feder hingen. Fiir nicht zu grofle Auslenkungen der Feder aus ihrer Gleichgewichtslage
ist die von der Feder ausgetibte Kraft proportional zur Auslenkung (|Fp4.,] = DAx, wo Ax die Dehnung
der Feder aus ihrer Ruhelage ist). Der Gleichgewichtspunkt x, = 0 ist dann dadurch gegeben, dass dort die
Federkraft die Schwerkraft m g gerade kompensiert. Die Feder wirkt immer der Auslenkung entgegen, und
die gesamte Kraft auf den Massenpunkt ist dann durch F, = —Dx gegeben. Dabei riihrt das Vorzeichen in
dieser Gleichung daher, dass die Feder immer der Auslenkung aus der Gleichgewichtslage entgegenwirkt.
Zur Losung dieser Gleichung beachten wir, dass es sich um eine lineare homogene Differentialgleichung
(DGL) zweiter Ordnung handelt. Wir konnen uns also auf die allgemeinen Betrachtungen im vorigen Ab-
schnitt stiitzen. Aus den dortigen Uberlegungen folgt, dass die allgemeine Lésung von der Form

x(t) = Cyx;(2) 4+ Cyxy(2) (5.3.14)

ist, wobei x; und x, irgendwelche zwei linear unabhingige Losungen der Gleichung sind, d.h. es muss x, /x, #
const sein, und beide Funktionen miissen die DGL l6sen. Ein Blick auf (5.3.13) zeigt, dass ein Ansatz mit

trigonometrischen Funktionen
x,(t)=C;cos(wqt), x,(t)=C,sin(ewyt) (5.3.15)
erfolgversprechend ist, denn es gilt

.7&1 = _Cla)o Sln(a)ot), x1 = _Cl C()g COS(a)ot) (5.3.16)
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und
%, = Cywgcos(wyt), Xy =—Cye)sin(ewyt). (5.3.17)
Setzt man diese Ansitze in (5.3.13) ein, erkennt man sofort, dass beides Losungen der Differentialglei-
chung sind, und zwar fiir
D
m
Die allgemeine Losung der DGL (5.3.13) lautet also
x(t) = C; cos(ewyt) + C, sin(ewyt). (5.3.19)
y Um diese Losung etwas einfacher analysieren zu kdnnen, bringen wir sie
A noch in eine etwas einfachere Form, und zwar versuchen wir Konstanten
x >0 und ¢, so zu bestimmen, dass
GlFF-=---
I x(1) =% cos(wot — @g) (5.3.20)
x
: gilt. Ausnutzen des Additionstheorems fiir den Kosinus liefert
P . : .
- — x(t) = x[cos @y cos(wqt ) + sin @y sin(wyt)]. (5.3.21)
C

Vergleicht man dies mit (5.3.19) folgt, dass dann

C,=xcosp,, C,==xsing, (5.3.22)

gelten muss. Es ist klar, dass man dies als Gleichung fiir die Komponenten eines Vektors (C;, C,) in der Ebene,
ausgedriickt durch seine Polarkoordinaten (X, ¢,) ansehen kann (s. nebenstehende Abbildung). Quadriert
man jedenfalls diese beiden Gleichungen, erhilt man

£%(cos® gy +sin’ o) = > = C{ + C; = £ =4/C2+ C2. (5.3.23)

Aus dem Bild liest man weiter ab, dass

C
@y = sign C, arccos <Tl) € (—m,m) (5.3.24)
x

gegeben ist. Das einzige Problem mit dieser Formel ist, dass fiir C, = 0 und C, # 0 ein unbestimmtes Ergebnis
herauskommt. Man hat dann aber cos ¢, = C, /|C,| = £1. Fiir C; > 0 erhilt man dann immer noch eindeutig
@, = 0. Fiir C; < 0 wiren aber zwei Losungen ¢y = 7 korrekt. Man kann in diesem Fall einfach eine von
beiden Moglichkeiten wihlen, z.B. ¢y = +7. Diese Gleichung zur Berechnung des Polarwinkels liefert im
Gegensatz zu der in der Literatur oft zu findenden Formel “p, = arctan(C,/C))” stets den korrekten Winkel,
ohne dass man sich genauere Gedanken machen muss, in welchem Quadranten der gerade betrachtete Punkt
liegt.
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5.4. Der gedimpfte harmonische Oszillator

x Die Konstanten C; und C, in (5.3.19) lassen sich aus
. den Anfangsbedingungen (5.3.3) bestimmen. Wir
¢ verlangen also
x(0)=C; =x,,
. 4 5.3.25
@o
>

#o/ o Die Losung fir das Anfangswertproblem lautet also

x(t) = xycos(wqyt)+ &sin(wot). (5.3.26)
@o

Fiir die Losungsform (5.3.20) ergibt sich aus (5.3.23)
Abbildung 5.2: Lésung zum harmonischen Oszillator und (5.3.24)
mit den Kenngrifsen x (Amplitude), ¢, (Anfangsphase)

und T (Periodendaner). A Al %
X = xo + —2,
© (5.3.27)
| (%)
@ = signvyarccos( — ).
x

Es ergibt sich also insgesamt eine um At = ¢,/w, entlang der ¢-Achse verschobene cos-Funktion mit der
Periodendauer T', wobel

2
w, =21 T= f (5.3.28)
0

Die Frequenz, also die Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit ist durch

gegeben. Der Massepunkt schwingt zwischen den Werten x hin und her. Diese Maximalabweichung von
der Ruhelage % heiflt Amplitude der Schwingung (vgl. Abb. [5.2). Wir bemerken, dass die Periodendauer
der Schwingung unabhingig von der Amplitude ist. Man bezeichnet solche Schwingungen als harmonische
Schwingungen. Schwingungen sind nur dann strikt harmonisch, wenn die Kraft exakt proportional zur
Auslenkung von der Ruhelage ist. Fiir allegemeinere Kraftgesetze liegt dieser Fall nur niherungsweise fiir
kleine Amplituden vor.

_ %0

2

(5.3.29)

5.4 Der gedimpfte harmonische Oszillator

Im Allgemeinen wird die Bewegung eines Massepunktes auch irgendwelchen Reibungsprozessen unterliegen.
Um zu sehen, welche Auswirkungen die Reibung besitzt, untersuchen wir den besonders einfachen Fall der
Stokesschen Reibung, wo die Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit v = x ist und der Geschwin-
digkeit entgegengerichtet ist. Die Bewegungsgleichung lautet dann

mx =—Dx — Bx. (5.4.1)
In die Normalform gebracht ergibt sich wieder eine lineare homogene Differentialgleichung:

5c'+2y5c+co§x:0 mit }/:ﬁ, a)g:
2m

D (5.4.2)
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e N
- —xexp(—yt)
7

4

Abbildung 5.3: Lésung zum gedimpften harmonischen Oszillator. Fiir coy > v schwingt der Massenpunkt wieder
sinusformig auf Diampfungsrate ist y.

Wir werden gleich sehen, dass die willkiirlich erscheinende Einfithrung des Faktors 2 im Reibungsterm einige
Formeln ein wenig tibersichtlicher macht.

Um die Gleichung zu vereinfachen, versuchen wir, den Term mit % zu eliminieren. Dazu machen wir den
Ansatz

x(t) = exp(At)y(¢) (5.4.3)

mit einer unbekannten Konstanten A und einer neuen unbekannten Funktion y(t). Mit (Nachrechnen)
x=(Ay +9)exp(At), %=1y 424y +7)exp(At) (5.4.4)
folgt durch Einsetzen in (5.4.2)
exp(A)[§ + 24y + A2y 4+ 2y (ly +75) + wiy] =0. (5.4.5)

Da exp(At) # 0 fiir alle £ € R, muss der Ausdruck in der eckigen Klammer verschwinden. Weiter hebt sich
der Term mit y weg, wenn wir A = —y setzen. Dann vereinfacht sich (5.4.6) zu

j+ (w2 —y?)y =0. (5.4.6)

Um diese Gleichung zu 16sen, unterscheiden wir drei Fille:

1. wy >y (Schwingfall),
2. wqy = (aperiodischer Grenzfall),
3. wy <y (Kriechfall).

5.4.1 Schwingfall (c,> )
In diesem Fall ist die Gleichung offenbar die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators mit

der Kreisfrequenz
w=1/wj—y2>0, (5.4.7)

y(t) = C,cos(ewt)+ C,sin(wt), (5.4.8)

und die allgemeine Lésung lautet
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5.4. Der gedimpfte harmonische Oszillator

wobei C; und C, zwei Integrationskonstanten sind.

Die allgemeine Lsung unseres urspriinglichen Problems lautet demnach gemifd (5.4.3) mit A =—y

x(t) =exp(—yt)[C,cos(wt)+ C,sin(wt)]. (5.4.9)

Wir wollen nun noch die Integrationskonstanten durch die Anfangsbedingungen
x(0)=1x, x(0)=wo, (5.4.10)
ausdriicken. Es gilt (nachrechnen!)
%(t) =exp(—yt)[—y(C;cos(wt)+ C,sin(wt)) — Cyewssin(wt ) + Cyew cos(wt ) ]. (5.4.11)

Damit folgt aus den Anfangsbedingungen

w
und die Losung des Anfangswertproblems ergibt sich gemifd (5.4.9) zu
(4 + YXo .
x(t):exp(—}/t)[xo cos(wt)+ —sm(a)t)]. (5.4.13)
w

Analog zu unserem Vorgehen oben beim ungedimpften Oszillator konnen wir die eckige Klammer auch in
Form einer einzelnen Kosinus-Funktion gemaf3

x(t) = exp(—yt)x cos(ct — @) (5.4.14)
schreiben. Dabei ist
x2w? + (vg+ yxy)?
S \/ 0 (v + 7o) , %:sign(vo—i-}/xo)arccos(x—,?). (5.4.15)
w x

Wir haben also insgesamt eine periodische Schwingung mit der durch die Dimpfung verringerten Kreisfre-
quenz w = 4/ wj —y2, deren Amplitude exponentiell abfillt. In der Dimpfungszeit tq = 1/y verringert sich

die Amplitude um einen Faktor 1/e = exp(—1) & 1/2,718. Der Massepunkt bewegt sich stets innerhalb der
Einhiillenden £% exp(—y¢t) (vgl. Abb[5.3).
5.4.2 Kriechfall (w, < )

In diesem Fall lautet die Differentialgleichung (5.4.6)
j=+4I% mit I'=4/y2—w?>0. (5.4.16)

Die allgemeine Losung der urspriinglichen Bewegungsgleichung ergibt sich in enger Analogie zur Rechnung
beim Schwingfall dann zu (nachrechnen!)

(1) = exp(—y1) [ spcosh(e)+ 22 inb(ry) . (5.4.17)

Dabei haben wir die Integrationskonstanten bereits durch die Anfangsbedingungen (5.4.10) ausgedriickt. Da
I' < y ist, ist die Bewegung fiir grofle Zeiten (¢ — 00) stets mit dem Faktor exp[—(y —T')¢ | geddimpft (warum).
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5.4.3 Aperiodischer Grenzfall (cv, =)
Hier vereinfacht sich die Differentialgleichung zu

j=0=9y(t)=C;+C,t. (5.4.18)

Die Lésung der urspriinglichen Gleichung ist also gemif3 (5.4.9)

x(t) = exp(—yt)(C; + Cyt). (5.4.19)
Es ist weiter
x(t) =exp(—yt)[—y(C, + Ct)+ G, . (5.4.20)
Die Anfangsbedingungen verlangen
x(0)=x,=C,, #0)=0=Cy—yC, = C,= RII* (5.4.21)
14
und die Losung des Anfangswertproblems lautet demnach
x(t) = exp(—yt) |:xo + %t] . (5.4.22)

5.5 Der getriebene gedampfte Oszillator

Wir schlieflen unsere Betrachtung der harmonischen Oszillatoren mit der Behandlung der Bewegungsglei-
chung fiir den Fall, dass zusitzlich zur Reibungs- und harmonischen Kraft noch eine zeitabhingige duflere
treibende Kraft an dem Massenpunkt angreift. Dabei beschrinken wir uns auf den Fall einer harmonischen
Zeitabhingigkeit der dufleren Kraft. Die Bewegungsgleichung lautet dann

mi = —meix —2myx + mAcos(Qt). (5.5.1)

Dies in die Normalform fiir lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung gebracht liefert die inhomogene
Gleichung
¥4 2y% + wix = Acos(t). (5.5.2)

Wir bemerken als erstes, dass wegen der Linearitit des Differentialoperators auf der linken Seite die Diffe-
renz zweier Losungen dieser inhomogenen Gleichung wieder die homogene Gleichung 16st. Die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung ist also durch die Summe aus der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung und einer beliebigen speziellen Losung der inhomogenen Gleichung gegeben:

x(t) = Cyx™™ () + ™™ (1) + (). (5.5.3)

Dabei sind x; und x, beliebige zueinander linear unabhingige Losungen der homogenen Differentialglei-
chung, die wir im vorigen Abschnitt fiir die drei Fille (Schwingfall, Kriechfall, aperiodischer Grenzfall) ge-
funden haben:

x,(t) =exp(—yt)cos(wt), x,(t)=exp(—yt)sin(wt) fir wy>7y,
x,(t) =exp(—yt)cosh(T't), x,(¢)=exp(—yt)sinh(I'z) fir wy<y, (5.5.4)
w(t)=expl—ye), x(t)=texp(—yt) fir =7
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5.5. Der getriebene gedampfte Oszillator

Abbildung 5.4: Losung zum getriebenen gedimpften harmonischen Oszillator im Schwingfall wy > y. Fir
t > 1/y werden die Eigenschwingungen, also der Anteil der Losung der homogenen Gleichung in merklich
gedampft, und die Bewegung gebt in den durch die spezielle Losung der inhomogenen Schwingung eingeschwunge-
nen Zustand iiber.

Dabei ist im Schwingfall o = 4/} —y? und im Kriechfall I = 4/y2 — w?.

Diese Losungen werden allesamt fiir £ > 1/y (bzw. im Kriechfall (wg < y) fiir £ > 1/(y —T')) exponentiell
weggedimpft werden. Fiir grofle Zeiten wird die Losung also durch die spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung dominiert. Man spricht vom eingeschwungenen Zustand, und wir interessieren uns im Folgen-
den fiir diesen Zustand.

5.5.1 Spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

Da also die ,Eigenbewegungen® des Massenpunktes fiir alle Fille nach hinreichend langer Zeit abgeklungen
sind, verbleibt fiir grofle Zeiten nur die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Es liegt nahe, anzuneh-
men, dass diese allein von der dufleren treibenden Kraft bestimmte Bewegung eine harmonische Bewegung
mit der Kreisfrequenz der dufleren Kraft 2 sein wird. Dabei wird 1.a. eine Phasenverschiebung zwischen der
dufleren Kraft und der Bewegung des Massenpunktes vorliegen. Dies wird aber durch den Ansatz

x(t)=C;cos(t)+ C,sin(2t), C;,C, = const (5.5.5)

erfiillt. Um die Konstanten C; und C, zu finden, setzen wir den Ansatz in ein. Dies liefert (rachrechnen)
cos(Qt)[(wi —Q)2C, +2yQC, ]+ sin(Q)[—2yQC, + (wi —2?)C,] = Acos(Qt). (5.5.6)

Es ist klar, dass in der Tat der Ansatz (5.5.5) eine Losung liefert, wenn die Koeffizienten der Winkelfunktionen
auf der linken und rechten Seite von (5.5.6) iibereinstimmen, was auf das lineare Gleichungssystem

(wi —H)C, +2yQC, =4, (5.5.7)
—2yQC, 4+ (i —0H)C, =0 (5.5.8)

zur Bestimmung der Konstanten C; und C, fiithrt. Wir konnen das Gleichungssystem leicht 16sen, indem wir

5.5.7) mit 2y und (5.5.8) mit (w? — ) multiplizieren und die entstehenden Gleichungen addieren. Dies
lieft dann

290
Cy= A (5.5.9)
(g —Q2)? + 4y
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|B] 0

/2

> ()
Qrcs =V wé _2}/2 Wy

Abbildung 5.5: Amplitudenfaktor (links) || und Phasenverschiebung ¢ fiir den eingeschwungenen Zustand
p-5.12).

Um auch C, zu finden, multiplizieren wir :5.5.7 mit (w3—?) und (5.5.8) mit (—2y€2) und addieren wiederum

die entstehenden Gleichungen, woraus sofort

C, = w0~ A 5.5.10
= 2 2\2 202 (5.5.10)
(0§ —E22)2 +4y2Q

resultiert. Damit haben wir die gewtiinschte spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung gefun-
den.

Wir kénnen (5.5.5) wieder in die alternative Form

x(t)=AB cos(2t — ) (5.5.11)

bringen. Dieselbe Methode wie beim ungedimpften Oszillator liefert

1 w2 —0?
B=4/C2+C2= , @ =-arccos 0 . (55.12)
= V(@ =22 420 V(@I =7 1420

Im eingeschwungenen Zustand schwingt also der Massepunkt mit derselben Frequenz wie die duflere har-
monische Kraft, und zwischen der Kraft und der Schwingung des Massenpunktes besteht eine stets positive
Phasenverschiebung ¢, (vgl. Abb rechts). Als Funktion von € ist ¢, monoton wachsend. Fiir Q = «w,
wird ¢y = 71/2, und fir Q — oo strebt ¢y — 7.

Bei vorgegebener Amplitude der dufleren Kraft mA ist die Amplitude des eingeschwungenen Zustands durch
B gemif} gegeben. In Abb.[5.5|(links) haben wir diesen Proportionalititsfaktor als Funktion der Kreis-
frequenz der antreibenden Kraft Q2 geplottet. Er weist in dem gewihlten Fall ein ausgeprigtes Maximum bei
einer Resonanzfrequenz (2 auf, die wir im nichsten Abschnitt ausrechnen wollen.

5.5.2 Amplitudenresonanzfrequenz

Die Losung (5.5.12) zeigt, dass die Amplitude der Schwingung im eingeschwungenen Zustand zur Amplitude
der dufleren Kraft proportional ist und der Proportionalititstaktor B gemif§ (5.5.12) durch die Parameter des
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5.5. Der getriebene gedampfte Oszillator

gedimpften freien Oszillators, also w, und y und die Kreistrequenz 2 der dufleren Kraft allein bestimmt ist
(s- Abb[5.5] links).

Wir untersuchen nun, fiir welches 2 dieser Proportionalititsfaktor maximal wird, d.h. fiir welche Frequenz
der dufleren Kraft die Amplitude der Schwingung bei festgehaltener Amplitude der dufleren Kraft am grofiten
wird.

Dazu miissen wir das Minimum des Ausdrucks unter der Wurzel in suchen, d.h. wir miissen die

Funktion
F(Q) = (2 — wd)? + 4977 (5.5.13)

untersuchen. Dazu bilden wir die Ableitung

diﬂ (Q) = £/(Q) = 4Q(Q% — ] +2y2). (5.5.14)
Mogliche Extrema ergeben sich als die Nullstellen dieser Ableitung. Offenbar ist die Losung entweder 2 =0,
d.h. es wirke eine zeitlich konstante duflere Kraft. Dieser Fall interessiert uns hier aber nicht. Offenbar ergibt

sich eine positive Nullstelle von (5.5.14) nur fiir 3 > 2y?. Dann ist die Nullstelle bei der Resonanzfrequenz

Qs =/ w3 —2y2 (5.5.15)
Weiter gilt
F7(Q) =4(2y% — w2 +307) (5.5.16)
und f"(Q,) = 8(wj —2y?) > 0, und es liegt demnach ein Minimum fiir / und also ein Maximum der

Amplitude vor.

Man nennt daher €, die Amplitudenresonanzfrequenz, weil dies die Frequenz ist, bei der die Amplitude
der eingeschwungenen Bewegung maximal wird. Interessanterweise ist sie weder durch die Eigenfrequenz des

ungedimpften Oszillators w, noch durch die Eigenfrequenz der gedimpften Schwingung o = 4/} —y2 im
Schwingfall w, >y gegeben sondern durch die kleinere Amplitudenresonanzfrequenz (5.5.15).

5.5.3 Energieresonanz

Eine andere Frage ist, bei welcher Frequenz der dufleren Kraft, diese die grofite mittlere Leistung aufbringen
muss, um den Massenpunkt in dem erzwungenen eingeschwungenen Schwingungszustand zu halten. Dazu
berechnen wir die tiber eine Periode 7' = 27t /) gemittelte Leistung der dufleren Kraft

T
TJ:% f dt mA cos(Qe)xP)(z). (5.5.17)
0

Nun ist gemaf3
P(t) = mAcos(Qt)x1™(¢) = —mA%|B|C2cos(Qt) sin(Qr — ¢). (5.5.18)
Mit dem Additionstheorem fiir den Sinus ist
P(t) =—mA?|B|Qcos(Q2t)[sin(Q¢) cos 9y — cos(t ) sin ¢ |- (5.5.19)
Zur einfacheren Integration bemerken wir, dass

cos(t)sin(Qt) = %sin(ZQt), cos’(ewt) = %[1 + cos(222)] (5.5.20)
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gilt, was man sofort durch Anwendung der Additionstheoreme nachweist. Da weiter

t=T T . t=T
20t
=0, f dt cos(2Qr) = sin( =0 (5.5.21)
0 2Q t:O

cos(202t
20

T
J de sin(2Q¢) = —
0

t=0

ist, erhalten wir also durch Einsetzen von (5.5.19) in (5.5.17) fiir die mittlere Leitung

- 1 _
P = EmAzBQsm ®o- (5.5.22)
Aus (5.5.12) folgt, dass ¢, € [0, 7] und also sin ¢y > 0 und damit

2y
singy =4/ 1—cos? g, = }/2 =2yQB (5.5.23)
V(2 — l)+ 422

ist. Somit wird (5.5.22) .
P =mA*B*y Q2. (5.5.24)

Wir fragen nun, bei welcher Kreisfrequenz 2 der dufleren Kraft bei vorgegebenen Parametern des Oszillators
und der Amplitude A der dufleren Kraft maximal wird. Man spricht in diesem Fall von Energieresonanz,
denn dort ist die mittlere Leistungsaufnahme des Massenpunktes aus der dufleren Kraft maximal. Wir haben
also diesmal das Maximum der Funktion

02
g =B’ = (5.5.25)
e
zu suchen. Nach einiger Rechnung findet man fiir die Ableitung
20(0 — w;
g = (¥ =) (5.5.26)

(2= 37+ 4202

Offenbar liegt bei 2 = 0 ein Minimum vor, denn dort ist g’ lokal monoton fallend. Ein Maximum erhalten
wir bei Q2 = w,, denn dort ist g’ offenbar lokal monoton wachsend.

Die grofite mittlere Leistung wird also vom Oszillator aufgenommen, wenn = «, ist, also die
Schwingungsfrequenz der dufleren Kraft der Eigenfrequenz des ungedimpften Oszillators entspricht.
Wie zeigt, ist dort gerade die Phasenverschiebung der eingeschwungenen Bewegung gegeniiber
der Phase der antreibenden Kraft ¢, = 7r/2.

Wir bemerken noch, dass fiir verschwindende Dimpfung y = 0 bei Q2 = cw, der Faktor |B| unendlich wird.
Das ist die sogenannte Resonanzkatastrophe.

5.5.4 Losung des Anfangswertproblems

Wir kommen schlie8lich auf die Losung des Anfangswertproblems fiir den getriebenen harmonischen Oszil-
lators zurtick, die zur vollstindigen Beschreibung der Bewegung bei beliebig vorgegebenen Anfangsbedingun-
gen dient und nicht nur den eingeschwungenen Zustand liefert. Man spricht auch vom Einschwing-
vorgang.

Wir miissen nur fiir die allgemeine Lsung die Integrationskonstanten C; und C, aus den Anfangsbe-
dingungen durch Losung des entsprechenden linearen Gleichungssystems zu bestimmen. Wir geben
das Ergebnis fiir die oben diskutierten drei Fille an
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5.5. Der getriebene gedampfte Oszillator

Schwingfall (cwy > y):

Alwi—0%)
P
1 Ay + o)

+— | v+ yxo—
o |:'UO }/XO (Ol)g _QZ)Z +4)/Q2
a)é —Q?

(@30T 4y

x(t) :[xo— cos(a)t):| exp(—yt)

]sin(a) t)exp(—yt) (5.5.27)

24yQ
(=

+A os(Qt) + sin(Q22).

Kriechfall (w, < y): Setzen wir zur Abkiirzung @ = 4/y2 — w3, erhalten wir fiir diesen Fall

B A(w}—0%) L
x(t)=|xg— (=) 4 4250 cosh(at) [exp(—yt)
1 Ay(@®+w}) .
+ > |:va +yxy— (=027 14y sinh(at)exp(—yt) (5.5.28)
5 24yQ
Py cos(Qt) + Y sin(2t).

(wg—92)2+4}/2ﬂz (a)g—ﬂz)z + 49202

Zu dieser Losung konnen wir auch wieder gelangen, indem wir in (5.5.27) e = ia setzen und die in Formeln

(4.2.14)
cos(iz) = coshz, sin(iz) =isinhz (5.5.29)
verwenden.

Aperiodischer Grenzfall (wy,=7y):

AP —?) A
x(t) =exp(—yt) [xo — (}/}2/_’_—(]2)2 + <'vo +yxo— }/ZT}/QZ> t:|
(Y2 — Q%) cos(Qt) + 2y Qsin(Q1)

A .
+ (Q2 +2)2

(5.5.30)

5.5.5 Resonant angetriebener ungedimpfter Oszillator

Wie wir oben gesehen haben, miissen wir den Fall des angetriebenen ungedimpften harmonischen Oszillators
gesondert behandeln, wenn die Frequenz € der antreibenden Kraft der Eigenfrequenz w, des Oszillators
entspricht, da dann B wegen y = 0 fiir 2 = w, aufgrund von (5.5.12) nicht definiert ist, also der Ansatz (5.5.5)

nicht zum Ziel fiihrt.

Wir suchen also eine beliebige Losung der inhomogenen Gleichung
i+ wix = acos(wyt). (5.5.31)
Dazu machen wir den modifizierten Ansatz
x(t)=y(t)[C,cos(wyt) + C,sin(cwyt) ] (5.5.32)
Die Ableitungen sind

x(t) = 9(¢)[Cy cos(wyt ) + C,sin(wqt )]+ y(2)[—C g sin(wqt ) + Cyeog cos(wyt )],
i(2) = [§() — w3y (£)][Cy cos(@qt) + Cysin(eyt )]+ 29(2)[—Cy g sin(wy ) + Cyep cos(ewpt)]-

(5.5.33)
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vl N /\ /\,

Abbildung 5.6: Losung zum resonant angetriebenen, ungedampften harmonischen Oszillator mit den Anfangs-
bedingungen x(0) = 0, %(0) = 0. Dann ergibt sich die Lésung zu (3.5.36). Die Einhiillende ist durch die Geraden
Xeinh(2) = :I:z%ot gegeben.

= =

Setzen wir dies in (5.5.31) ein, erhalten wir
29(2)[—Cwpsin(wyt ) + Cyewy cos(wqyt )] = a cos(wqt). (5.5.34)

Um diese Gleichung zu erfiillen, muss offenbar C; =0 und

2Cwpy =a = y = = y(t)= t+C 5.5.35
2@o) y 2C, 0, y(t) 20,C, 3 ( )
sein. Damit erhalten wir durch Einsetzen in (5.5.32) als eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
X (£) = ——t sin(wyt ). (5.5.36)
2w,

Dabei haben wir C; = 0 gesetzt, weil wir ja nur eine spezielle Lsung der inhomogenen Gleichung benétigen.
Die allgemeine Losung von ergibt sich also aus der Uberlagerung der allgmeinen Lésung der ent-
sprechenden homogenen Gleichung, deren Lésung wir oben in gefunden haben, und der speziellen
Lésung (5.5.36):

7

x(t)= 2Lt sin(wqt) + C; cos(wyt) + C, sin(wqyt). (5.5.37)

@o
Die Integrationskonstanten C; und C, bestimmen sich wieder aus den Anfangsbedingungen. Unab-
hingig von diesen wichst die Amplitude bestindig an. Man spricht daher auch von der Resonanzka-

tastrophe (vgl. Abb.[5.6).

Natiirlich kommt so etwas in der Natur nicht wirklich vor, da 1.a. die Krifte fiir groffe Auslenkungen nicht
mehr harmonisch sind und daher die Beschreibung als harmonischer Oszillator fiir grofle Zeiten ungiiltig
wird.

5.5.6 Allgemeine duflere Krifte und die §-Distribution

Zum Abschluss des Kapitels tiber den harmonischen Oszillator wollen wir noch die Frage beantworten, wie
man den Fall beliebig vorgegebener duflerer Krifte behandeln kann. Wir benétigen dazu nur eine spezielle
Losung der inhomogenen Gleichung

X4 2y% + wix =a(t), (5.5.38)
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wobei a eine vorgegebene Funktion ist (die dulere Kraft ist F(¢) = ma(t)). Die Idee zu einer Losung ist, dass
sich die Auslenkung x(¢) zur Zeit ¢ als eine Art ,kontinuierlicher Linearkombination® der rechten Seite der
Gleichung ergibt. Das physikalische Bild hinter dieser Idee ist, dass zu jedem Zeitpunkt die duflere Kraft den
harmonischen Oszillator neu anst&t. Diese Uberlegung fithrt uns auf den Ansatz

x(t)= J_oo dt’'G(t, t a(t"). (5.5.39)

Das Kausalititsprinzip verlangt nun, dass die Auslenkung zur Zeit ¢ nur von der dufleren Kraft zu
fritheren Zeitpunkten ¢’ < ¢ abhingen darf. MaW. die dufiere Kraft zu einer spiteren Zeit kann nicht
in die Vergangenheit zuriickwirken. Dies verlangt, dass

G(t,t'y=0 fir t'>¢t. (5.5.40)

Die untere Integrationsgrenze, also den Anfangszeitpunkt der Bewegung, haben wir bei ¢, — —oo gewahlt,
damit wir genau die Losung erhalten, fiir die die von spezifischen Anfangsbedingungen abhingigen Ein-
schwingvorginge zu jedem endlichen Zeitpunkt bereits abgeklungen sind.

Wir setzen nun diesen Ansatz in ein. Das fithrt auf die Gleichung
f dt'[97G(t,t')+2y8,G(t,t) + wiG(t,t))]a(t') = a(2). (5.5.41)

Dies verlangt nun, dass der Ausdruck in den eckigen Klammern eine ,Funktion 8(¢, ¢’) ist, die fiir beliebige
stetige Funktionen a stetsﬂ

foo dt’S(t,tNa(t’)=a(t) (5.5.42)

gilt. Man kann zeigen, dass es eine solche Funktion im strengen Sinne nicht gibt. Wir kénnen aber Niherun-
gen fiir eine solche Funktion definieren. Die einfachste Naherung ist,

1 le(f—
5 (6t = { falls ¢/ €(t—e/2,t+¢/2), 5.543)
O sonst,
wobei € > 0 beliebig ist. Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt dann
(5] 1 t+e/2 1
J de’'S (t,t")a(t’) = —f dt’a(t’y=-a(t)e=a(r), TE(t—€/2,t+¢€/2). (5.5.44)
—0 €Ji—e/2 €

Lassen wir nun € — 0T gehen, erhalten wir wegen der Stetigkeit von « im Limes fiir das Integral tatsichlich
a(t); die Funktionen &, streben allerdings nicht gegen eine gewdhnliche Funktion. Anschaulich ergibt sich
eine Funktion, die iiberall verschwindet aufler an der Stelle ¢’ = ¢, wo sie unendlich wird. Der Grenzwert

¢ — 0T ergibt nur im Sinne des Integrals (5.5.42) einen Sinn, d.h. man fiihrt zuerst die Integration in (5.5.42)

mit der regularisierten Funktion &, aus und lisst dann € — 0% streben.

'Im mathematisch strikten Sinne muss man an die méglichen Funktionen « noch weitere Forderungen stellen, insbesondere, dass
sie im Unendlichen hinreichend schnell verschwinden, damit die uneigentlichen Integrale in unserer Betrachtung existieren. Wir
gehen darauf hier nicht genauer ein.
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Dies nennt man einen Grenzwert im schwachen Sinne und den Grenzwert 8(t,t’) eine verallge-
meinerte Funktion oder Distributionf]

“Diese Idee wurde u.a. von P. A. M. Dirac (1902-1984) im Zusammenhang mit seinen Pionierarbeiten zur Quantenme-
chanik in die theoretische Physik eingefiihrt. Die Mathematiker kritisierten anfangs diese Idee heftig, weil sie mathematisch
nicht streng begriindet war. Die Niitzlichkeit der Idee in der praktischen Anwendung fiihrte schliellich die Mathematiker
dazu, diese Idee zu formalisieren. Daraus ist ein ganzer Zweig der modernen Mathematik entstanden, die Funktionalanaly-
sis.

.

Offensichtlich kénnen wir die Schreibweise fiir die 8-Distribution noch etwas vereinfachen. Dazu definieren
wir zunichst

I
8.(1)= {; fir te(=€/2.¢/2) (5.5.45)
0 sonst.

Dann gilt offensichtlich (nachpriifen!)
S.(t,t)=38 (t—1'), (5.5.46)

und entsprechend schreiben wir auch
S(t,t=8(t—t). (5.5.47)

Dann verlangt offenbar (5.5.41), dass
I?G(t,t") +2y8,G(t,t") + wiG(t,t") = 8(t —t)). (5.5.48)

Daraus folgt, dass man auch mit dem Ansatz G(¢,t") = G(t — t’) auskommen sollte und dass dann

G(t)+2yG(t)+ wiG(t) = 8(¢) (5.5.49)

gelten sollte.
Wir suchen nun also eine Funktion, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

® G(t)=0fir r <0 (Kausalitits- oder Retardierungsbedingung)

* G erfiillt fiir £ > 0 die homogene Differentialgleichung

Betrachten wir der Einfachheit halber den Schwingfall. Dann lautet die allgmeine Losung fiir ¢ > 0 gemaf3
(5.4.9)

(5.5.50)

G(1)= exp(—yt)[Acos(wt)+ B(sinwt)] fiir >0,
o fir ¢<o0.

Wir miissen nun die beiden Integrationskonstanten A und B bestimmen, so dass die Singularitit der §-Funk-
tion bei t =01in auftritt. Wir benétigen offenbar zwei Bedingungen, um beide Konstanten eindeutig
bestimmen zu konnen. Dazu tiberlegen wir uns, dass Ableitungen von Funktionen i.a. mehr Singularititen
besitzen als die abgeleitete Funktion. Eine stetige Funktion, die an der Stelle £ = 0 einen Knick besitzt, ist
dort sicher nicht differenzierbar, und wenn sie iiberall sonst differenzierbar ist, macht die Ableitungsfunktion
bei t = 0 einen Sprung, weil die Steigung der Tangenten an der Knickstelle sich abrupt dndert. Wir erwarten
also, dass die Singularitit in bei t = 0 in der hochsten vorkommenden Ableitung, also G auftreten
sollte, wihrend G dort lediglich einen endlichen Sprung und G sogar stetig sein sollte (aber einen Knick bei
t = 0 aufweisen sollte).

Als erste Bedingung zur Bestimmung der Integrationskonstanten in verlangen wir also, dass G stetig
bei t =0 sein soll. Das fiihrt auf

A=0= G(t)=Bexp(—yt)sin(ewt) fir ¢>0. (5.5.51)
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Schlief8lich bendtigen wir noch eine zweite Bedingung. Dazu integrieren wir (5.5.49) tiber ein kleines Intervall
(—e,€). Fir t <01ist G(¢) = G(¢) = G(¢) = 0. Daraus ergibt sich beim Integrieren

G(e)+2yG(e)+wéJ.€ dtG(r)=1. (5.5.52)

Lassen wir nun ¢ — 0T streben, verschwindet im Limes sowohl G(¢) als auch das Integral wegen der ange-
nommenen Stetigkeit von G bei t = 0. Es ergibt sich zur Bestimmung der verbliebenen Integrationskonstante

also die Bedingung .
G(0M) =1. (5.5.53)

Nun folgt aus (5.5.52) fiir ¢ — 0T fiir £ >0

G(t)=Bexp(—yt)[—ysinwt + wcoswt]— Bw fiir t—0%. (5.5.54)

Aus (5.5.53) folgt damit B =1/w, und

exp(=yt)
G(t):{ —sin(wt) for >0, (5.5.55)

0 for ¢t<0.

Diese Funktion nennt man die retardierte Greensche Funktion fiir den linearen Differentialoperator

L=— +2y— + ok (5.5.56)

.

Lx(t)=a(r) (5.5.57)
und die allgemeine Losung gemif$
t
x(t) =exp(—yt)[C;cos(wt)+ C,sin(wt)] +f dt'G(t —t")a(t)) (5.5.58)

schreiben. Dabei ist der erste Term die allgmeine Losung der homogenen Differentialgleichung [ix(t) =0
und das Integral die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Wir kénnen nun zeigen, dass dies tatsichlich eine Losung ist. Dazu bemerken wir, dass das Integral effektiv
nur bis ¢ liuft, da fiir #/ > ¢ die Green-Funktion konstruktionsgemif} wegen der Retardierungsbedingung
verschwindet. Wir haben also fiir die Losung der inhomogenen Gleichung

wn0)= [ dGe—eae)
%40 (8)=G(OMa(t) + J t dt’'3.G(t —t")a(t") = ft dt’'3.G(t —t"a(t), (5.5.59)
%o0(t)=3,G(0M)a(t) + J t dt' 82 G(t —t")a(t)).

Konstruktionsgemif} ist nun J,G(0") = 1, und damit finden wir schliefflich

Lx(t)=a(t)+ J t dt'[LG(t — t)a(t) = alt), (5.5.60)
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denn fiir t’ < ¢ erfiillt G(¢ — ¢’) als Funktion von ¢ die homogene Differentialgleichung lA,G(t —t")=0. Dies
zeigt, dass unsere mathematisch recht unscharf begriindeten Manipulationen mit der 8-Funktion tatsichlich
zum Ziel fiihren, die inhomogene Differentialgleichung fiir beliebige rechte Seiten zu [5sen.

Dieses Konzept der Green-Funktionen spielt eine weit groflere Rolle bei der Losung partieller Differentialglei-

chungen wie sie in der Feldtheorie (z.B. der Elektrodynamik im 3. Semester) auftreten als in der klassischen
Mechanik.

5.6 Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse

In der theoretischen Physik sind auch oft Differentialgleichungen der sog. Fuchsschen Klasse (Lazarus Fuchs
1833-1902) wichtig. Sie tauchen z.B. bei bestimmten Eigenwertproblemen der Quantentheorie (Energieeigen-
zustinde fiir den harmonischen Oszillator, des Wasserstoffatoms, Kugelflichenfunktionen usw.) auf. Solche
Ditferentialgleichungen lassen sich mit einem (verallgemeinerten) Potenzreihenansatz 16sen. Diese Frobeni-
us-Methode (Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917) wollen wir hier besprechen.

Diese Differentialgleichungen sind homogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung von der Form
22u"(2)+ zp(2)u'(z) + q(2)u(2) = 0. (5.6.1)

Dabei verwenden wir als unabhingige Integrationsvariable jetzt z, um anzudeuten, dass wir allgemein Dif-
ferentialgleichungen mit komplexen Funktionen betrachten. Natiirlich gelten alle Uberlegungen auch fiir
reelle Differentialgleichungen. Wie wir wissen, ergibt sich die allgemeine Losung einer solchen DGL durch
Superposition zweier beliebiger voneinander linear unabhingiger Losungen. Im Folgenden zeigen wir, wie
wir immer zwei solcher Losungen mittels verallgemeinerter Potenzreihenansitze finden kdnnen.

Die Funktionen p und g sollen dabei die Eigenschaft besitzen, dass sie Potenzreihenentwicklungen um 0 mit
endlichem Konvergenzradius besitzen. Dies impliziert, dass diese Funktionen in einer Umgebung der 0 in der
komplexen Zahlenebene beliebig oft differenzierbar (analytisch) sind, d.h. es gilt

p(2)=D 2", q2)=> g2 (5.6.2)
k=0 k=0

Um eine Losung zu finden, liegt es nahe, dass auch die Lésung von (5.6.1) die Form einer verallgemeinerten
Potenzreihe besitzt, d.h.

M(z):ziiukzk. (5.6.3)
k=0

Dabeti diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass der Koeffizient #, # 0 ist, weil man
ansonsten durch Umnummerieren des Summationsindex’ & und entsprechende Verschiebung von A immer
diese Annahme erfiillen kann (nachrechnen!).

Als erstes bendtigen wir die Ableitungen dieses Ansatzes, um diese in einsetzen zu konnen (Nachrech-
nenl):

w'(z) =z Z(/l +k)uy ¥,
k=0 (5.6.4)
w"(z)=2"2 > (A+k)A+k—1)2".
k=0
Setzen wir dies nun in ein, folgt nach Division durch z*
S A+R)A+k—Duy 2" + p(z) D (A+ )z +q(2) D u;2) =o0. (5.6.5)
k=0 7=0 7=0
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Voraussetzungsgemify kann man nun die Funktionen p und ¢ um z = 0 in Potenzreihen (5.6.2) entwickeln.
Um (5.6.5) verwenden zu kdnnen, um die gesuchten Koeffizienten #; zu finden, miissen wir die linke Seite
. .6

der G ) in eine Potenzreihe in Potenzen von z entwickeln.

Dazu betrachten wir zwei Potenzreihen

QA
—~
N
~
I
R

NN

S~
—~

N
~

I
12
Ny

NN

(5.6.6)
1=0 1=0

Diese mogen beide von 0 verschiedene Konvergenzradien , und r;, besitzen. Dann konvergieren beide Reihen
nach bekannten Sitzen iiber Potenzreihen in jedem abgeschlossenen Intervall |z| < » mit » < min(7,,7,)
absolut. Demnach diirfen wir fiir diese z die Reihen im Produkt a(z)5(x) beliebig umordnen, d.h. wir kénnen
einfach

a(2)b(z) :iiai biz'* (5.6.7)
1=0 ;=0

schreiben. Dies ist offenbar eine Potenzreihe in z. Wir miissen nur die Reihenglieder abermals umordnen, so
dass sie nach Potenzen von z sortiert ist. Dazu muss man offenbar nur den neuen Summationsindex & =7+
einfiihren. Da 7,7 € N, ist auch k£ € N;. Wir erhalten demnach die gewtlinschte Form des Produkts durch

) k
a(z)b(z)=D2">"a; 4b;. (5.6.8)
k=0 j:O

Es ist also

oo k
c(z):a(z)b(z)zz%z/e mit ¢ :Zﬂj—kbj- (5.6.9)
k=0 j:O

Da ¢(z) fiir |z] < min(7,, r,) analytisch ist, ist der Konvergenzradius der Reihe (5.6.9) r, = min(r,, r;). Man
nennt die Formel (5.6.9) fiir das Produkt zweier Potenzreihen den Cauchy-Produktsatz fiir Potenzreihen.

Wir kénnen diesen Satz nun fiir die beiden Produkte in (5.6.5) anwenden. Nach einigen Rechnungen (Ubung!)
folgt

oo %) k—1
> Gt =>"7F {[(A+k)(/1+/e— 1)+ (A+k)po+ 9ol +Z[(A+;’)pk_j +q/€_]~]u]} =0. (5.6.10)

Eine Potenzreihe ist nun nur 0, wenn die durch die geschweifte Klammer definierten Koeffizienten C,, alle
verschwinden.

Damit kdnnen wir wenigstens eine von zwei linear unabhingigen Losungen der Differentialgleichung in
Form einer verallgemeinerten Potenzreihe anzugeben. Dazu betrachten wir zunichst die Bedingung, dass

C, = 0 sein muss. Es folgt
CA)=AA=1)+ poA+¢q,=0, (5.6.11)

D.h. die Potenz des Vorfaktors z* muss eine Nullstelle der quadratischen Funktion C(A) sein. Im Folgenden
seien A; und A, diese Nullstellen. Dabei wihlen wir die Bezeichnungen so, dass Re A; > Re 4, ist.

Nun betrachten wir weiter die Bedingung C, =0 fiir # € N. Wir konnen sie offenbar in der Form

k—1

CA+R)uy+ > [(A+)pp; +ap_jln; =0 (5.6.12)
7=0

schreiben. Da voraussetzungsgemify Re A; > Re A, ist, ist C(A; + k) # 0 fiir alle £ € N, und daraus ergeben
sich nach der willkiirlichen Wahl #, = 1 eindeutig alle #; mit j € N, d.h. man erhilt eine von zwei linear
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unabhingigen Losungen durch die Rekursion

) 1 k—1 '
u(z)= zM ;u;;)zk, uél> =1, u/il) :—m Z[(Al +7)pe—j +qk_j]u]<.1). (5.6.13)
=0 7=0

(
k

Losung der Differentialgleichung gefunden ist.

Man kann also (zumindest im Prinzip) # Y fiir alle £ € N beginnend mit & = 1 iterativ l6sen, womit eine

Wir benétigen jedoch fiir die allgemeine Losung noch eine zweite von #,(z) linear unabhingige Losung. Hier
miissen wir nun eine Fallunterscheidung vornehmen.

Fall 1

Offenbar ergibt sich eine solche zweite Lsung genau wie eben fiir die Nullstelle A,, wenn A; — A, ¢ Nj ist,
denn dann ist auch C(A,+ k) # 0 fiir alle k£ € N, und wir finden eine zweite Ldsung ganz analog wie eben fiir

die Nullstelle A;:

k—1

(2 2 2 1 . 2
m(2)=2% 3 w2, =1, ”E)Z_WZ[(% + )bk +q/e_j]%](- . (5.6.14)
k=0 7=0

Wegen A; # A, sind #; und #, offenbar linear unabhingig, und die allgemeine Lésung der Differentialglei-
chung ist durch die Linearkombinationen der Funktionen #,(z) und #,(z) gegeben.

Fille 2 und 3

In dem Fall, dass A, — A, = m € Ny ist, lasst sich i.a. die zweite Lsung nicht durch einen einfachen verall-
gemeinerten Potenzreihenansatz finden. Um eine Idee fiir einen Ansatz fiir eine zweite linear unabhingige
Losung zu finden, betrachten wir das einfachste Beispiel fiir den Fall 72 = 0, nimlich die Differentialgleichung

220" (z)+ zu'(z) =0, (5.6.15)
In dem Fall ist einfach p(z) =1= p, und q(z) = 0 = g,. Das charakteristische Polynom ist also
CAH=AA=1)+ A= (5.6.16)

Man erhilt also nur die eine Nullstelle A; = A, =0, und es ist in diesem Beispiel 72 = 0. Offensichtlich ist die
eine Losung #, einfach #; = 1. Um die zweite Ldsung zu finden, setzen wir v(z) = #/(z). Dann erhalten wir

die Differentialgleichung 1. Ordnung

/
202+ zo(z)=0 = ZH = dpno=— 5 o)=L, (5.6.17)
v(z) dz z z
Eine weitere Integration liefert
uy(z)=Inz. (5.6.18)
Die allgemeine Losung ist also in diesem Fall
u(z)=A+Blnz (5.6.19)

mit beliebigen Integrationskonstanten A und B.

Fiir unseren allgemeinen Fall mit A, — A, € N, legt dies den Ansatz
uy(z)=v(z)+yu,(z)lnz, y=const. (5.6.20)
nahe. Wir wollen dies wieder in die Differentialgleichung (5.6.1) einsetzen. Die benétigten Ableitungen sind

2
wl(2) = v'(2) + yul(2)lnz + gul(z), W(2)=v"(z)+ 7}/%{(2)— %ul(z). (5.6.21)

236



5.6. Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse

Da #, die Differentialgleichung 16st, liefert das Einsetzen des Ansatzes nach einiger Reichung (Ubung/)
220"(2) + 2p(2)v'(2) + q(2)v(2) = y{[1— p(2)]uy(2) — 2zu(2)}. (5.6.22)

Da voraussetzungsgemif3 p(z) um z = 0 in eine Potenzreihe entwickelt werden kann und #,(z) durch die
verallgemeinerte Potenzreihe (5.6.13 gegeben ist folgt aus dem obigen Cauchy-Produktsatz fur Potenzreihen,
dass die rechte Seite ebenfalls durch eine verallgemeinerte Potenzreihe mit dem Vorfaktor z* gegeben sein
muss, d.h.

220"(2)+ 2p(2)V'(2) + q(2)v(z) = y 27 Zakz (5.6.23)

Demnach sollte auch v durch eine solche verallgemeinerte Potenzreihe gegeben sein. Dies legt es nahe, es mit
dem Ansatz

(z2)=2%> 2" (5.6.24)
k=0

mit der zweiten Nullstelle A, des charakteristischen Polynoms zu versuchen. Voraussetzungsgemifd
gilt im jetzt betrachteten Fall A, — A, = m € N,. Fiir die gesuchten Koeffizienten v, und die Konstante y
finden wir nun eine Gleichung, indem wir den Ansatz (5.6.23) in (5.6.22) einsetzen. Dazu kénnen wir die
entsprechende Rechnung fiir verwenden, wobei zu beachten ist, dass (5.6.10) durch die Division
der linken Seite der D1fferent1alglelchung durch z* entstanden ist. Man muss also entsprechend fiir v auch
die rechte Seite durch den Faktor z* dividieren. Man erhilt dann wegen A, — A, = m schlielich

k—1

Zz { C(A+k) ka+Z [(A+ 1) + qo—j 10 } vz Zakz (5.6.25)

7=0

Weiter erhilt man aus (5.6.22) und (5.6.23) mit Hilfe von (5.6.13) und (5.6.4) sowie der Cauchy-Produktformel

a = {[ 2(A+ k)] Zpk_]} : (5.6.26)

]

Insbesondere ergibt sich fiir £ =0
o =1— po+2A,. (5.6.27)

Aus der pg-Formel zur Losung fiir die Nullstellen des charakteristische Polynoms folgt 1— py =
A + A, (Nachrechnen!) und damit

ay=A,— A =—m. (5.6.28)
Nun miissen wir noch die Fille 7 =0 und m € N unterscheiden.
Fall2(m=A,—A,=0)
Fiir m =0 ergibt der Koeffizientenvergleich der beiden Seiten der Gl.

k—1
C(A+k)v, + Z[(Az +7)Pe—j t Gp—jl0; =ya, fir m=0. (5.6.29)
j:O

Fiir £ = O steht wegen C(A,+k) = 0 auf der linken Seite der Gleichung 0, was mit der rechten Seite kompatibel
ist, da ja jetzt gemafd ay =—m =0 gilt. Wir konnen also sowohl v, als auch y beliebig wihlen. Der
Einfachheit halber setzen wir v, =0 und y = 1. Da weiter C(A,+ k) = C(A, +k) # 0 fiir alle £ € N gilt, sind
dann die Koeffizienten v, fiir £ € N eindeutig tiber zu

1 & ‘
v = —C(/lz s, {ﬂk _jgo[(jz +7)Pr—j +‘1k—j]7’j} (5-6.30)
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bestimmt.
Falls m € N ist, ergibt der Koeffizientenvergleich von Gl. (5.6.25) die Gleichung

k—1 0 fir ke{0,...,(m—1)}
C(A+k A4 ) py o o ’ >.6.31
(A + )vk+§[( Rl T e {W_m fir ke{m,(m+1),..}. o631

Um die Koeffizienten v, sowie y zu bestimmen, bemerken wir, dass C(4,) = C(4;) = C(m + 4;) =0 und
D(A,+k)#0fiirke{1,2,...,(m—1)} und k € {(m +1),(m +2),...}.

Fiir £ =0 ist dann fiir beliebiges v, erfiillt. Wir konnen daher vy = 1 wihlen. Dann folgt aus (5.6.31)
firke{1,2,...,(m—1)}

S .
v = TCOL1E) ]Z:;[(/IZ + )Pk + dp—j1v;- (5.6.32)

Fiir & = m folgt aus eindeutig y, und zwar unabhingig von v,, (das wir daher willkiirlich v,, =0
setzen diirfen) mit der obigen Wahl v, =1

,_

m—

D [+ ) pej + @njloy- (5.6.33)

=0

Firk € {(m+1),(m+2),...} liefert dann eindeutig die iibrigen Koeffizienten durch Rekursion

1
m

k—1

1 .
v, = —C(/lz TR {Vﬂk_m —Z[(Az—])Pk—j +51/e—j]’0]} . (5.6.34)

=0

Man macht sich leicht klar, dass sich durch diese Losungsstrategie der Ansatz (5.6.20) fiir #, eine von # linear
unabhingige Losung ergibt, so dass die allgemeine Losung der DGL (5.6.31) durch beliebige Superpositionen
von #, und #, gegeben ist.

Dass #, auch fiir m € N von #, linear unabhingig ist, macht man sich wie folgt klar. Fiir |z| < 1 ist #,(z) ~
7%, Fiir den Fall A, = A, also 7 =0, ist dann #,(z) ~ #,(z)In z ~ z* In z und damit #, linear unabhingig
von u,. Fiir ,,— A, = m € Nist u,(z) ~ z% = 24" ~ 77" u,(z) und folglich auch hier #, linear unabhingig
von #,.

Damit haben wir eine Losungsstrategie fiir die Gleichung (5.6.1) durch verallgemeinerte Potenzreihenansitze
gefunden.

Betrachten wir als Beispiel die Gleichung
22u"(2)+(2—2)zu'(2)— zu =0. (5.6.35)
Offenbar ist diese Gleichung von der Art (5.6.1), und hier sind die Koeffizientenfunktionen gliicklicherweise
p(z2)=2—2, q(z)=—=z. (5.6.36)

Wir haben also in diesem Fall nicht die komplizierten Summen zu berechnen, wenn p(z) und g(z) echte
Potenzreihenentwicklungen erfordern.

Unsere allgemeinen Betrachtungen zeigen, dass wir mit dem Ansatz (5.6.3) beginnen kénnen. Das charakte-
ristische Polynom in diesem Fall ist gemafd (5.6.11) wegen py = p(0) =2 und g, =¢(0) =0

CA)=AA=1)+21=A(A+1). (5.6.37)

Die Nullstellen sind (in der oben verwendeten Konvention mit ReA; > Re A, durch A, =0 und 4, = —1
gegeben. Es liegt also der Fall vor, dass A; — A4, = m = 1 € N ist. Wir miissen also die etwas aufwindigere
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Losungsstrategie des Falles 3 anwenden. Die erste Losung #,, die sich fiir A = A; = 0 ergibt, folgt in allen drei
Fillen aus (5.6.13). Da py =2 und p; =—1und g, =0 und ¢; = —1 und alle iibrigen p; und g; = 0 ist, trigt
in der Summe in (5.6.13) nur der Term mit j =k — 1 bei:

Wy ,o___1 m__1
uy =1, u, __/e(/e n 1)[(1—/@)— Nu,” = 7 +1”k—1' (5.6.38)
Damit folgt durch Iteration
(1) o_1 o__1 m__1
ny' =1, u =5 u, _2_3"":>”k _(k+1)’ (5.6.39)
Dies liefert also die Reihe
ISR R B RS 6.40
ul(z)_; it 1)!2 _;EZ = ;(expz—l). (5.6.40)
Dabet haben wir im letzten Schritt die Exponentialreihe
_S Lk 5.6.41
eXpz= 117 (5.6.41)

verwendet (Nachpriifen!). Unsere erste Losung ist also tiberall analytisch.

Wir wissen weiter, dass fiir die zweite Losung der Ansatz (5.6.20) mit der verallgemeinerten Potenzreihe

(5.6.24) fir v mit v, = 1 und v; = 0 zum Ziel fithrt. Hier ist m = 1. Damit erhalten wir sofort aus (5.6.33)
y =0. Fiir B > 2 ergibt (5.6.34) v, = 0. Die zweite Losung ist also einfach

uy(z)= 2. (5.6.42)

Man bestidtigt durch Einsetzen dieser Losung in (5.6.35), dass #,(z) und #,(z) tatsichlich zwei linear unab-
hingige Losungen dieser DGL sind.
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Anhang A

Vollstandige Induktion

Das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion bezieht sich auf Aussagen, die von natiirlichen Zahlen ab-
hingen.

A.1 Das Beweisprinzip

Das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion beruht darauf, dass die natiirlichen Zahlen abzihlbar sind, d.h.
beginnend mit 1 (oder manchmal auch 0) kann man die Menge der natiirlichen Zahlen N ={1,2,3,...} (bzw.
Ny ={0,1,2,...}) dadurch definieren, dass es eben eine kleinste solche Zahl gibt, die wir 1 (bzw. 0) nennen
und zu jeder Zahl » € N (oder n € N;) einen eindeutig bestimmten und von allen vorherigen natiirlichen
Zahlen verschiedenen Nachfolger gibt.

Diese Idee lasst sich formal durch die Peano-Axiome ausdriicken (Giuseppe Peano 1858-1932). Die Elemente
der Menge der natiirlichen Zahlen N, besitzen folgende Eigenschaften:

1. O ist eine natiirliche Zahl.
2. Zujedem n € N, existiert ein Nachfolger n’ € N,.
3. 0ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

4. Natiirliche Zahlen mit gleichem Nachfolger sind gleich, d.h. ist m,n € N, und gilt n’ = m’, so ist
notwendig 7 = m.

5. Sei X eine beliebige Menge und sei 0 € X und folgt aus » € X auch n’ € X, so ist Ny C X.

Im Folgenden benutzen wir wieder die iibliche Notation, dass 7’ = 7+ 1 ist. Man kann iibrigens die Rechenre-
geln fiir das Addieren und Multiplizieren natiirlicher Zahlen mit Hilfe der Peano-Axiome genauer begriinden.
Dies ist aber eher Gegenstand formaler Mathematikvorlesungen.

Auf dem letzten Axiom beruht das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion. Sei dazu A(#) eine beliebige
Aussage, die von n € Ny abhingt. Dann kann man diese Aussage beweisen, wenn man zeigt

1. A(0) ist wahr (Induktionsanfang).
2. Aus der Annahme, dass A(n) wahr sei, folgt, dass auch A(n + 1) gilt (Induktionsschritt).

Man macht sich leicht klar, dass dies direkt aus den Peano-Axiomen folgt. Dazu miissen wir nur die Menge
X als die Menge definieren, fiir die A(7) mit #» € N, wahr ist. Dann zeigt die Anwendung des 5. Peanoaxioms
sofort, dass Ny C X ist, wenn sowohl der Induktionsanfang als auch der Induktionsschritt erfiillt sind.
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Es sei noch erwihnt, dass das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion einerseits sehr machtigt ist, denn
es ermOglicht die Beweise von Behauptungen, die von natiirlichen Zahlen abhingen, auf meist recht einfache
Weise. Andererseits ist der Nachteil, dass es i.a., keine Moglichkeit bietet, die entsprechenden Formeln auch
herzuleiten.

A.2 Beispiele

Wir wollen das Beweisprinzip der vollstindigen Induktion anhand einiger einfacher aber nichttrivialer Bei-
spiele demonstrieren.

A.2.1 Der ,kleine Gauf}*

Der Legende nach hat ein genervter Schullehrer seiner Klasse die vermeintlich zeitraubende Aufgabe gestellt,
die ersten 50 natiirlichen Zahlen zu addieren, also die Summe 14243 +---4-50 auszurechnen. In dieser klasse
befand sich auch der spiter berithmte Mathematiker Carl-Friedrich Gaufi, und dieser soll die Aufgabe schon
nach kurzer Zeit gelost haben. Sein Trick war, einfach die Summen in umgekehrter Reihenfolge untereinadner
zu schreiben:

x=14 243+ 44---+50 (A.2.1)
X =50+49-+48+47+ -+ 1. (A.2.2)

Addiert man nun erst die iibereinanderstehenden Zahlen, erhilt man immer dieselbe Summe 51, und das
insgesamt 50-mal. Damit erhielt Gauf} sofort das Ergebnis x +x =2x =50-51 oder x =50-51/2=25-51=
1275.

Man macht sich klar, dass das fiir jede Summe natiirlicher Zahlen bis 7 funktioniert, d.h.

n
o1
1+2+3+---+n:Zz:§(7z+1)n. (A.2.3)
=1

Nachdem wir die Formel gefunden haben, lisst sie sich auch leicht mittels vollstindiger Induktion beweisen.
Hier haben wir es mit einer Aussage fiir die Menge N ={1,2,...} zu tun. Auch hier funktioniert das Beweis-
prinzip der vollstindigen Induktion, nur dass der Induktionsanfang bei » = 1 beginnt. Die Aussage fiir » = 1
ist trivial, denn es gilt 1 =(1+1)-1/2 = 1. Nehmen wir nun an, die Aussage sei fiir » € N wahr. Dann gilt

n+1 7
>li= <Zi>+(7z+l)
=1 =1

Al
I:E(n+1)n+(n+1)

=(n+1)(5+1) (A.24)

n+2
2

_ %(n +2)(n+1),

=(n+1)

und das ist die Behauptung fiir (z+1). Demnach ist die Formel aufgrund des Beweisprinzips der vollstindigen
Induktion fiir alle # € N bewiesen. Dabei steht ,JA“ iiber dem einen Gleichheitszeichen fiir ,Induktionsan-
nahme®, d.h. in diesem Schritt wurde die Annahme verwendet, dass die Formel fiir » wahr ist.
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A.2.2 Hohere Summenformeln

Wir beweisen noch zwei Summenformeln mit dem Beweisprinzip der Vollstindigen Induktion:

Z 2= —n(n+1)2n+1), (A.2.5)

iﬁ’ = <”(”2+ 1)>2. (A.2.6)

=1

Beweisen wir als erstes (A.2.5):
Induktionsanfang: Fiir » = 1 ist die Behauptung 1 =1(1+1)(2-14+1)/6 = 1 wahr.

Induktionsschritt: Nehmen wir an, die Bahauptung stimmt fiir 7, dann folgt

nZHz _<Z > (n+1)

=1

2 én(n +1)(2n+1)+ (n+ 1)

n(2n+1)+6(n+1) (A.2.7)

=(n+1)
2124+ 7n+6
6

= <O+ D+ 2020+ 1)+ 1],

und das ist die Behauptung fiir (7 + 1), und damit ist (A.2.5) nach dem Beweisprinzip der vollstindigen In-
duktion fiir alle 7 € N bewiesen.

Genauso zeigt man (A.2.6):
Induktionsanfang: In der Tat ist fiir 7 = 1 die Gleichung erfiillt, denn 1 =[1(1+1)/2]* =

Induktionsschritt: Angenommen, die Formel sei korrekt fiir . Dann ist

=(n+1)

%z —<Zz > +(n+1)

i [n(n + )P

—I—n—i—l3
()

2[ 7
=(n+1) [T
,n?+4(n+1)

—
(427 [(n+1)(n+2) 2
4 [ 2 ] ’
und das ist die Behauptung fiir (7 4 1), und damit ist nach dem Beweisprinzip der vollstindigen In-
duktion fiir alle 7 € N bewiesen.

+(n+ 1)} (A.2.8)

=(n+1)

=(n+1)

A.2.3 Geometrische Reihe

Es sei ¢ € R\ {1} beliebig. Dann gilt fiir » € N,
qn—i-l -1

q—1

(A.2.9)

n
D4 =gt g =
1=0
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Wir beweisen diese Behauptung wieder mit dem Beweisprinzip der vollstindigen Induktion.

Induktionsanfang: Fiir » = 0 ist ¢° = (¢°*' —1)/(¢ — 1) = 1 und damit die Formel richtig.

Induktionsschritt: Angenommen die Formel gilt fiir 2. Dann ist

ntl n )
Zq‘=< ql>+q”“
i=0 i=0

n+1_1

1A 9 n+1
= +
q—1 1
_ (@' =1+ (g—1)g""
q—1
_ qn+1_1+qn+2_qn+1
q—1
qn+2_1
= o ,

(A.2.10)

und das ist die Behauptung fiir (74 1). Damit ist (A.2.9) nach dem Beweisprinzip der vollstindigen Induktion

tiir alle #» € N bewiesen.
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