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Das Schalenmodell

Literatur: vkoz, krass]

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees Goethe-Universitit Frankfurt



Motivation

wie versteht man Bindungsenergien und , magische Zahlen“ fiir (Z, N)?
Z [ Nmagisch: besonders hohe Bindungsenergien pro Nukleon

gro8e Anregungsenergien

viele stabile Isotope im Vergleich zu Kernen mit Z / Nipqgisch £ 1

magische Kerne besonders hiufig

vV V. vy vV VY

Wirkungsquerschnitt fiir Neutronen-Einfang besonders niedrig fiir magische
Kerne

> besonders hoch fiir Kerne mit N = Nipagisch — 1
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Motivation
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Vielteilchentheorie

» Quantentheorie vieler Teilchen

» Ununterscheidbarkeit gleichartiger Teilchen: Bosonen oder Fermionen
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>

>
>

klassische Mechanik: kann individuelle Teilchen in Vielteilchensystem durch
Anfangszustand kennzeichnen und entlang seiner Bahn verfolgen
Quantentheorie: Heisenbergsche Unschérferelation AxAp > #1/2

kann Anfangszustand bzgl. Ort und Impuls nicht simultan scharf praparieren
»Wellenpakete“ verbreitern sich i.a. mit der Zeit = Teilchen nicht durch
Anfangsorte und Bahnverfolgung ,individualisierbar*

koénnen nur durch ,intrinsische Quantenzahlen“ unterschieden werden
(Masse, Ladung(en), Spin, ...)
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Vielteilchentheorie

> 1. Quantisierung” (nur nichtrelativistisch!)

>

>
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Teilchenzahl N ununterscheibarer Teilchen mit Masse y und Spin s € {0,1/2,1,...},
o(=mg)ef{—s,—s+1,...,s—1,s}

z.B. Wellenfunktionen in der Orts-Spin-Darstellung:

Yu(t, 3,055 %, 05... Xy, 0n) = (xl’al»xz’UZ» Xy, 0N }UJ(’? "

symmetrisch unter Vertauschung zweier Argumente (£ ;) i (X I J) (+ Bosonen)
antisymmetrisch unter Vertauschung zweier Argumente (£ ;) = (%,0 ) (—
Fermionen)

fiir allgemeine Permutation von Indizes:

Pyypa(t,&y,...En)=1ul(t, Epayr--r Epv)) = (il)g(P]wi(f, &1, En)
o(P)= 0 gerade Zahl von Vertauschungen, um Permutation zu erhalten
1 ungerade Zahl von Vertauschungen, um Permutation zu erhalten
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Vielteilchentheorie

» Fock-Zustiande

> ¢ ;(&): beliebiges VONS von Einteilchenwellenfunktionen v (&)
> dann Basen fiir Bosonen (Fermionen) symmetrisierte (antisymmetrisierte)
Produktzustdnde

i1 Z( 1) ]_[ YroE )
PES

> Sy:Menge aller Permutationen von N Elementen (,Symmetrische Gruppe*)
> Gruppenoperation: Hintereinanderausfithrung von Permutationen P, o P,

» fiir Fermionen ,Slater-Determinanten
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Vielteilchentheorie

» Hamilton-Operator: Hierarchie von k-Teilchen-Beitrdgen k € {1,..., N}
[—pk +VE),

= Z D> VO, E),

k=1 kp<ky

N
=D > > VL&, E)

k1=1ky>k; ks>ky

> Energieeigenwertproblem mit H=>_, H® kann nicht analytisch gelost werden
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Vielteilchentheorie

» Hartree-Fock-Verfahren
> Idee: Ansatz mit Fock-Zustand = selbstkonsistente Gleichung fiir effektives
Ein-Teilchen-Potential fiir Eigenwertgleichung fiir Einteilchenproblem
> numerisch durch Iteration 16sbar
> weitere Ndherungen durch Beriicksichtigung von hoheren Korrelationen
> Literatur fiir Kernphysik: (rsso;
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Schalenmodell

> Idee: verwende phdnomenologisches effektives Einteilchenpotential (s. Fermi-
Modell, kollektives Kernmodell)

(zundchst) Zentralpotential

relativ flacher Potentialtopf innerhalb des Kerns vom Radius R = r,A!/3
schnell abfallend am Rand

l6se Einteilchen-Energieeigenwertproblem fiir einzelnes Nukleon

fiille Schalen a la Fermi-Modell

vV v.v v Yy
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Schalenmodell
> Modellpotentiale:
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> Kastenpotential

-V fir 0<r<R,
V(r)= .
oo fiir r>R.

3D kugelsymmetrischer harmonischer Oszillator

2

Uw” 5

V(r)= 5 r

fallen zwar nicht — 0 ab fiir — oo, aber kein so grof3er Fehler fiir niedrigste
Energiezustinde

dafiir analytisch l6sbar

Woods-Saxon-Potential (urspriinglich fiir Nukleon-Kernstreuung (wss4j)

Vo
" 1+exp[(R—r)/al

V(r)=

nicht analytisch 16sbar
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Schalenmodell

» Potentiale fiir Schalenmodell

V(ir—>

|
°<
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Schalenmodell

» Zentralpotentialproblem (Ortsdarstellung/Wellenmechanik)

22

+ V(r)[y(X),

1 n?
Hy(®)=|—p*+V(r ) =———0[ry(X)]+
V) =B+ VO |y = =5 oy | 5
L=xxp=—ifiX xV
> Kugelsymmetrie: [H, i] =0
> Energieeigenwertproblem: Simultane Eigenfunktionen fiir H, iz, L,

=22 2
Hugm=FEugim, L uE[m:h £(€+1)uEfmv L ugpm=mugip.

> (<{0,1,2,...}, me{—L,—L+1,--- {—1,¢.

1
uElm(f) = uElm(rvﬁ’ QO)Z REZ(r)YKm(ﬂ! 90) = 7wEK(r)YZm(ﬁ! 90)

> Y,.: Kugelflichenfunktionen

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees Goethe-UIniversitit Frankfurt



Schalenmodell

» Radialwellenfunktion

0(¢+1)h?
2ur?

hZ
—@1/)2(0) +

> H selbstadjungiert: Randbedingung
lim rRg,(r)= lim ¢ g,(r)=0.
r—0+ r—0+
> zu gegebenen E und { € Ny = (2{ + 1) Zustdnde zu verschiedenem
me{—l,—l+1,---,{—1,{}

> Energie-Entartung wegen Drehsymmetrie
> Energieeigenwerte hiangen nicht von m ab
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Schalenmodell

» Kastenpotential

>
>

>
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Losungen Ry, zuséitzlich eingeschriankt durch Randbedingung Rg¢(R)=0
wegen RB bei r =0 eindeutige Losung: sphirische Besselfunktionen
Rpo(r)=Nj,(kpr), kg = o/2UE [ 71 1ee1s, cro)

zu jedem {: beliebig viele Energieeigenwerte <> Nullstellen: j,(kg R) =0

1 d\sin . 2t
——) =) =

o) =tp) ( ; = S

analytische Funktion fiir p € R (insbesondere bei p =0)
zu jedem { gibt es unendlich viele diskrete Energieeigenwerte E, ;, die durch die
Nullstellen der Besselfunktion v, ,, (n € N) gemill der RB

2

Ry (r)= anjé(kn[r)z 0, ky,R= Yeon = Ey= 2uR? Vlg,n

bestimmt sind.
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Schalenmodell

» Harmonischer radialsymmetrischer Oszillator

» Losungen der Radialgleichung

3 2n,! rt 1/ r2 r2
Ba =N\ G 12 gzt |\ b2 )P\ " 202

b=+h/(uw), L’jl: assoziierte Laguerre-Polynome, n, e Ng={0,1,...}, x!=T(x +1)

Energieeigenwerte

vy

3
En,,[f = ha)(an +{+ E)

E,, ¢ hdngt nur von Hauptquantenzahl N =2n, +{ ab; N €N,
hoherer Entartungsgrad als nur von Rotationssymmetrie

zusdtzliche dynamische Symmetrie bei harmonischem sphérischm Oszi:

v vyVvYyy

Symmetriegruppe SU(3)
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Schalenmodell

» Entartungsgrade

» N=2n,+{=0=>({=0:g=1
N=2n+{=1=>(=1:g=3
N=2n,+{=2=>0€{0,2}:g=6
N=2n,+{=3=0€c{1,3}:g=10
gn=(N+1)N +2)/2

» Pauli-Prinzip = alle Level von unten nach oben gefiillt

vvyyvyy

» Spin 1/2 = jeder Energiezustand kann mit 2 gleichartigen Nukleonen gefiillt
werden
» magische Zahlen: oberstes Energielevel vollstdndig gefiillt
> bis N =0gefiillt: 2-1=2
> bis N =1 gefiillt: 2-(1+3)=8
> bis N =2 gefiillt: 2- (1+3+6) =20
> bis N =3 gefiillt: 2- (1+3+6+10) =40
> My =(N+1)(N +2)(N +3)/3: 2, 8, 20, 40, 70, 112,...
» Literatur: wis, rra71)
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Schalenmodell

> Energie-Level

i r » N i i i =
Osailclor ET . Rechinck NB: Oszillatorpotential hier n =n, +1
] e ) fi3e] > empirische magische Zahlen: 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126
o< |0
g /:;: 2008 _——TTog]
Shw —t\‘_\ 1h(22
3s(2) ,}xg
4hw EQ’_:’_ do) L
T _1g(8) [sg]
nwﬂ‘(:_ 2p(6) \:: %
~. 1 f 1) T
2hw M\:‘_ 25(2) ™ ﬂ
~IHa ‘\\%
we B e T
T
(2 15(2) [2]
Ohw
IS M4 )
A [Iv] ntK) [zv]
¥=2(2¢41)
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Schalenmodell

>
>
>

Losung: Spin-Bahn-Kopplung
M. Goeppert Mayer maysoa, Maysons; O. Haxel, J. H. D. Jensen and H. E. Suess psso
Physik-Nobelpreis an Goeppert Mayer und H. D. Jensen (1963)

Hy, = Vis(R)L- S/7?

-

Gesamtdrehimpuls: J=1+8, [Lj, Sk] =0
Nukleon: s =1/2

Addition von Drehimpulsen: fiir gegebenes ¢ ergibt sich j € {|{ —1/2|,{ +1/2}
(fiir £ =0 ist j =+1/2).

(auch Eigenvektoren von J, mit m; = my, + my)
Eigenwerte E = Ejy, j(j+ DA%, 0+ 1)R?, s(s + 1)h?=3h%/4

- - - 1,- - -
J=@L+8P=1"+8"+2L-8 = L.§=_(7"-1"-§°)
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Schalenmodell
» Erwartungswert von L-Sin Energieeigenzustand

N _[nfe2 fir j=(+1/2,
<L'S>_7[1(”1)_6(“1)_3/4]_{—h2(£+1)/2 fir j=0-—1/2.

> Potential in Radialgleichung

V(r)+ 5 Vs(r)e fir j=0+1/2,

V“’t(r):{v(r)—%ves(f)(f+1) fir j=0-1/2.

> empirisch Vjs(r)<0= Ey_1/20 > Ep11/24

» Spin-Bahn-Kopplung fithrt zu Aufspaltung der Level fiir gebenes ¢,
AEjﬂ:l/Z o< 2€ + 1

> fiir geeignete Wahl von V,;: gute Erkldrung fiir beobachtete ,magische Zahlen'

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees Goethe-UIniversitit Frankfurt

¢

21



Schalenmodell

Shw —itz2(12)
< / DI/Z (2) [i26]

—| 13/2(14)

2f < /! 7/2 (8)

~h 9/2(10)
12 (2) 87
352 (4) 2

—d 52 (6)
~g 72 (8)

9.9/2 (10) [50)
rp—=Sple
ved e )
N __t7/2 (8) [26)

Lo _ 432 (4) [20]
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—p /2 (2) [8
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—d¥/2
—g7/2
~~d5/2
—iwe
—q 9/2
1
éfn’/zz

f 5/2

—h 9/2
~f 2

—d 32
—s 12
~d 52

—p2
-}

—s1/2
Neutranen
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Bezeichnung der Level:
(=0,1,2,3,4,5,6,7...2s,p,d, f, g, h, i, ...

= n/ j, wobei { durch o.g. Buchstaben
bezeichnet wird

spektroskopische Bezeichnung wie in der
Atomphysik
Levels angepasst an iis|

mehr empirische Regeln, z.B. gg-Kerne

haben immer J =0 und Paritit (—1)‘ = +1:

gleichartige Nukleonen immer gepaart
Literatur [MK02, GMJ55]
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