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Tropfchenmodell

Literatur: vxoz, krass]
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Idee des Tropfchenmodells

» Vorige Vorlesung: Fermi-Modell = nicht zu kleine Kerne =~ Fliissigkeitstropfchen
» kurzreichweitige Bindungskrifte mit Repulsion bei noch kleineren Abstinden

> Fiissigkeit ~ inkompressibel = A/V ~ const = R = ryA!/3

» Ziel: wie kann man damit Bindungsenergien (grob) verstehen?
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» Bindungsenergie: B= B+ B, + B3+ B, + Bs
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Die Beitrdge zur Bindungsenergie

» Nukleon-Nukleon-Potenital (schematisch; nur Radialanteil)
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» denke Kern durch Nukleon fiir Nukleon aus r — oo zu Tropfchen
zusammengefiigt: B; = ayA Kondensationsenergie, , Volumenenergie*
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Die Beitrdge zur Bindungsenergie

Nukleonen an Oberflache weniger gebunden
= negativer Beitrag zur Bindungsenergie o< Oberfldche
Skern = ATR? = 4mr2 A3

B, =—agA?/3: Oberflichenenergie

vV vyVvYyy

v

Z positiv geladene Protonen = repulsive Coulomb-Wechselwirkung; g = Ze

» Coulomb-Energie fiir homogen geladene Kugel (vgl. Ubungsblatt 2!):
Ecou =39%/(20megR) o< Z2/R o< Z2A7Y3

> liefert negativen Beitrag zur Bindungsenergie: B; = —acZ?A™/3
(Coulomb-Energie)
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Die Beitrdge zur Bindungsenergie

» Nukleonen an Oberfldche weniger gebunden
> = negativer Beitrag zur Bindungsenergie o< Oberfldche
> Sgem =4mR* =4m A3

» B, =—agA?/3: Oberflichenenergie
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Die Beitrdge zur Bindungsenergie

> Fermi-Gas-Modell (s. vorige Vorlesung): Neutroneniiberschuss
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> ia.Z# N = Abweichungvon Z =N =A/2
= negativer Beitrag zur Bindungsenergie
> = Asymmetrieenergie: B, = —a,(Z —A/2)*/A
Hendrik van Hees GU Erankfurt
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Die Beitrdge zur Bindungsenergie

» im Rahmen des Tropfchenmodells empirische Korrektur: Paarungsenergie

» Separationsenergie: Energie, um ein Nukleon aus Kern zu 16sen
» empirisch = pp- und nn-Paarungen energetisch bevorzugt

> hohere Bindungsenergie fiir A und Z gerade (gg-Kerne)
gegeniiber ug- oder gu-Kernen

> niedrigere Bindungsenergie fiir A und Z ungerade (uu-Kerne)
gegeniiber ug- oder gu-Kernen

+0 fiir gg-Kerne,
B;=40  fiir ug- oder gu-Kerne,
—0 fiir uu-Kerne.

> empirische Formel: § ~ apA~1/2
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Bethe-Weizsidcker-Massenformel

» Zusammenfassung aller Beitrdge zur Atommasse (ssss, weiss)
Mpom(Z,A)=Zmy +(A—Z)m, — B/Cz,
B/c*=ayA—asA*®—acZ? AP —a(Z — A2 AT £ a, ATV

> Fit der Konstanten (Wapstra 1958) aus siiss)
ay=15,85MeV/c?, ag=18,34MeV/c?, ac=0,71MeV/c?, a,, = 92,86 MeV/c?,
ap=11,46 MeV/c?
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Bethe-Weizsidcker-Massenformel
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Ausblick: Kernstabilitat
» Isobare: Kerne/Nuklide mit gleicher Massenzahl A
» Z,: stabilster Kern d; m(Z,,A)=0
A ( my,—my+ aA)

Zo=1=
0 2 ch2/3+ﬂA

> [3-Stabilitdt (Zerfille aufgrund der schwachen Wechselwirkung)
> 7 < Zy: p-Zerfall eines Neutrons: n —p+e + v, => A=const, Z - Z +1
> Z>Zy € p-Prozesse:p+e”—n+v,, p—n+et+,
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Ausblick: Kernstabilitat

> a-Zerfall: 21X, — 775 X5,_,+3He,

» JHe,-Kern=qa-Teilchen: besonders stark gebunden: B/A=7,07MeV
» -Cluster innerhalb von Kernen
>

z.B. IECG gut beschrieben als Bindungszustand von 3 a-Teilchen
14

-Vo

» o tunnelt durch Potentialbarriere (Gamow 1928) (cames)
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Ausblick: Kernstabilitit

» weitere Prozesse:

Kerne & Teilchen 1
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>
>

Spontanspaltung

y-Zerfall: £X,, — £X* (keine Kernumwandlung elektromagnetischer Ubergang)

Cluster-Emission: Abspaltung eines groferen Kerns
analog wie a-Zerfall aber extrem selten
Beispiel: *22Ra — *3Pb + '¢C

Hendrik van Hees
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The Karlsruhe Nuclide Chart

A nuclide chart is a two dimensional representation of the nuclear and radicactive properties of all known
atoms. A nuclide is the generic name for atoms characterized by the constituent protons and neutrons. The § § i
nuclide chart arranges nuclides according to the number of protons (vertical axis) and neutrons (horizontal
axis) in the nucleus. Each nuclide in the chart is represented by a box containing the element symbol and
mass number, half-life, decay types and decay energies, etc.

;
“Magic” numbers o |
In nuclear physics, a magic number is a number of protons

or neutrons (e.g. 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126) which give rise to Lead Z=82

a complete shell in the atomic nucleus. Lead 208 for exam-

ple, which consists of 82 protons and 126 neutrons, is called

“doubly magic” since both the proton and neutron numbers N=126
are “magic”.

Number of
rotons (Z
P @ Examples of
the nuclide
box structure

Rn 219

N=28 3065

Number of

neutrons (N)
6.819, 6.553
6.425.

v 271, 402

2=20 Calcium Black squares represent stable atoms. Other colours indicate the modes of radioactive decay,
e.g. by emission of alpha particles (a), beta particles (B), neutrons (n), etc.

stable IT n

[SMD19]
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Zerfallssystematik in Nuklidkarte
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Kollektive Kernmodelle
(Kernanregungen)

Literatur: ko2, krass]
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Kernanregungen

bisher: nur Grundzustiande

Annahme: kugelformiger Tropfen aus inkompressibler Fliissigkeit

gefiillte ,Schalen“ — néchste Vorlesung zum Schalenmodell

tibrige Kerne bzw./ Anregungen
Deformationsmoden des Tropfchens
» Schwingungen/Vibrationen
> Rotationen

> zeitabhdngige Form der Oberflache
> ,sphérische Polardarstellung”

>
>
> gute Beschreibung fiir Inneres des Kerns
>
>
>

R(t,9,9)=Ry+ 6 Ryp(t,7, )+ 0 Rit(£, 7, )

» beschrieben mit Kugelflichenfunktionen Yy, (9, ¢)
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Kugelflichenfunktionen

. . »2
> gemeinsame Eigenvektoren vonl undl3

> In Kugelkoordinaten nur von Ableitungen nach Winkeln abhéngig

i’ li: 1—>X—> ._)X% ( 1 a —> a)

= —L=—X =—1 = — _— ,

22 1 BI/J 1 821,0

I=— =)
[mnﬁaﬁ(mnﬂaﬁ)+snﬁﬂa¢z

Ly =& Ty =—id,y.

» Hilbertraum: 1(Q): () =y (9, ¢)
» Skalarprodukt

b 2n
(1 ]v2), szfw i (it) = f dv f dg sin® (0, )0
0 0
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Kugelflichenfunktionen (Definition)
> Literatur: (sros, ric79, Hee1s, Heels) )
» Gemeinsame Eigenfunktionen vonl undl,:
Yy =0 +1)Y,n, £€Ng=1{0,1,2,...},
LY, ,=mYy,,, me{—{,—{+1,....0—1,(}.
> Losungen
20 +1(l—m)!
4t (£ +m)!

» Condon-Shortley-Phase (bequeme Konvention in der QM)
» zugeordnete Legendre-Funktionen

1
Pym(8)= 2
» Spezialfall m =0: Legendre-Polynome

1
P&)= 500 1) = Pem(&)=(1=E9)"20,"P(&)

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees G1U Frankfurt

Yem(®, @) =(=1)" Pym(cost)exp(im p)

(1 _ 52)m/za€€+m(§2 _ 1)[
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Kugelflichenfunktionen (Eigenschaften)

» Orthonormalitéat

<Y€1m1 |Y€2m2 >Q = f deYZml(ﬁ)Yézmz(ﬁ) = 551625m1m2-
Q

> Paritit it —» —ii < (¥, ¢) - (1=, 71+ @)
Yy (—78) = (1) Yy (7)

» Komplex Konjugiertes
Yo (78) = (1), ()

» Vollstdndiger Satz orthonormaler Funktionen (VONS)

Y= P Yem() S Yo = Yom | ) = J a2 Y7, (7N (7)
Q

(=0 m=—(
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Kugelflachenfunktionen (bis ¢ = 2)

Kerne & Teilchen 1

1
Yoo(th, ¢) = W

N .
Yu(d,¢)==Y]_,(0,p)=— %smﬁexp(up),

3
Yio(t, )=\ ECOSﬁ,
15
Yoo (¥, 0) = Y5 (0, 0)=\ gsm 29 exp(2igp),

15
Yo1 (0, 9)==Y; _,(0,p)=— \8—cosﬁsmﬁexp(up)

Yoo(0, ¢ \ (Scos 7—1).

Hendrik van Hees G Frankfurt
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Kugelflichenfunktionen (Polardiagramme)
» |Y,,(7)> hingen nur von # ab, da Yy,, o< By, (%) exp(im )

i
NI

(=0
e | (D
0
(=1, m=1 £=1m=0
R N
N
(=2,m=2 (=2 m=1£=2m=0
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Kugelflichenfunktionen (Anwendungen)

> (negativer) Laplace-Operator
1, 1, )
B =AY =gl (ry)+ Ty

» Quantenmechanik: Schrédingergleichung mit Radialpotential V(X)= V(r),
r=|%|
> Rotationssymmetrie: [H, i] =0=Y(X)=Rg o (1)Yym(7)
> Eigenwertproblem auf 1D Radialgleichung zuriickgefiihrt
» Streuung an Zentralpotentialen: Partialwellenentwicklung

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees G1I Frankfurt
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Kugelflichenfunktionen (Anwendungen)

> (negativer) Laplace-Operator

-2 _ _ 1 2 1—)2
By =AY =—0ry)+ Ty

> Wegen obiger Relation zum Laplace-Operator unzidhlige Anwendungen in
klassischer Feldtheorie (Aero-, Hydro-, Fluiddynamik, Elektrodynamik)

> bekanntes Beispiel: Multipolentwicklung in der Elektrodynamik

]' 3 p(x qu
—AD= — o(X)=| d3x’ )
Eop = 23 L& 4me |r—r’| eoz Z (2£+1)rf+1 Y(@,¢)

{=0m

> sphirische Multipolmomente der Ladungsverteilung p

Gim = f d3 r’r"ZY;m(ﬁ’, 0 )p(P).
R3

> 2{-Polmomente“: Monopol ¢ = 0, Dipol £ = 1, Quadrupol £ = 2, Oktupol £ =3, ...

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees G1I Frankfurt
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Reguldre Kugelfunktionen I

> Regulidre Kugelfunktionen (engl. regular solid harmonics)

-

Rim(®)= 1Yy, (), r=|R|, #A=3%/r

» harmonische Funktionen: ARy, =0:
1 1<
ARy = 7af(rmm)— EIZR“” =+ 1)r" 2y, — L+ 1)1 Yy, =0.

» offenbar sind Ry,,(X) homogene Polynome vom Grad ¢

» alle harmonischen Polynome vom Grad ¢ lassen sich als Superpositionen
schreiben:

4
P(%)= D aymRem(¥)
=t

» D, bilden (2¢ + 1)-dimensionalen Untervektorraum der homogenen Polynome
von X vom Grad {,dame{—{,—¢+1,...,{—1,(}

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees G1U Frankfurt
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Reguldre Kugelfunktionen II

> P, in kartesischen Koordinaten von X = (x;, X, x3) (Einstein-
Summenkonvention!)

.
P(X)=ag, ky..k, Xk, Xy ** Xk,

» Tensoren {-ter Stufe!

v

voneinander unabhéngig: ay, ., symmetrisch unter Vertauschung beliebiger
Indizes

harmonisch: AP, =0 liefert weitere Bedingungen fiir ay, _,
¢ =0: Py = ag = const = ag beliebig
{=1: P, = ay, xx, = ay, beliebig

vV vy VvVYyy

¢ > 2: fiir jedes Indexpaar (k,, kj,) fiir die beiden Ableitungen denselben Beitrag;
(g) =/{(¢{ —1)/2 verschiedene Paare, iiber die kontrahiert wird:

- e(e_l) !
AP(X)= T ik =0

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees G Frankfurt
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Reguldre Kugelfunktionen III

> ay, ..k, alle vollstindig symmetrischen spurlose Tensoren
» irreduzible symmetrische Tensoren

» Kombinatorik: es gibt

(£+3—1 _(Z+2)_(£+2)!_(£+1)(€+2)
¢ )\t ) w2 2

Parameter fiir total symmetrische Zahlenschemata ay, g,

» fiir { > 2: aus den ¢ Indizes kann man

00 (-1
2) 2—2) 2

Paare auswihlen, die man kontrahieren kann

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees G1I Frankfurt



Reguldre Kugelfunktionen IV

» harmonische Polynome:

1
E[(K +1)({+2)—L(l—1)]=20+1

unabhingige Parameter = korrekte Dimension der harmonischen homogenen
Polynome vom Grad ¢

» Fazit: reguldre Kugelfunktionen zu gegebenen ¢ spannen alle total
symmetrischen Tensoren /-ter Stufe, deren Kontraktion iiber beliebige
Indexpaare verschwindet

> total symmetrische irreduzible Tensoren
» hingen eng mit Multipolmomenten zusammen
> NB: irreguldre Kugelfunktionen (irregular solid harmonics)

1

4 —_—
Iy (1, 11) = O Yim
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Anwendung auf kollektive Kernmodelle

» beschreibe Kernoberflache durch Polardarstellung R = R(¢, 7, ¢)
» Multipolentwicklung

oo !
1+ > aem(0)¥en(®,¢)

(=0 m=—(

R(t)ﬁ) (P):RO

> Eigenschaften der Multipolmomente
Arm(1)= J d* 1Y}, (8, 9)R(1, 9, ¢)

>» ReR=>

a}}ﬁf & fYi (8, 9)R(2,9, )= f & f(=)"Y;, (3, 9)R(t,9,0)=(1)"
Q
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Anwendung auf kollektive Kernmodelle

> Eigenschaften der Multipolmomente
> Radius ist Skalar unter Rotationen R(#)= R’(#") = R'(D )
> Rotationen unitidre Transformation generiert von1

R = exp(—ig)T - i)

v

¢: Drehwinkel; #,,: Richtung der Rotationsachse (,Rechte-Hand-Regel“)
Rotationen dndern ¢ nicht =

v

Ylm Z @mml ¢ nrot)Yém’( )

> NB: Ublicherweise werden Drehungen mit Euler-Winkeln «, f8, ¥ parametrisiert:

ﬁﬁ,)m, (a, B,7) Wigner-Drehmatrizen

Verhalten der Multipolmomente unter Drehungen

v

4
/o ()%
agm— Z Qmm,a[m,

m’'=—(

> Paritit: ay, — (—1) ayn,

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees G1I Frankfurt
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Geometrische Bedeutung der Multipoldeformationen

» Monopol (£ =0)
Qoo
R=Ry (1 + )

vAar
~
/\
\
/
N—_— [Abb. von Renan Hirayama)

» dndert Volumen: Kompressibilitédt des Kerns
» fiir Kerne vernachladssigbar oy ~0

» wichtig bei hohen Dichten: Zustandsgleichung der Kernmaterie
> Mittlerer Radius: Wegen Orthonormalitét der Yy,,,:

R R a
<R> = R0+ 4—0J dszanggm(n) = Ro(l + _0)
TJa ‘m

Jarn

» Multipolmomente mit £ > 1 &ndern mittleren Radius
(und bis zur Ordnung ﬁ(afm) auch Volumen) nicht (— Ubungen, Blatt 03)
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Geometrische Bedeutung der Multipoldeformationen

» Dipol (/ =1)

-~
7 \
/
\ %
AN [Abb. von Renan Hirayama)

» ARW = Ryan Translation in des Kerns als Ganzes in Richtung von &
> NB: Zweifluidmodell (je ein Fluid fiir Protonen und Neutronen)

> Dipolanregungen kénnen Schwingungen der Protonen gegen die Neutronen
beschreiben

» Dipolriesenresonanz (M. Goldhaber, E. Teller, 1948) (cras)

> beobachtet in Reaktioneny+A— A’+n

> 7 =(sin?cosp,sintsin p)
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Geometrische Bedeutung der Multipoldeformationen

» Quadrupol (£ =2)

/ N

N

N [Abb. von Renan Hirayama)

> 7 =(sin?cosp,sintsin ¢)
> AR(Z) = R0akl nn;
> a;; symmetrisch und spurfrei (5 unabhéngige reelle Komponenten)
» Hauptachsen-Transformation

> im momentanen Hauptachsensystem: Deformation zu Ellipsoiden (Vibrationen)
> Hauptachsensystem relativ zu Laborsystem gedreht = Rotation des Kerns als
ganzes

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees G1I Frankfurt 24



Konvergenz der Multipolentwicklung

» Extrema der Yy,,: 2 flir m=0; 2lm|{—m+1)fir m>0
» maximal fiir m=£/2: ~£({ +4)/2

> im Extremfall kénnen hichstens alle Nukleonen an Oberfldche solch einen Berg
auf Oberfliche bewirken: Anzahl oc A%/3

> ( =4:16 Berge = erst ab A> 16%2 =64 relevant
> (=5:A>107
> (=6:A>165

Kerne & Teilchen 1 Hendrik van Hees G Frankfurt
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