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Inhaltstibersicht und Literaturempfehlungen

Die Vorlesung Hohere Quantenmechanik (Quantenmechanik 2) beschiftigt sich mit der quantentheo-
retischen Beschreibung von nichtrelativistischen Vielteilchensystemen und fithrt in die Quantentheorie
relativistischer Teilchen ein.

Der eigentliche Vorlesungsstoff beginnt mit Kapitel 2 dieses Manuskripts. Im ersten Kapitel werden
die Inhalte der Vorlesung ,Quantenmechanik I kurz zusammengefaflt, um die in dieser Vorlesung
verwendete Notation zu definieren.

In Kapitel 2 beschiftigen wir uns zunichst mit der Beschreibung der Symmetrien von Raum und Zeit in
der nichtrelativistischen Physik befassen, also der Realisierung der Galilei-Invarianz in der Quantheo-
rie. Die Durchfithrung dieser Betrachtungen fithrt zu einer Charakterisierung des nichtrelativistischen
Elementarteilchens durch seine Masse und seinen Spin sowie zur Algebra der Observablenoperatoren,
aus der der quantenmechanische Hilbertraum fiir ein freies Teilchen konstruiert werden kann.

Nach dieser Vorbereitung werden wir uns mit dem quantenmechanischen Formalismus der Vielteil-
chensysteme aus ununterscheidbaren Teilchen auseinandersetzen, der schliefllich auf die Feldquanti-
sierung fiir Bosonen oder Fermionen fiihrt.

Um uns der relativistischen Beschreibung von Quantensystemen zu nihern, beschiftigen wir uns zu-
nichst mit der Poincaré-Symmetrie und der Lorentz-Invarianz und deren quantentheoretischer Rea-
lisierung. Wie wir dann sehen werden, scheitert der Versuch einer Einteilchen-Quantentheorie im
relativistischen Fall, d.h. es kann nicht wie in der nichtrelativistischen Physik eine konsistente Beschrei-
bung eines einzelnen (mit einem dufleren Potential wechselwirkenden) Teilchens durch eine relativisti-
sche Wellenfunktion gefunden werden. Es zeigt sich aber, dafy im Rahmen der Feldquantisierung eine
relativistische Quantentheorie, die auf einfachen Grundannahmen (Lorentz-Invarianz, Lokalitit und
Mikrokausalitit) beruht, realisiert werden kann. Physikalisch ist das dadurch verstindlich, dafl bei
Kollisionen von Teilchen mit relativistischen Energien neue Teilchen erzeugt oder auch Teilchen ver-
nichtet werden konnen, so dafl eine Vielteilchenbeschreibung im relativistischen Bereich in gewisser
Weise natiirlich ist. Wir werden die Vorlesung mit einigen einfachen Anwendungen der relativistischen
Quantenfeldtheorie in der Quantenelektrodynamik beschliefen.

Als grundlegendes Lehrbuch empfehle ich [ISch08]], das auch als ,,E-Book® innerhalb des Netzes der
JLU heruntergeladen werden kann.

Fiir die Vorbereitung dieses Manuskripts wurden noch folgende Lehrbiicher verwendet

e fiir Grundlagen der Quantentheorie: [[Fic79,/ST93,/GY03, Bal98]])

e fiir die relativistische Quantenfeldtheorie: [Ryd96, Wei95]]

Warnung: Dieses Skript wird im Laufe dieser Vorlesung (WS 2010/2011) neu erstellt. Trotz aller Be-
mithungen wird es noch Tippfehler geben. Falls Thnen welche auffallen, bitte melden Sie diese sofort!
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Kapitel 1

Erinnerung an die Quantenmechanik I

In diesem Kapitel rekapitulieren wir kurz die wesentlichen mathematischen Grundlagen der Quan-
tenmechanik wie sie aus der Vorlesung ,Quantenmechanik I* bekannt sein sollten. Dabei liegt der
Schwerpunkt auf den Begriffen des quantenmechanischen Zustandes und der Observablen, wobei wir
uns der darstellungsfreien Beschreibung mittels Operatoren und Vektoren im Hilbertraum in der
Diracschen Bra-Ket-Schreibweise bedienen. Wichtig ist dabei auch die Beschreibung der Dynamik
quantenmechanischer Systeme, wobei die Verteilung der Zeitabhingigkeit auf Zustandsvektoren und
Operatoren, die Observable reprisentieren, weitgehend willkiirlich ist. Wir besprechen die fiir das fol-
gende wichtigsten Bilder der Zeitentwicklung, nimlich Schrédinger-, Heisenberg- und Dirac-Bild.
Bzgl. der physikalischen Interpretation der Quantenmechanik, die auch heute noch als nicht end-
gliltig geklirt gelten darf, folge ich der Minimalen Statistischen Interpretation [Bal70, Bal98]], da
mir diese als die bislang in sich konsistenteste und der tatsichlichen Anwendung der Quantentheorie
auf reale Phinomene durch die Mehrheit der Physiker am niachsten kommende Auffassung erscheint.
Wir werden auf solche Grundlagenfragen in dieser Vorlesung aus Zeitgriinden allerdings nur wenig
eingehen konnen.

1.1 Die Grundpostulate der Quantentheorie

In diesem Abschnitt stellen wir die grundlegendsten Begriffe der quantentheoretischen Beschreibung
zusammen, wobei wir uns als Beispiel eines einzelnen Elektrons in einem dufleren Potential bedienen
wollen (z.B. dem einfachsten Modell des Wasserstoffatoms als einem Elektron im Coulombfeld eines
als ruhend angenommenen Protons).

Wir stellen zunichst die Struktur der Quantentheorie in einigen Grundpostulaten zusammen und
erliutern sie dann genauer:

1. Der Zustand eines quantenmechanischen Systems wird durch einen normierten Vektor |¢) eines
Hilbertraums S reprisentiert.

2. Jede physikalische Observable O wird durch einen (auf einem dichten Teilraum von ¢ definier-
ten) selbstadjungierten Operator O reprisentiert.

Die moglichen MefSwerte der Observablen sind durch die (verallgemeinerten) Eigenwerte des ihr
zugeordneten Operators gegeben.

3. Die (verallgemeinerten) Eigenvektoren |o,a) des Operators O zum (verallgemeinerten) Eigen-
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Quantenmechanik I

wert o kénnen normiert und zueinander orthogonal bzw. auf die §-Distribution normiert ge-

wihlt werden, d.h. so, daf$
<0/,a/|0,a>:30/—08(6/—&). (1.1.1)

Dabei bezeichnet @ einen oder mehrere Parameter, die im Falle einer Entartung des Eigenraums

die Eigenvektoren durchnumerieren. Diese Parameter konnen sowohl kontinuierliche als auch
diskrete Werte durchlaufen, und die §-Symbole in GL. bezeichnen entsprechend 8-Distributionen
oder Kronecker-8’s. Ist das System bei einer Messung der Observablen O im normierten Zustand

|) pripariert, so ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung der Observablen O den Eigenwert

o des ihr zugeordneten Operators O zu finden, ist durch die Bornsche Formel

w¢(o):ida| {o,a| )| (1.1.2)

gegeben, wobei das kombinierte Summations-Integrations-Symbol den kontinuierlichen und die
Summe tiber den diskreten Teil des Parameters a bedeutet.

4. Die Dynamik des Systems wird eindeutig durch die Zuordnung eines selbstadjungierten nach
unten beschrinkten Operators H, des Hamiltonoperators des Systems, bestimmt.

Ist O der die Observable O reprisentierende selbstadjungierte Operator, so reprisentiert die

kovariante Zeitableitung

-1

O=—
i

die zeitliche Ableitung O der Observablen O.

[0,H]+ 30 (1.1.3)

1.2 Der Hilbertraum

Erinnern wir uns zur Erliuterung dieser Grundpostulate zunichst an den Begriff des Hilbertraums.
Dieser ist zunichst einmal ein Vektorraum tiber dem Korper der komplexen Zahlen, d.h. fiir irgend-
welche Elemente [¢,),|45),|¢5) € # und Zahlen A, A, € C gibt es die Verkniipfung der Addition
von Vektoren |¢) +|¢) und der Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl A, |¢), die
folgende Eigenschaften besitzen:

|1) +12) =1¢ba) +1¢1) (1.2.1)
(190 1)) +1d3) =1d1) +(I2) +1¢3)) (1.2.2)

e |f)+0=]¢y), (1.2.3)
A1) +1d2)) = Aldn) + A1) (1.2.4)
(A +A)|d1) = Ald) + A1) s (1.2.5)
O =0 11gh=1g). 126
eC e

Daraus ergibt sich unter anderem auch, daf§ es zu jedem Vektor |¢) einen Vektor |[—¢) := (—1)|¢) =:
—|¢) gibt, so dafl |¢) + |—¢) = 0. Wegen (1.2.6) und (1.2.5) ist nimlich

0= (1= 1)|$) = 1|¢) +(=DIg) =t |¢) +]—¢).. (1.27)
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1.2 - Der Hilbertraum

Weiter ist auf dem Hilbertraum noch ein Skalarprodukt, das zwei Vektoren |¢,),|¢,) € A auf eine

komplexe Zahl (¢ | ¢, ) abbildet, definiert. Es besitzt die folgenden Eigenschaften:

il A+ Xds) = A (bl da) + 4 (11 ds),
bilda) =(daldr)

dlg)=0,

¢l¢)=0c|d)=0.

Eine wichtige Folgerung aus (1.2.8) und (1.2.9) ist

(A1 + 40,1 d3) = A1l d3) + A5 (a1 ¢3),

{
{
{
{

(1.2.8)
(1.2.9)
(1.2.10)
(1.2.11)

(1.2.12)

d.h. das Skalarprodukt ist bzgl. des zweiten Arguments linear aber bzgl. des ersten Arguments an-
tilinear, d.h. die Zahlenfaktoren in der Linearkombination sind beim Herausziehen aus dem ersten
Argument komplex zu konjugieren. Der Beweis folgt einfach aus (1.2.9) und (1.2.8) sowie einfachen

Eigenschaften der komplexen Konjugation fiir komplexe Zahlen:

(A1 + 401 d3) = (31 A1+ A482) = (A (g3l i) + A (&3] ¢,)"
=X {51 1) + A3 1 42) = A1 1d3) + A5 (L2l ds)

Auf dem Hilbertraum wird mit dem Skalarprodukt zugleich auch eine Norm definiert:

14l = v ({¢1¢)=0.

Diese Definition erfiillt in der Tat die Eigenschaften einer Vektrraumnorm, d.h. es gilt

1AL = (A1

Der Bewetis ist eine sehr einfache Ubungsaufgabe.

Etwas schwieriger ist der Beweis der Dreiecksungleichung

1+ all < N1l + N1 all-

Dazu betrachten wir

by + ol = (L1 + ol by o) = (i1 )+ Lyl o) + (ol 1) + (2l 4,)
= (|44 IP + Lol + (b1 &2) + (Lol &) -

Nun ist (1.2.16) offenbar gleichbedeutend mit

11+ Lol < 1P+ 1P + 20l

Wir miissen also nachweisen, daf}

(G1162) + (] 61) = 2Re((h1 | 2)) < 21l 1 hall-

Dazu beweisen wir die auch fiir sich genommen wichtige Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

{1l [< NIl

11
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Quantenmechanik I

Wir konnen dabei annehmen, daf [¢,) # 0 und |¢,) # O, denn andernfalls wiren beide Seiten der
Ungleichung =0, und somit die Behauptung erfiillt.

Zum Beweis von (1.2.20) setzen wir

(faldi)
14,12

Dann folgt aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts (1.2.10)

|(¢2|¢1>|2_ {2l 1) P M
AT VAT (12.22)

und daraus folgt durch einige einfache Umformungen (1.2.20). Daraus ergibt sich aber sofort auch

(1.2.19), denn es gilt
(ilda) + (Lol 1) (Pl ha) +{bal g[S 211 [ L) I < 20|41l (1.2.23)

Damit ist die Dreiecksungleichung bewiesen.

Physikalisch impliziert die Hilbertraumstruktur der Zustinde das Superpositionsprinzip, dem gemaf3
fiir zwei oder mehr Zustandsvektoren auch jede Linearkombination wieder einen moglichen Zustand
reprisentiert.

4y =1d1)— |42)- (1.2.21)

0<(41¢)=1¢IP+ =l —

Wichtige Beispiele fiir konkrete Hilbertriume, die in der Quantentheorie eine Rollen spielen, sind
der Hilbertsche Funktionenraum der quadratintegrablen Funktionen L?(R?) und der Hilbertsche
Folgenraum der quadratsummierbaren Folgen /2.

Der erste Fall L%(R?) entspricht der Formulierung der Quantentheorie als Schrédingersche Wellen-
mechanik. Dabei werden die quantenmechanischen Zustinde durch Funktionen ¢ : R> — C reprisen-
tiert, fiir die das Integral

WIS =9I = | &xlper 1229

existiert. Fiir zwei solcher Funktionen existiert dann auch das Skalarprodukt

Wilg) = | Ex i) 12.25)

Es ist eine einfache Ubungsaufgabe nachzuweisen, dafl die Axiome (1.2.1f1.2.6) und (1.2.8[{1.2.11) gelten.
Hinsichtlich miissen wir allerdings vereinbaren, daf§ wir Funktionen, fiir die verschwin-
det mit der Funktion ¢(X) = 0 identifizieren. Das bedeutet anders ausgedriickt, dafy zwei Funktionen
bereits als gleich angesehen werden, wenn sie sich nur in abzihlbar vielen Stellen des R voneinander
unterscheiden.

Entsprechend besteht der Folgenraum ¢2 aus allen Folgen ¢ =(¢,,),,cn, fiir die

neN»
<¢|¢>=||¢||2=§;|an|2 (1.2.26)

existiert, und das Skalarprodukt wird durch
($11¢) Zsblnsbzn (1.2.27)

12



1.2 - Der Hilbertraum

definiert. Die Darstellung der quantenmechanischen Zustandsvektoren als solche Folgen fiihrt zur For-
mulierung der Quantentheorie als Heisenbergsche Matrizenmechanik.

Der Zusammenhang zwischen diesen verschiedenen Darstellungen der Quantentheorie ist durch den
Diracschen darstellungsfreien Formalismus im abstrakten Hilbertraum 5, wie wir ihn hier zusam-
menfassen, gegeben. Wir kommen darauf weiter unten noch zuriick.

Betrachten wir also wieder den abstrakten Hilbertraum . Die wichtigste Begriffsbildung, die wir aus
dem gegebenen Axiomensystem aufbauen konnen, ist der der Konvergenz und der damit zusammen-
hingenden vollstindigen Orthonormalsysteme. Eine Folge von Vektoren (|¢,)), o heifft konver-

gent gegen einen Vektor |¢) im Sinne der Hilbertraum-Norm (1.2.14), wenn
lim ||¢, —¢||=0 (1.2.28)

gilt.

Im folgenden wird weiterhin postuliert, daf} der Hilbertraum vollstindig ist, d.h. jede Cauchy-Folge
zu einem Vektor im Hilbertraum konvergiert. Dabet heifdt (|¢/,,)),,cn definitionsgemify Cauchy-Folge
genau dann, wenn zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl N € N existiert, so daf} fiir alle 72,7 € N mit
m,n>N

gilt. Wir bemerken ohne Beweis, daf} sowohl der Hilbertsche Funktionenraum L? als auch der Hil-
bertsche Folgenraum ¢2 vollstindig ist (zu solchen eher mathematischen Fragestellungen sei auf [[FK07,
FK08, FK06] verwiesen).

Eine Folge von Vektoren (|#,,)),,cy heifit Orthonormalsystem, wenn fiir alle 72,7 € N

neN

o = {1 falls - m =n, (1.2.30)

0 falls m 75 n

(|, ) =

ist. Falls die Reihe

=> & luy) (12.31)
n=1

konvergiert, gilt offenbar

n=1 n=1
Ist umgekehrt ein beliebiger Vektor |¢) gegeben und definieren wir

$o=(n,1¢), (1.2.33)
so ist die Reihe (1.2.31) konvergent, denn fiir jede Partialsumme gilt
¢ > (1.2.34)

Z b ¢n ZM ? (1.2.35)

n,m=1

2
=[1¢II* +

[#4)

Nun ist aber

mn

13



Kapitel 1 - Erinnerung an die Quantenmechanik I

und

<¢ z_;¢nun>=z_;¢n<¢|un>=zl|¢n|2=<¢ z¢> :<zl¢nun

Dies in (1.2.35) eingesetzt liefert die Besselsche Ungleichung

Die Teilsummenfolge der aus den positiven Gliedern |¢,,|* gebildeten Reihe ist also beschrinkt und
diese folglich konvergent. Nennen wir den entsprechenden Grenzwert

¢ > (1.2.36)

2 N
=> 1P <4l (1.2.37)
n=1

i|¢n|2 =I° (1.2.38)
n=1

Daraus folgt, dafl die Teilsummenfolge
k
1Se) = 23 4ulma) (1:2.39)
n=1
eine Cauchyfolge ist, denn zu ¢ > 0 konnen wir ein N > 0 angeben, so daf$ fiir alle » > N
L= 1l
k=1

ist. Dann gilt aber fiir die Teilsummenfolge (1.2.39) fiir alle m > n > N:

i Grlng) L2—§|¢k|2 L2—§|¢k|2

k=n+1

62
<—= 1.2.40
: (1.2:40)

2 m
(25
= D> gl < ?52, (1.2.41)

k=n+1

||Sm_Sn||2: +

d.h. fiir alle m > n > N gilt
11S,, — S,|| < e. (1.2.42)

Da wir oben ¢ > 0 beliebig wihlen konnten, ist also (1.2.39) eine Cauchyfolge und folglich (wegen der
Vollstindigkeit des Hilbertraums) die Reihe (1.2.31) mit den Koeffizienten (1.2.33) gegen einen Vektor
|¢/> konvergent:

|¢’>:§¢n |t,,) =§|un> (1) (1.2.43)

Ein Orthonormalsystem heifit vollstindig, wenn fiir jeden Vektor |¢) die Reihe gegen diesen Vektor
konvergiert, wenn also in (1.2.43) |/ > =|¢) ist. Dies kdnnen wir symbolisch auch dadurch ausdriicken,
daf wir

[ee]

> uy) (m,| =1 (1.2.44)
schreiben. Dabei ist 1 der Einheitsoperator im Hilbertraum #, d.h. fiir jeden Vektor |¢) € # gilt

1) =|¢). (1.2.45)
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1.3 - Lineare Operatoren im Hilbertraum

Weiter definieren wir das dyadische Produkt zweier Vektoren |¢,) und |¢,) als den Operator, der
einen beliebigen Vektor |¢/5) in den Vektor

(|¢1) (¢2|)|¢3> = |¢1>(¢2|¢3> (1.2.46)

abbildet. Eine Summe oder unendliche Reihe dyadischer Produkte wirkt entsprechend auf Vektoren
gemifd

<Z|¢1><¢n|>|¢z> = ST10) (0 1). (1247

Damit ist die Giiltigkeit von (1.2.44) in der Tat gleichbedeutend mit

4) =3l o, 19) 1249

also mit der Vollstindigkeit des Orthonormalsystems (|#), ), cx-

Es ist sehr leicht, ein Beispiel fiir ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) im Folgenraum ¢?
anzugeben. Offenbar ist ein solches nimlich durch

u,=(0,0,..., 1 ,0,..) (1.2.49)

n-ter Eintrag

gegeben. Es gilt jedenfalls

(| #,) = S s (1.2.50)
und ist dann
b=(d1,¢s...,) €L, (1.2.51)
so ist offenbar in der Tat
bo=(u,¢) (1.2.52)

und weiter

D bty =1, )= (1.2.53)
n=1

Also ist (1.2.49) tatsichlich ein VONS.

Auf dem Funktionenraum L? ist ein VONS z.B. durch die Energieeigenfunktionen des Harmoni-
schen Oszillators gegeben. Wir konnen auf den Beweis hier nicht eingehen und verweisen diesbeztig-
lich auf die oben zitierte mathematische Literatur.

Wir bemerken noch, daf§ ein Hilbertraum, in dem es wenigstens ein VONS aus abzihlbar vielen
Vektoren gibt, genauer als separabler Hilbertraum bezeichnet wird. Da die Hilbertriume ¢ und L2
separabel sind und die Quantentheorie eines Teilchens in diesen Hilbertraumen formulierbar ist, ist
also der quantenmechanische Hilbertraum in diesem Falle separabel. Fiir die praktische Anwendung
der Quantentheorie spielt dies allerdings eher eine untergeordnete Rolle.

1.3 Lineare Operatoren im Hilbertraum

Mit diesen Betrachtungen haben wir das 1. Postulat fiir unsere Zwecke hinreichend erldutert. Wenden
wir uns also dem 2. Postulat zu. Dazu rekapitulieren wir zunichst einmal den Begriff des linearen
Operators. Es sei 2 C 7 ein Untervektorraum von 5. Ein Operator O : 9 — S heifdt linear, wenn

15



Kapitel 1 - Erinnerung an die Quantenmechanik I

fir alle Vektoren [¢,), |¢,) € Z und alle Zahlen A, A, € C (fiir die voraussetzungsgemifd auch der
Vektor Ay |q) + A, |¢,) € D ist)

O(Ay [41) + A4 142)) = 4,04 1) + 4,0 1¢,) (1.3.1)

gilt.
Existiert zu dem linearen Operator O ein linearer Operator O : 7 — 2, so daf fiir alle |, |¢,) € @

(¢110¢,) =(0"¢1|¢2) (13.)

gilt, so heifit O der zu O adjungierte Operator. Gilt fiir einen Operator OT = O, so heif3t er her-
mitesch. Ist fiir jeden Vektor |¢)) € 2 auch O |[¢) € Z und ist 2 dicht im Hilbertraum 7, so heiflt
O selbstadjungiert. Ein Untervektorraum 2 heifdt dabei dicht im Hilbertraum, wenn es zu jedem
) € A eine Folge (|¢,,)),,eny mit [¢,,) € P gibt, so dafl

lim |¢,)=|4). (1.3.3)

n—oo

Postulat 2 besagt nun, daf} die Observablen im quantenmechanischen Formalismus durch selbstadjun-
gierte Operatoren im Hilbertraum reprisentiert werden.

Beispiele fiir selbstadjungierte Operatoren im Funktionenraum sind die Operatoren fiir die Orts- und
Impulskomponenten x;, und p,, (k € {1,2,3}), die durch

D=5 JD, pdED =2 (®) 134
Xk

gegeben sind. Es ist offensichtlich, daf} diese Operatoren nicht auf dem ganzen Hilbertraum definiert
sein kénnen. Betrachten wir zum Beispiel die Funktion

sin(k - %)

= el? (1.3.5)
X

$(xX)=

so ist X, )(X) ¢ L?. Entsprechendes gilt fiir den Impulsoperator. Ohne dies hier formal beweisen zu
wollen, konnen wir als dichten Teilraum 2 fiir den Definitionsbereich fiir die Orts- und Impulsopera-
toren den sog. Schwartzschen Raum der schnell fallenden Funktionen wihlen. Dies ist der Raum
der beliebig oft stetig partiell differenzierbaren Funktionen, deren Betrige im Unendlichen schneller
abfallen als jedes Polynom P(%), d.h. fiir jedes ¢ € & strebt fiir jedes Polynom P(X)¢(X) — 0, wenn X
in irgendeiner Richtung — oo gesetzt wird. Es ist eine einfache Ubungsanfgabe, zu zeigen, daff die so
definierten Operatoren selbstadjungiert sind.

Ist nun O ein linearer Operator, so heifit |#,) Eigenvektor von O zum Eigenwert o, wenn
Olu,)=olu,) (1.3.6)

1St.

In der Quantentheorie miissen wir aber diesen Begriff des Eigenvektors verallgemeinern. Wir gehen
hier auf die mathematisch strenge Begriindung dieser Verallgemeinerung nicht ein, sondern verweisen
diesbeztiglich auf die mathematische Spezialliteratur (z.B. [[EKO8]]) oder fiir eine modernere Formulie-
rung mittels sogenannten ,rigged Hilbert spaces® [Bal98,GP90]. Fiir diese Vorlesung reicht die iibliche
weniger strikte Handhabung, wie sie in der Physik tiblich ist, vollends aus.
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1.3 - Lineare Operatoren im Hilbertraum

Machen wir uns daher die Problematik an einem typischen Beispiel klar und betrachten den Impuls-
operator im L2. Der Einfachheit halber betrachten wir ein Teilchen, das sich nur eindimensional
entlang der x-Achse bewegt. Der Hilbertraum ist dann einfach L*(R), der Raum der quadratintegrablen
Funktionen ¢ : R — C. Wir suchen also Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir den Differentialoperator

= ?dix’ d.h. wir suchen Losungen der Differentialgleichung
b d
P”p(x):Taup(x):P”p<x)' (1'3'7)

Offensichtlich gibt es zunichst fiir p € C eine Losung, ndmlich

u,(x)=N, exp<ip7x>. (1.3.8)

Dabei ist N, = const. Offensichtlich ist fiir kein p die Funktion #, € 2. Sie liegt noch nicht einmal in
L2 Fiir p € R ist allerdings die Funktion wenigstens beschrinkt, wihrend sie fiir Im p # 0 fiir x — oo
unbeschrinkt ist. Wie wir gleich noch sehen werden, ist es fiir die Quantenmechanik allerdings nicht
so wichtig, daf} wir es mit echten Eigenvektoren zu tun haben. Vielmehr ist die Entwicklung beliebi-
ger Zustandsvektoren nach Eigenvektoren, die im Falle selbstadjungierter Operatoren orthornormiert
gewihlt werden konnen, wichtig. Existieren wie hier keine echten Eigenvektoren, so existieren doch
welche im Sinne verallgemeinerter Funktionen oder Distributionen. In der Tat gilt im gegebenen Fall
der verallgemeinerten Impulseigenfunktionen fiir p, p’ € R

([ ) = NoN, JRdx e@[@] = (Np|22n3<1’;f’/>

=21k |Np)zé‘(p—p’).

(1.3.9)

Hierbei ist & die Diracsche 8-Distributionl Ublicherweise wihlt man in der nichtrelativistischen
Quantentheorie die Normierungskonstante in (1.3.8) so, daf3

<14p, up>:3(p—p/):> |NP|:Vﬁ (1.3.10)

gilt. Wie wir weiter unten noch genauer ausfithren werden, ist die nun immer noch unbestimmte Phase
der Wellenfunktion irrelevant. Wir kdnnen also N, = 1/+/ 27/ wihlen. Damit sind unsere verallge-
meinerten Impulseigenfunktionen durch die ebenen Wellen

_ o (ie
up(x)_me p< 70_> (1.3.11)

gegeben.

Untersuchen wir nun, in welchem Sinne dieses verallgemeinerte Orthonormalsystem vollstindig ist.
Zunichst miissen wir fiir eine Funtion ¢ € L? gemif (1.2.48) das verallgemeinerte Skalarprodukt

Jp)=(n,|¢)= fR \/Z—fanp(_%M’c) (13.12)

"Niheres zur Fouriertransformation und zur &8-Distribution finden Sie in [[CHI0].
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Quantenmechanik I

bilden. Weiter haben wir die Funktion

J'(x)= fdpgb(p JR\/_~ exp<+ip7x> (1.3.13)

zu betrachten. Wegen der Fourierschen Umkehrformel gilt in der Tat

¢'(x) = d(x), (1.3.14)

so dafl also unser verallgemeinertes orthonormales System #

» von Impulseigenfunktionen in der Tat

vollstindig ist. Man spricht auch vom Ubergang von der Ortsdarstellung ¢(x) des quantenmechani-
schen Zustandes zur Impulsdarstellung ¢(p)

Genauso konnen wir natiirlich auch nach den Eigenfunktionen des Ortsoperators fragen. Es sei also
u,(x") Eigenvektor zum Ortsoperator, d.h. es soll gelten

!

xu (x)=x"u (x")=xu,(x) = (x—x")u (x')=0. (1.3.15)

Folglich muff also x € R und
n (x)=8(x'—x) (1.3.16)

sein, wobei wir wieder die Normierung in der tiblichen Form fiir kontinuierliche Eigenwerte gewahlt
haben. Es ist klar, daf} dies wieder ein vollstindiger Satz verallgemeinerter Eigenfunktionen ist, denn

esgiltfiiry € 2
= f dx ul(x")p(x") = f dx 8 (x —x")h(x"). (1.3.17)
R R

Wir kénnen nun den Zusammenhang dieser wellenmechanischen Formulierung zum abstrakten Hil-
bertraumformalismus vollziehen. Es sei also |¢) ein Zustandsket im Definitionsbereich & der Operato-
ren x und p. Mit |x) bzw. |p) bezeichnen wir die verallgemeinerten Eigenvektoren dieser Operatoren.
Dann ist

~

dx)=(xl¢), dp)=(pl¢), (1.3.18)

n (x')= ( |x>:8(x/—x), (1.3.19)
u,(x)=(x[p)= ﬁexp(%), (1.3.20)
n(9)=(plx) = (x]p) =) 5y e (—25). (13.21)

Die Vollstindigkeitsrelationen fiir die verallgemeinerten Eigenkets lauten dann

| asite=1 [ aplp)ipi=1. (13.22)
R R

Durch Einschieben solcher Identititen konnen wir leicht von einer Darstellung in die andere umrech-
nen. Deshalb hat man in der Frithzeit der Quantentheorie diesen auf Dirac zuriickgehenden Forma-
lismus auch als Transformationstheorie bezeichnet. Wollen wir z.B. den Ortsoperator in der Impuls-
darstellung finden, miissen wir berechnen

x(p):=(p|x¢). (1.3.23)
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1.3 - Lineare Operatoren im Hilbertraum

Es ist klar, daff sich hier ein Einschieben der Identitdt 1 mit verallgemeinerten Ortseigenvektoren emp-

fiehlt:
xsZ<p>=dex <p|x><x|x¢>:fRdx <p|x><xx|¢>=fRdxx<p|x><x|¢>. (1324

Nun ist aber

_ . 1 _lpx .,
(pl) = {1y = g (=57 ) = e (pl) =in (o). (1325
Wir konnen also schreiben
~ ) df d o
X =ih— | dx{p|x){(x =ih— . 1.3.26)
d(p) R (plx)(x]¢) ldp¢(p) (

Der Ortsoperator in der Impulsdarstellung ist also i5d/dp.

Wie wir anhand dieser Beispiele gesehen haben, besitzen selbstadjungierte Operatoren stets ein reelles
Spektrumf} und die dazugehorigen (verallgemeinerten) Eigenvektoren zu verschiedenen Spektralwer-
te sind zueinander (im verallgemeinerten Sinne) orthogonal. Ohne Beweis nehmen wir an, daf diese
(verallgemeinerten) Eigenzustinde nach geeigneter Normierung insgesamt ein vollstindiges (verall-
gemeinertes) Orthogonalsystem bilden. Im folgenden schreiben wir bei allgemeinen Betrachtungen
die Gleichungen stets fiir diskrete Eigenwerte. Fiir verallgemeinerte Eigenwerte gelten die Gleichungen
entsprechend im Sinne von Distributionen. Sind z.B. 0, und o0, echte voneinander verschiedene reelle
Eigenwerte eines selbstadjungierten Operators, so gilt

(01]0,) =0 falls o, #o,. (1.3.27)

Falls die Werte hingegen zum kontinuierlichen Teil des Spektrums des Operators gehoren, gilt (nach
entsprechender Normierung)

(01]0,) =S (0;—0,). (1.3.28)

Wir wollen die Orthogonalitit (1.3.27) der Eigenvektoren und die Realitdt der Spektralwerte selbstad-
jungierter Operatoren beweisen. Seien also |0, ) Eigenvektoren des selbstadjungierten Operators O zu
den Eigenwerten o,. Wir nehmen an, dafl all diese Vektoren auf 1 normiert sind, d.h.

(op|0p) =1 (1.3.29)
Zum Beweis, dafl die Eigenwerte reell sind, verwenden wir die Selbstadjungiertheit des Operators O:
0, ={0,]00;) = <OT01 ' 0, > =(0o0,]0;) =01 (0;]0;) =0]. (1.3.30)

Das bedeutet aber in der Tat, dafl o, € R ist. Weiter gilt einerseits
(011O00,) =0,(0;]0,), (1.3.31)

denn |o,) ist Eigenvektor von O zum Eigenwert 0,. Andererseits gilt aber wegen der Selbstadjungiert-
heit von O und der Realitit von o,

(01100,) = <OTo1 ‘ 0, > =(0o0y|0y) =0(01]0,). (1.3.32)

?Man nennt die Menge aller echten und verallgemeinerten Eigenwerte eines Operators sein Spektrum.
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Quantenmechanik I

Ziehen wir dieses Resultat von (1.3.31) ab, erhalten wir schlieflich
(0,—0;){0y|0,) =0. (1.3.33)
Falls nun o # 0,, d.h. 0, — 0, # 0 ist, folgt daraus in der Tat (1.3.28).

Falls es zu einem Eigenwert 0, von O mehr als einen linear unabhingigen Eigenvektor gibt, bezeichnen
wir die Eigenzustinde mit |0y, @), wobei a eine diskrete oder kontinuierliche Variable ist, welche die
verschiedenen Eigenvektoren zu diesem gleichen Eigenwert durchnumeriert. Man nennt diesen Eigen-
wert dann entartet. Diese Vektoren spannen den Eigenraum des Operators zum Eigenwert o, auf. Wir
konnen dann mit Hilfe des Schmittschen Orthonormierungsverfahrens [CH10] dafiir sorgen, daf§
die Eigenvektoren in diesem Unterraum wieder ein Orthonormalsystem bilden, d.h. im Falle diskreter
Werte

1 falls a=¢/,
<0k’a|0k’a/>:8a,a’:{o lls o4 (1.3.34)

und fiir kontinuierliche Werte
<ok,a|ok,al>:3(a—o/). (1.3.35)

1.4 Vertriglichkeit von Observablen

Damit haben wir alle Vorbereitungen getroffen, um die physikalische Bedeutung der Zustandsvekto-
ren, die durch das Bornsche Postulat gegeben ist, auszuarbeiten. Zunichst wollen wir kliren,
wie eine vollstindige Priparation eines Zustandes erfolgen kann. Wir werden sehen, daf§ wir dazu
einen vollstindigen Satz kompatibler Observabler fiir das betrachtete System festlegen miissen. Wir
wollen also zunichst tiberlegen, wann zwei oder mehrere Observable zugleich einen wohlbestimmten
Wert besitzen konnen.

Nach dem Postulat (1.1.2) besitzt eine Observable A einen wohlbestimmten Wert genau dann, wenn

der Systemzustand |¢) = |4z, a ]-> ist, wobei a4, ein Eigenwert des der Observablen zugeordneten selbst-

adjungierten Operators A ist. Wir nehmen der Einfachheit halber wieder an, dafl die Eigenwerte dieses
Operators (und die Werte o; im Fall der Entartung) nur diskrete Werte annehmen. Wir gehen weiter

unten noch auf den Fall des kontinuierlichen Spektrums niher ein. Ist das System nimlich im Zustand
|4} mit ||| = 1 pripariert, so ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von A den Wert 4, zu

finden ,
w¢(4k):Z|<ak,a]-)¢>) : (1.4.1)
]

Da nun voraussetzungsgemifd die Vollstandigkeitsrelation
Z|ak,a]-><ak,aj|:]l (1.4.2)
jk

gilt und folglich

S04 awres oo | )= St = 19 =1 14

ist und wy(a;) > O ist, ist also wy(a;) = 1 genau dann, wenn
|¢):Zc]~ |ak,a]-> mit Z|c]-|2:1 (1.4.4)
j ]
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1.4 - Vertréglichkeit von Observablen

fiir genau einen Eigenwert a;, ist. Fiir alle anderen Eigenwerte 4, muf} dann auflerdem w,(4;,) = 0
sein, und nur genau in diesem Falle besitzt die Observable A aufgrund der Priparation des Systems
im Zustand |¢) den wohlbestimmten Wert a;. Es muf} also |¢) tatsichlich ein Eigenvektor zu diesem
Mefiwert a;, sein.

In dem Fall, daff 4, ein entarteter Eigenwert ist, d.h. wenn es mehrere linear unabhingige Eigenvek-
toren zu diesem Eigenwert gibt, gentigt eine Festlegung der Observablen A auf diesen Wert nicht, um
den Zustand eindeutig festzulegen, und wir miissen eine weitere Observable B messen, um den Zustand
genauer zu bestimmen. Dabei miissen wir allerdings darauf achten, daf} diese Messung mit der Festle-
gung des Meflwertes der Observablen A kompatibel ist. Es muf3 also fiir jeden moglichen MefSwert a;,
der Observablen A und jeden mdoglichen Mefiwert b; der Observablen B wenigstens ein gemeinsamer
Eigenvektor der dazugehdrigen Operatoren A und B existieren. Nehmen wir also an, dafl dies der Fall
ist und bezeichnen diese gemeinsamen Eigenvektoren mit |, b;, 3,,), wobei 3,, wieder die, bei einer
moglicherweise immer noch bestehenden Entartung dieser gemeinsamen Eigenwerte, zueinander or-
thonormiert gewihlten Eigenvektoren durchnumeriert. Wir wollen nun herausfinden, was dies fiir die
Operatoren A und B bedeutet.

Dazu bemerken wir, dafl wir wegen der Vollstindigkeit der gemeinsamen Eigenvektoren

A= Alag, by B,,) (s bis B = D an lags by B, aps by B0l

klm klm

(1.4.5)
B=> Blay, by, 8,,) (s by Bl = D by lags by, B) (i bis B,
klm klm
schreiben kénnen. Das bedeutet aber
AB=D">" aybylag, by, B,,) (s bis B | aprs byis B ) @prs byss B

klmk'l'm’

ks 81118yt (1.4.6)

=> by lag, by, B,,) (a by, B,,] = BA.

kim

Die Reihenfolge der Operatormultiplikation ist in diesem Fall also unerheblich, d.h. die Operatoren
kommutieren. Definieren wir also den Kommutator zweier beliebiger Operatoren A und B vermoge

[A,B]:=AB—BA, (1.47)

bedeutet unsere obige Rechnung, daf} es fiir das Vorliegen eines vollstindigen Orthonormalsystems von
gemeinsamen Eigenvektoren zweier selbstadjungierter Operatoren notwendig ist, dafl der Kommutator
dieser Operatoren verschwindet:

[A,B]=0. (1.4.8)

Man kann zeigen, daf} diese Bedingung auch hinreichend ist.

Um nun also den Zustand des Systems |¢/) vollstindig festzulegen, miissen wir die Werte eines voll-
stindigen Satzes voneinander unabhingiger miteinander kompatibler Observabler A,B,C,...
bestimmen. Dabei heiflt ein Satz von Observablen kompatibel, wenn die dazugehérigen selbstadjun-
gierten Operatoren untereinander kommutieren, so daf} ein vollstindiges Orthonormalsystem von
simultanen Eigenzustinden dieser Operatoren existiert. Ein Satz solcher kompatibler Observabler
heifit vollstindig, wenn es zu allen moglichen Tupeln von Eigenwerten (a,b,¢,...) genau einen li-
near unabhingigen simultanen Eigenvektor gibt. Die Unabhingigkeit der Observablen bedeuetet,
daf} nicht ein Operator Z in dem Satz als Funktion der iibrigen Operatoren geschrieben werden kann,

dh.Z#f(A,B,...,Y).
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Quantenmechanik I

In diesem Zusammenhang ist insbesondere die Exponentialabbildung eines Operators
o) /1k .
exp(AA) := Z FA (1.4.9)
k=0 "°

wichtig. Dabei bezeichnet A eine beliebige reelle oder komplexe Zahl. Es ist dann auch klar, daf} die
Ableitung nach dem Parameter A durch

% exp(AA) = Aexp(AA) = exp(AA)A (1.4.10)

gegeben ist.

Wir miissen nun noch kurz auf die Besonderheiten eingehen, die sich fiir eventuell auftretende konti-
nuierliche Spektralwerte von Operatoren ergeben. Formal sind dann in dem oben zusammengefafiten
Formalismus zunichst lediglich die Summen durch die entsprechenden Integrale zu ersetzen. Die we-
sentlichste Anderung liegt eher in der Interpretation der Resultate.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, wir hitten ein System von nur einem Freiheitsgrad vorliegen,
d.h. schon ein Operator A bildet einen vollstindigen Satz. Um ein konkretes Beispiel vor Augen zu
haben, betrachten wir wieder ein Teilchen, das sich nur entlang der x-Achse bewegt, und wir kénnen
dann die Ortskoordinate x als diese Observable wihlen. Wir gelangen dann, wie oben ausgefiihrt, zur
Formulierung der Quantenmechanik als Wellenmechanik in der Ortsdarstellung. Wie wir ebenfalls
oben gesehen haben, besitzt der dazugehorige Ortsoperator x ganz R als Spektrum. Es liegen hier al-
so keine diskreten Eigenwerte vor. Die dazugehdrigen verallgemeinerten Eigenvektoren |x) sind keine
Hilbertraumvektoren sondern Distributionen tiber dem entsprechenden dicht definierten Unterraum
9, der den Definitionsbereich des Operators x bildet. Entsprechend kénnen wir das Teilchen nie pra-
zise lokalisieren. Ein echter Hilbertraumzustand, der ein Teilchen beschreibt, das sich ,in der Nihe*
des Ortes x, aufhilt, wird durch

¢xo>:fRdx A, (x)|x) (1.4.11)

gegeben sein. Die Wellenfunktion ist

b ()= (x

_ / N _
¢xO>_fRdx AxO(x)<x|x >_AxO(x). (1.4.12)
S8(x—x')

Dabei mufl A, : R — C eine quadratintegrable Funktion sein. Damit ’9& xo> auf 1 normiert ist, verlan-

(4] )= [ o gl = [

Da gemifd dem Bornschen Postulat (1.1.2) die Wahrscheinlichkeitsverteilung, das Teilchen am Ort x
zu finden, durch

gen wir

Ay, (%)

0

2
’ —1. (1.4.13)

gbe(x)’2 (1.4.14)

gegeben ist, wird die Lokalisierung ,,in der Nihe von x,“ lediglich bedeuten, daff diese Wahrscheinlich-
keitsverteilung um x, stark gepeakt ist. Sie wird aber eine gewisse Breite aufweisen. Entsprechend wird

der Erwartungswert fiir den Ort
2
x)=| dxx|d, (x :J o | xx ) (x
= | dxnlgoof = [ (b fxe)
22

w(x)=

by )= (s,

X, > (1.4.15)



1.5 - Die Heisenbergsche Unschérferelation

mit einer gewissen statistischen Unsicherheit Ax ,in der Nihe von x,“ liegen. Diese Unsicherheit
kann, wie in der Statistik tiblich, durch die Standardabweichung definiert werden:

Ax =)~ (1 = VT 0 = /{4,

2, )= (x)” (1.4.16)

1.5 Die Heisenbergsche Unschirferelation

Eine wichtige Folgerung aus der statistischen Interpretation des quantentheoretischen Zustandsbegriffs
tiber die Bornsche Regel ist die Heisenbergsche Unschirferelation. Seien dazu A und B zwei
Observablen, die zueinander kompatibel oder inkompatibel sein kénnen, und |¢) irgendein Zustand?|
des Systems. Dann gibt es eine untere Schranke fiir das Unschirfeprodukt AAAB.

Heisenberg ist auf diese Folgerung anhand des Beispiels von Ort und Impuls gekommen. Haben wir
namlich, wie in dem gerade besprochene Beispiel der Lokalisierung eines Teilchens in der Nihe des
Ortes xq, eine Wellenfunktion ¢, (x), die scharf um diesen Ort gepeakt ist, so wird die entsprechende

Impulsverteilung durch die Fouriertransformierte der Wellenfunktion gegeben sein (vgl. (1.3.12)). Die
daraus resultierende Impulsverteilung wird aber desto breiter und entsprechend Ap desto grofier sein
je schirfer die Ortsverteilung (also je kleiner Ax) ist.

Der bis jetzt entwickelte quantentheoretische Formalismus 1ifft bereits eine Quantifizierung der
Schranke fiir AA und AB zu. Um diese zu finden, definieren wir hilfsweise die neuen Operatoren

A'=A—(A)1, B'=B—(B)1. (1.5.1)
Die Erwartungswerte sind dabei bzgl. des betrachteten Zustandes |¢) zu bilden. Dann gilt nimlich
(AY=(B")=0, AA*=(A"), AB’=(B"7), [A',B']=[A,B]. (1.5.2)
Es sei weiter A € R. Dann definieren wir das quadratische Polynom
P(A)=((A"+iAB")¢ | (A" +iAB)J ) = (| (A’ —iAB') (A +iAB')} ). (1.5.3)
Ausmultiplizieren des Operatorprodukts liefert dann unter Verwendung von
P(A)=AA*+ PAB*+ A (¢ |i[A,B]¢). (1.5.4)
Da A und B selbstadjungiert sind, gilt
{i[A,B]}' = —i(AB—BA)' = —i(BTAT —ATBT) = —i(BA— AB = +i[A,B]. (1.5.5)
Es ist also auch i[A, B] selbstadjungiert und folglich der Koeffizient von A in reell:
($]i[A,B]¢) R, (1.5.6)

Das quadratische Polynom (1.5.4) ist also reell und wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts
gilt fir alle A€ R
P(A)>0. (1.5.7)

3Es ist hier wichtig, daf} es sich um einen ,echten® Hilbertraumvektor handelt und nicht um einen verallgemeinerten
Eigenvektor zu einem Wert im kontinuierlichen Spektrum eines Operators!
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Quantenmechanik I

Demnach besitzt dieses Polynom entweder eine einzige doppelte reelle Nullstelle oder zwei verschiede-
ne zueinander komplex konjugierte Nullstellen. Nach der Losungsformel fiir quadratische Gleichun-
gen muf} also fiir die Diskriminante des Polynoms

%(¢|i[A,B] 4 — AAAB? <0 (1.5.8)
oder

AAAB2 S| li[A,B]¢) (1.5.9)

gelten. Dies ist die Heisenbergsche Unschirferelation fiir irgendwelche Observablen A und B. Sind
insbesondere A und B kompatibel, konnen also deren Werte simultan scharf festgelegt werden, so kom-
mutieren die entsprechenden Operatoren A und B, und die rechte Seite der Ungleichung verschwindet,
und die Ungleichung ergibt dann keine echte Einschrinkung fiir das Produkt der Standardabweichun-
gen.

Betrachten wir die Unschirferelation insbesondere fiir Ort und Impuls. Aus der konkreten Darstel-
lung der entsprechenden Operatoren fiir die Orts- und Impulskomponenten im Ortsraum (1.3.4) erge-
ben sich die Kommutatorrelationen (Heisenberg-Algebra)

[xj,xk]:[p]-,pk]zo, [x]-,pk]:ihé\jk. (1.5.10)
Dies in eingesetzt ergibt die bekannte Heisenbergsche Unschirferelation fiir Ort und Impuls
ijAkaEé\]k. (1.5.11)
2
Es konnen also nur Komponenten von Ort und in Impuls in zueinander senkrechten Richtungen

gleichzeitig scharf bestimmt sein. Ein vollstindiger Satz kompatibler Observabler kann in diesem Falle
als die drei Orts- oder die drei Impulskomponenten oder z.B. x; und p,, p; etc. gewihlt werden.

1.6 Unitire Abbildungen

Unitdre Abbildungen sind dadurch definiert, daff sie linear sind und Skalarprodukte beliebiger Vekto-
ren ungeindert lassen, d.h. es gilt fiir alle Vektoren |¢),,|¢,) € 7

(U 1U¢,) =(d11¢,)- (L.6.1)

Offensichtlich ist dies genau dann der Fall, wenn

Uulu=1 (1.6.2)
ist. Dies folgt daraus, daf$ fiir ein VONS {|u i >}jeN des Hilbertraums
8iv=(Un; |Us, ) = (| UTU ) = (UTL), (1.6.3)
und folglich
UTU:Z(UTU)]-k]u].><uk|:z)uj><uj‘:n (1.6.4)
ik T j
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1.7 + Unitdre Symmetrietransformationen

ist. Also ist U eine umkehrbar eindeutige lineare Abbildung des Hilbertraums in sich, d.h. der

Operator besitzt ein Inverses, und es gilt
Uu'=U". (1.6.5)

Ein wichtiges Beispiel fiir unitire Operatoren sind Operatoren der Form
U(A)=exp(ilA) mit A=AT, leR. (1.6.6)
Aus der Reihendarstellung folgert man nimlich sofort, daf
UT(A) =[exp(iAA)]" = exp(—iAAT) = exp(—iAA). (1.6.7)

Nun ist offenbar
UT(DU(L) = exp(—idA)exp(iAA) = exp(0) = 1. (1.6.8)

Dabei haben wir allerdings verwendet, dafl wir fiir die Operatorexponentialabbildung fiir beliebige
kommutierende Operatoren A und B die Gleichung

exp(A)exp(B)=exp(A+B) falls [A,B]=0 (1.6.9)

verwenden diirfen, als ob A und B reelle oder komplexe Zahlen wiren. Daff dies tatsichlich der Fall
ist, folgert man daraus, dafl fiir kommutierende Operatoren die binomische Formel wie fiir Zahlen gilt,

d.h.

(A+B)”:Z<Z>Ak3ﬂ—k falls [A,B]=0. (1.6.10)
k=0
Nun gilt
exp(A)exp(B)= > L pmpn, (1.6.11)
By nyn,!

Ohne Beweis nehmen wir an, daf§ wir diese Doppelreihe beliebig umordnen diirfen. Dann kénnen wir
stets Operatorprodukte mit gleichen 7 = 7, + 7, zusammenfassen. Es folgt

o~ 1 610 = 1
exp(A)exp(B) = ZO g mAan_k Z_:O ;(A +B)” =:exp(A+B). (1.6.12)

Dabei haben wir die Beziehung
n n!
= 1.6.13
<k> kl(n—Fk)! ( )

verwendet. Es ist klar, daf} wir all diese Manipulationen nicht hitten durchfithren kdnnen, wenn A und
B nicht kommutieren. Dann gilt auch (1.6.9) i.a. nicht mehr.

1.7 Unitiare Symmetrietransformationen

Als Symmetrietransformation bezeichnen wir eine umkehrbar eindeutige simultane Abbildung der Zu-
stinde |¢) — | ¢/ > und Operatoren O — O/, die alle physikalischen Aussagen bzgl. des betrachteten
Systems ungedndert lassen.
Betrachten wir die Abbildung

|¢"Y=Ul¢), O'=UOoU" (1.7.1)
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Quantenmechanik I

fiir einen beliebigen unitiren Operator U, so haben wir eine Symmetrietransformation vorliegen.
Zum einen wird ein VONS von Eigenvektoren |o0,) von O in ein VONS |0/, a’) von Eigenvektoren
von O’ zum gleichen Eigenwert o’ = o abgebildet:

o’ |0/, o/> —Uou'u lo,a) =UO |o,a) =oU |o,a) =0 |0/, a/>. (1.7.2)

Es ist also |o’ ,0/) in der Tat ein Eigenvektor des Operators O’ zum Eigenwert o’ = o. Die Vollstin-
digkeit dieses Systems von Eigenvektoren ergibt sich ebenfalls sofort aus der Unitaritit von U und der
Vollstandigkeit von |o, a):

Z |o/,0/><0/, a/} :ZUT lo,a) (0,a| U = U' <Z lo, @) (0,a|> u=Ul1u=u'u=1. (1.7.3)

Es ist also auch das System |o’,a”) vollstindig. Dafl es auch ein Orthonormalsystem ist, folgt aus der
Invarianz des Skalarprodukts (1.6.1). Es ist also auch |o’,a’ > ein VONS. Aus der dazugehéorigen Spek-
tralzerlegung von O’ folgt daraus insbesondere auch sofort, daff mit O auch O’ selbstadjungiert ist.
Damit ist klar, dafl bei einer Verwendung von O als Operator, der die Observable O reprisentiert,
hinsichtlich der moglichen Mefiwerte dieselben Vorhersagen gemacht werden wie wenn wir O ver-
wenden, denn das Spektrum beider Operatoren ist identisch. Im folgenden kénnen wir also schreiben

Ulo,a) = |o,o/>. (1.7.4)

Es bleiben auch alle Wahrscheinlichkeitsaussagen der Theorie erhalten, wenn wir entsprechend alle
Zustande |¢) gemafd transformieren. So ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Ob-

servablen O einen bestimmten Wert o zu finden gemifl der Bornschen Regel durch
w¢(o):Z|(o,a|¢)|2:Z|<o,a/|¢/>}2 (1.7.5)

gegeben. Wir erhalten also dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die moglichen Mefiwerte, wenn
wir statt der urspriinglichen Eigenvektoren |#,a) und dem urspriinglichen Zustandsvektor ¢ die ge-
mifd transformierten Vektoren verwenden. Insgesamt andert sich also an den Vorhersagen eines
quantentheoretischen Modells nichts, wenn man alle Vektoren und Operatoren dieser Transformation
unterzieht. Sie ist also tatsichlich eine Symmetrietransformation.

Auch die Kommutatorrelationen dndern sich nicht, denn es gilt fiir irgendwelche zwei Operatoren A
und B
A’'B'=UAU'UBB' = UABU' (1.7.6)
und folglich
[A’,B']=UJ[A,B]U". (1.7.7)

Wir bemerken noch, daf} auch allgemeinere Transformationen Symmetrietransformationen sein kon-
nen, denn es miissen nicht die Skalarprodukte selbst ungedndert bleiben sondern nur ihre Betrige. Es

muf also lediglich
(1 12) = (¢1142)] (1.7.8)

gelten. Man kann zeigen, daf§ sich Abbildungen mit dieser Eigenschaft, die keine unitdren Abbildun-
gen der Art sind, als sog. antiunitire Abbildungen beschreiben lassen. Wir wollen dieses sog.
Theorem von Wigner und Bargmann [[Bar64, Mes99)] hier nicht beweisen. In der Physik benétigt
man diesen Fall fiir die Beschreibung der Zeitumkehrsymmetrie. Wir kommen darauf spiter noch im
Zusammenhang mit der relativistischen Quantentheorie noch austiihrlich zu sprechen.
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1.7 + Unitdre Symmetrietransformationen

Ein besonders einfacher (wenngleich wichtiger) Spezialfall einer unitiren Symmetrie ist die Phasenin-
varianz der Quantentheorie. Setzen wir nimlich

U=exp(ip)l mit ¢€eR, (1.7.9)

so ist gemafd
|¢') =explip)|¢), O'=O0. (1.7.10)

Dafy U unitir ist, ist klar, denn es gilt
U = exp(—ig) 1T = exp(—ig)1. (1.7.11)

Wir konnen also alle Vektoren |¢) mit demselben Phasenfaktor multiplizieren, ohne daf} sich an
den Aussagen iiber das physikalische System etwas dndert, d.h. insbesondere, dafl der Vektor |¢’ > =
exp(ip)|¢) denselben Zustand des Systems reprisentiert wie |¢).

Als weiteres weniger triviales Beispiel betrachten wir

UT(E):exp<i5'p>. (1.7.12)

4

Wir wollen zeigen, daf} dieser Operator raumliche Translationen beschreibt. Das ist insofern plausibel
als auch in der klassischen Mechanik der Impuls die zur rdumlichen Translationssymmetrie geho-
rige Erhaltungsgrofie und im Poissonklammernformalismus der Hamiltonschen Mechanik Generator
dieser riumlichen Translationen ist (Noethertheorem! Vgl. [[Hee08al]). Wir gehen darauf in Kapitel
2 dieses Manuskripts noch sehr genau ein.

Betrachten wir zunichst die Wirkung des Operators U () auf die Orts- und Impulsoperatoren gemif3
(1.7.1). Da die Impulsoperatoren wegen (1.5.10) untereinander und folglich auch mit jeder Funktion

von Impulsoperatoren vertauschen, gilt

p'=U(E)pUl&)=pU (&)U () =p. (17.13)
Der Impulsoperator bleibt also ungedndert, so wie es ja riumlichen Translationen entspricht.

Etwas schwieriger ist die Herleitung der Transformation des Ortsoperators. Dazu betrachten wir den

transformierten Operator als Funktion der Parameter :

X&) =Up(E)x;UR(E). (1.7.14)
Bilden wir nun die Ableitung nach ¢&,:
ad ;. |3 > i > d oz
Da alle drei Impulsoperatoren untereinander vertauschen, gilt
d =4 1 =4 d t7 1 t /7
—U =—U —U =——p,U.(&). 1.7.16
Dies in eingesetzt ergibt nach einigen einfachen Umformungen
3 / 1 =4 t /7
g—g,kxj(g) - —%UT(g)[xj,pk]UT(E) =81 (1.7.17)
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Dies konnen wir wieder integrieren, um
x;(g):x;(0)+§]-11 (1.7.18)

zu erhalten. Wegen U,(0) =1 ist X/, (O) =x;, d.h. esgilt

%(E)=%+&1. (1.7.19)

Auch dies entspricht der erwarteten Translation des Koordinatensystems um den Vektor ¢ .

Die Wirkung des Operators (1.7.12) auf die Hilbertraumvektoren untersuchen wir am einfachsten in
der Ortsdarstellung. Zunichst gilt fiir die Ortseigenvektoren

1719

Ul (£)[7) P Ut (@' [7) = UL (E)&+ E1)[R) = G+ UL ). (1.7.20)

Es ist also UT(& )|x) Eigenvektor des Ortsoperators zum Eigenwert x + 5 Im folgenden wihlen wir
die Ortseigenvektoren als

%) =UL(%)[0). (1.7.21)

Dabei bezeichnet |0) den Eigenvektor von X zum Eigenwert 0. Da die simultanen Ortseigenvektoren bis
auf einen Phasenfaktor eindeutig bestimmt sind, entspricht die Wahl lediglich einer bequemen
Phasenkonvention fiir die verallgemeinerten Ortseigenvektoren. Physikalische Aussagen sind nimlich
unabhingig von der Wahl dieser Phasen.

Damit kénnen wir aber die Wirkung des Translationsoperators auf die Wellenfunktion in der Ortsdar-
stellung berechnen

') =(%|Ur ()¢ ) =(ULE0|Ur(E)4)

= (ULEULGER|¢)=(ULE+Ep|¢) = g(E+E). (1.7:22

Die Wellenfunktion verhilt sich also bzgl. Translationen wie ein skalares Feld.

Wir bemerken noch, daf§ die Translationen eine Abelsche Gruppe bilden. Die Hintereinanderaus-
fithrung zweier Translationen um die Verschiebungsvektoren éjl bzw. é:; ergibt namlich wieder eine
Verschiebung mit dem Versch1ebungsvektor cfl + 52 Dabei ist die Reihenfolge der Verschiebungen of-

fenbar unerheblich, denn es gilt 51 + 52 52 + 51 In der Quantentheorie hatten wir die Translationen
mit dem unitiren Operator (1.2.35) dargestellt. Wegen der Kommutativitit der Impulsoperatoren gilt
(die iibrigens bei den obigen Rechnungen bereits benutzte!) Beziehung

Ur(&)UL(E) = Ur(& + &)= Ur(&)Ur(&). (1.7.23)

Die Hintereinanderausfiihrung der quantenmechanischen Translationsoperatoren liefert also dieselbe
Gruppenbeziehung wie die Transformationsgruppe. MaW. bezeichnen wir die Translation des Orts-

vektors mit 7(&), so gilt
T(E)T(E)=T(&+E&)=T(ENT (&), (1.7.24)
d.h. die in diesem Fall abelsche Gruppenmultiplikation erfiillt dieselben Relationen wie sie auch die uni-

tiren Operatoren gemifd (1.7.23) besitzen. Wir haben also mit den unitiren Transformationen (1.7.12)
eine Abbildung der Translationsgruppe J des R® in die Gruppe der unitiren Transformationen
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1.8 - Die Dynamik im Schrodingerbild

im Hilbertraum % (7). Diese Abbildung der Gruppenelemente erfiillt dieselben Gruppenverkniip-
fungsregeln wie die Elemente der Gruppe selbst (vgl. (1.7.23) mit (1.7.24)!). Man nennt dies eine unitire
Darstellung der Gruppe im Hilbertraum.

Allgemein entspricht also einer Symmetriegruppe in der klassischen Theorie (hier der Newtonschen
Mechanik) in der ihr entsprechenden Quantentheorie einer unitiren Darstellung dieser Gruppe im
Hilbertraunf’} Man gelangt allerdings eher umgekehrt durch die Betrachtungen der unitiren Darstel-
lung der Symmetriegruppe der klassischen Theorie und durch Ableitung (analog zu unserem Vorgehen
in Gl. (1.7.17)) zu den Kommutatorrelationen der entsprechenden selbstadjungierten Operatoren, aus
denen sich wiederum die Eigenschaften der Wellenfunktionen dieser Quantentheorie und damit eine
zur praktischen Losung von physikalischen Problemen verwendbare Realisierung derselben ergibt. Wir
konnten z.B. die oben besprochene Realisierung der nichtrelativistischen Quantentheorie eines Teil-
chens allein aus den Kommutatorregeln der Heisenberg-Algebra gewinnen. Darauf kommen
wir im nichsten Kapitel noch austiihrlich zuriick.

1.8 Die Dynamik im Schrodingerbild

Wir beschiftigen uns nun mit der Beschreibung der Zeitentwicklung der die Observablen reprisen-
tierenden selbstadjungierten Operatoren und der Zustandsvektoren im Hilbertraum. Wir wollen zu-
nichst die dynamische Beschreibung eines Quantensystems in einer speziellen Form, dem sog. Schro-
dingerbild gewinnen. Dieses erhalten wir durch unmittelbare Identifikation der Operatoren und Zu-
stande mit den entsprechenden Elementen in der Ortsdarstellung. Die Wellenfunktion ist zeitabhin-
gig, wihrend die fundamentalen Observablen (z.B. Ort und Impuls fiir ein spinloses Teilchen), durch
die sich alle anderen Observablenoperatoren ausdriicken lassen, durch zeitunabhingige Differential-
operatoren beschrieben werden. Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion wird dabei durch die Schro-
dingergleichung

ih%gb(t,?c):ﬁgb(t,?c) (1.8.1)

beschrieben. Der Hamiltonoperatmﬂ H ist dabei fiir den einfachsten Fall eines Teilchens in einem
dufleren Kraftfeld mit Potential V' durch
=2

H=Y v& (1.8.2)

2m

gegeben. Dieser besitzt wegen (1.3.4) in der in (1.8.1) bendtigten Ortsdarstellung die Form

A 52
H=——A+V(%) (1.8.3)

2m

mit dem Laplaceoperator
L . g2 g2 o2
A=V.-V= .
dx? * dy? * dz?

Statt der hier angegebenen Form in kartesischen Koordinaten kann man ihn freilich in irgendwelchen
anderen dem jeweiligen Problem angepaften Koordinaten, z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten, ver-
wenden (s. dazu [[CH10Q]). Da der Hamiltonoperator H die Zeitentwicklung des Systems beschreibt,

(1.8.4)

*Die einzige Ausnahme bilden die Zeitumkehrtransformationen, die (wie schon oben erwihnt) durch eine antiunitire
Abbildung reprisentiert werden miissen.
>Um den Operator bzgl. der Ortsdarstellung von dem abstrakten Operator im Hilbertraum zu unterscheiden bezeichnen

wir den ersteren mit A und den letzteren mit H. Der Zusammenhang ist durch A (%)= (X|H¢) gegeben.
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reprasentiert er die Energie des Systems. Dies entspricht unserem Postulat 4, auf das wir gleich noch
niher eingehen werden. Da H selbstadjungiert ist, ist die Zeitentwicklung eine unitire Transforma-
tion. Insbesondere bleibt die Normierung der Wellenfunktion zeitlich erhalten. Sind namlich ¢; und

¢, irgendwelche Lésungen der Schrédingergleichung (1.8.1), so folgt
d
—¢a(t) >>

b (0190} =15 ({50,000 ) +{,0)
r>>+<¢1<t> ibi%(t)} (1.85)
(
(

:<_ih£¢1(t)
—(H¢ (£) | a(2)) +(1(2) [Hy(t))
=—(¢1()|He, (1)) + {1 (t) [H,(2)) =

d.h. die Skalarprodukte von beliebigen Zustandsvektoren dndern sich nicht mit der Zeit, und damit
ist die Zeitentwicklung eine unitire Transformation. Insbesondere bleibt die zum Anfangszeitpunkt
vorgenommene Normierung der Zustandsvektoren erhalten:

IO = ()| (1)) = (1) | d(15)) = 1. (1.8.6)

Da die Observablenoperatoren zeitunabhingig sind, sind auch deren Eigenfunktionen zeitunabhin-
gig. Identifizieren wir also iiber die verallgemeinerten Eigenzustinde des Ortsoperators die Wellen-
funktionen mit Kets im Hilbertraum vermoge

)= | xR EI9e)= | Ex g (1.8)

ist der Zustandsket eine Funktion der Zeit. Leiten wir diese Gleichung nach der Zeit ab, erhalten wir
d 3 = 9 -
—_— = —_— 1.8.8
5, |4(0) de x[¥) 5 ¢(1,%) (1.8.8)
und mit der Schrédingergleichung (1.8.1)
3 , R
S100) = | ExR A =5 | SxREIUDI= SHIO). 089
at ih i%h

R}

Wir haben oben auch gesehen, daf} aufgrund der Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators die Zeit-
entwicklung in der Ortsdarstellung durch eine unitire Transformation der Wellenfunktion gegeben ist.
Entsprechend verallgemeinert sich diese Beobachtung auf die darstellungsunabhingigen Zustandskets.
Es gibt also fiir jedes ¢ > z, eine unitire Transformation U(¢, ¢;), so daf}

|4(2)) = U(z, 1) | 4(10)) (1.8.10)

ist. Es mufl natiirlich insbesondere U(z, ;) = 1 gelten.
Um die Bewegungsgleichung fiir U(¢, ¢,) zu finden, leiten wir (1.8.10) nach der Zeit ab:

d d
&w>=—vr%w%w{—vu%] (£, 1) [4(2)). (1.8.11)
Der Vergleich mit (1.8.9) ergibt
d 1
= T S
[atU(t,to)}U (t,ty) ihH' (1.8.12)
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Nun gilt
UU'=1= (5, U)UT+ U4 U") =0. (1.8.13)

Die letzte Beziehung bedeutet, daf}
H =i#4[3,U(z,1,)]U'(z,1,) (1.8.14)

tatsichlich selbstadjungiert ist. Dies ist konsistent mit der Forderung, dafl der Hamiltonoperator H die
Energie des Teilchens reprisentiert. Multiplizieren von (1.8.14) von rechts mit 15U ergibt

159,U(t,ty) = HU(t, t). (1.8.15)

Wir zeigen weiter, dafy dabei H lokal in der Zeit sein mufi, d.h. H hingt hochstens von ¢, nicht aber
von ¢, ab. Dazu bemerken wir, daff der Zeitentwicklungsoperator U die Bedingung

U(z,ty) =U(t,t)U(t, ty) (1.8.16)

erfiillen muf}, denn die Hintereinanderausfithrung der Zeitentwicklung der Zustinde von der Zeit ¢,
bis zur Zeit ¢; und dann von #; bis ¢ mufy zusammengenommen der Zeitentwicklung von ¢, bis ¢

entsprechen. Leitet man dies nach ¢ ab und benutzt , folgt sofort, daf$ auch
H=i5U"(z,1,)d.U(t,1,) (1.8.17)

gilt, d.h. H ist hochstens eine Funktion von ¢, nicht vom Anfangszeitpunkt #,. In abgeschlossenen
Systemen ist H definitionsgemif$ zeitunabhingig.

Die genaue Form des Hamiltonoperators fiir ein gegebenes Systems ist natiirlich durch physikalische
Prinzipien zu gewinnen und kann nicht mathematisch hergeleitet werden. Als sehr tragfahig haben sich
in der gesamten modernen Physik die Symmetrieprinzipien erwiesen, aus denen heraus man Wechsel-
wirkungen postulieren kann. Dabei spielt das Noethertheorem eine wesentliche Rolle, also dafl je-
der unabhingigen Symmetrieoperation (das sind in der Quantentheorie im wesentlichen die unitiren
Transformationen), die den Hamiltonoperator invariant 1af3¢, ein Erhaltungssatz entspricht. Durch die
empirische Beobachtung von Erhaltungsgroflen lassen sich nun aber umgekehrt auch die Symmetrie-
prinzipien gewinnen, die zur Aufstellung des Hamiltonoperators benutzt werden konnen. Wir gehen
auf diese fundamentalen Symmetrieprinzipien im nichsten Kapitel noch ausfiihrlich ein.

Nehmen wir nun an, der Hamiltonoperator sei zeitunabhingig. In dem bis jetzt ausschliefllich benutz-
ten Schrodingerbild heifdt das, daff er eine Funktion der fundamentalen Operatoren X und p und nicht
der Zeit ist. Dann ist die Losung der Differentialgleichung formal sehr einfach. Wir kdnnen
dann ndmlich diese Gleichung genauso wie eine Differentialgleichung fiir komplexwertige Funktionen
behandeln, denn es treten keine Probleme mit der Nichtkommutativitit von Operatoren auf. Demnach
ist die formale Lésung durch

i

5

gegeben. Daf} dies tatsichlich die Losung ist, weist man sehr leicht durch Ableiten der Gleichung nach.
Dabet ist es entscheidend, dafl in diesem Fall U mit H fiir jedes ¢ vertauscht. Wire H zeitabhingig, wire
dies nicht mehr unbedingt der Fall und die Losung des Problems weitaus verwickelter. Wir kommen
darauf weiter unten noch zuriick.

U(t,to):exp|: (t—tO)H] (1.8.18)

Wichtig ist noch die Frage nach den stationiren Zustinden. Dies war ja einer der Ausgangspunkte fiir
die Entwicklung der Quantentheorie, nimlich die Losung des Problems, wie es stabile Atome geben
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kann, was klassisch ja nicht mit den Rutherfordschen Beobachtungen bzgl. der um den Kern ,kreisen-
den“ Elektronen vereinbar ist. Fiir die Quantentheorie stellt das deshalb kein Problem dar, weil wir
nach Zustinden suchen konnen, die sich zeitlich nicht indern. Beobachtbar sind aber Zustinde nicht
direkt, nur die Meflwerte von Observablen (Eigenwerte der dazugehorigen Operatoren) am Einzelsy-
stem bzw. deren Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten fiir eine grofle Zahl von gleich priparier-
ten Systemen (Ensembles). Das bedeutet aber, dafl zwei Zustinde |¢) und |¢/>, die sich nur durch einen
»Phasenfaktor®, also durch Multiplikation mit einer komplexe Zahl vom Betrag 1, unterscheiden, die
gleiche physikalische Situation beschreiben und im Sinne der Quantentheorie als der gleiche Zustand
angesehen werden miissen. Damit ist [((t)) ein stationdrer Zustand, wenn fiir jeden Zeitpunkt ¢ eine
reelle Zahl a(t) existiert, so daf3

|¢(t)>stat CXp —16‘( |¢ tO )stat (1819)
gilt.
Andererseits folgt aus (1.8.9) fiir einen stationiren Zustand
I)M( )stat |¢ )stat' (1820)

Das bedeutet aber, dafl |¢4(¢)) ., zu jedem Zeitpunkt ein Eigenvektor des Hamiltonoperators H(¢) zum
Eigenwert %¢(¢) sein mufl. Es ist also notwendig

() g = E()|(20)) e mit  E(2)= Ba(t). (1.8.21)

Falls H zeitunabhingig ist, ist auch E(¢) = E = const, und es gilt wegen (1.8.18)

900 =50~ (¢ = ) |900) (1522

Wir kénnen also festhalten: Stationire Zustinde eines Systems sind genau die Eigenzustinde des Ha-
miltonoperators. Wegen ithrer Wichtigkeit nennt man die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators
in der Ortsdarstellung auch zeitunabhingige Schrodingergleichung.

Es ist klar, daf} bei gegebener Anfangsbedingung in Form der Wellenfunktion ¢(X) = ¢(t,,%) die
allgemeine Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung am einfachsten durch Entwicklung nach
Energieeigenfunktionen gegeben ist. Ist nimlich |E, @) ein vollstandiger Satz von Energieeigenzustin-
den, wobel o eventuelle weitere den Zustand charakterisierende diskrete und kontinuierliche Parameter
bezeichnet, so kénnen wir (1.8.18) wie folgt verwenden:

$(1,3) = (7] (1)) = (UG 1) 4(10) i&iquwwmn%wm

. (1.8.23)
1 -
:idEeXp [—%E(t — to)]ida gﬁE,a(x) (E,a|d(1))-
Dabei definieren wir die Energieeigenfunktionen
9155 ,(X)=(X|E,a) mitder Normierung
(1.8.24)

<E’,a/|E,a>:3(E ENS(a—a) Jd3x¢E// (X)PE o(X)
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Die kombinerten Summations-Integralzeichen tiber E und @ bedeuten wieder Integrale tiber den konti-
nuierlichen und Summen {iber den diskreten Teil des Spektrums der betreffenden Operatoren des gera-
de verwendeten vollstindigen Satzes kompatibler Observabler. Ebenso bedeuten die §-Distributionen

in (1.8.24) im diskreten Teil des Spektrums Kronecker-Symbole.

Die Komponenten des Anfangszustandes sind durch

(Ealg(e) = | &% (E.15) (£1906) = | xd (D)l (1.8.29

gegeben. Haben wir also den vollstindigen Satz von Energieeigenfunktion gemif3 (1.8.24) bestimmt,
konnen wir die Losung des Anfangswertproblems der zeitabhingigen Schrodingergleichung sofort an-
geben.

1.9 Bildtransformationen

Wir haben oben schon mehrfach betont, dafy die Elemente der Quantentheorie, nimlich die selbstad-
jungierten Operatoren, die Observablen reprisentieren, und die Hilbertraumvektoren, die die Zustin-
de des Systems reprisentieren, selbst nicht direkt beobachtbar sind. Mégliche Mef§werte von Observa-
blen sind durch die Eigenwerte der sie reprisentierenden Observablen bestimmt. Bei einer Pripartion
des Systems, das die Werte eines vollstindigen Satzes kompatibler Observabler festlegt, befindet sich das
System in den zu diesen simultanen Mefiwerten gehorigen eindeutig bestimmten Eigenzustand. Allen
Observablen, zu dem dieser Zustand nicht Eigenzustand ist, kommt kein eindeutiger Wert zu, es kon-
nen aber Erwartungswerte solcher Observablen und die Wahrscheinlichkeit des Eintretens bestimmter
moglicher Meflwerte gewonnen werden.

Alle an realen Systemen durch Messung prinzipiell iberhaupt erfaflbaren Groflen (wie die moglichen
Mefiwerte einer Observablen, Erwartungswerte von Observablen oder Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen fiir die Werte von Observablen) andern sich offenbar nicht, wenn wir eine unitire Transformation
B wie folgt auf Zustandskets und Observablen reprisentierende Operatoren wirken lassen:

|¢'Y=B|¢), O'=BOB, (1.9.1)

denn dann gilt

(¢'|¢')=(BIBY)=(8|B'BY)=(41¢),
(0), = (B¢ |BOB'|BS) = (4]0l ¢).

s 1st auch klar, daf} selbstadjungierte Operatoren unter dieser unitiren Transformation selbstadjun-
Es ist auch klar, daf§ selbstadjungierte Operat ter d t Transf t Ibstad
giert bleiben und Kommutatoren sich kovariant transformieren:

(1.9.2)

[0},0,]=B[0,,0,]B". (1.9.3)

Da in all diesen Manipulationen an Zustinden und Observablenoperatoren die Zeit keine Rolle spielt,
darf dabei B offenbar auch zeitabhingig sein. Im vorigen Abschnitt haben wir allerdings angenommen,
daf} die Operatoren zeitunabhingig und die Zustandskets zeitabhingig sind. Ist nun B zeitabhingig,
ist dies fiir die gemif} transformierten Objekte nicht mehr notwendig der Fall, wihrend aber die
physikalischen Aussagen der Theorie ungeindert bleiben. Wir haben also eine recht grofie Freiheit, die
Zeitabhingigkeit auf Zustandsvektoren und Observablenoperatoren zu verteilen, ohne dafl dies den
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Kapitel 1 - Erinnerung an die Quantenmechanik I

physikalischen Gehalt dieser Objekte andert. Man nennt eine konkrete Realisierung dieser Verteilung
der Zeitabhingigkeit auf Zustandsvektoren und Observablenoperatoren Wahl des Bildes der Zeitent-
wicklung. Eine zeitabhingige unitire Transformation heiflt daher auch Bildtransformation,
da sie von einem Bild der Zeitentwicklung zu einem anderen wechselt.

Im folgenden wollen wir die Dynamik des Systems in einem beliebigen Bild formulieren, so daf§ wir
kein spezielles, z.B. das Schrédingerbild, mehr benétigen. Gleichwohl machen wir vom Schrodinger-

bild zur Herleitung dieser Gleichungen Gebrauch. Seien also |¢/) und O Zustandskets und Operatoren
im Schrédingerbild und |¢/> und O’ die gemif (1.9.1) transformierten Objekte. Dann ergibt sich

4y = B ey 1
3 [¢/(0) ==~ 14(0) = BEOHI(), (1.9.4)

wobei wir von (1.8.9) Gebrauch gemacht haben. Setzen wir jetzt auf der rechten Seite die gemif} (1.9.1)

transformierten Objekte ein, folgt

i . .o o..d
d%|¢/(t)>:—%Y(t)|¢/(t)> mit Y(t):H(t)+1h¥BT(t). (1.9.5)

Dabei ist H'(¢) = B(:)HB(¢) der Hamiltonoperator im neuen Bild. Offensichtlich ist Y() selbstad-
jungiert. Da nimlich H selbstadjungiert ist, trifft dies auch auf H'(¢) zu. Bleibt der zweite Term in
(1.9.5) zu iiberpriifen. Da B(z) unitir ist, gilt

B(¢)B'(¢)=1. (1.9.6)
Leiten wir diese Gleichung nach der Zeit ab, folgt
B(:)B'(1)+ B(t)B(t) = B(t)B (1) + [B(+)BT(1)] =0. (1.9.7)

Dabei verwenden wir wie in der Mechanik den Punkt, um die Zeitableitung zu bezeichnen. Dann folgt
aber

[i#B(0)B(1)] =—iB(0)8' (1) 122 +inB(0)B(2), (1.9.8)

d.h. auch der zweite Term in der Definitionsgleichung von Y(#) (1.9.5) ist selbstadjungiert, d.h. es gilt
tatsichlich
Yi(r)=Y(2). (1.9.9)

Fiir die Observablen folgt durch eine einfache Rechnung die Bewegungsgleichung

o 1. o -
5 = OXX(M]+a™O" mit X(1)=H'(1)-Y(). (1.9.10)

Dabei definieren wir

32?0’ = B(t)(3,0)B(1), (1.9.11)

wobei die Zeitabhingigkeit des Operators O im Schrodingerbild rein explizit ist. Die fundamentalen
Operatoren x und p, aus denen sich jeder Operator O = O(x, p; t ) aufbauen lifit, sind im Schrodinger-
bild definitionsgemaf} zeitunabhingig.

Die physikalisch relevanten dynamischen Aussagen der Quantentheorie hingen auch im neuen Bild
nur von H'(¢) ab, wihrend das Bild durch die willkiirliche Festlegung eines der selbstadjungierten
Operatoren X(t) oder Y(¢) definiert werden kann. Diese beiden Operatoren sind durch X(¢)+Y(¢) =
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H'(t) miteinander verkniipft, d.h. hat man einen der beiden Operatoren willkiirlich gewihlt, ist der
andere ebenfalls gewihlt.

Man kann in der Tat leicht zeigen, daf} die Annahme der Bewegungsgleichungen (1.9.5) und (1.9.10)
auf eine bildunabhingige Dynamik der relevanten Groflen fithrt. So gilt
d d

e O/ = <_ / /> / / < /
00, =(sv]o])+ (¢ |0 )+ (s
Setzen wir nun (1.9.5) und (1.9.10) in diese Gleichungen ein, finden wir die bildunabhingige Gleichung

%(0’) y= <6/>¢/ mit O = é [0, H']+370. (1.9.13)

dO’ d
o’ — o|— ’>. 1.9.12
dt dt ¢ ( )

Dies ist das Ehrenfestsche Theorem in bildunabhingiger Schreibweise. Dabei ist zu beachten, daf}
der Ring tiber einem Operator i.a. nicht die mathematische Zeitableitung desselben bedeutet, sondern
durch die Kommutatorrelation erginzt durch die Ableitung aufgrund der expliziten Zeitabhingigkeit
definiert ist. Dies ist die sog. physikalische Zeitableitung der Quantentheorie, die man als unter
Bildtransformationen kovariante Zeitableitung betrachten kann. Damit haben wir auch Postulat
4 erklirt. Die Postulate sind damit sowohl unabhingig von einer konkreten Darstellung, also der
Wahl eines bestimmten vollstindigen Satzes kompatibler Observabler zur vollstindigen Festlegung des
Systemzustandes, als auch unabhingig von der Wahl des Bildes der Zeitentwicklung, also der Wahl
der Verteilung der Zeitabhingigkeit auf Zustandsvektoren und Observablenoperatoren.

1.10 Das Heisenbergbild

Als eine Anwendung der bild- und darstellungsunabhingigen Formulierung der quantentheoretischen
Dynamik betrachten wir die Herleitung der dynamischen Gleichungen im Heisenbergbild. Dieses Bild
ist in gewissem Sinne das genaue Gegenstiick zum Schrodingerbild. Die volle Zeitabhingigkeit wird
dabei auf die Observablenoperatoren gewilzt. Das bedeutet, dafl wir gemifl (1.9.5) und (1.9.10)

zu setzen haben. Explizit heiflt das, dafl die kovariante Zeitableitung identisch ist mit der totalen Zeita-
bleitung und die Zustandsvektoren tiberhaupt nicht zeitabhingig sind.

Zeitentwicklung in der Energieeigenbasis

In diesem Bild 143t sich auch sehr einfach der bildunabhingige Zeitentwicklungsoperator fiir die Wel-
lenfunktion in der Ortsdarstellung, also der Propagator der Schrédingergleichung bei gegebenem
Hamiltonoperator, gewinnen. Es gilt wie in jedem Bild

(£, %)= (%, t|¢) = ij P’ (%,0]%', 1) hlt0, %), (1.10.2)

Dabei bedeutet |X, ¢) zu jeder Zeit ¢ den verallgemeinerten simultanen Eigenzustand der drei Ortskom-
ponentenoperatoren zum Spektralwert ¥ € R?, d.h. es gilt fiir alle ¢ > ¢,

X(1)|x,t) =x|X,z). (1.10.3)
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Falls der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhingig ist, gilt fiir den Ortsoperator

1

)_E(t):exp[ h(t—to)H]i(tO)exp [—ih(t—to)H}. (1.10.4)

Durch Ableitung nach der Zeit (Ubung/) sieht man nimlich sofort, daf§ dann in der Tat die Bewegungs-
gleichung

d 1
Tx(t)= = [x(t)H], (1.10.5)

wie es gemdf} (1.9.10) im Heisenbergbild, das durch (1.10.1) definiert ist, sein mufi. Aus (1.10.4) folgt

sofort, dafl die Zeitentwicklung der Ortseigenvektoren durch

X, t) :exp[%(t—to)H}b_f, to) (1.10.6)
gegeben ist.
Folglich ist
U(t,X;ty,x") = <9?, AEI > = <£, ty lexp [—%(t — tO)H:| X/, t0> (1.10.7)
und
U(to, %31, %) = 8O (F — 7). (1.10.8)

Leiten wir nach der Zeit ab (Ubung!), folgt sofort, dafl fiir den Propagator die zeitabhingige
Schrédingergleichung

ih&tU(t,?c;to,a?’):IQIU(EE,t;tO,?c’) (1.10.9)

gilt. Dabei ist H der Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung bzgl. X. Gemif3 1) ist die Zeitent-
wicklung der Wellenfunktion dann durch

G, %)= | LU, % 15,3 ) (15, %) (1.10.10)
R3

gegeben. Wegen (1.10.9) erfiillt diese Wellenfunktion in der Tat die zeitabhingige Schrodingergleichung

und wegen (1.10.8) auch die Anfangsbedingung.

Adjunktion von (1.10.7) liefert unter Beriicksichtigung der Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators
U*(t,%;t5,%') = <§’, t

exp[%(t —to)H] ,z,to> = Uty 7';1, 7). (1.10.11)

Wir wollen zur Illustration den Propagator des freien Teilchens mit dieser Methode berechnen. Defi-
nitionsgemaf} ist der Hamiltonoperator des freien Teilchens

=2
H=F (1.10.12)
2m
Nach (1.9.10) und (1.10.1) folgt zunichst
dp 1 . dx 1. 1.
— = H|=0 —_= Hl|=—p. 1.10.13
de iia[p’ I=0 dt ih[x’ ] mr ( )
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Die Losung ist in diesem Fall sehr einfach:

- - - o . (t—ty).
P(1)=B(to) =Por  X(t) =R +—po. (1.10.14)
Multiplizieren wir die Eigenwertgleichung
X(1)|X,t) =X |%,¢) (1.10.15)

mit (X, to| und wenden die Lsung (1.10.14) der Heisenbergschen Operatorbewegungsgleichungen so-
wie die Hermitezitit der Operatoren X, und p, an, finden wir die Bestimmungsgleichung

[73}0+XO (xO,tolx,t>:x<xo,to|x,t>, (1.10.16)

wobei wir (1.3.4) benutzt haben. Eine Lsung dieser Gleichung lautet

(Eo,to|£,t):U*(t,%;to,io):N*(t—to)exp[— o h(a?—;?o)z]. (1.10.17)

2(t—ty)
Nehmen wir an, daf§

N*(t —ty) =N(ty—1) (1.10.18)
ist, gilt dann nimlich offenbar (1.10.11). Zur Bestimmung von N(t) verwenden wir die Schrodinger-
Gleichung (1.10.9), was

3 N,

N(z) :—z(t_tO)N(t) = N(t)= TEraTE

(1.10.19)

liefert.

Die noch unbestimmte Normierungskonstante N, bestimmt sich aus der Anfangsbedingung
(Ros 1o | %, 15) = 8O(Z —%,). (1.10.20)

Es ist klar, daf§ zu jedem Zeitpunkt als Distribution aufzufassen ist, denn es handelt sich mit
Sicherheit nicht um eine quadratintegrable Funktion. Um N, zu bestimmen, kénnen wir daher auch
nicht einfach ¢ = ¢, setzen, und in der Tat wird dann singulir. Es geniigt allerdings, (1.10.17)
auf eine beliebige Testfunktion anzuwenden. Dazu bietet sich hier eine Gauf$funktion an, denn dann
konnen wir die benétigten Integrale geschlossen auswerten. Wihlen wir also

X

Jo(X)=Aexp <—;—2> (1.10.21)

o2

Dann folgt

§D)= [ Uit ol

. . (1.10.22)
VO S N SRV |
®) de erXp[Z(t—to)h(X %o) 402]
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Dieses Integral lifit sich geschlossen auswerten (vgl. Anhang[A):

(1, %)= AN, [ 4no’h ]3/2 < i > (1.10.23)
= X — . . .
¥ N bt —tg)—2imo?z| P\ Gmo?+2ih(t —1y)

Damit dies fiir # — #, mit der Anfangsbedingung (1.10.21) kompatibel ist, mufl offenbar

3/2
7 ) (1.10.24)

Ny = <
" \2rih
sein. Demnach erfiillt N(z) gemaf (1.10.19) offenbar tatsichlich unsere obige Annahme (1.10.18) Der

Propagator fiir das freie Teilchen ist damit also durch

o m 32 im N
U(t,x,to,xo)_ [m} CXP[W(XI—XO) ] (11025)

gegeben.

1.11 Der Propagator als Green-Funktion der Schrédingergleichung

Wir diskutieren noch ein Weilchen {iber Propagatoren bzw. Greensche Funktionen der Schrodinger-
gleichung. Der Propagator fiir ein quantenmechanisches System wird besonders einfach, wenn man
nicht wie oben die Ortsdarstellung sondern die Energieeigenzustiande als Basissystem wihlt. Wir
schreiben die Zeitentwicklung wieder im Heisenbergbild und leiten zunichst die Zeitentwicklungglei-
chung der Eigenzustinde von nicht explizit zeitabhingigen Operatoren her. Sei also A(¢) der selbstad-
jungierte Operator einer Observablen A im Heisenbergbild. Dann gilt wegen (1.9.10) und (1.10.1)

d 1

—A(t)=—[A(t),H]. 1.11.1

d @)= (A0 H] (1)
Wir gehen auch von einem nicht explizit zeitabhingigen Hamiltonoperator aus. Setzen wir in (1.11.1)
A = H ein, sehen wir, dafl der Hamiltonoperator dann zeitlich konstant ist, so daf} wir das Zeitargu-
ment fiir diesen gleich weggelassen haben. Dann kénnen wir aber die Losung der Differentialgleichung

(1.11.1) sofort angeben:

15(t —ty)H 15(t —ty)H
A(t):exp[lh(tTtO)}A(to)exp [—lh(tTtO)]. (1.11.2)
Setzen wir "
B(t,ro):exp[%], (1.11.3)
so ist offenbar B(t, t,) unitdr, und wir konnen fiir (1.11.2) auch
A(t)=B(t, t,)A(t,)BT(z, 1) (1.11.4)

schreiben, was mit (1.9.1) ibereinstimmt, wenn wir annehmen, daf§ zur Zeit ¢, im Schrédinger- und
Heisenbergbild dieselben Operatoren verwendet werden, was wir stets tun diirfen. Dabei bezeichnet
t, wieder den Anfangszeitpunkt, zu dem wir uns das System in irgendeinem Zustand |¢) pripariert
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denken. Im Heisenbergbild sind die |¢) definitionsgemifd zeitlich konstant. Die Eigenzustinde von

A(¢) sind hingegen wegen (1.11.2) zeitabhingig. Aus

A(t)|a,t) =ala,t) (1.11.5)
folgt durch Einsetzen von (1.11.2)
B(z,1,)A(1,)B(¢, 1) |a, tp) = ala, t). (1.11.6)

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit BT, folgt
A(to)BY (¢, t,) |a, t) =aB(¢, 15)|a, t) (1.11.7)
Daraus folgt, dafl BT (¢, #5) |4, ) Eigenvektor von A(t,) zum Eigenwert 4 ist. Damit ist also
B (¢,t)|a,t) =|a,to) = |a,t) =B(z,1y)|a, 1) . (1.11.8)

Ist dann |a;¢) ein VONS von irgendwelchen Energieeigenvektoren (wobei @ wieder die Eigenwerte
irgendwelcher drei voneinander unabhingiger mit H kompatibler Observabler bezeichnet), so konnen
wir die Zeitentwicklung der Wellenfunktion in der Energiedarstellung sofort angeben[®}

iH(t — to)] o ¢>

Jlo,)= (oot ) = (Blo, )] ) = exp T2
:<exp[%]a,to ¢>:exp[—%](a,to|¢) (1.11.9)

or Mg

Damit konnen wir aber auch die Zeitentwicklung in jeder anderen Basis nach den entsprechenden
Energieeigenfunktionen bzgl. dieser Basis ausdriicken, z.B. in der Ortsdarstellung

¢<z,z>=<z,r|¢>=fda<%,r|a,r><a;r|¢>

=[x @remp [ E ] gt .

(1.11.10)

Dabei sind die Energieeigenfunktionen in der Ortsdarstellung zeitunabhingig, denn es gilt wegen der

Unitaritit des Zeitentwicklungsoperators (1.11.3)
u,(X) = (%, t[as2) = (B(t, 10)X, to | B(¢, to)a, 1y )
.t X (1.11.11)
= <x, t ’ B'(t,t,)B(z,t5)a, tg > = (X, tp]a,ty) .

Wie wir oben gesehen haben, konnen wir die #,(x) tiber die zeitunabhingige Schrédingergleichung
berechnen. Dies folgt im jetzigen Kontext sehr einfach aus

Hug (%) :=(%,t |HE, a5t ) = E (¥;t | E, a5t ) = Eng (%), (1.11.12)

®Fiir das freie Teilchen kdnnen wir z.B. fiir « die drei Komponenten des Impulses wihlen, die miteinander und mit H
vertauschen. Fiir ein Teilchen in einem radialsymmetrischen Potential kénnen wir fiir @ den Energieeigenwert E selbst sowie /
und 7, also die Bahndrehimpulsbetragsquantenzahl (Eigenwert %/(I4-1) von L?) und die ,Magnetquantenzahl entsprechend
dem Eigenwert m % von L,, verwenden.
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Wir wollen noch eine wichtige Darstellung des Propagators mittels dieser Energieeigenzustinde her-
leiten. Dazu miissen wir nur ¢(t,, @) durch die Wellenfunktion in der Ortsdarstellung ausdriicken:

¢~<tO’Q>: (a,to|¢):fR3d3x’ (aato|9?/;fo><£/§fo|¢>

(1.11.13)
_ f P (7)Yt ).
R3

Dies in eingesetzt liefert
I(2,7) = f d%’i da 3%y, (%) exp [_@] RS (1.11.14)
R3

Der Vergleich mit der Definition des Propagators (1.10.10) liefert die gewiinschte Darstellung vermittels
Energieeigenzustinden:

(1.11.15)

U(t, %51, %) :ida (%", () exp [_M] ‘

4

Dem Leser sei zur Ubung empfohlen, sich davon zu iiberzeugen, daf§ dieselben Resultate auch aus dem
Schrodingerbild bzw. tiberhaupt einem beliebigen Bild der Zeitentwicklung folgen. Im letzteren
Fall werden die Rechnungen allerdings ein wenig komplizierter, da dann sowohl die Zustandsvektoren
als auch die Eigenvektoren von Observablen zeitabhingig werden.

Als Beispiel betrachten wir wieder das freie Teilchen und legen das Heisenbergbild zugrunde. Hier
haben wir gleich mehrere Moglichkeiten der Wahl fiir einen vollstindigen Satz kompatibler Observa-
bler fiir die Energieeigenzustinde; z.B. konnen wir die drei Impulskomponenten p oder E ,ZZ,LZ als
den vollstindigen Satz kompatibler Observabler, die auch mit E kompatibel sind, wihlerf}

Hier verwenden wir die drei Impulskomponenten p als vollstindigen Satz kompatibler Erhaltungs-
groflen. Wegen

=2
P
=— 1.11.16
py ( )
sind diese mit H vertriglich und folglich zugleich Energieeigenzustinde
N .
H|p.t)=—[p:t) =E(B)[p:t), (1.11.17)
wobei wir die Dispersionsrelation fiir das freie Schrédinger-Teilchen
2
E(3)=2- (1.11.18)
2m

eingefiihrt haben. Die Energieeigenfunktionen sind dann freilich einfach die ins Dreidimensionale ver-
allgemeinerten Impulseigenfunktionen (1.3.11)

. . 1 ip-x
<x,t|p,t>:u;(x):Wexp< Ph > (11119)

7Es ist klar, dafl es sich dabei im hier betrachteten Fall eines nicht explizit von der Zeit abhingigen Hamiltonoperators
H um zueinander kompatible Erhaltungsgroflen des Systems handeln mufi. Diese kommutieren dann aufgrund der Bewe-

gungsgleichung im Heisenbergbild, wo definitionsgemaft X = H (c.f. Gl. ) gilt, mit H.
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Die Zeitentwicklung (1.11.10) nimmt demnach die Form

R 4 vl E(p)t—ty)—p-%
gb(t,x):fR}—(2nb];3/2¢(to,p)e)(p[_l (p)t l;o) P ]

an. Gibt man den Anfangszustand in der Ortsdarstellung an, findet man die in (1.11.20) bendtigte
Wellenfunktion in der Impulsdarstellung durch die entsprechende Fourier-Transformation:

N AR I XA ENSTEAT)

d3x ip-x -

1.12 Die Green-Funktion fiir ein freies Schrédingerteilchen

(1.11.20)

(1.11.21)

Wir konnen den Propagator des freien Teilchens auch noch in einer anderen fiir die Vielteilchenphy-
sik im nichsten Kapitel duflerst wichtigen Form schreiben. Dazu gehen wir von der zeitabhingigen
Schrédingergleichung des freien Teilchens in der Ortsdarstellung aus, die wir in der Form

d BN L
<1h§+ . >¢(t,x)_o (1.12.1)

schreiben. Diese Gleichung ist unter Vorgabe der Anfangsbedingung
(1o, %) = o(%) (1.12.2)

zu 16sen. Die physikalische Situation, die wir hier beschreiben, ist wieder, dafl wir uns das Teilchen
durch Festlegung der Werte eines vollstindigen Satzes kompatibler Observabler in diesem Anfangs-
zustand |¢,) pripariert denken. Physikalisch ist es also irrelevant, wie die Wellenfunktion ¢(t,x) fiir
Zeiten t < t aussieht. Wir machen nun den folgenden Ansatz, der sich gleich noch als niitzlich erwei-
sen wird

h(t,%)=0(t —15)¢4'(1,%), (1.12.3)
wobei die Heavisidesche Einheitssprungfunktion durch
O f--
Ot—t)=1 o <k (1.12.4)
1 fir &>
definiert ist. Wir benétigen noch die wichtige Formel
%@(t — 1) = S(t —tp). (1.12.5)

Diese ist selbstverstindlich im Distributionensinne zu verstehen. Um sie zu beweisen, miissen wir also
3,0(t —ty) auf eine Testfunktion f : R> — C anwenden. Es gilt definitionsgemif}

fRdtf(t)jt (t—ty)= Jdt@t—to — /(1)

=], aro=—ro|,
=+f()= | dtf(0d—t).

(1.12.6)
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Da dies fiir beliebige Testfunktionen f gilt, muf} folglich auch (1.12.5) gelten, denn Distributionen sind
eindeutig durch ihre Wirkung auf Testfunktionen definiert.

Setzen wir also (1.12.3) in (1.12.1) ein und verwenden bei der Zeitableitung (1.12.5), erhalten wir

>®(t — ") (£,%) =158 (t — 1)/ (£, %)

at 2m

., 3 BA?
—I—@(t—to)(lhz—l- Py

=0

>¢’(t,?c) (1.12.7)

=1h8(t —19)¢ho(¥)
Andererseits konnen wir ¢(z,X) gemafl mit Hilfe des Propagators ausdriicken:
gb(t,)?):@(t—to)gb/(t,)?):@(t—to)f &Px' U8, %510, %) do(X)
R (1.12.8)
::J x5 G(t,%;t0, X ho(X)
R3

Setzen wir dies in (1.12.7) ein, erhalten wir unter Beachtung, daf§ offenbar fiir ¢’ die Anfangsbedingung

Do(¥) = (1o +0", %) = O(0)¢ (10, X) = ¢/ (8, %) (1.12.9)
gilt,
o BN
ih | P i+ —=—= ) G(t, %510, X))o () =158 (t — t')ho(F). (1.12.10)
R3 at 2m
Da dies fiir alle moglichen Anfangsbedmgungen ¢o(X') gilt, ist also notwendig (wenn wir zur Verein-

heitlichung der Schreibweise ¢’ = t, setzen)

g HAZ
i+ —= | G(t,%;10,%) = 8(t — 1) 8P (F —X) (1.12.11)
dt  2m

Folglich ist G(t,%;t,,x") eine Greensche Funktion des Schrodingeroperators

ih J A 1.12.12
—-—+ =, 12,
dt 2m ( )
Die Gleichung (1.12.11) ist wegen (1.12.8) mit der Nebenbedingung

G(t,x;t',x)=0 fir t<t (1.12.13)

zu 16sen.

Dazu stellen wir G durch ihre Fouriertransformierte bzgl. der Zeit und des Ortes dar und bertick-
sichtigen, dafl offenbar G eine Funktion von t — ¢’ und ¥ — X’ sein muf}:

4 L _
G(t,?c’;t’,?c’):J (20‘ ;’)4 exp[_ipo(t t)—p-( x)]
re (27

- (po,p) (1.12.14)

42



1.13 + Die Zeitentwicklung in einem beliebigen Bild (Dirvac-Bild)

Setzen wir dies auf der linken Seite von (1.12.11) ein und schreiben die 8-Distribution auf der rechten

Seite ebenfalls als Fourierintegral,

S(t—t)8IEF—3")= fw (2(3:2)4 exp [—i polt=2) _;’ (F—F) } : (1.12.15)
erhalten wir durch Vergleich der Fourierintegrale
é(po,ﬁ):;_, mit E(p)= E. (1.12.16)
Po—E(p) 2m

Hierbei tritt nun bei der Transformation inden t, 7-Bereich das charakteristische Problem des
Pols bei py = E(p) auf. Dies lifit sich dadurch beheben, dafy man den reellen Integrationsbereich fiir p,
ein wenig in die komplexe p,-Ebene deformiert. Dabei ist darauf zu achten, daf} die Randbedingung
erfiillt wird. Aufgrund der Exponentialfunktion in konnen wir den Residuensatz
anwenden, indem wir den Integrationsweg durch einen sehr groflen Halbkreis im Unendlichen schlie-
f8en, und zwar in der oberen (unteren) Halbebene fiir ¢ < ¢’ (¢ > t’). Wir miissen mit unserem Integra-
tionsweg den Pol also so umlaufen, daf§ dieser beim Schliefien in der oberen Halbebene fiir # < ¢’ nicht
in dem vom Integrationsweg umschlossenen Gebiet liegt (vgl. Abb.[L.1), denn dann verschwindet das
Integral wegen des Cauchyschen Integralsatzes, wie von der Randbedingung gefordert. Alter-
nativ konnen wir auch einen kleinen positiven Imaginirteil zum Nenner addieren und diesen nach der
Po-Integration gegen 0 gehen lassen. Das schreiben wir im Sinne von Distributionen in der Form

~ - 1

Gre 5 - (11217)
(0> P) () Fi0"

Dann liegt der Pol pépOI) = E(p)—i0" nimlich in der unteren Halbebene und dies hat denselben Effekt

wie die Deformation des Integrationsweges gemifd Abb. (1.1, wenn wir wieder den urspriinglichen reel-

len Integrationsweg wihlen und diesen in der oberen bzw. unteren Halbebene durch einen unendlich

~

groflen Halbkreis schlieflen. Wir haben jetzt diese Greensche Funktion genauer mit G, bezeichnet,

denn es handelt sich wegen der Randbedingung (1.12.13) offensichtlich um die retardierte Greensche

Funktion der Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen.

Fiihren wir nun in (1.12.14) nur die py-Integration mit (1.12.17) fiir G aus, erhalten wir die Darstellung
der retardierten Greenschen Funktion als Funktion der Zeiten ¢,¢" und p, die sog. Mills-Darstellung:

s [ dp 1 ot —1)
Gl (t,t'; =J 9 — [—O— . 1.12.18

Wir konnen dieses Integral mit Hilfe des Residuensatzes auswerten, indem wir die Integrationswege
wie in Abb. |1.1| (rechts) eingezeichnet schlieflen. Dann folgt

Géet(r,r’@:% cxp [_% @)(f—t’>]' (1.12.19)

1.13 Die Zeitentwicklung in einem beliebigen Bild (Dirac-Bild)

Wir wenden uns nun der Formulierung der Bewegungsgleichungen fiir die Zustandsvektoren und
Observablenoperatoren in einem beliebigen Bild der Zeitentwicklung zu. Stellen wir die Bewegungs-
gleichungen nochmals tibersichtlich zusammen, ohne vom Schrodinger-Bild auszugehen (wie in Ab-
schnitt[1.9). Die physikalische Zeitentwicklung ist durch den Hamiltonoperator des Systems gegeben,
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Im p, Im p,

Weg fiir ¢ < ¢/ Weg fiir t < ¢/

s
’
’ ’
> = fo\ P Re p, > P Rep,
» -, ®
S0t
2 2m '

Weg fiir t > ¢/ Weg fiir ¢ > ¢/

Abbildung 1.1: Links: Integrationskontur fiir das Integral (1.12.14) fiir den retardierten Propagator.

Rechts: Alternative Formulierung durch Verschieben des Pols in die untere Halbebene (ct. (1.12.1
und Beibehaltung des urspriinglichen reellen Integrationsweges.

und dieser reprisentiert die Energie. Wie wir in Abschnitt [1.9|gesehen haben, erlaubt es uns die Frei-
heit, alle Operatoren und Zustinde einer zeitabhingigen unitiren Transformation der Form zu
unterziehen, eine in weiten Grenzen willkiirliche Verteilung der mathematischen Zeitabhingigkeit auf
Zustinde und Operatoren. Unabhingig von der Wahl des Bildes ergeben sich stets dieselben Aussagen
tiber (zumindest prinzipiell) beobachtbare Grofien wie Wahrscheinlichkeiten fiir die Werte irgendeiner
Observablen oder Erwartungswerte von Observablen etc.

Wir betrachten nun ein allgemeines Bild. Dieses muf} nicht, wie in Abschnitt[1.9|durch die Bildtransfor-
mation vom Schrddinger- in das andere Bild hergeleitet werden, sondern kann direkt durch die Wahl
der Operatoren X(¢) und Y(¢) in den Gln. (1.9.5) und (1.9.10) charakterisiert werden. Wir miissen
also Gleichungen finden, die unabhingig von der Bildtransformation B(t) sind. Dazu bedienen wir
uns der Bewegungsgleichungen fiir die Zustinde und Operatoren (1.9.5) und (1.9.10). Wir lassen
im folgenden den Strich an den Operatoren in dem beliebigen Bild weg. Es ist freilich unbedingt dar-
auf zu achten, dafl alle Zustandsvektoren und Observablenoperatoren in einem bestimmten Bild der
Zeitentwicklung zu verwenden sind!

Die Wahl des Bildes der Zeitentwicklung wird also bestimmt durch die Wahl der selbstadjungierten
Operatoren

X(t) und Y(z)=H-—X(2). (1.13.1)

Die Bewegungsgleichungen fiir Zustandsvektoren und Observablenoperatoren lauten dann ge-

mifd (1.9.5) und (1.9.10)

d 1

EO(I): E[O(t),X(t)] (1.13.2)
d 1

1 (1)) :—%Y(t)W(f))- (1.13.3)

Hierbei betrachten wir nur Observablenoperatoren, die nicht explizit zeitabhingig sind. Wir denken uns
die Operatoren und Zustinde zu einem beliebigen Anfangszeitpunkt z, = 0 vorgegeben und wollen
die Gleichungen (1.13.2) und (1.13.3) l6sen. Da quantenmechanische Wahrscheinlichkeiten, die Selbst-
adjungiertheit und Kommutatorrelationen der Observablenoperatoren usw. bei der Zeitentwicklung
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1.13 + Die Zeitentwicklung in einem beliebigen Bild (Dirvac-Bild)

erhalten bleiben miissen, erwarten wir, dafl es unitire Zeitentwicklungsoperatoren fiir die Zustinde
und Observablenoperatoren gibt, so daf§ die Bewegungsgleichungen durch

O(t) = A(t)O(t = 0)AT(¢), (1.13.4)
|4(2)) = C(2)|¢(t =0)) (1.13.5)

gelost werden. Dabei gelten die Unitarititsbedingungen
AT (OA()=AT(H)A(t)=1, C'(t)C(t)=CT(+)C(t)=1. (1.13.6)
Aus folgt auch sofort die Zeitabhingigkeit der Eigenzustinde des Operators O(¢). Wir definie-

ren diesen Eigenzustand dadurch, daf§ er zur Zeit ¢ den fest vorgegebenen Eigenwert o besitzt. Wegen
der Unitaritdt des Zeitentwicklungsoperators A(¢) ist es klar, dafl sich das Spektrum des Operators
O(t) nicht dndert, d.h. O(t) besitzt dieselben (verallgemeinerten) Eigenwerte wie O(z = 0). Per defi-
nitionem ist also stets

O(t)]o,t) =o]o,t). (1.13.7)

Diese Eigenschaft erfiillt nun aber offensichtlich der Vektor
lo, ) =A(t)]o,t =0), (1.13.8)

denn es ist

O(t)A(t)o,t =0) = A(z)O(t = 0)AT(£)A(t)|o,t =0)

=A(t)O(t =0)|o,t =0) = 0A(t) o,z =0). (1.13.9)

Da A(t) unitér ist, durchliuft weiter A(z)|o,¢ =0) ein (verallgemeinertes) vollstindiges Orthonor-
malsystem, wenn |o, ¢ = 0) ein solches reprisentiert. Wir konnen also als ein verallgemeinertes
VONS von Eigenzustinden zu O(¢) verwenden, wenn wir ein solches VONS von Eigenzustinden
lo,t =0) zu O(¢ = 0) gefunden haben. Damit ist eine konsistente Zeitentwicklung fiir die
Eigenzustinde von O(t).

Wenden wir uns nun als erstes der Bewegungsgleichung (1.13.3) fiir die Zustinde zu. Um die entspre-
chende Bewegungsgleichung fiir C(¢) zu erhalten, leiten wir (1.13.5) nach der Zeit ab

d . .
3 120 =C0)1h(1o) = C(1)CH () [¢(1)). (1.13.10)
Der Vergleich mit zeigt, dafy C(¢) die Bewegungsgleichung

C(t)CT(t):—ibY(t) (1.13.11)

erfiille. Daf$ dies mit der Selbstadjungiertheit von Y vertriaglich ist, zeigt man unter Verwendung der
Unitaritit (1.13.6) wie bei der entsprechenden Rechnung fiir die Bildtransformation (1.9.6{1.9.8). Mul-

tiplizieren wir dies von rechts mit C erhalten wir

C(z) :—ihY(t)C(t). (1.13.12)

Diese Gleichung ist unter Berlicksichtigung der Anfangsbedingung

c(0)=1 (1.13.13)
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zu l8sen. Sie kann nun nicht wie eine Differentialgleichung mit gewohnlichen Funktionen behandelt
werden, da Y(¢) und C(¢) i.a. nicht notwendig kommutieren miissen. Ebensowenig miissen die Ope-
ratoren Y(¢) und Y(¢’) zu verschiedenen Zeiten kommutieren!

Falls allerdings Y = const ist, gilt offenbar
it
C(t)=exp <—1%Y> falls 'Y = const, (1.13.14)
wie man sofort durch Differenzieren bestitigt.
Um wenigstens eine formale Losung bei zeitabhingigem Y zu erhalten, formen wir (1.13.12) zu einer

Integralgleichung um, indem wir sie unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung von ¢t = 0 bis
t’ = t integrieren. Dies liefert

= I[—iftdt/Y(t/)C(t/). (1.13.15)
hJo

Dies ist eine Rekursionsgleichung, die wir iterativ 16sen konnen. Setzen wir als Anfangsniherung fiir
die Losung C, = 1, welche wenigstens die Anfangsbedingung erfiillt, auf der rechten Seite von (1.13.15)
ein, und sehen das Resultat als eine verbesserter Niherung von C an, erhalten wir

. t
:Il—if d, Y(t,). (1.13.16)
hJo
Diese Niherung setzen wir wieder in (1.13.15)) ein, um die nichste Niherung zu erhalten:

i i\ [ 5
:ﬂ_%fo dtlY(t1)+<—%> fo dth(tZ)L dt, Y(ty). (1.13.17)

Diese Iteration kénnen wir nun offenbar beliebig fortfithren. Wir erhalten dann

]l+Z — fdtf dt, 1f de, Y(2,)Y(e, ) Y(1,). L5.18)

C(k>(t)

Es auch einfach zu zeigen, dafl diese iterative Losung (wenigstens formal) die Gleichung (1.13.12) [5st
(Ubung!). Offensichtlich geht auch (1.13.18) fiir zeitunabhingiges Y = const in (1.13.14) iiber.

Wir kénnen (1.13.18) noch etwas vereinfachen, indem wir die komplizierte ,Schachtelstruktur der
oberen Grenzen in den Zeitintegralen auflsen. Dabei ist Vorsicht geboten, weil i.a. Y(z) und Y(¢')
fiir ¢ # ¢’ nicht kommutieren. Es ist allerdings charakteristisch, daff die Operatoren in dem Produkt
unter dem Integral stets zeitgeordnet sind, d.h. die Zeitargumente sind von rechts nach links gelesen
monoton wachsend. Dies werden wir uns sogleich zunutze machen.

Betrachten wir zunichst das Doppelintegral in (1.13.17).

()= Jtdtz f ? AL Y(L)Y () (1.13.19)
0 0

Dies konnen wir als Flichenintegral in der #,-£,-Ebene lesen, das tiber das schraffierte Dreieck in Abb.
zu nehmen ist. Wir wollen nun die Integration in den Variablen ¢, und ¢, symmetrisieren. Dazu ver-
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12

>
t t

Abbildung 1.2: Zur Berechnung des Dopppelintegrals in

tauschen wir die Reihenfolge der Integrationsvariablen
t t
CO()= f d, f dt, Y(2,)Y(z,). (1.13.20)
0 t

Dabet ist aber genau auf die Operatoranordnung zu achten. Die entscheidende Beobachtung ist, daf§
sowohl in der urspriinglichen Form als auch in der Form die Operatoren von rechts
nach links nach wachsenden Zeiten geordnet sind. Dafiir definiert man den kausalen Zeitordnungs-
operator 7., der stets auf ein Produkt von Operatoren wirkt und fiir die Zeitordnung sorgt, in der die
Zeiten von rechts nach links in wachsender Folge stehen. Sind die Operatoren in dem Produkt zeitun-
abhingig, vereinbaren wir, dafl der Zeitordnungsoperator die Reihenfolge der Operatoren ungeindert
1a3t. Fiir Summen von Operatorprodukten ist 7, als linearer Operator definiert.

Durch Einfithrung des Zeitordnungsoperators konnen wir dann in durch Umbenennen der
Integrationsvariablen #; und t, vertauschen, und wir konnen die beiden Gleichungen addieren, so daf§
auf der linken Seite 2C(?) entsteht und auf der rechten das Integral iiber das gesamte Quadrat (0, £)x (0, ¢)
integriert wird:

2C(r) = ﬂcft dt, Jt dt, Y(£,)Y(z,). (1.13.21)
0 0

Wir behaupten nun, dafl im allgemeinen Fall

t t
c@n:%zf dtl---J de, Y(z,)---Y(t,) (1.13.22)
. 0 0

ist. Zum Beweis nehmen wir an, die Behauptung sei fiir # = n — 1 wahr. In der Definition (1.13.18)
fiir C*)(¢) setzen wir k& = n. Darin ergeben die 7 — 1 innersten Integrale definitionsgemafl C*=(z,).
Nach Induktionsannahme ist fiir dieses Integral die Behauptung wahr, d.h. es gilt

1
(n—1)!

¢ 4 f
C™(t)= JdHY(H)%J dzz---f dt, Y(t,)---Y(t,). (1.13.23)
0 0 0
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Jetzt denken wir uns die Rechnung, die wir schon fiir C?) ausgefiihrt haben, nacheinander jeweils fiir
das duflerste und eines der innersten Integrale ausgefithrt und die Ergebnisse der entstehenden Glei-
chungen addiert. Dann erhilt man nach Division durch »

t t
c<ﬂ>(z):%zfo dtl---fo A Y(t)Y(t,), (1.13.24)

und dies ist die Behauptung fiir & = 7, so daf} diese nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion
bewiesen ist.

Wir kdnnen also nunmehr die Reihe (1.13.18) symbolisch in der Form

C(t)=T_exp [—% LthY(T):| (1.13.25)

schreiben. Damit haben wir unser Anfangsbwertproblem (1.13.12f{1.13.13) gelost. Wir bemerken noch,
dafl fiir einen zeitunabhingigen Operator Y = const (1.13.25) tatsichlich in (1.13.14) tibergeht.

Schliefllich miissen wir uns noch mit der Zeitentwicklung der Observablenoperatoren beschiftigen.

Leiten wir also (1.13.4) nach der Zeit ab:

O() = A(1)O(1,)AT (1) + A(1)O(15)A (1)

— A()AT(£)O(£) A()AT(£)+ A(£)AT(£) O()A()AT(¢). (1.13.26)
=1 -1

Wie in der Rechnung (1.9.7) folgt aus der Unitaritit von A(t)

ADAT(t)=—ADA (1) (1.13.27)
Setzen wir dies in ein, erhalten wir
O(t) = [O(t),A(:)A*(t)], (1.13.28)

und der Vergleich mit zeigt, dafd fiir A(t) die Bewegungsgleichung
- 1
AWA (1) = —X(1) (1.13.29)
i
erfiillt sein muf3. Multiplikation von links mit A(z) = A7!(¢) und anschlieBendes Adjungieren der
entstehenden Gleichung liefert

A(t)= +%X(t)A(t). (1.13.30)

Diese Gleichung ist bis auf das Vorzeichen auf der rechten Seite von der gleichen Bauart wie (1.13.12).
Da weiter auch wieder die Anfangsbedingung

A(0)=1 (1.13.31)

erfiillt sein muff, konnen wir also die Losung unter Beriicksichtigung der besagten Vorzeicheninderung

sofort von iibernehmen:
- rt
A(t):gzexp[—i-%f dt’X(t’)] (1.13.32)
0
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-

Wir bemerken noch, daf§ fiir explizit zeitabhingige Operatoren O(t) := O[X(2),p(¢);¢] die Bewe-

gungsgleichung durch
O(t) = A(t)O[X(0),p(0); t JAT(r) (1.13.33)

gelost wird, wie man sofort durch Bilden der Zeitableitung und Beriicksichtigung von (1.13.29) beweist
(Ubung!).

1.14 Gemischte Zustinde

Im Rahmen der Quantentheorie lif3t sich ein System nicht genauer determinieren als es durch seine
Priparation in einem durch einen Zustandsvektor |¢) reprisentierten Zustand mdglich ist. Dies kann
z.B. dadurch geschehen, daf§ man ihn zur Zeit ¢ = 0 in einem simultanen Eigenzustand eines voll-
standigen Satzes kompatibler Observabler pripariert. Die physikalische Bedeutung dieser vollstindigst
moglichen Festlegung des Systemzustandes ist allerdings allein durch den statistischen Gehalt des Zu-
standsvektors gemifl der Bornschen Formel gegeben. Selbst bei vollstandiger Priparation des
Systems sind somit nicht die Werte aller Observabler festgelegt, sondern nur derjenigen Observablen,
die ihrerseits mit den Observablen des vollstandigen Satzes kompatibler Observabler kompatibel sind.
Die Quantentheorie ist eine statistische Beschreibung der Realitdt, und die Notwendigkeit einer sta-
tistischen Beschreibung riihrt nicht von unserer mangelnden Kenntnis iiber den Systemzustand her,
sondern ist prinzipieller Natur: Der Quantentheorie zufolge konnen eben keine zwei nichtkompati-
blen Observablen simultan wohlbestimmte Werte besitzen. Die Unbestimmtheit der einen Observable
bei Festlegung der anderen ist also unvermeidlich.

In vielen Fillen werden wir aber noch nicht einmal volle Kenntnis vom Systemzustand besitzen, d.h.
wir haben i.a. das System gar nicht in einem durch einen Zustandsvektor ¢ reprisentierten Zustand'|
prapariert. In solchen Fillen kann man aber immer noch ,,Quantenstatistik® betreiben, d.h. eine Sta-
tistische Beschreibung im gleichen Sinne wie in der klassischen Statistichen Mechanik vornehmen.
Diese statistische Beschreibung ist nun von der quantenmechanischen Statistik eines reinen Zustandes
qualitativ verschieden, denn es handelt sich um eine statistische Beschreibung aufgrund einer unvoll-
stindigen Kenntnis des Systemzustandes, wihrend die statistischen Eigenschaften des reinen Zustandes
prinzipiell nicht durch genauere Priparation des Systems beseitigt werden konnen.

Wenden wir uns also der Frage zu, wie man das System im Falle nicht vollstindig vorgenommener Pri-
paration quantenstatistisch beschreiben kann. Eine typische Priparation dieser Art kdnnen wir uns
folgendermaaflen vorstellen: Nehmen wir an, wir konnten Teilchen in reinen Zustinden |¢), |¢,),
...|¢,,) priparieren, z.B. durch Festlegung der Werte eines vollstindigen Satzes kompatibler Observa-
bler. Diese Sitze von kompatiblen Observablen kénnen dabei aber fiir jeden dieser reinen Zustinde
durchaus unterschiedlich sein. Insbesondere konnen sie auch untereinander inkompatibel sein!

Jedem dieser reinen Zustinde entspricht nach der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation ein En-
semble von voneinander unabhingig immer gleichartig priparierten Teilchen, wobei der reine Zustand

durch den jeweiligen Zustandsvektor |¢ ]-> (7 €{1,2,...,n}) reprisentiert wird.
Wir kénnen nun ein gemischtes Ensemble (kurz ein Gemisch) erzeugen, indem wir einem Experi-
mentator zufillig (und unkorrelliert) immer jeweils Teilchen von irgendeinem dieser reinen Zustinde

schicken, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit P]» >0, Z;’Zl P]- = 1, ein im reinen Zustand |¢ ]->

pripariertes Teilchen. Welche statistischen Eigenschaften dieses Ensembles von Teilchen wird der Ex-
perimentator dann messen?

8Solche Zustinde des Systems werden in diesem Zusammenhang auch genauer als reine Zustinde bezeichnet.
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Diese Frage beantwortet die elementare Wahrscheinlichkeitstheorie. Angenommen der Experimenta-
tor mifdt irgendeine Observable A. Vorausgesetzt das Teilchen stammt aus dem zum reinen Zustand

’gb j> gehorigen Ensemble. Dann wire die Wahrscheinlichkeit, einen méglichen MefSwert 4 zu erhal-

ten, durch gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, daf$ das Teilchen tatsichlich aus diesem Ensemble
stammt, ist nun voraussetzungsgemdf} P;. Da wir weiter voraussetzen, daff die Teilchen unkorreliert,
d.h. stochastisch unabhingig voneinander aus jeweils einem der 7 Ensembles stammen, ist fiir den
Experimentator die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von A den Meflwert 4 zu finden, durch

P(a,t):ipjw%(a):in (|9, )(¢i]a) (1.14.1)
j=1 j=1

gegeben.
Dies tithrt uns dazu, dem Gemisch den Statistischen Operator

R:anpj |\I/j(t)><\llj(t)| :anpjp%(t) (1.14.2)
j=1 =1

zuzuordnen. Ein reiner Zustand ist bei dieser Betrachtung dann gegeben, wenn der Priparator dem Ex-
perimentator jedesmal ein Teilchen, das in genau einem Zustand |¢,) pripariert ist, zukommen lif3t.
Dann ist P; = 1, und der Statistische Operator des reinen Zustandes folglich durch den Projekti-
onsoperator

Py =1d1) (¢l (1.14.3)

gegeben.

Setzen wir (1.14.2) in (1.14.1) ein, ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, beim Messen der Observablen
A den Wert a zu erhalten,

P(a,t)=(a|Ra). (1.14.4)

Diese Gleichung ist offenbar auch fiir einen reinen Zustand korrekt, d.h. mit der Bornschen Formel

(1.1.2) kompatibel, wenn wir (1.14.3) als Statistischen Operator verwenden:

(a|Pya)=talg1)(gila)=1(al ) P =wy (). (1.14.5)

Der Statistische Operator ist offenbsichtlich selbstadjungiert, und die Wahrscheinlichkeiten sind po-
sitiv semidefinit. Summieren bzw. integrieren wir die Wahrscheinlichkeiten tiber ein VONS von Ei-

genvektoren von A, erhalten wir
idﬂ P(a)=>_P;=1, (1.14.6)
j=1

wie es sein mufl, denn wir wissen, daf} jedes Teilchen des Gemisches, das durch R(t) beschrieben wird,
aus einem der Ensembles, die durch die reinen Zustinde |¢ j> beschrieben werden, stammt und daf$
man bei der Messung von A mit Sicherheit einen Eigenwert a des dazugehorigen Operators A erhilt.

Fiir den Erwartungswert einer beliebigen Funktion f(A) ergibt sich
(@)=Y de f@P@=Lds IR = TROMAL 147
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Dabei ist die Spur (engl. trace) eines beliebigen Operators B durch

TrB :idd (a|B|a) (1.14.8)

definiert. Man kann leicht nachweisen (Ubung!), daf} die Spur unabhingig von dem in dieser Definition
benutzten VONS |a) ist. Auflerdem gilt unabhingig davon, ob die Operatoren A und B kommutieren
oder nicht

Tr(AB) = Tr(BA). (1.14.9)

1.15 Die Bewegungsgleichung fiir den Statistischen Operator

Wir arbeiten in einem beliebigen Bild. Die Zeitabhingigkeit der Observablenoperatoren und Zustinde
ist also durch die Bewegungsgleichungen (1.13.1}{1.13.3) bzw. die Losungen mittels unitdrer Transfor-

mationen gemaf (1.13.4) bestimmt. Die zeitliche Entwicklung des Statistischen Operators ergibt sich
durch Ableiten von (1.14.2) nach der Zeit und Verwendung von (1.13.3)]

d & 1 1
LR()= ;pﬁ [Y(0),Py (1)) = —= [R(),Y()]. (1.15.1)

1

Andererseits muf} aber R(#) der Bewegungsgleichung (1.9.10)

d | g

3 R0 == [R(@), X(1)]+ —-

gentigen, wenn er als Funktion irgendwelcher Observabler und evtl. explizit der Zeit geschrieben wird.
Ziechen wir davon (1.15.1) ab, erhalten wir wegen H = X+Y die bildunabhingige von Neumann-Glei-
chung

R(1) (1.15.2)

expl

at

Es ist klar, dafl jeder selbstadjungierte positiv semidefinite Operator R als Statistischer Operator
dienen kann. Dabei heifit ein hermitescher Operator positiv semidefinit, wenn fiir jeden Vektor |¢) €

I

R(t)= é[R(t),H]—I— R(t)=0. (1.15.3)

(¢|R¢)=>0 (1.15.4)

gilt. Fiir die Zeitabhingigkeit von Erwartungswerten (evtl. explizit zeitabhingiger) Observabler O(¢)
folgt

d
d%(O(t))=Tf[¥R(t)+o<t)d%R(t)] (1.15.5)
gexl o
_ r<%(’f>+é[0<z:>,><<r>]R<t>+oo:%[Y<t>,R<t>J>-

Den letzten Term konnen wir unter Verwendung von noch weiter umformen:
Te (O(1)[Y(1), R(2)]} = Tr{O(t)Y(1)R(£)— [O()R()]Y (1)}
=Tr[O(2)Y(t)R(¢)—Y()O(2)R(2)] (1.15.6)
=Tr{[O(2), Y(£)]R(2)} -

’Man beachte, daf8 die P; als zeitunabhingig angenommen werden, d.h. die Priparation des Gemisches erfolgt zu allen
Zeiten in gleicher Weise.
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Dies in (1.15.5) eingesetzt, ergibt wegen der Definition der kovarianten Zeitableitung (1.9.13)

dilt(O(t)) =T O()R(1)]=(O(r)), (1.15.7)

d.h. das Ehrenfestsche Theorem gilt auch fiir gemischte Zustinde.

1.16 Zusammengesetzte Systeme

Wir benétigen weiter die quantenmechanische Beschreibung zusammengesetzter Systeme, z.B. zweier
(unterscheidbarer) Teilcherm Angenommen, diese beiden Teilchen sind sehr weit voneinander ent-
fernt, so daff wir von Wechselwirkungen absehen kénnen, und voneinander unabhingig pripariert.
Dann ist es offenbar moglich, Werte von Observablen A, und A,, die sich nur auf jeweils eines der
Teilchen beziehen, simultan zu determinieren, d.h. die dazugehorgen Operatoren A und A, miissen
stets kommutieren. Aulerdem mufl sich die Wahrscheinlichkeit, daf8 A; den Wert 2, und A, den Wert
a, annehmen als Produkt aus den Einzelwahrscheinlichkeiten ergeben. Bezeichnen wir also den Zu-
stand des Gesamtsystems mit [¥(t)), die simultanen Eigenvektoren mit |(4;,4,)) und die Zustinde der
einzelnen Teilchen mit |¢,(¢)) und |¢,(2)), dann muf} gelten

Py(ay,at) = {(a,a) | (1)) |} = Py (a1, )Py (ag, t) = (a, | $1(0) Pl{az | ha()) . (1.16.1)
Im Hilbertraumformalismus [ifit sich dieses Verhalten durch das Tensorprodukt der Zustandsvektoren
’gb j(t)> der einzelnen Teilchen beschreiben.

Sind 7 und 7, die Hilbertriume der Zustandsvektoren der beiden Teilchen, ist deren Tensorprodukt
7 = 6 ® 7, als ein neuer Hilbertraum definiert. Wir miissen dazu nur erkliren, wie sich die
Vektoren des neuen Vektorraums aus den Vektoren der Hilbertriume 5 und ¢, ergeben. Zunichst
betrachten wir sog. direkte Produkte zweier Vektoren, die wir mit

(b, @) =190 ®1a)s ) €A, 1d,) €7 (1.16.2)

bezeichnen. Dabei soll das Produkt ® linear in beiden Argumenten sein, d.h. fiir ’1;" u; €C und
’¢j>, ’¢]> € 7 fiir j € {1,2} soll gelten
(A1) + A1) ® (1 1¢h2) + 2 [2)) =A g [41) @ [2) + A a [41) ® 1)
+Aui|P1) ®14) + A s |hy) ® b)) -
(1) (2)

Seien nun |un > und |14n > irgendwelche vollstindigen Orthonormalbasen von 7 bzw. %ﬁ Dann
definieren wir als 7, = 7 ® 7, den Vektorraum, der aus Vektoren besteht, die durch die Vektoren

(1.16.3)

u )= s w2 ) = 1)) @ 2 =it @ w2 (1.16.4)
durch (zunichst formale) Rethen der Form
12
AEDIN %len)) (1.16.5)

ny,ny

1°Wie wir zu Beginn des nichsten Kapitels noch genauer ausfithren werden, sind Teilchen im Rahmen der Quantentheo-
rie nur voneinander unterscheidbar, wenn sie sich in wenigstens einer intrinsischen Eigenschaft voneinander unterscheiden
lassen, z.B. wenn sie unterschiedliche elektrische Ladungen oder unterschiedlichen Spin besitzen.

UWir betrachten hier der Einfachheit halber echte VONSe. Die Verallgemeinerung auf Entwicklungen nach verallgemei-
nerten Eigenzustinden von Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum ist kein weiteres Problem.
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erzeugt werden.

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren |¢),|¢) € 7, wird dann auf natiirliche Weise definiert,
indem man zunichst erklirt, wie die Produktzustinde (1.16.4) multipliziert werden,

(1,0l b1, 82) =(d11d1) (42l h2), (1.16.6)

und dann der Braket-Ausdruck fiir beliebige Vektoren iiber die Semilinearitit im ersten und Linearitit

12)

14,(11,12> ein VONS von #,, und zusammen mit

im zweiten Element definiert wird. Dann bilden die

der Entwicklung folgt dann
(D14)= 2 Brm b,y (1.16.7)

1,7
Es ist klar, dafl nun Observablen des Gesamtsystems wieder durch selbstadjungierte Operatoren, die
auf dem Hilbertraum 7, definiert sind, reprisentiert werden.
Die einzige Neuerung gegeniiber der bisher betrachteten Darstellung von Einteilchenobservablen ist
die Moglichkeit, Tensorprodukte von Einteilchenoperatoren zu bilden. Seien dazu A und A, irgend-
welche Operatoren in 7 bzw. 7, dann definiert man ihr Tensorprodukt A; ® A, zunichst durch die
Wirkung auf beliebige Produktvektoren vermage

A ® A (41, ¢2) = (Ar1d1) © (A, |¢2) (1.16.8)

und setzt diese Definition mittels Entwicklung allgemeiner Vektoren in 4}, nach Produktvektoren
linear auf ganz 5, fort. Es ist dann unmittelbar klar, dafl fiir zwei selbstadjungierte Einteil-
chenoperatoren A, und A, auch A; ® A, wieder selbstadjungiert ist.

Weiter folgt, daf$ man Einteilchenobservablen im Gesamtsystem aus zwei Teilchen durch Operatoren
der Form A(llz) =A,®1 bzw. Al> = 1® A, zu reprisentieren hat. Solche Einteilchenobservablen, die
sich auf verschiedene Teilchen beziehen, kommutieren, so daf} solche Observablen stets kompatibel
sind.

Kommen wir nun auf unsere Ausgangssituation zuriick, daf} zwei Teilchen voneinander unabhingig
prapariert werden, so daf§ die Wahrscheinlichkeit fiir das Resultat einer simultanen Messung irgend-
welcher Einteilchenobservablen, die sich jeweils auf das eine bzw. das andere Teilchen beziehen, das
Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten ergeben sollte. Wir miissen nun noch nachpriifen, daff in dem
eben formulierte Ansatz des Produktraums die Bornsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation mit dieser
Annahme kompatibel ist. Die beiden Teilchen im Zweiteilchenzustand |¢) € 7, sind definitionsge-
mif} dann voneinander unabhingig pripariert, wenn |¢) ein Produktzustand ist, d.h.

|¢>:|(¢1>¢2)>:|¢1)®|¢2)- (1.16.9)

Sei dann |(4,,4,)) ein simultaner Eigenzustand der Einteilchenoperatoren A(llz) und Aglz). Offenbar ist
(a1, a,)) = la;) ®lay) (1.16.10)

und folglich nach der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation die Wahrscheinlichkeit einer simul-
tanen Messung der jeweiligen Einteilchenobservablen

P¢(“1a“2) = |<(“1a“2)|¢)|2 = (| ¢1>|2 |{a, | ¢2>|2 :P¢1(“1)P¢2(ﬂ2), (1.16.11)
wie wir es eingangs gefordert haben.

Es ist klar, daf§ allgemeinere Zustinde, insbesondere solche, die sich aus Produktzustinden durch Zeit-
entwicklung wechselwirkender Teilchen ergeben, i.a. keine Produktzustinde sondern allgemeine Su-
perpositionen von Produktzustinden sind.
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1.17 Reduzierte Statistische Operatoren

Interessante Fragestellungen treten auch auf, wenn man zusammengesetzte Systeme betrachtet, sich
aber nur fiir das Verhalten von Teilsystemen interessiert. Wie wir in Abschnitt gesehen haben,
wird man den quantenmechanischen Zustand eines System i.a. durch einen Statistischen Operator
R(t) beschreiben. Dabei wird auch gleich der Fall eines reinen Zustandes miterfaflt. Wie wir oben ge-
sehen haben, liegt ein solcher dann vor, wenn R(z) = |¥(¢)) (¥(¢)| ist. Es ist klar, daf§ auch fiir zusam-
mengesetzte Systeme wieder jeder selbstadjungierte positiv semidefinite Operator R(#) mit TrR(¢) = 1
als Statistischer Operator auftreten kann (wobei die Zeitabhingigkeit durch die von Neumann-Glei-
chung gegeben ist).

Betrachten wir nun wieder ein Zweiteilchensystem, so konnen wir nach statistischen Eigenschaften
tiir eines der beiden Teilchen fragen, wobei das Gesamtsystem in irgendeinem i.a. gemischten Zustand,
der durch einen Statistischen Operator R ,(¢) beschrieben wird, prapariert sein darf. Wie grof§ ist al-
so die Wahrscheinlichkeit, dafl bei Messung einer Einteilchenobservablen A,, im Gesamtraum durch
A(llz) = A, ®1 beschrieben, gerade ein Eigenwert 4, auftritt? Um diese Frage zu beantworten, verwen-
den wir ein VONS von Eigenvektoren von A<112). Fiir irgendeine auf Teilchen 2 bezogene Einteilchen-
observable kénnen wir die Produktzustinde |(4;,4,)) als ein solches VONS verwenden. Gem.
ist die Wahrscheinlichkeit, diese simultanen Eigenwerte zu finden,

Pl({lz)(ﬂl,ﬂz; t)=((ar,a)) [R(¢)|(a1,4,)), (1.17.1)

d.h. die gesuchte Wahrscheinlichkeit, am Teilchen 1 bei der Messung von A; den Wert 4, zu erhalten,
mufl durch

1 12 red
Pty =D PP ayat) = (4, |R<1 ()a, ) (1.17.2)

5]

gegeben sein. Diese Wahrscheinlichkeiten kann man durch Messung der Observablen A; an Teilchen
1 in Ensembles von im Zustand R, priparierten Zweiteilchensystemen ermitteln. Dabei ist es uner-
heblich, welchen Wert man fiir die auf Teilchen 2 bezogene Einteilchenobservable A, messen wiirde.
Es ist auch einfach zu zeigen, daf} es beim Summieren iiber 4, in auf die konkrete Wahl der
Observablen A, nicht ankommt, d.h. man erhilt dasselbe Resultat, wenn man stattdessen irgendeine
andere Einteilchen-Observable B, benutzt.

Dabher ist es sinnvoll, den in (1.17.2) definierten auf Teilchen 1 bezogenen reduzierten Statistischen
Operator

R0 =D lan) (a1 PR (@13 ) = D ko) (o (a1, 00) [ R o )(a1,)) (1.17.3)

aq,ay

einzufiihren, der unabhingig von dem verwendeten VONS |(a;,4,)) ist (Beweis als Ubung!). Zur Ab-
kiirzung definiert man

TRy = Z lay) {a1| {(a1,4,) | Ry5(£)(ay,a,)) - (1.17.4)

a,dy

Man beachte, daf} dies einen Operator im Produktraum 5, = 5 ® 5, auf einen Operator in 7
abbildet. Es ist auch klar, wie die entsprechenden Formeln lauten, wenn A, und/oder A, ganz oder
teilweise kontinuierliche Spektren besitzen.

Man {tiberlegt sich auch leicht, daf$ R(erd) genau dann ein reiner Zustand ist, wenn R, der Projekti-

onsoperator auf einen Produktzustand, d.h. von der Form [(¢{, ¢,)) (¢4, ¢,)| ist. La. fiihrt aber ein
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reiner Zweiteilchenzustand R, = |¥) (¥| zu einem gemischten Zustand fiir den reduzierten Einteil-

chenzustand R(lred). In diesem Fall besitzt dann zwar das Zweiteilchensystem scharf definierte Werte
fiir diejenigen Observablen, fiir die |¥) Eigenzustand ist, aber es gibt keine Einteilchenobservablen,
denen scharf bestimmte Werte zukommen. Diese Eigenschaften quantenmechanischer Systeme fithren
auf das sogenannte Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon [[EPR35, Boh35], auf das wir hier nicht naher
eingehen wollen.
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Kapitel 2

Galilei-Symmetrie

Die Analyse der grundlegenden physikalischen Theorien im Hinblick auf ihre Symmetrien kann in
ihrer Bedeutung fiir die moderne Physik nicht iberschitzt werden. Nicht zuletzt gestatten erst die fun-
damentalen Symmetrieprinzipien eine mathematisch konsistente physikalische Begriindung der Ob-
servablenalgebra, insbesondere der Kommutatorrelationen zwischen den Observablenoperatoren,
der Quantentheorie. In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit den Symmetrien des Galilei-Newton-
schen Raum-Zeit-Kontinuums und wie diese im Rahmen der Quantentheorie formuliert werden kon-
nen. Dabei ergeben sich interessante Folgerungen, die zum Teil iiber die heuristische Quantisierung
klassischer Observablen hinausgehen, wie wir sie in QM I verwendet haben, um zu einer quanten-
theoretischen Beschreibung von Teilchen zu gelangen. Insbesondere wird sich die Existenz einer in der
klassischen Physik der Punktteilchen unbekannten Form des Drehimpulses, nimlich des Spins von
Teilchen ergeben.

2.1 Die Galileigruppe in der Newtonschen Mechanik

Die grundlegenden Annahmen der Newtonschen Mechanik lassen sich sehr anschaulich in Form von
Symmetrieprinzipien formulieren. So sagt das 1. Newtonsche Gesetz (der Trigheitssatz) aus, dafl es
spezifische Bezugssysteme gibt, in denen Teilchen, auf die keine Krifte wirken, sich stets geradlinig
gleichformig bewegen und daf$ ein Beobachter durch kein physikalisches Experiment irgendeine Form
von absoluter Geschwindigkeit feststellen kann. Die grundlegenden Naturgesetze miissen also in allen
zueinander geradlinig gleichformig bewegten Bezugssystemen gleich aussehen, d.h. die Gleichun-
gen sind invariant unter Galilei-Boosts. Seien (z,x) die Zeit und die drei Raumkomponenten eines
Punktteilchens bzgl. einer kartesischen Basis, welches zusammen mit der Festlegung irgendeines in die-
sem Bezugssystem ruhenden Koordinatenursprungs ein Inertialsystem definiert. Bewegt sich nun der
Ursprung eines anderen Inertialsystems, in dem die Zeit und Ortskoordinaten durch (¢’,X’) gegeben
seien, relativ zum ersten Bezugssystem mit der Geschwindigkeit @, so gilt

t'=t, X'=Xx—wt, 2.1.1)

wobei wir stillschweigend Newtons Grundannahme, daf§ die Zeit unabhingig von jeglichen physikali-
schen Vorgingen in allen Inertialsystemen gleich verlduft, verwendet haben. Diese Transformationen
nennt man Galilei-Boosts.

Sie bilden mathematisch gesehen eine Gruppe mit der Hintereinanderausfithrung als Gruppenmulti-

plikation. Fithren wir nimlich einen weiteren Boost zu einem dritten Inertialsystem (¢”,x”), welches
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sich gegen das Inertialsystem (¢, X’) mit der Geschwindigkeit @, bewegt, aus, erhalten wir zusammen

mit

t"=t'=t, X=X'"—w,t' =X— (0, + @)t (2.1.2)
Die Gesamttransformation, die direkt von den Gréfien im Inertialsystem (¢,X) zum System (¢”,X")
fithrt, ist also ihrerseits durch einen Galileiboost gegeben, und zwar dem mit der Geschwindigkeit
Wy = W, + W,. Schreiben wir den Galilei-Boost mit Geschwindigkeit @ formal als Matrix-Vektormul-
tiplikation in der Form

1 0 0O

[t t . N —w. 1 0 0
B Sl=(s 4 t B = x , 2.1.3
(w)<x> <x—wt> mi (@) —w, 010 ( )

—w, 0 0 1

ergibt sich diese Hintereinanderausfithrung durch die Matrizenmultiplikationsregel
B(@Z)B(ZZ1):B(TZ1 +@2):B(ZZ1)B(?@2)- (2.1.4)

Es ist weiter klar, da} B(w = 0) = 1, das neutrale Element der Gruppe und B(—@) das zu B(w)
inverse Element ist. Da weiter wegen (2.1.4) diese Boost-Matrizen kommutieren, nennt man diese
Galilei-Boost-Gruppe eine Abelsche Gruppe.

Dies sind freilich noch nicht alle Symmetrien der Galilei-Newtonschen Raumzeit. Es wird weiter vor-
ausgesetzt, daf§ die Naturgesetze sich nicht mit der Zeit indern. Es kann also auch kein absoluter Zeit-
punkt gegeniiber irgendeinem anderen Zeitpunkt ausgezeichnet sein. Auflerdem gehen wir davon aus,
daf die Naturgesetze auch an jedem Ort die gleichen sind. Die Naturgesetze miissen also auch unter
Raum-Zeit-Translationen invariant sein, d.h. andern wir den Ursprung der Zeitrechnung und den
Koordinatenursprung um irgendwelche konstanten Werte, also

Vet—a, ¥ =i—7& T(a,Z)[<f>]:<t_“> (2.1.5)

X—a

diirfen sich die Bewegungsgleichungen eines Systems von Punktteilchen nicht andern. Es ist klar, dafl
auch diese Transformationen, die wir mit 7'(a,4) bezeichnen wollen, untereinander eine Abelsche
Gruppe bilden, denn es gilt offenbar

T(ayiy)T(aydy) = T(a) + ayi, +a). (2.1.6)

Ebenso bilden die Transformationen, die sich aus beliebigen Hintereinanderausfithrungen von Galilei-
Boosts und Raum-Zeit-Translationen erzeugen lifit, eine Gruppe, allerdings keine Abelsche (Ubung).
Schlieflich wird fiir jeden (inertialen) Beobachter der Raum als euklidisch angenommen, so daf§ auch
keine Wahl irgendeines kartesischen Basissystems gegeniiber einem anderen ausgezeichnet ist, d.h. auch
die Orientierung des Bezugssystems ist durch kein physikalisches Phinomen absolut bestimmt. Dem-
nach miissen die Naturgesetze auch unter raumlichen Drehungen invariant sein:

t'=t, 55’:]%((/;)55. 2.1.7)

Dabeti ist qg ein Vektor, dessen Richtung 7 = (]Z [/ mit p =0< |<]; | < 7 die Richtung der Drehachse
und dessen Betrag ¢ den Drehwinkel im Sinne der Rechte-Handregel angibt. Um diese Drehung soll die
Basis des Bezugssystems (¢, x”) gegen die des Bezugssystems (¢, X ) verdreht sein. Konkret erhilt man die
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2.1 - Die Galileigruppe in der Newtonschen Mechanik

Wirkung der Drehung auf die Komponenten des Ortsvektors wie folgt: Die Projektion auf die Richtung
der Drehachse X, = 7i(7 - X) bleibt ungedndert, wihrend der dazu senkrechte Anteil X ; =7 x X und
X = (nxX)xn=X—X um den Winkel ¢ gedreht wird. Die Einheitsvektoren l_;l =X, /x|,
Zz = n X x/|n x x| und 7 bilden offenbar ein rechtshindiges kartesisches Basissystem, und folglich
lautet die Drehung

X' =R(p)X =7i(7-X)+cosd(s x X)X i —sind 7 X X. (2.1.8)

Es ist klar, daf§ auch die Drehungen eine Gruppe bilden. Es ist die Gruppe der reellen speziellen or-
thogonalen 3x3-Matrizen SO(3). Dies sind die reellen 3 x 3-Matrizen, fiir die

RRT=1, und detR=1 (2.1.9)

gilt. Das inverse Element zu I%(gz?) ist offenbar ]%(—gg), und das neutrale Element der Gruppe ist ]%(O) =
1. Da Drehungen um verschieden gerichtete Drehachsen nicht kommutieren, ist hier auf die Reihen-
folge der Drehungen zu achten.

Es ist bequem, die Drehungen und die Boosts in eine 4 x 4-Matrix

1

A 0 A
I(w,R):= <_@, }A{> mit R eSO(3) (2.1.10)

zusammenzufassen. Fiir R # 15 entspricht dies der Hintereinanderausfiihrung einer Drehung gefolgt
von einem Galileiboost mit Geschwindigkeit @. Hierbei ist auf die Reihenfolge der Operationen zu
achten, denn die Drehungen und die Boosts bilden zwar eine Gruppe, aber Drehungen und Boosts

vertauschen i.a. nicht miteinander! Die Matrizen (2.1.10) bilden die Boost-Dreh-Gruppe, denn die
Hintereinanderausfithrung zweier solcher Transformationen ergibt

1 0

L(w, Ry (w0, Ry) = <—(z7)2 +IA€217)1) 1%2]%1> =I(w, + R,w,R,R,). (2.1.11)

Man bezeichnet diese Symmetriegruppe der Galilei-Newtonschen Raum-Zeit auch als homogene Ga-
lilei-Gruppe, denn sie ist eine lineare Abbildung des Raum-Zeit-Vektors (¢, x). Nehmen wir auch noch
die Raum-Zeit-Translationen hinzu, indem wir die Wirkung einer solchen aus Boosts, Translationen
und Drehungen kombinierten Transformation auf die Raum-Zeit-Vektoren durch

I( *,a,z,fz)[(;ﬂ - <D£t__@";_2> (2.1.12)

definieren, haben wir schliefilich die volle Galilei-Gruppe konstruiert. Fiir die Hintereinanderausfiih-
rung zweier solcher Transformationen ergibt sich

L@y, 3@y Ry)D(@y, 21,31, Ry) = T(R, D + By @, + 23y Ry, + 3y — By, RyR,). (2.1.13)
Die inverse Transformation zu I'(%, @, , R) folgt aus der Forderung
I(@',a',d',R'\(%,a,d,R) =T(0,0,0,1,). (2.1.14)
Mit der Gruppenmultiplikationsregel folgt daraus das Gleichungssystem
Ré+' =0, a+a'=0, Ri+di'—@'a=0, RR=1,. (2.1.15)
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Dies lafit sich leicht nach den gesuchten Parametern auflosen (Ubung/), so dafl sich schliellich
IY@,a,4,R) =T(—R'@,—a,—R'(G +Ba),D) (2.1.16)

ergibt.

Wir kdnnen im folgenden die einzelnen Untergruppen der volle Galileigruppe getrennt behandeln, wie
bereits oben geschehen, denn sie ergab sich ja durch Zusammensetzung aus Galileiboosts, raum-zeit-
lichen Translationen und riumlichen Drehungen. In der obigen Konvention gilt

I(@,a,4,R) = T(a,3)B(®)R (2.1.17)

Es ergibt sich eine erhebliche Vereinfachung der Analyse von solchen kontinuierlichen Symmetrien,
wenn man zunichst infinitesimale Transformationen betrachtet, also solche Transformationen fiir
sehr kleine Abweichungen vom Gruppeneinheitselement. Im vorliegenden Fall der Galileigruppe wird
dies dadurch grleichtert, daf} die Transformationen offensichtlich differenzierbar nach den Parametern
@, @, a und ¢ in der Parametrisierung der Drehmatrix D gemif} . Solche Gruppen nennt man
Lie-Grupperﬂ.
Wihrend sich fiir die Translationen und Boosts zunichst keine erhebliche Vereinfachung zu ergeben
scheint, fithrt eine Entwicklung von cos und sin in nach einem infinitesimalen Drehwinkel & ¢
zu

=480T = R+ (X)X -8 A xF=F— 8P x T+ O(S$?). (2.1.18)

Fiir die infinitesimale Anderung des Ortsvektors aufgrund der infinitesimalen Drehung ergibt sich also
Si=—8¢ x 7+ 0(8?). (2.1.19)

Man rechnet auch leicht nach (Ubung!), dafl die Hintereinanderausfiihrung zweier solcher infinitesima-
ler Drehungen sich zu

RIOGIR(SG)F=F— (8¢, + 8¢ x %+ O(8 4%, 8 $2). (2.1.20)

ergibt.
Man kann nun die infinitesimalen Transformationen offenbar wieder als Matrizen schreiben. Fiir die
Komponenten des Vektors ergibt sich aufgrund der Definition des Vektorprodukts ja

8T =—8xF=E/(—e; ;8¢ (2.1.21)
Definieren wir nun drei Matrizen J j durc}ﬂ
(3;)ik = €30 (2.1.22)
koénnen wir fiir auch L
Ix=18¢;(J;)ipxp =113 P - J)X (2.1.23)

schreiben. Die infinitesimalen Matrizen & gg 3 bilden nun offenbar einen Vektorraum, wobei die Hin-
tereinanderausfithrung zweier infinitesimaler Drehungen sich gemaf3 (2.1.20) als die Summe der ent-
sprechenden Matrizen ergibt. In diesem Sinne bilden die drei durch (2.1.22) definierten Matrizen J;

eine Basis fiir die infinitesimalen Drehungen.

'Sophus Lie (1842-1899), norwegischer Mathematiker
Die Vorzeichenwahl der J ; ist willkiirlich. Wir wihlen die Bezeichnungen dieser infinitesimalen Generatoren sowie die
Vorzeichen bereits hier so, wie es spater auch in der Quantentheorie der tiblichen Konvention entspricht.
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Mit Matrizen konnen wir aber noch weitere Operationen ausfiihren, nimlich die Matrizenmultipli-
kation. Die Multiplikation zweier J-Matrizen fiithrt aber 1.a. aus dem Vektorraum der infinitesimalen
Drehungen heraus (Ubung). Es stellt sich allerdings heraus, daf§ in solchen Fillen stets der Kommutator
zweier infinitesimaler Drehungen wieder eine infinitesimale Drehung ergibt. Freilich miissen wir dazu

die infinitesimalen Drehungen in héherer als linearer Ordnung in den Drehvektoren & gg entwickeln.
Es gilt nimlich offenbar

(RO E,) RO G| = (1, +18 b1 3,)(15 18§y Tp) — (15 +i8 b Ty )15 +i8 by;3))
=—3¢1;8¢,; [3j>3k] 28653,
Wir miissen also zeigen, daf es Zahlen £, , gibt, so daf}
(3,3, 1=1f.053. (2.1.25)

gilt. Dazu berechnen wir den Kommutator aufgrund der Definition (2.1.23)), indem wir die Matrizen

in Komponenten ausschreiben

(2.1.24)

[36;,3;7];1 = —(faj/efbkz —fbj/efakz) = —(341‘%1 - 8bj841)
\ (2.1.26)

=1 cab(Jc)jl :fmbfjcl :_fcabfcjl'

Daraus ergibt sich

[Ja’gb] = ichcab mit fcab = €cab- (2.1.27)
Die Kommutatoren zweier beliebiger infinitesimaler Rotationen lassen sich also wieder durch solche
infinitesimalen Rotationen schreiben, d.h. der Vektorraum ist abgeschlossen unter der Kommutator-
operation. Bezeichnen wir nun mit Frakturbuchstaben a = & - £ eine beliebige solche infinitesimale
Transformation, so gilt fiir irgendwelche drei solcher Elemente die Jacobi-Identitit

[[a,b],c]+[[b,c],a]+[[c,a],6]=0. (2.1.28)

Man bezeichnet einen Vektorraum £, auf dem ein antisymmetrisches Produkt [+,-]: £ — £, welches
fiir irgendwelche drei Elemente a,b,¢ € £ die Jacobi-Identitit erfiillt, als Lie-Algebra. Eine
Lie-Algebra ist im wesentlichen durch ihre Strukturkonstanten bzgl. irgendeiner Basis definiert.

Wir kénnen nun umgekehrt aus den infinitesimalen Drehungen wieder endliche Drehungen gewinnen,
indem wir nur hinreichend oft eine infinitesimale Drehung ausfithren. Betrachten wir dazu zunichst
Drehungen um eine feste Achse, die durch den Einheitsvektor 7 vorgegeben ist. Fiir zwei Drehungen
um eine vorgegebene feste Achse gilt nimlich

f{(ﬁézﬁ)ﬁ(%ﬁ) = 1%[(951 + $)n]. (2.1.29)

Dies zeigt man unmittelbar durch Hintereinanderausfithrung der beiden Drehungen gemif} und
Anwendung der Additionstheoreme fiir Cosinus und Sinus. Offenbar bilden also Drehungen um eine
feste Achse eine Abelsche einparametrige Untergruppe, wobei sich die Parameter (in unserem Falle die
Drehwinkel ¢, und ¢,) bei einer Hintereinanderausfithrung addieren. Man nennt eine solche Unter-
gruppe einer Lie-Gruppe auch kurz eine Einparametergruppe.

Nun kénnen wir aber wegen (2.1.30) offenbar
A A ¢ N
R(¢7)= [R(Nﬁﬂ mit NeN (2.1.30)
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schreiben. Fiir N > 1 konnen wir die Drehung in den eckigen Klammern durch eine infinitesimale
Drehung approximieren, wobei wir nur Glieder bis zur Ordnung ¢ /N mitnehmen miissen, d.h. es gilt

N
R(gb?z’):]\}im |:Il3+iﬁ-3%] = exp(i¢7 - J). (2.1.31)
Man kann durch direkte Rechnung tiber die Reihenentwicklung der rechts stehenden Matrix-Exponential-
Abbildung zeigen, dafl diese Uberlegung tatsichlich richtig ist.
Eine andere Herleitung desselben Ergebnisses erhilt man, indem man zunichst die Drehungen in eine

feste Richtung 7 nach dem Drehwinkel ableitet. Wegen (2.1.29) gilt nimlich

2 k= Jim PLEHDDIRCT) _ )ty HELDZ L

de Ag—0 v i AgziAqsz) Ap—0 A 2.132)
L n-J+0 Aoy e 2N o
_AI;SIEO A R(pn)=in-J R(pn).

Liest man dies als Differentialgleichung fiir ]A{(gér_i ) und beriicksichtigt die Anfangsbedingung R(0) = 1,
erhilt man wieder (2.1.31). Man erhilt also die Einparameteruntergruppen einer durch Matrizenabbil-
dung realisierten Liegruppe aus deren Liealgebra durch die Matrix-Exponential-Abbildung. Man nennt
daher die Lie-Algebra Elemente a € £ auch die ,infinitesimalen Erzeugenden® der entsprechenden
Gruppenoperationen.

Bemerkung: Fiir die Drehgruppe haben wir eben gesehen, dafy man tiberhaupt die ganze Gruppe durch
die Matrix-Exponential-Abbildung aus Lie-Algebra-Elementen zuriickgewinnen kann. Dies ist bei all-
gemeineren Liegruppen nicht mehr unbedingt der Fall.

2.2 Hamiltonsche kanonische Mechanik

In diesem Kapitel erinnern wir in aller Kiirze an die Formulierung der klassischen Mechanik von Punkt-
teilchen mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung in seiner Hamiltonschen (er-
weiterten) Form.

Die Wirkung fiir einen Massenpunkt wird zunichst tiber die Lagrange-Funktion L(X, x, t) als Funk-
tional der Trajektorien im Konfigurationsraum definiert:

A[F] = J Cd L@, 2.2.1)

Die von dem Teilchen tatsichlich durchlaufene Trajektorie ergibt sich aus dem Prinzip der kleinsten
Wirkung, demzufolge das Wirkungsfunktional entlang dieser Trajektorie extremal (bzw. zumindest
stationdr) sein muf, wobei die Endpunkte der Bahn zu den Zeitpunkten ¢, und ¢, festzuhalten sind:

SA[X]=0 unter der Nebenbedingung &8x(z,) = 8%(¢,) =0. (2.2.2)

Fiihrt man die Variation aus, erhilt man

f _,gL - a 210
SA—L dt [é\xﬁ+é\xﬁé’x]_0. (2.2.3)

1
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Da beim Hamiltonschen Prinzip die Zeit nicht variiert wird, gilt 8% = d/d(8%), und durch partielle
Integration folgt unter den Randbedingungen in (2.2.2)

SA= Jd 5% [@_iﬁ] 0. 2.2.4)

Da wir nun fiir 8 X beliebige hinreichend glatte Funktionen einsetzen diirfen, folgt aus dem Verschwin-
den der Variation des Wirkungsfunktionals wegen (2.2.4) das Verschwinden der eckigen Klammer unter
dem Integral und also die Euler-Lagrange-Gleichungen

JdL d JL
_Le-L 2.2.5
dx dt g% 2.25)

Setzen wir fiir ein Newtonsches Punktteilchen unter dem Einfluf} eines dufleren Potentials die La-
grange-Funktion

L(x,x,t):%éz—\/(z,;). (2.2.6)
an, ergeben die Euler-Lagrange-Gleichungen in der Tat die Newtonsche Bewegungsgleichung
mi=—2V _F (2.2.7)
- 9x

Fiir das folgende ist allerdings die Hamiltonsche Formulierung im Phasenraum zweckmifliger. Dazu
definieren wir die zu den Konfigurationsvariablen X gehorigen kanonisch konjugierten Impulse

pi= oL (2.2.8)

ax

und die Hamilton-Funktion als Legendre-Transformierte der Lagrangefunktion bzgl. p:

H%, p,t)=p-%—L(%,%,1). (2.2.9)

Dabei sind in der Lagrangefunktion die Geschwindigkeiten x durch die kanonischen Impulse p auszu-
driicken. Die Wirkung wird dann zu einem Funktional fiir Phasenraumtrajektorien [X(¢), p(¢)],

A[X,p]= dtfa i —H(%,5,t)]. (2.2.10)

ty

Das erweiterte Hamiltonsche Prinzip besagt dann, dafl sich die tatsichlich durchlaufene Phasenraum-
trajektorie des Teilchens aus der Stationaritit unter unabhingigen Variationen 8%, 8 p mit den Rand-
bedingungen 8%(t;) = 8 %(t,) = 0 ergibf]

Fiihren wir die Variation aus, ergeben sich die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen (Ubung!)

. JdH 3H

Daf} diese in der Tat zu den Euler-Lagrange-Gleichungen dquivalent sind, ergibt sich direkt durch Bil-
dung des totalen Differentials von (2.2.9):
dL dL JH JH JH

—=dp- X - . 2.2.12
= dt&’t dp 73 +dx B +dt8t ( )

dH =dp-%—dx -

SBemerkung: Die & p werden frei variiert, ohne spezielle Randbedingungen zu verlangen!
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Dabei haben wir von der Definition der kanonisch konugierten Impulse (2.2.8) Gebrauch gemacht. Ein
Vergleich der Differentiale ergibt

. JdH JL OH
_ __oa 2.2.13
T3 9% o% @2.19)

Die erste Gleichung ist identisch mit der ersten Hamiltonschen Gleichung in (2.2.11). Gelten dann
fiir die Trajektorie die Lagrangegleichungen folgt zusammen mit auch die zweite Hamiltonsche
Gleichung.
Der Vorteil der Hamiltonschen Formulierung liegt im Zusammenhang mit den Symmetriebetrach-
tungen und schliefilich der Analogie zur Quantentheorie in folgender Beobachtung. Betrachten wir
eine beliebige Funktion f : Q — R, wobei Q den durch (X, ) parametrisierten sechsdimensionalen
Phasenraum bezeichnet, so folgt fiir Trajektorien, die den Hamiltonschen kanonischen Gleichungen
geniigen,

d

dres s, o s@mdf aH_2f o
dt

______ ={f.H},,. (2.2.14)

(5p)=73 25 Y T 37 95 35 9%

Dabei definieren wir die Poisson-Klammer fiir zwei beliebige Phasenraumfunktionen f,g : @ —» R

durch
felw=33"35—55 5= (2.2.15)

Es ist nun entscheidend, daf} die Phasenraumfunktionen mit der Poisson-Klammer eine Lie-Algebra
bilden. Es ist offensichtlich, daf} die Poisson-Klammer linear in beiden Argumenten ist und daf} sie
antisymmetrisch ist, d.h. daf}

{fr &l =—18/ 1w (2.2.16)

gilt. Auch der Nachweis der Jacobiidentitit

{{f,g}pb,h}Pb + {{g,h}pb,f}Pb + {{h,f}pb : g}pb =0 (2.2.17)

ist durch Nachrechnen unter Verwendung der Definition (2.2.15) zu fithren, wenngleich dies mit etwas
Schreibarbeit verbunden ist (Ubung?).

2.3 Kanonische Transformationen
Die kanonischen Transformationen sind umkehrbar eindeutige Funktionen R x 2 — Q
¥=3%(t,X,P), p=p(tX,P) (2.3.1)

die die Eigenschaft haben, daf} sie die Sturktur der Hamiltonschen kanonischen Gleichungen in-
variant lassen. Um diese Eigenschaft genauer zu charakterisieren und die Form des Hamilton-Operators
in den neuen Koordinaten H'(¢,X,P) zu erhalten, ist es am bequemsten, die Invarianz der Variation
der Wirkung zu verlangen. Dazu mufl in

23

-

I[X,P]—1I[% 7] :J dt [X -ﬁ—H/(t,)?,ﬁ)—?c-;+H(r,z,;)} 23.2)

b
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der Integrand in der eckigen Klammer offenbar die totale Zeitableitung einer Funktion von x(¢) und
X (t) (sowie evtl. explizit von t) allein sein, weil nur dann die Variation aufgrund der Nebenbedingun-

gen 8q(t;) = 8Q(t)) = 8q(t,) = $§ Q(,) = 0 identisch verschwindet, d.h. es muf} gelten

X -P—H'(t,X,P)—%-p+H(t,%,5)=——f(,%,X)
dt
T R . (2.3.3)
——[X%-FX—Q)_()-FE]]F(I?,X, )

Dabei bezieht sich die partielle Zeitableitung allein auf die explizite Zeitabhingigkeit von f. Durch

Vergleich der Koeffizienten vor X und % finden wir schlieflich

]_5:——_) t,?_C),)_()

axf( )

2 =+if(t,a?,)?), 2.3.4)
Ix

H/(t,)?,ls) = H(t,)?,]g)+ % (t,?c’,)?).

Gibt man also umgekehrt irgendeine beliebige Funktion f (3—5,)_() ,t) vor, so kann man sich vermoge
die fehlenden Variablen P und p sowie die auf die neuen Phasenraumkoordinaten X, P trans-
formierte Hamiltonfunktion verschatfen, so dafy die Bewegungsgleichungen in den neuen Koordina-
ten und mit der neuen Hamiltonfunktion wieder durch die kanonischen Hamiltonschen Gleichungen
gegeben sind. Solche Transformationen nennen wir kanonische Transformationen, weil sie den ka-
nonischen Hamiltonformalismus forminvariant lassen. Man nennt die Funktion f in in diesem
Zusammenhang auch die Erzeugende der kanonischen Transformation.

Man kann sich freilich durch direktes Nachrechnen der Ableitungen vermoge der Kettenregel auch
direkt davon tiberzeugen, dafy durch die Wahl der alten und neuen Koordinaten vermdoge (2.3.4) tat-
sichlich die kanonischen Gleichungen in den neuen und alten Variablen dquivalent sind (Ubung!).

Es ist klar, daf§ wir die Symmetrietransformationen der Galileigruppe innerhalb der Hamiltonschen
Formulierung der kanonsichen Mechanik durch solche kanonischen Transformationen darstellen miis-
sen. Wie wir gleich sehen werden, ist es fiir diesen Zweck giinstiger, die erzeugende Funktion durch eine

willkiirlich vorgegebene Funktion der Form g(X, p, t) festzulegen. Damit das totale Differential von f
wieder nur von dX und dX abhingt, miissen wir eine Legendre-Transformation der Gestalt

fGX,t)=g(P,t)—X-P (2.3.5)
durchfiihren. In der Tat ergibt sich dann
L d = d d L = J d S
< it L=+ dP L dr L |g—dX-P—X - dP 2.3.6
|:dxg)_c,+an)_(,+dt8t]f |:dx3)_c,+d al_),+dtgt:|g dx d (2.3.6)

Verwendet man auf der linken Seite die Beziehungen (2.3.4) und vergleicht die Koeffizienten der Dif-
ferentiale mit denen auf der rechten Seite, erhalten wir

I R
X = — X,P,t ,
apr ( )
- d L=
p — g(x,P’t)’ (2.3.7)
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2.4 Das Noether-Theorem (klassisch)

Wir wollen nun die im vorigen Abschnitt entwickelte Theorie der kanonischen Transformationen auf
Symmetrien anwenden. Fiir das folgende gentigt es, infinitesimale Symmetrietransformationen zu
betrachten. Wir untersuchen infinitesimale Anderungen der Phasenraumvariablen und beriicksichtigen
zugleich eine Umparametrisierung der Zeit:

X=%+8% P=p+8p, t'=t+8t. 2.4.1)

Damit die Transformation bzgl. der Phasenraumvariablen eine kanonische Transformation ist, stel-
len wir sie mit einer kanonischen Transformation dar. Wir setzen weiter voraus, die Transformation
sei durch eine Einparametergruppe gegeben wie Abschnitt[2.1]beschrieben. Den entsprechenden Para-
meter nennen wir @. Eine infinitesimale Transformation kann dann offenbar durch eine erzeugende
Funktion der Gestalt . . .

g(X,P,t)=%-P+38aG(X,P,t) (2.4.2)

beschrieben werden. In der Tat folgt zunichst aus (2.3.7)

X =%+8a—=G(&,D,t). (2.4.3)

-
Wir berticksichtigen nun nur Terme in erster Ordnung in 8 @, so daff wir im zweiten Term fiir P auch
7 einsetzen konnen, d.h. es ist

)?:%g:f—l—c?ai_,(?(a?,f),t)—l—ﬁ(é\az). (2.4.4)

Fiir die kanonischen Impulse finden wir gemif3 (2.3.7)

]5:ig:ﬁ+3aiG(f,f),t)+ﬁ(3a2). (2.4.5)
ax ax
Bis auf Groflen der Ordnung (8 a?) ist also
> ad .-
P=p—38a==G(%, p,1). (2.4.6)
dx

Eine infinitesimale Symmetrietransformation liegt nun definitionsgemifd genau dann vor, wenn

. . d a
H= R — — |H =0 2.4.7
) [é‘x ?§+8‘D —+ 35t 9t] ( )

ist. Setzen wir darin (2.4.4) und (2.4.6) ein, finden wir

SH:Sa[a—H-a—G—a—H-a—G]+8té—i[:o. (2.4.8)

Dies konnen wir definitionsgemif durch die Poissonklammer gemiaf (2.2.15) ausdriicken

SH:é\a{H,G}pb—i-é\tgg—Ij:O. (2.4.9)
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Andererseits 143t sich aber die Anderung von H aufgrund der kanonischen Transformation wegen

(2.3.7) auch durch

aG JH
schreiben. Substituieren wir also 8¢J,H in (2.4.9), finden wir
aG aG

Wegen der folgt dann fiir die tatsichliche Phasenraumtrajektorie der Teilchen
iG(az p,t)=0 2.4.12)
5 CE p)=0. 4.

Dies ist das Noether-Theorem} Die kanonische Erzeugende jeder Einteilchensymmetriegruppe der
Hamilton-Funktion ist eine Erhaltungsgrofle der Bewegungsgleichungen. Aus der obigen Herleitung
ist klar, daf§ auch die Umkehrung gilt: Jede Erhaltungsgrofle der Bewegungsgleichungen stellt die ka-
nonische Erzeugende einer Einparametersymmetriegruppe dar.

Formal haben also die kanonischen Transformationen eine sehr grofie Ahnlichkeit mit dem Lie-Grup-
penformalismus aus Abschnitt|2.1; Die Lie-Algebra ist dabei durch den Vektorraum der Phasenraum-
funktionen mit der Poisson-Klammer als Lie-Produkt gegeben. Die entsprechende endliche Gruppe
koénnen wir fiir Transformationen, bei denen die Zeit nicht transformiert wird, formal mit Hilfe der
durch den Generator erzeugten Lie-Ableitung finden. Fiir die infinitesimale Transformation einer be-
liebigen Phasenraumfunktion f(X, p, t) folgt wie oben fiir die Hamiltonfunktion hergeleitet

8f=38alf,G)y. (2.4.13)

Betrachten wir die endliche Transformation der Phasenraumkoordinaten als Funktion des Einparame-
tergruppenparameters & folgt daraus

d .. - : .
L 1180, 3a), 1= 1, Gy = 86 TE() @b 1) 2414
Da G voraussetzungsgemafl selbst nicht von @ abhingt, folgt als formale Losung

FIR(a), p(a), t] = exp(ia L) f[%, X, t]. (2.4.15)

Wir wenden nun das Noether-Theorem auf die Einparameteruntergruppen der Galileitransformatio-
nen an.

Zeittranslationen: Fiir zeitliche Translationen ist
Si=38ax%, 8p=38ap, St=dua. (2.4.16)

Damit dies eine Symmetrietransformation der Hamilton-Funktion ist, darf diese gemif3 nicht
explizit von der Zeit abhingen. Da die zeitliche Anderung der Phasenraumvariablen ¥ und » durch die
Hamiltonfunktion gegeben ist, ist die zu zeitlichen Translationen gehorige kanonische Erzeugende die
Hamilton-Funktion und diese ist zeitlich erhalten, wenn sie nicht explizit von der Zeit abhingt. Dies

*Amalie (Emmy) Noether, 1882-1935, deutsche Mathematikerin
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ist wegen (2.2.14) und der Antisymmetrie der Poisson-Klammer trivial, denn falls H nicht explizit von

der Zeit abhingt, ist

d - _

Die zur zeitlichen Translationsinvarianz gehorige Erhaltungsgrofie nennen wir Energie, so dafl diese
folglich durch die Hamiltonfunktion gegeben ist.

Riumliche Translationen: Angenommen, die Hamilton-Funktion sei unter riumlichen Translationen
in der Richtung 7 invariant. Die Symmetrietransformation lautet

Sx=—#ide, S8p=0, St=0. (2.4.18)
Aus und folgt fiir die Erzeugendenfunktion
aG aG
— =0, ——==mn. 2.4.19
x> 35 @41

Die erzeugende Funktion ist also (bis auf eine irrelevante Konstante)

G(Z,5)=7-p, (2.4.20)
d.h. die dazugehorige Erhaltungsgrofie ist die Komponente des kanonischen Impulses in Richtung
von 7. Die Symmetrie liegt gemifl (2.4.9) tatsichlich vor, wenn die entsprechende Richtungsableitung

(2.4.21)

der Hamilton-Funktion nach den Ortskoordinaten verschwindet. Dies ist auch anschaulich klar:
Translationsinvarianz unter Verschiebungen in Richtung von 7 bedeutet, daf§ die Hamilton-Funkti-
on nicht von der entsprechenden Ortskomponente abhingt.

Drehungen: Die infinitesimalen Drehungen um eine Drehachse in Richtung von 7 sind gemif} (2.1.21)
durch

5i=—daiixiL—022C, 8h=—daiixpLoall (2.4.22)
ap ax
gegeben. Es ist also
3G - = - - - X -
3y, ik > G(x,p) = €jprmequpj =1+ (X X p)+ G(x). (2.4.23)
]
Leiten wir dies nach x; ab, erhalten wir
G | .
€ipimepj+ I = CkikP = +€pmp; = G(X) = const. (2.4.24)
/
Die Konstante ist wieder physikalisch irrelevant, so dafl also
GG, p)=n-kxp)=i7-L (2.4.25)

gof. die Erhaltungsgrofie die durch 7 gegebene Komponente des Drehimpulses L = % x 3 ist. Eine
einfache Rechnung (Ubung) ergibt gemif (2.4.9), dafl die Symmetrie vorliegt, wenn

ﬁ~<£x?—g+ﬁxé—;>:o. (2.4.26)
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2.4 + Das Noether-Theorem (klassisch)

Falls wir eine Hamilton-Funktion der einfachsten Form

2’72
HZ, p)=+—+ V(%) (2.4.27)

2m

vorliegen haben, reduziert sich dies auf die Forderung, daf§
7 [¥xVV(Z)]=—7- (% x F)=0 (2.4.28)

ist, d.h. daf} die Komponente des Drehmoments in Richtung der Drehachse verschwindet. Damit die
Hamilton-Funktion dieser Form tiberhaupt unter allen Drehungen invariant ist, muf diese Forderung

fiir alle 7 gelten, und es mufl M =X x F =0 gelten. Dies ist offenbar genau dann erfiillt, wenn F o< X
ist. Das bedeutet, daf} das Potential eine Funktion von |X| sein muf}, denn nur dann ist

VV(F]) = V/(R)VIE| = V/(|))3/|F] o< % (2.4.29)

Dies ist ein typisches Beispiel dafiir, wie Symmetrieforderungen die mogliche Form der Hamiltonfunk-
tion einschrianken kdnnen.

Galilei-Boosts: Betrachten wir schlief§lich noch einen Galileiboost in Richtung von 7. Gemif} (2.1.1)
lautet die infinitesimale Transformation fiir ein Teilchen in einem dufleren Potential

8% =—S8wiit, Sp=—8wmn, St=0. (2.4.30)

Es ergibt sich daraus fiir die Erzeugende der kanonischen Transformation
G(%,p,t)=1-(mX — pt). (2.4.31)
Damit dies eine Symmetrie ist, muf$ gemaf3 tiir eine Hamilton-Funktion in der Gestalt

5.<m9_{1_t3_f1_;>:_5.<3_‘5>:o (2.4.32)
ap X Ix

gelten. Das Potential muff also von der Ortskomponente in Richtung von 7 unabhingig sein, d.h. es
gentigt fiir die Galilei-Boost-Invarianz bereits die Translationsinvarianz in diese Richtung. In diesem

Fall ist wegen (2.4.20) also automatisch auch p = const, und der entsprechende Erhaltungssatz besagt

wegen (2.4.31), daf$

z-z:ﬁ-<zo+ﬁt> (2.4.33)
m

mit einer Integrationskonstanten X, gilt.

Verlangt man nun tiberhaupt Invarianz unter der vollen Galilei-Gruppe, so ergibt sich fiir ein einzelnes
Teilchen, dafl V' = const sein muf$, da in alle Richtungen rdumliche Translationsinvarianz herrschen
mufl. Aus der zeitlichen Translationsinvarianz folgt weiter, dafy H nicht explizit von der Zeit abhingen
darf. Esist also H = H(p). Aus der Rotationsinvarianz folgt unter der Voraussetzung, daf§ p sich unter
Drehungen wie ein Vektor verhilt, dafl H nur vom Betrag von p abhingen darf. Schliefllich verlangt
die Boostinvarianz zusitzlich die Erhaltung der Geschwindigkeit, welche gemif3 X=p/mist.

Andererseits verlangt die eine verbleibende nichttriviale Hamiltonsche kanonische Gleichung, daf§

j_9H L p (2.4.34)
dp m
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ist, und das lif3¢ sich wiederum aufintegrieren integrieren zu

32
H = — + const, (2.4.35)
2m

wobei die Integrationskonstante willkiirlich ist, da sie in die Bewegungsgleichungen nicht eingeht. Wir
haben also aus der Forderung nach Invarianz unter der vollen Galilei-Gruppe fiir ein einzelnes Teil-
chen die Hamiltonfunktion fiir ein freies Punktteilchen erhalten.

Fiir Zweiteilchensysteme folgt aus genau analogen Betrachtungen (Ubung) die Form

b P
H:2—1+—2+V(|9?1—9?2|). (2.4.36)
my  2m,

Wieder schrinkt die Symmetrie unter allgemeinen Galilei-Transformationen die mdgliche Form der
Hamilton-Funktion stark ein. Das Potential der Zentralkraft fiir die Wechselwirkungskraft selbst folgt
allerdings nicht aus der Galilei-Invarianz. Die konkrete Form der Zentralkrifte ist also im Rahmen
der Newtonschen Mechanik eine zusitzliche (empirische!) Information erfordernde Fragestellung, die
nicht durch die Galilei-Symmetrie allein entschieden werden kann.

Wir kénnen nun bereits die oben erwihnte Verbindung der Galileigruppe der klassischen Mechanik
zur Quantentheorie erahnen: Gelingt es, die infinitesimalen Boosts, raum-zeitlichen Translationen und
die Drehungen als Symmetrietransformationen im quantentheoretischen Formalismus darzustellen,
erhilt man die Kommutatorrelationen der Observablenoperatoren zu Energie, Impuls (raum-zeitliche
Translationen), Drehimpuls (Drehungen) und Ortsvektor (Galilei-Boosts). Dabei ergeben sich aus den
infinitesimalen Gruppenoperationen die Liealgebra und damit die Kommutatorregeln zwischen den
entsprechenden Observablenoperatoren.

Ein Beispiel haben wir in Abschnitt|1.7|anhand der riumlichen Translationen angegeben. Wir wollen
diese Betrachtung nun durch eine systematische Untersuchung der Galilei-Gruppe vervollstindigen.
Wie wir sehen werden, gewinnen wir daraus zum einen die aus QM I bekannte Quantentheorie eines
klassischen Punktteilchens als Spezialfall aber auch die wichtige Verallgemeinerung auf Teilchen mit
Spin.

2.5 Quantentheoretische Formulierung von Symmetrieprinzipien

Um Symmetrieprinzipien fiir die in den vorigen Abschnitten im Kontext der klassischen Mechanik
besprochenen kontinuierlichen Raum-Zeit-Symmetrien in der Quantentheorie zu behandeln, benéti-
gen wir die Darstellungstheorie von Lie-Gruppen bzw. Lie-Algebren auf dem Raum der quanten-
mechanischen Zustinde. Dabei ist es wichtig, daf§ die Zustandsvektoren immer nur bis auf einen
Phasenfaktor relevant sind. Es ist daher zur Beschreibung der quantenmechanischen Zustinde hin-
reichend, statt der Zustandsvektoren selbst die entsprechenden Statistischen Operatoren des reinen
Zustands

Py =) {4l 25.1)

zu verwenden. Wie wir in Aschnitt|1.7|gesehen haben, konnen Symmetrien durch unitire Operatoren
U beschrieben werden. Die Statistischen Operatoren und Observablenoperatoren transformieren sich
dann gemif}

P; =UpP,U", O'=UoOU" 2.5.2)
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Daraus wird aber unmittelbar klar, daf§ jede unitire Transformation, die sich von U nur um einen
Phasenfaktor unterscheidet,

U’ =exp(ip)U, 2.5.3)

vollstindig dquivalent zu der Realisierung der Symmetrie durch U ist, denn die Ausdriicke (2.5.2) in-
dern sich nicht, wenn man statt U die Transformation U’ verwendet. Es sind also die unitiren Trans-
formationen, die Symmetrien beschreiben, nur bis auf einen willkiirlichen Phasenfaktor festgelegt.

Betrachtet man genauer, welche Groflen gemifl den Postulaten der Quantentheorie (vgl. Abschnitt[1.1)
beobachtbaren Aussagen entsprechen, stellt man sogar fest, daff Symmetrietransformationen auch durch
antiunitire Transformationen beschrieben werden kénnen. Dabei heifdt eine Transformation A an-
tiunitir, wenn sie antilinear ist, d.h. wenn

Al 141) + 4 1¢2)) = KAL) + LAl L,) (2.5.4)

gilt. Weiter heif3t eine antilineare Abbildung U antiunitir, wenn fiir Skalarprodukte beliebiger Vek-

toren
— * —

(Udi1Uds) =(d11¢2)" = (L2l ¢1) (2.5.5)
ist.
Nach einem berithmten Theorem von Wigner muff jede Symmetrietransformation in der Quanten-
theorie entweder durch eine unitire oder eine antiunitire Transformation dargestellt werden. Den ein-
fachen aber umfangreichen Beweis wollen wir hier nicht fithren. Der interessierte Leser sei auf [[Bar64]]
oder [Hee98]] verwiesen. Auflerdem zeigt sich, dafy Symmetrietransformationen, die stetig aus der Iden-
titdt 1,, hervorgehen, stets durch unitire Operatoren dargestellt werden miissen.

Seialso G eine Lie-Gruppe mit Parametern ¢ = (6,) € D CR”, wobeia € {1,2,...,n}. Dann definieren
wir die Funktion f : D?> — D durch die Forderung

L(0,)X(0,) =T[f (65, 6,)]- (2.5.6)
Es sei nun U: G — % (AP so dafl
U(ILI}) = exp[19(1, I} JUI)U(T}) (2.5.7)

mit ®([},T;) € R fiir alle I; = I(6,),I, =T(6,) € G gilt. Man bezeichnet solch eine Abbildung eine
unitire Strahldarstellung der Gruppe. Offensichtlich stellt sie bis auf die quantentheoretisch irrele-
vanten Phasenfaktoren eine Realisierung der Gruppe durch unitire Abbildungen auf dem Hilbertraum
dar. Falls ®(L,,T;) = 0 ist, spricht man von einer unitdren Darstellung der Gruppe. Oft kann man
durch einfache Umdefinition der Phasen der unitiren Abbildungen alle ®(T,,I;) zum Verschwinden
bringen. Dann ist es bequemer und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit méglich, direkt mit der da-
durch entstehenden Darstellung zu arbeiten. Wie wir sehen werden, ist es fiir die Galileigruppe nicht
moglich, eine fiir die Quantentheorie addquate Darstellung zu finden, d.h. man muf§ eine echte Strahl-
darstellung betrachten.

Die Analyse der moglichen Strahldarstellungen fiir Lie-Gruppen wird nun erheblich erleichtert, weil
man zunichst die entsprechenden Darstellungen der dazugehdrigen Lie-Algebra betrachten kann und
dann, zumindest in einer Umgebung der Gruppenidentitit, aus diesen durch Exponentiation die da-
zughorigen Strahldarstellungen der Gruppe selbst gewinnen kdnnen. Im folgenden schreiben wir auch

39/ () bezeichnet alle unitiren Transformationen des Hilbertraums 5
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kurz U(0) fir U[I'(0)] und ®(0,,0,) fiir ®[I(6,),I(8,)]. Definitionsgemif} sollen die Parameter so
gewihlt werden, daf T'(0) = 1, ist. Dann folgt aus der Beziehung

£(6,0)= £(0,6)=6. (2.5.8)
Daraus folgt fiir die Entwicklung der Funktion f bis zur zweiten Ordnung in den Gruppenparametern
. 3%*£.(0,,6
fu(02,01) =05+ 01,4 Cp 00, -+ mit Cpy = 7 Jell ) (2.5.9)
30,,30,, 6,20,=0
Weiter konnen wir die Phasen einer jeden Transformation U(T) so gewahlt denken, dafl
@(QZ,O)ZQ(O,@OEO (2.5.10)
ist. Aus dieser Bedingung folgt dann fiir die Entwicklung der Phasen
@(92,91):¢db(92ﬂ<91b+~-- (2511)
(Ubung)).
Setzen wir weiter
) au(6)
T, = (2.5.12)
a0, 9—o

und nehmen wir an, daf§ die Gruppe (zumindest in einer bestimmten Umgebung der Gruppeniden-
titit) einfach zusammenhingend ist, so dafl fiir ein gegebenes (endliches) & € D die ganze gerade
Verbindungslinie A8, A € [0,1], ebenfalls in D liegt, so konnen wir dieselben Argumente wie bei der
Herleitung von fiir die Drehgruppe anwenden und erhalten

U(0) = exp(it,b,). (2.5.13)
Aus der Unitaritdt der U folgt dann unmittelbar die Selbstadjungiertheit der t,, denn zunichst gilt

uOui@)=1,, = %UT(6)+U(€)BS—;@)

Setzen wir hierin § = 0 und verwenden die Definition (2.5.12) der =, folgt in der Tat

—0. (2.5.14)

h=x (2.5.15)

a

Nun kénnen wir mit Hilfe von (2.5.9) und (2.5.11) die Strahldarstellungseigenschaft bis zur
zweiten Ordnung in den Gruppenparametern entwickeln. Nach kurzer Rechnung (Ubung!) folgt

ﬂ&‘t’ + iTa ((924 + 914 + Cabceﬂaglc)

1
— ETbTC ((9217(926 + (921961(‘ + ezcelb + (914(9117) +¢bct92belc]lﬂ (2516)

! . 1
= L +i%,(010+ 020) = 5547 (O1y 01+ 205301+ 046.)
Der Koetfizientenvergleich liefert nach Kiirzen der auf beiden Seiten gleichen Terme

. 1
1T Cabc_i{Tb’Tc}+q)bc]1:_Tch- (2517)

a
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Vertauschen wir in (2.5.16) &, mit 8,, erhalten wir wieder (2.5.17), allerdings mit vertauschten Indizes
b und c. Ziehen wir diese Gleichung von (2.5.17) ab, finden wir fiir die Kommutatorrelation

[Ty, T =1 b, +1C, 1oy, (2.5.18)

Dabei heifen die
f;zbc = Cacb - Cabc und Cbc = q)bc _(bcb (2.5.19)

die Strukturkonstanten bzw. Zentralladungen der Strahldarstellung der Lie-Algebra. Wihrend die
Strukturkonstanten unabhingig von der konkreten Darstellung sind, denn C,,, folgt ja gemif}
als eine Eigenschaft der gewihlten Parametrisierung der Gruppe, hingen die Zentralladungen von der
Darstellung ab.

Die Strukturkonstanten und Zentralladungen gehorchen nun aber noch bestimmten Bedingungen, die
sich aus der Jacobi-Identitit

[as[ps w1+ Leps (e T ]l + [T [ 7 7 ]] =0 (2.5.20)

ergeben, die fiir beliebige Operatoren T, 7, und t, identisch erfiillt ist (Ubung/). Verwenden wir nim-
lich (2.5.18) in (2.5.20) und vergleichen die Koeffizienten, folgt (Ubung!)

feadfd!?c +f;bdfdca +fecdfdab =0, (2.5.21)
Cedtave+ Coataca + Coafuar =0 (2.5.22)

Da (2.5.21) von den Zentralladungen unabhingig ist, gilt offensichtlich (2.5.22) identisch, wenn
Cab :f;’absée mit ¢e eR (2523)

ist. Falls es solche Zahlen ¢, fiir eine gegebene Darstellung tatsichlich gibt, kdnnen wir zunichst die
Generatoren vermoge
=1, +¢, 1, (2.5.24)
umdefinieren. Damit haben wir neue Operatoren 7/, die eine echte Darstellung der Lie-Algebra bilden,
d.h. es gilt (Ubung)
[T/b,‘clc]:i T s (2.5.25)
und durch
U'(0) = exp(ib,v,) = exp(i¢, 0, ) exp(if,7,) = exp(ig, 0,)U(0) (2.5.26)

wird (zumindest in einer einfach zusammenhingenden Umgebung der Gruppenidentitit) eine zur
Strahldarstellung U(6)) quantentheoretisch dquivalente echte unitire Darstellung der Gruppe defi-
niert.

Da es einfacher ist, mit echten Darstellungen statt mit Strahldarstellungen zu operieren, werden wir im
folgenden moglichst viele Zentralladungen durch einen Ansatz zu eliminieren versuchen. Wie
wir im nichsten Abschnitt sehen werden, gelingt dies fiir die physikalisch relevanten Strahldarstellun-
gen der Galilei-Gruppe nur teilweise.

2.6 Die Realisierungen der Galilei-Gruppe in der Quantentheorie

Mit den Vorbereitungen des vorigen Abschnitts konnen wir nun die Analyse der fiir die Quantentheo-
rie relevanten unitdren Strahldarstellungen der Galilei-Gruppe angehen.
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Das generelle Vorgehen beim Aufsuchen der unitiren Strahldarstellungen einer vorgegebenen Symme-
triegruppe besteht darin, zunichst die dazugehdrigen Darstellungen der (Strahl-)Lie-Algebren zu fin-
den. Die selbstadjungierten Operatoren der Lie-Algebra bilden dann die Observablenoperatoren der
entstehenden Quantentheorie. In unserem Fall der Galilei-Gruppe gelangen wir dadurch zu den Reali-
sierungen der Observablen Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunkt (fiir ein einzelnes Teilchen
also dem Ortsvektor).

Um die moglichen Strahldarstellungen aus den Kommutatorrelationen der Lie-Algebra, die aus der
Gruppenstruktur folgen, konkret zu berechnen, werden (verallgemeinerte) Orthonormalbasissysteme
aus Eigenvektoren eines moglichen maximalen Satzes kompatibler Operatoren konstruiert und die
Wirkung der unitiren Gruppentransformationen auf diese Basisvektoren bestimmt. Dieses Programm
fithren wir nun fiir die Galilei-Gruppe aus.

Zunichst bestimmen wir die Lie-Klammerrelationen der Galilei-Lie-Algebra. Die Lie-Algebra hat, wie
in Abschnitt[2.1{gesehen, zehn Parameter @ (Boosts), a (zeitliche Translationen), 4 (riumliche Transla-
tionen) und ¢ (Drehungen). Die Konvention fiir die Vorzeichen der Operatoren fiir die infinitesimalen
Erzeugenden ist dabei wie folgt festgelegt:

U(%,a,d,¢) = exp(—i - K—iaH +i7 - p+ig - J). 2.6.1)

Verwenden wir (2.1.13) und (2.1.21) fiir die Darstellung infinitesimaler Transformationen, finden wir
fiir die Entwicklung der Parameter fiir die Hintereinanderausfithrung zweier infinitesimaler Galilei-
Transformationen I; = LI}

W3; = W+ Wy — €1 Pyt (2.6.2)
ay=a;+a,, (2.6.3)
a3; = ay; +ay; — €1 Popay + Wy, (2.6.4)

$3j = b1+ Poj —€jrPardbut - (2.6.5)

Daraus lesen wir durch Vergleich mit der entsprechenden Entwicklung von mit Hilfe der Defini-
tion die Strukturkonstanten ab. Weiter setzen wir fiir alle Kommutatoren willkiirliche Zentral-
ladungen an, deren Anzahl wir im folgenden durch Elimination mit Hilfe der Jacobidentititen
moglichst reduzieren wollen. Es folgen also zunichst die Kommutatorrelationen (Ubung/) mit der all-
gemeinsten Moglichkeit fiir das Auftreten von Zentralladungen:

e Jil=iejp]; +iCO1L,,, (2.6.6)
[Py ]1=i€;p P, +iCl 1, 2.6.7)
[ K ]=ie /K +iC/5 1, (2.6.8)
[P,,P,]1=iC[1,,, (2.6.9)
[H,P,]=iC{"" 1, (2.6.10)
[H,],1=iC"1,,, (2.6.11)
[Kp, P ] =iCL 1, (2.6.12)
[H,K,]=—iP, +iC/*1,, (2.6.13)
(K., K;]=iCEF1,. (2.6.14)

Wir benutzen nun die Jacobi-Identititen fiir die Zentralladungen (2.5.22), die aus den Jacobi-Identit3-
ten fiir jeweils drei der Erzeuger (2.6.62.6.14) folgen. Dabei sind die Jacobi-Identititen fiir die Struktur-
konstanten (2.5.21) automatisch erfiillt, weil die obigen Kommutatorregeln aus der Strahldarstellung

74



2.6 - Die Realisierungen der Galilei-Gruppe in der Quantentheorie

der Lie-Algebra zur Galilei-Gruppe hervorgehen. Sie liefern also keine weiteren Einschrinkungen. Au-
erdem brauchen wir nur Jacobi-Identitaten fiir die nichtabelschen Teile der Gruppe zu betrachten,
weil fiir abelsche Untergruppen die Jacobi-Identititen automatisch erfiillt sind, weil in diesem
Falle die entsprechenden Strukturkonstanten identisch verschwinden.

Da offensichtlich C/Z = —Cljli sein mufl, konnen wir alle moglichen Zentralladungen einer Strahldar-
stellung der Drehgruppe in der Form

C/g:—enklgon mit ¢, €R (2.6.15)

schreiben. Dadie € ;;; gerade die Strukturkonstanten der der Drehgruppe sind, erfiillen also die Zentral-

ladungen der Drehgruppe automatisch die Bedingung (2.5.23), so dafl wir durch geeignete Phasenwahl
der J, dafiir sorgen konnen, daf§

J] —
¢l =o (2.6.16)
ist.
Die Jacobi-Identitit fiir die drei Generatoren J, P; und P, liefert mit (2.6.7) und (2.6.9)

EnmpCLY + €, CEP =0 (2.6.17)
Uberschiebt man dies mit &, ;, folgt
eGP =0 (2.6.18)
und folglich, da C ISZP =—C l];p ist,
c/l=o. (2.6.19)

Auf exakt analoge Weise folgt aus der Jacobi-Identitit fiir J,, K; und K, daf§ auch
Crf=o0 (2.6.20)

sein muf.
Mit der Jacobi-Identitit fiir P, K; und J,, finden wir

EnimCiN —€,,CHE=0. (2.6.21)
Uberschiebt man dies mit &, folgt
Gl =0= C/Rk=CrK. (2.6.22)
Uberschiebt man nun (2.6.21) mit € ik erhalten wir
PK __ ~PK PK __
3CHK = CIKS, = CIK =—m8), (2.6.23)

mit m € R, wobei m selbst keine weiteren Einschrinkungen durch die Gruppenstruktur erfihrt. Hier
haben wir also eine nichttriviale Zentralladung gefunden.

Verwenden wir nun die Jacobi-Identitit fiir K, J; und J,,, erhalten wir
K K K
enlmc/en]_enmkc,l[]_énklcﬂé:O' (2624)
Uberschiebt man diese Gleichung mit &;, , folgt
K K K
ekCll=0=Cl=cV. (2.6.25)
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Uberschieben von (2.6.24) mit ¢, liefert zusammen mit (2.6.25)
K K
2¢) =cf/ 8, (2.6.26)

Nochmaliges Uberschieben mit &, ergibt

2c// =3¢ = ¢l =o, (2.6.27)
und wegen (2.6.26) ist damit
cl/=o. (2.6.28)

Eine exakt gleichartige Rechnung ergibt vermdge der Jacobi-Identitdt fiir P, J; und J,, auch

P] _

c’=o. (2.6.29)

Die Jacobi-Identitit fiir H, P, und J; liefert
e CHP =0 = CHP =, (2.6.30)

Die Jacobi-Identitat fiir H, K, und J; ergibt
et CH =} =20 (2.6.31)

und damit

CcHK =o. (2.6.32)

Die einzige nichttriviale Zentralladung ist also durch (2.6.23) gegeben. Zur Untersuchung der Darstel-

lungen der Galilei-Gruppe gentigt es also, von den Kommutatorregeln

JesJi1=1€00] ;5 (2.6.33)
[JePil=i€, P, (2.6.34)
[T K1 =i€ 4K, (2.6.35)
[P, P;]=0, (2.6.36)
[H,P,]=0, (2.6.37)
[H,].]=0, (2.6.38)
[Ke, P ]=1mSy 1y, (2.6.39)
[H,K,]=—iP,, (2.6.40)
(K, K;]=0 (2.6.41)

auszugehen.

2.7 Nichtrelativistische Elementarteilchen

Wir definieren nichtrelativistische Elementarteilchen als solche Teilchen, deren Hilbert-Raum der Zu-
stinde eine irreduzible Strahldarstellung der vollen Galilei-Gruppe bilden. Dabei heifit eine Strahl-
darstellung irreduzibel, wenn sich der Hilbert-Raum, auf dem diese Darstellung realisiert ist, nicht in
(nichttriviale) Unter-Hilbert-Riume zerlegen 14f3t, d.h. aus jedem von 0 verschiedenen Vektor ldfit sich
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durch Anwendung der unitiren Darstellungsmatrizen U(@, a,4, ¢) eine vollstindige Basis des Hilbert-
Raumes konstruieren.

Wir kénnen nun alle irreduziblen Strahldarstellungen der Galilei-Lie-Algebra gewinnen, wobei wir,
wie im vorigen Abschnitt gesehen, von den Kommutatorrelationen ausgehen konnen,
d.h. nur die Boost-Translations-Untergruppe enthilt gemif} eine nichttriviale Zentralladung,
welche bereits eine die Darstellung charakterisierende Grofle m liefert. Wir werden sehen, dafl dies die
Masse des Elementarteilchens ist.

Um nun eine irreduzible Darstellung zu finden, gentigt es, eine Basis des Hilbertraums zu konstruieren
und die Wirkung der Gruppenoperationen auf diesen Basisvektoren anzugeben. Dabei werden wir so
vorgehen, daf§ wir zunichst die Basisvektoren als simultanen Eigenvektor eines vollstindigen Satzes
kompatibler Observabler konstruieren. Dazu wihlen wir die simultanen Eigenvektoren |E, 2, 0> des

Hamilton-Operators H und der drei Impulskomponenten P. Dabei haben wir mit einem Satz zusitz-
licher Parameter o die Mdglichkeit offen gelassen, daf} diese Energie-Impulseigenvektoren entartet
sein konnen. Nun betrachten wir zuerst die Wirkung eines Boostes auf diese Eigenvektoren. Von der
klassischen Mechanik her erwarten wir, dafl der Boost eines Energie-Impuls-Eigenvektors wieder einen
solchen Eigenvektor zu entsprechend anderen Eigenwerten erzeugt. Betrachten wir also

=/

P (w)=exp(—iw- R)f’ exp(iw - K). 2.7.1)

Lzei(;czl(l) wir diese Beziechung nach w; ab, erhalten wir aufgrund der Kommutatorrelationen (2.6.41) und
(2.6.39)

i%y@@:m%j 2.7.2)
und zusammen mit der Anfangsbedingung P (0) = P
P'(@)=P+ml,,. 2.7.3)
Daraus folgt
Bexp(ia - K)|E, 5, 0) = exp(i@s - K)B (@) |E, 5, 0) B2 (5 + mB)expli® - K)|E, Bro).  @274)

Damit ist also exp(iw - K) ) Impulseigenvektor zum Eigenwert

P =p+mw. (2.7.5)

Eine entsprechende Betrachtung des Operators

-

H'(%) = exp(—i K)H exp(iw - K) (2.7.6)
liefert mit (2.6.41) und (2.7.3)
H/(@)=H+3-P+ %mz@z. 2.7.7)
Entsprechend ist
.- - RGN m -2 .- = -
Hexp(iw - K) |E,p,0> = <E +w-p+ 5w )exp(lw -K) |E,p,0> (2.7.8)
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Falls m # 0 ist, besitzt P den ganzen R? als Spektrum, und die Boost-Untergruppe wirkt aufgrund
der angenommenen Irreduzibilitit der Strahldarstellung transitiv auf den verallgemeinerten Impulsei-
genvektoren. Wir konnen daher die folgende Wignerbasis fiir die Impulseigenvektoren wihlen:

-

IE,50) = exp<iﬁ-f<> |E 7 =0,0). 279)
m
Fiir den Energieeigenwert folgt dann wegen
3?2
H|E,;3,a>:<EO >|E o). (2.7.10)

Wir kénnen nun aber H um beliebige zum Einheitsoperator proportionale Operatoren verschieben,
ohne daf} sich etwas an den Kommutatorrelationen (2.6.33(2.6.41) andert. Wir diirfen also E, = 0 an-

nehmen. Dann ist

=2
=2 2.7.11)
2m
und folglich kénnen wir statt |E , D 0> =: |Z5, a> schreiben. Da voraussetzungsgemaf3 die |Z),0> voll-
standig sind, folgt daraus
32 > > 32 P - > P’
H :fde p;H |p,a><p,0| :fde pZU:E |p,a><p,a| = (2.7.12)

Mit der Wahl der Eigenvektoren (2.7.9) kénnen wir aufgrund der Kommutativitit der Galilei-Boosts
sofort die Wirkung der Galilei-Boostuntergruppe auf die Impulseigenvektoren angeben:

exp(i@ - K) |p, 0 )_exp<imw+Pf(>|Z>:O,o)|Z>+mz7;,o). (2.7.13)
m

Jetzt miissen wir noch die Wirkung von Drehungen auf die Eigenvektoren untersuchen. Setzen wir

cé @1, so folgt aus den Kommutatorrelationen 1) dhnlich wie oben bei der Herleitung von
2.7.3) durch Ableiten nach ¢ und anschlielendem Zuriickintegrieren (Ubung)

-

f’/(gg) —exp —1¢ Pexp(1q§ 1= ﬁ((ﬁ)f’ (2.7.14)

Dabei ist R € R die gewohnliche orthogonale Drehmatrix fiir eine Drehung um den Winkel ¢ um
die durch 7 gegebene Drehrichtung. Damit folgt

Pexp(id - J)|p.0) = R($)pexplid - J) | 0). (2.7.15)

Z),o> Impulseigenvektor zum Eigenwert 1%(4;)2% und es mufl folglich Zahlen

Es ist also exp(ig- j)
(5 gg) € C geben, so daf}

explig - 1)[7:0) = X Doro B+ ) [R($)P1 ") (27.16)

ist. Wir zeigen nun, dafl die Matrizen D, U((;Z) =D_, (p=0, q;) eine unitdre Darstellung der Dreh-

gruppe bilden miissen und daff dann auch die Wirkung von Drehungen auf beliebige Eigenvektoren

a’a(
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|7, 0> durch diese Darstellung bestimmt ist. Dazu wenden wir (2.7.16) wie folgt auf die Hintereinan-
derausfithrung zweier Drehungen

exp(idhs - J) = explich, - ) explich; - ) (2.7.17)

an:

exp<i¢3~i><z3=o,a>=ZDa~,g<$3><z3=o,a”>éexp<i$2- Yexp(idh; - J)[0,0)
_ZD exp ¢2 />:ZD0'//0'/($2)D0'/0'(¢?1)
—Z[ D(E)D 1>]U,,U|o,a~>.

") 0748

Dies verlangt aber in der Tat die Darstellungseigenschaft

D($5)=D($)D($)). (2.7.19)

Falls wir also nichttriviale Darstellungen der Drehgruppe finden kdnnen, was wir im nichsten Ab-
schnitt zeigen werden, transformieren sich Impulseigenzustinde zum Impulseigenwert p = O unter
Drehungen unter eben dieser nichttrivialen Darstellung. Wir interpretieren diese der klassischen Phy-
sik fremde Eigenschaft, daf} sich die Zustinde eines ruhenden freien elementaren Teilchens unter Dre-
hungen dndern konnen, dadurch, dafy wir den durch diese Strahldarstellung der Galilei-Gruppe be-
schriebenen Teilchen eine zum Drehimpuls gehorige innere Quantenzahl zuschreiben, die als Spin
bezeichnet wird. Dieser Name geht auf die etwas heikle Vorstellung zurtick, daf§ Elementarteilchen
neben den drei Translationsfreiheitsgraden eine Art inneren Drehimpuls in Analogie zum Drall eines
ausgedehnten starren Korpers besitzen. Dies ist insofern problematisch als wir Elementarteilchen als
punktférmig ansehen, da es physikalisch keinen Sinn ergibt, ihnen aufgrund der quantentheoretischen
Beschreibung tiberhaupt eine Art von Ausdehnung zuzuordnen.

Nun konnen wir die Wirkung einer Drehung auf beliebige Basisvektoren |f),0> bestimmen. Dazu
schreiben wir

-
-

expi$ 3.0y =expd Dewo (2K ) 15 =0.0)

i} " i i (2.7.20)
=exp(ig - J) eXp<i£'K>6Xp(—i¢'J)eXP(i¢~J)I?=0,0)
Nun gilt _ ;
exp(i 5 j )exp <1£ . R) exp(—ig/;- —exp< K g/?) (2.7.21)
mit
K (¢) = explip- R exp(—ih - 1) = R(H)K, 27.22)

wobei die letzte Gleichung genauso herzuleiten ist wie die entsprechende Gleichung (2.7.14) fiir den
Impulsoperator. Verwenden wir zuerst (2.7.16) in (2.7.20) und wenden dann nacheinaner (2.7.21) und

(2.7.9) an, erhalten wir

explih ) [P, o) = > Do @) [R(B)P, ") 27.23)
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wobei wir von der Orthogonalitdt der Drehmatrix fi(g;) Gebrauch gemacht haben:

p-[R($K]=[R T ()p]- K=[R(¢$)p] K. (2.7.24)
Damit haben wir die Wirkung aller Bestandteile der Strahldarstellung der Galilei-Gruppe fiir ein Ele-
mentarteilchen festgelegt. Es verbleibt uns nur noch, die Darstellungen der Drehgruppe zu charakteri-
sieren, um alle moglichen Realisierungen von Matrizen ZA)(gb) zu ermitteln.

Wir miissen uns nun aber noch von der Unitaritit der Strahldarstellung tiberzeugen. Fiir die zeitli-
chen und riumlichen Translationen ist dies klar, da diese die Basisvektoren |, 0> lediglich mit Phasen-
faktoren multiplizieren, weil diese Vektoren konstruktionsgemify Eigenvektoren der entsprechenden

Erzeugenden H und P sind. Fiir die Boosts folgt

<exp(i@-fi)f)1,01 exp(iz@~ﬁ)fyz,az>:<§1+m o4 |p2+mw 02>
S

w,
[(B1 +m@)— (P, + m®)1S,,,, (2.7.25)
= 3(3)(;1 _52)80102 = (1_0)1’ 04 | 272, (%) > .

Dabet sind wir davon ausgeganger, dafl die |p,0 > auf die tbliche Weise normiert und dafl sich die

Darstellungsmatrizen D(gﬁ) der Drehgruppe auf eine diskrete Basis beziehen. Wir werden im nichsten
Abschnitt sehen, dafl dies notwendig der Fall ist. Betrachten wir schlieflich noch die Drehungen:

(exp(—igp- 1)p1s 01 | exp(—igp- 1)Fr 0 ) = ZD o, Doroy (R(B)p1,0" | R()Frs0” )

- - -

= > D}, ($)D,1, (H)SVIR(G)B1— 52)18 1 (2.7.26)

Dabei haben wir bei der Umrechnung der 8-Distribution verwendet, daf} det I%(gg) = 1 ist. Damit also
die Strahldarstellung unitir ist, muf3

DI ($)D()=1, (2.7.27)

also die Darstellung der Drehgruppe ZA)(gg) unitir sein. Damit die Strahldarstellung irreduzibel ist, muf}
offenbar auch die unitire Darstellung der Drehgruppe irreduzibel sein, denn nur dann kénnen alle
Eigenzustinde zum Impulseigenwert p = 0 durch Anwendung von Drehungen aus einem beliebigen
solchen Zustand gewonnen werden.

Wir miissen also noch die unitiren irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe finden, um unsere Dar-
stellungstheorie der Galilei-Symmetrie und damit die Beschreibung nichtrelativistischer Elementarteil-
chen abzuschlielen.

Zunichst bemerken wir, dafl die Galilei-Boosts fiir sich genommen eine (Abelsche) Untergruppe der
vollen Galilei-Gruppe bilden, die insbesondere keine Drehungen generieren kann. Daher kénnen die
eben konstruierten Basiszustinde als dyadisches Produkt

7.0)=17)®0) (2.7.28)

geschrieben werden, und der Drehimpuls laf3t sich in einen Bahndrehimpuls- und einen Spinanteil
zerlegen:

-

J=Lx1+1xS=L+S. (2.7.29)
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Offensichtlich gelten dann die Drehimpulskommutatorregeln (2.6.33) fiir L und S, und diese Operato-
ren kommutieren untereinander. Die Darstellung der Drehungen ist damit durch

exp(—ig-J)|p, o) =exp(—ig - L) |p) @ exp(—igh - S) o) (2.7.30)
gegeben. Es lifit sich dann aus den Kommutatorrelationen herleiten (Ubung!), dafl wir
- 1 - -

[=—KxP 2.7.31)
m

setzen konnen. Der Spinoperator kommutiert mit allen Operatoren aufer den Spinoperatorkompo-
nenten selbst, die die Drehimpulsalgebra

[Sk,Sl]:ie]-kZSj (2732)

erfiillen.

2.8 Die unitiren irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe

Zur vollstindigen Charakterisierung der unitiren irreduziblen Strahldarstellungen der Galileigruppe
fehlt jetzt nur noch die Konstruktion der irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe.

Im vorigen Abschnitt haben wir geschen, dafl die |p =0, 0> =lp= O> ® |o), also die Energie-Impuls-
Eigenzustinde zum Impulseigenwert p = 0 einen Darstellungsraum der Drehgruppe zu einer irredu-
ziblen unitiren Darstellung aufspannen. Dabei wirken auf die |o) die Spinoperatoren, die die Kommu-
tatorregeln erfiillen. Die entsprechenden unitiren Darstellungen der Drehgruppe wollen wir
im folgenden konstruieren.

Laut (2.6.33) wird die Lie-Algebra der Drehgruppe durch die drei selbstadjungierten Drehimpulsope-
ratoren S aufgespannt, und es gelten die Kommutatorrelationen

[S;S¢ ]| =i€jnSs- (2.8.1)

. =2 = . . . e
Zunichst erwarten wir, dafl S mit allen S vertauscht. Mit (2.8.1) ist dies sofort zu bestdtigen:

[Se>S:S/1=1€41,,(S;S,, +S,,8,) =0. (2.8.2)

Man nennt einen Operator, der mit allen Elementen einer Lie-Algebra vertauscht, einen Casimir-

=2
Operator. Folglich ist S also ein Casimir-Operator der Drehgruppe. Wir konnen die irreduziblen
Darstellungen einer Lie-Algebra durch den Eigenwert der untereinander kommutierenden Casimir-
Operatoren charakterisieren, denn fiir eine irreduzible Darstellung kénnen wir alle Vektoren durch

Anwendung einer Drehung exp(i¢ - S) auf einen Eigenvektor erzeugen. Dabei entstehen wieder Fi-
genvektoren der Casimir-Operatoren zu denselben Eigenwerten, d.h. eine irreduzible Darstellung ist
vollstindig durch die Eigenwerte eines vollstindigen Satz kompatibler Casimir-Operatoren bestimmt.
Die Lie-Algebra der Drehgruppe besitzt nun offenbar nur diesen einen Casimir-Operator, denn dies ist
die einzige unter Drehungen invariante Grofle, die sich aus S gewinnen laf3c.

Da die drei Drehimpulsoperatoren untereinander nicht vertauschen, muf$ sich der zu einer irreduziblen

unitire Darstellung gehdrige Vektorraum zum S -Eigenwert A durch die Eigenbasis einer beliebigen
Komponente des Drehimpulsoperators, tiblicherweise nimmt man S, aufspannen lassen:

S o) =ALa), S, [ho)=c|Ao). (2.83)
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Wir haben durch die willkiirliche Wahl von S, zur Charakterisierung der Basisvektoren die z-Richtung
ausgezeichnet. Es empfiehlt sich daher die Einfithrung eines Polarkoordinatensystems in der xy-Ebene.
Dies ist aber nicht so einfach im Operatorformalismus zu realisieren. Wir nutzen eine andere Moglich-
keit, die auch oft im Zusammenhang mit Rechnungen in der klassischen Mechanik niitzlich ist, ndm-
lich die Darstellung der xy-Ebene als komplexe Zahlenebene. Entsprechend konstruieren wir die nicht
selbstadjungierten zueinander hermitesch adjungierten Operatoren

S,=S,+iS,. (2.8.4)

Wir werden im folgenden intensiven Gebrauch von Kommutatorrelationen dieser Operatoren machen,

die sich leicht aus (2.8.1) herleiten lassen. Besonders einfach ist die Kommutativitit mit S einzusehen

[si,§2] —0, (2.8.5)

=2
weil S Casimiroperator der Drehalgebra ist. Die Anwendung von (2.8.1) fithrt sofort auf

[S,,S.]=%S,, (2.8.6)
[S,,S_]=28,. (2.8.7)

Weiter rechnet man unter erneuter Anwendung von (2.8.1) leicht nach, daf§

=2

S =S,8_+S,S,-1) (2.8.8)
gilt, und durch Anwendung von (2.8.7) folgt hieraus sofort auch

§'=S_S, +5,(S,+1). 2.8.9)

. R 22 . -2 .. .
Jetzt bestimmen wir die Eigenwerte von S und S,. Zunichst ist S ein positiver Operator, was sich

unmittelbar aus der Selbstadjungiertheit der S ergibt. Damit ist A > 0. Weiter zeigen wir, daf§ S, fiir
vorgegebenes A beschrinkt ist:
A, 0> < </1, o

Si /1,0> = </1,0
S,S.140)={[S,,S.]+S.0}|Ao)=(0 £1)S,|A0). (2.8.11)

o =(ho 5§ —s2—s?2

§2'/1,0>:/1:>(72§/1. (2.8.10)

Nun gilt wegen (2.8.6)

Das bedeutet, dafl entweder S, |A, o) Eigenvektor von S, zum Eigenwert o & 1 oder der Nullvektor
ist.

Sei nun s = max{o }. Dann ist zwingend

S, |4,s)=0, (2.8.12)
und (2.8.9) ergibt

A=s(s+1). (2.8.13)
Sei jetzt —s’ = min{o }. Dann gilt wegen S_ |/1,—5’> =Ound 1) A=5'(s"+1) und zusammen mit

=2
2.8.13) und —s’ < s folgert man s = s’. Meist wird die Darstellung, die durch den Eigenwert von S
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definiert ist, durch s gekennzeichnet, und wir folgen diesem Brauch. Dabeti ist der Eigenwert A von §*
durch gegeben. Neben der Masse ist also zu einer vollstindigen Charakterisierung eines Ele-
mentarteilchens auch sein Spin s notwendig. Damit ist aber die Bestimmung der intrinsischen Eigen-
schaften eines freien Teilchens auch vollstindig erfaflt, wie wir bei der Konstruktion der irreduziblen
unitdren Strahldarstellungen der Galilei-Gruppe gezeigt haben.

Jetzt legen wir die Orthonormalbasis des irreduziblen Darstellungsraums durch die Gleichung
S_|A,0)=N(0)|A,0—1) (2.8.14)

sowie die Forderung N(co) € R und N(o) > 0 fest. Dies ist eine Rekursionsformel, die aus |4,s) die
Berechnung der tibrigen zur irreduziblen Darstellung gehorigen Eigenvektoren von S, gestattet. Diese

bricht wegen der Beschrinktheit der Eigenvektoren mit Erreichen des minimalen Eigenwertes —s von
S, ab. Es muf} also

Sk |4s)=C,|As—k) mit keN (2.8.15)
sein. Aufgrund der obigen Uberlegung, dafl der minimale Eigenwert von S, gerade —s ist, folgt damit

JeeN:s—k=—s=>3JkeN: s=Fk/2. (2.8.16)

. . . . 2 . .
Damit sind die moglichen Eigenwerte von S gemaf3 (2.8.13) durch s € {0,1/2,1,...} bestimmt. Die
moglichen Eigenwerte von S, sind dann aufgrund der Irreduzibilitit der Darstellung gemif} (2.8.15)

-

durch o € {—s,—s+1,...,s} gegeben, woraus sich die Dimension der Darstellung zu dim Eig[S ,s(s +
1)] =2s + 1 ergibt. Da die moglichen Werte von s ganzzahlige Vielfache von 1/2 sind, gibt es zu jeder
Dimension genau eine Darstellung der Drehgruppe. Insbesondere gehort zu s = 0 die triviale Darstel-
lung, in der alle Drehimpulsoperatoren den einen Basisvektor des Darstellungsraums annullieren, so

daf§ alle Drehungen exp(—i$ . §) auf diesem Darstellungsraum durch die Identitit dargestellt werden.

Dabei ist aber fiir halbzahligen Spin die Besonderheit zu beachten, daff Drehungen um 27 nicht zur
Identitit fiihren. Betrachten wir nimlich eine Drehung um die z-Achse, ergibt sich

exp(—i@S,) |4, o) = exp(—igo)|A, o). (2.8.17)

Fiir ¢ = 27 ergibt sich aber
exp(—i2ro) = (—1)%. (2.8.18)

Falls also o halbzahlig ist, ergibt sich ein Faktor —1 in (2.8.17). Dies ist allerdings fiir die Quantentheo-
rie kein Problem, solange sich alle moglichen Zustandsvektoren eines Teilchens bei Drehungen um 27
mit —1 multiplizieren. Wir werden im folgenden sehen, daf§ der Bahndrehimpulsoperator (2.7.31) nur

=2
ganzzahlige Darstellungen besitzt, d.h. L besitzt stets Eigenwerte /(/4+1) mit / € Ny ={0,1,2,...}. Bei
einer Drehung um 27 liefert dieser also keinerlei Phasenfaktoren, so daff fiir ein einzelnes Elementar-

teilchen in der Tat alle Basisvektoren mit demselben Phasenfaktor (2.8.18) multipliziert werden.

Hat man es nun mit Systemen aus mehreren Teilchen verschiedenen Spins zu tun, folgt aus dieser Uber-
legung weiter, daf} es keine Superpositionen von Zustandsvektoren fiir Teilchen mit ganzzahligem und
halbzahligem Spin geben kann, ohne die Invarianz unter Drehungen zu verletzen. Solche ,Verbote®
von Uberlagerungen von Zustinden nennt man eine Superauswahlregel.

Wir werden weiter unten noch ausfiihrlich erdrtern, daf$ fiir s = 1/2 die Operatoren exp(—igg . §) genau
den unitiren C**2-Matrizen mit Determinante 1 entsprechen. Diese bilden eine Gruppe, die man in
der Mathematik als SU(2), d.h. Spezielle Unitire Gruppe in zwei Dimensionen, bezeichnet. Die
SU(2) besitzt, wie wir soeben gesehen haben, dieselbe Liealgebra wie die eigentliche Drehgruppe SO(3),
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ordnet aber jeder endlichen Drehung nicht eine SU(2)-Matrix, sondern zwei zu, nimlich :I:exp(—ig; .

-

S). Der Spin erzeugt also nicht Darstellungen der eigentlichen Drehgruppe SO(3) sondern der SU(2).
Wie wir gesehen haben, spricht allerdings quantentheoretisch nichts gegen eine solche Realisierung der
Drehungen auf den Zustinden, solange wir die oben beschriebene Spin-Superauswahlregel beachten.
Es ist auch empirisch wohlbekannt, dafl es Teilchen mit Spin 1/2 gibt, wie z.B. Elektronen. Auflerdem
wurden bislang auch nie experimentelle Hinweise auf Uberlagerungszustinde von Teilchen mit ganz-
und halbzahligem Spin gefunden, so daf§ die Charakterisierung der Elementarteilchen durch die Ga-
lilei-Gruppe im empirischen Sinne vollstindig ist, solange man relativistische Effekte vernachlissigen
kann.

Jetzt verbleibt zur vollstindigen Bestimmung der Darstellungen der Spin-Drehgruppe (also mathema-
tisch gesprochen der SU(2)) noch die Normierungsfaktoren in (2.8.14) zu berechnen,

N%(o)= <S_/1,a | S_/La): </1,0 1S,.S_| /1,0> =A—o(oc—1), (2.8.19)

wobei wir von (2.8.8), (2.8.3) und (2.8.13) Gebrauch gemacht haben. Treffen wir die Phasenwahl so,
dafy N(s) positiv reell wird, folgt daraus

S_|Ao)=1/s(s+1)—a(o—1)[Ao—1). (2.8.20)

Schliefilich ist die Wirkung von S, auf die Basisvektoren zu bestimmen, denn dann wissen wir aus

2.8.4) auch, wie die Komponenten §x und §y auf die Basisvektoren | A, o) wirken. Definieren wir N'(o’)

durch

S, |4 0)=N'(o)|Ao+1), (2.8.21)

folgt
N*o)=(S Ao |S Ao)=(Aa|S S, Ao)=A—0(0+1) (2.8.22)

wobei wir (2.8.9) angewendet haben. Die gesuchte Gleichung lautet also

S, [Ao)=1/s(s+1)—a(o+1)[4o+1). (2.8.23)

2.9 Das Noether-Theorem (quantenmechanisch)

Als nichstes miissen wir die Vertriglichkeit der Symmetrietransformation mit der Zeitentwicklung
herleiten. Dies muf} eine Bedingung an die Symmetrietransformationen ergeben, die unabhingig von
der Wahl des Bildes der Zeitentwicklung ist (vgl. Abschnitt [1.9ff). Daher kénnen wir diese Bedingung
in einem beliebigen Bild der Zeitentwicklung herleiten. Wir wihlen dazu das Schrodingerbild. Ein
beliebiger Zustand gentigt dann wegen Y; = Hy, X =0 (Definition des Schrodingerbildes) der Diffe-
rentialgleichung

d .
I Vs, 1) =—iHg(2)[¥s, 2). (2.9.1)

Nun sei U () eine beliebige (i.a. explizit zeitabhingige) unitire Transformation. Sei dann

|Wg, 1) =U (¢)[Wg, ). (2.9.2)

Esist klar, dafl U genau dann Symmetrietransformation ist, wenn auch )\I/g, t> der Zeitentwicklung, die
durch (2.9.1) definiert ist, geniigt, denn U ist definitionsgemify dann Symmetrietransformation, wenn
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der Zustand "Ifg, t> stets dquivalent zum Zustand |¥g, ¢) ist. Durch Ableitung von (2.9.2) nach der Zeit
vy, t) mit

demselben Hamilton-Operator H (¢ ) zutritft, daff U, genau dann Symmetrietransformation ist, wenn

finden wir unter Verwendung von (2.9.1) und der Annahme, dafi diese Gleichung auch fiir

1 au, .

T[Ug,H]-i-(W) l:Ug =0 (2.9.3)
exp

ist, wobei U ; die physikalische Zeitableitung von U bedeutet. Da diese Gleichung bildunabhingig ist,

vgl. (1.9.13), stellt sie die gesuchte Symmetriebedingung dar.

Es ist ferner klar, daf} dieselben Betrachtungen auch auf die infinitesimalen Erzeugenden der Einpara-
meteruntergruppen der Symmetriegruppe zutreffen. Ist nimlich o der entsprechende Parameter der
Einparameteruntergruppe und g der dazugehorige Generator, so gilt (im hier betrachteten Schrédin-
gerbild)

U, (t) = exp[—iagy(t)], (2.9.4)

und somit

()= 20,0

Leiten wir dann Gleichung (2.9.3) nach « ab und beachten, daf} im zweiten Term auf der linken Seite
die Ableitung nach o mit der expliziten Zeitableitung vertauscht werden kann, ergibt sich die bildun-
abhingige Gleichung

(2.9.5)

El
Dies ist aber das quantentheoretische Pendant zum klassischen Noethertheorem, besagt doch (2.9.6),
daf} jeder Generator der Einparametersymmetriegrupe g notwendig eine Erhaltungsgrofie ist, und um-

gekehrt ist jede Erhaltungsgrofie auch der Generator ein Einparametersymmetriegruppe des betrach-
teten Systems.

é=l[g,H]+<ag> =0. (2.9.6)
1 expl

2.10 Einteilchenzustinde fiir Teilchen mit Spin s

Nun konnen wir eine vollstindige Beschreibung fiir ein freies Teilchen mit beliebigem Spin angeben.
Die irreduzible Darstellung des Spins durch die Matrizen D(¢) aus Abschnittist namlich vollstindig
durch die Spinbetragsquantenzahl s definiert.

Zunichst folgt aus dem im vorigen Abschnitt hergeleiteten Noether-Theorem und der Kommutatorre-
lation (2.6.40), daf} die Erzeugenden K; fiir Boosts explizit zeitabhingig sein miissen, denn es muf§

K]-:;[K]»,H]—I— - l:p]-+ - l:o. (2.10.1)
exp exp
Nun folgt aber aus (2.6.37)
o apP !
p (22} Lo 2.10.2
/ ( at >exp1 ( )
und damit durch Integration von
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wobei X; entsprechend dem Korrespondenzprinzip mit der klassischen Mechanik die nicht explizit

zeitabhingigen Ortskomponentenoperatoren sein miissen. In der Tat folgt aus (2.6.39) unter Verwen-
dung von (2.6.36), daf3 diese Operatoren die Heisenberg-Algebra fiir Orts- und Impulskomponenten

(X, | =101, (2.10.4)

erfiillen. Wir haben bereits in Abschnitt|1.7|gezeigt, wie man mit diesen Kommutatorrelationen zu der
aus QM 1 bekannten Darstellung der Quantentheorie mit Impuls- bzw. Ortswellenfunktionen gelangt.
Fiir ein Teilchen mit Spin s # 0 kommen nur noch die (2s + 1) Spinfreiheitsgrade hinzu. So ergibt sich
z.B. fiir die Ortswellenfunktion eine (25 + 1)-dimensionale Grofie

- d3Z) S -
t,x)= exp(1p - x ,O |, t), 2.10.5
bolt)= | et D(palgr) 2105)
wobei wir hier wieder im Schrodingerbild der Zeitentwicklung rechnen. Da der Spinoperator auch
mit dem Ortsoperator vertauscht, konnen wir zugleich die drei Ortskomponenten und die z-Kom-
ponente des Spins messen. Die entsprechenden verallgemeinerten Eigenvektoren bezeichnen wir mit

|X,0). Wie in Abschnitt zeigt man sofort (Ubung!), daf}

1 o
2P exp(ip - X)8 (2.10.6)

ist. Die Wirkung des Impulsoperators in der Ortsdarstellung ergibt sich sofort aus

ﬁ¢g(z,z):<§,a)ﬂ¢,t>:f d3)7;/2 p(ip - )5 (50| gt )

<9_5,0|17),0/>:

R3 (271'
=i [ P e (o |4t 107
R3 (275)3/2
:—inSLU LL,X .

Aus (2.7.12) folgt daraus sofort

. A
Hy (1, x)_—¢ (68) =224, (1. %). (2.10.8)

Als letztes Beispiel fiir den hier aus der Galileisymmetrie hergeleiteten Bra-Ket-Formalismus der nicht-
relativistischen Quantentheorie fiir ein Teilchen mit Spin wollen wir die Wirkung einer Drehung auf
die Ortswellenfunktion finden. Dazu benétigen wir lediglich (2.7.23). Sei ¢/ (¢, %) die Wellenfunktion

fiir ein um q; gedrehtes System. Dann gilt

000)= [ L e 3) (o foptid | )

R3
d3

—~

[l
5 = e
~
3| %

< |~
<

s exp(ip - %) (exp(—id-))p,o| ot )

<

—~
N
=

(2.10.9)

-

>Z<D;2<q?>z%—l<¢>za,a’

0/

=21

72 exp(ip -

@y exp(ip - X ZD <
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Dabei haben wir von der Unitaritit der Drehmatrizen Gebrauch gemacht, die zu D! = DZ,U =D,

fithrt. Nun substituieren wir p = ]%(gg)])) " und Verwenden wieder die Orthogonalitit von I%(gzg), die zu
poi=[R@P-E=p  [RIGF]=p K P3 2.10.10)
fithre. Dies in (2.10.9) eingesetzt liefert (unter Verwendung von det R = 1)

U (6,3)= DD, ($)h (1, RIF). (2.10.11)

Man nennt eine mehrkomponentige Feldgrofle ¢, die sich unter Drehungen gemif} verhile,
ein Spinorfeld zur Darstellung s € {0,1/2,1,...}. Das Spinorfeld zu s = 0 heiflt dann entsprechend
auch Skalarfeld, zu s = 1 Vektorfeld usw. Zur besseren Unterscheidung von den in der relativisti-
schen Quantentheorie auftretenden Dirac-Spinoren bezeichnet man die hier in der nichtrelativistischen
Quantentheorie vorkommenden Groflen zum Spin s = 1/2 auch als Weyl-Spinoren.

Die Gl. 143t sich freilich auch aus der Formel fiir infinitesimale Drehungen, angewandt auf
die Wellenfunktion bestimmen, denn es ist

A
— -

+S=—i¥xV;+S, (2.10.12)

S~

J=

wobei § die auf die Spinorkomponenten ¢, wirkenden (2s + 1) X (2s + 1)-Matrizen sind. Bezeichnen
wir mit (¢, %) also die 25 + 1-komponentige Spinorwellenfunktion, so ist die Anderung der Wellen-

funktion unter einer infinitesimalen Drehung bis auf Groflen zweiter Ordnung in & (; =18 ¢ offenbar

durch
S(t, %) =i8¢7n - JY(1, %) =87 - (R x Vi +8) =87 -SP(1,% + S P x %) (2.10.13)
gegeben. Dabei haben wir die Operatoridentitit

(2.10.14)

verwendet.

Etwas mehr Vorsicht ist bei der Betrachtung von Galilei-Boosts angebracht. Da die Generatoren K
explizit zeitabhingig sind, vertauschen sie nimlich nicht mit dem Hamiltonoperator (vgl. (2.6.40)).
Die Spinorwellenfunktion im geboosteten Bezugssystem ist durch

¢, (t,%)=(X,0|¢,t) (2.10.15)
gegeben. Im hier verwendeten Schrodingerbild der Zeitentwicklung gilt
|4, t) = exp(—itH)|¢,0). (2.10.16)

Der Zustand im geboosteten Bezugssystem ist derjenige, fiir den zur Anfangszeit t =0
|¢/,0) = exp(—i% - K) |¢,0) (2.10.17)
gilt. Die Zeitentwicklung erfolgt dann mit dem urspriinglichen Hamiltonoperator
|4/, t> = exp(—itH)|¢/, O) =exp(—itH)exp(—iw - K) |4,0). (2.10.18)
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Um wieder (2.7.13) anwenden zu konnen, schieben wir wieder die Entwicklung des Einsoperators nach
Impuls-Spin-Eigenzustinden ein:

g (t,%) :f 3 dﬁéZ(f,a ‘exp(—itH)eXp(—izB . I—i)) ﬁ,a’><f),0/ | 9&,0)

J 3> (x,g|exp(_itH>|;_mzz,a’)(;,a’|¢,o>
2
e Zexp[ G\ o |3’} 5o 10

P (ol 40)

mwz d3p 2’72
:exp<—1mw X—i Py t>fR 2n) P exp[lp (x+wt)—1%t]
X(Z),0|¢,O>

: 2 d&p -
exp<—1mw x—1m;0 t>fwﬁexp[ip-(?c+@t)]

X (;,0 |exp(—itH)| ¢, O>
)
exp<—1mw x—1m;) t>¢0(t,f+z§t).

—mw)?

zig > g -
f 3/2exp|:1x-(p—mfzez)—
(2.10.19)

Die Wellenfunktion verhilt sich also nicht einfach wie ein Skalar unter Galilei-Boosts, wie man naiver-
weise erwarten wiirde, sondern erhilt einen zusitzlichen Phasenfaktor. Wieder ergibt sich die Super-
auswahlregel, dafl Zustinde zu Teilchen mit verschiedener Masse nicht superponiert werden diirfen,
wenn die Theorie Galilei-invariant sein soll. Das Auftreten dieses Phasenfaktors ist auf die Rolle der
Masse als nichttriviale Zentralladung zuriickzufiihren.

2.11 Die Pauli-Gleichung

In diesem Abschnitt behandeln wir als ein konkretes Beispiel fiir Teilchen mit Spin ein Teilchen mit
Spin 1/2. Dies ist nicht nur die einfachste Realisierung eines Teilchens mit Spin, sondern es ist auch prak-
tisch duflerst wichtig, da alle (bislang bekannten) Elementarteilchen, die die ,Materie“ konstituieren,
solche Spin-1/2-Teilchen sind| Freilich beziehen sich alle Betrachtungen in diesem Abschnitt auf den
Fall, dafi die nichtrelativistische Beschreibung der Teilchen gerechtfertigt ist. Das ist allerdings fiir einen
durchaus grofen Anwendungsbereich der Fall. So kénnen die Atome mit nicht zu groflen Ladungszah-
len durch die nichtrelativistische quantenmechanische Beschreibung der Bewegung der Elektronen um
den Atomkern sehr gut beschrieben werden. Entsprechend wird auch die Molekiil- und Festkorper-
physik durch die nichtrelativistische Vielteilchenphysik, auf die wir im nichsten Kapitel ausfiihrlich
zu sprechen kommen, abgedeckt.

Wir wollen nun den Hamilton-Operator fiir ein Teilchen mit Spin 1/2, das sich in einem dufleren elek-

tromagnetischen Feld £, B bewegt, finden. Dazu bedienen wir uns des Hilfsmittels der kanonischen
Quantisierung, indem wir zunichst die Situation im Rahmen der klassischen Mechanik betrachten.

®Das sind die Leptonen (Elektron, Muon, 7) und Quarks (up, down, charm, strange, top, bottom).
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Um die Lagrangefunktion aufstellen zu konnen, bendtigen wir zunichst die Darstellung des elektro-
magnetischen Feldes durch die elektromagnetischen Potentiale:

-

E(t,%)=—V&(t,%)— %ﬁ(t,z), B(t,3)=V x A(t,%). (2.11.1)

Dabei sind die Potentiale ® und A nur bis auf eine Eichtransformation bestimmt, denn fiir ein belie-
biges skalares Feld y ergeben

(1, %) =8(t,%)— 8,y (%), A'(t,%)=A(t, %)+ Vy(t,%) (2.11.2)

offensichtlich dieselben Felder E und B.

Die Lagrangefunktion fiir die (nichtrelativistische) Bewegung eines geladenen Punktteilchens im elek-
tromagnetischen Feld lautet dann

L:%iz_q[ep(t,z)_;.ﬁ(t,z)]. 2.11.3)
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus den Euler-Lagrange-Gleichungen
oL _daL_, (2.11.4)
dx dt 9%

Bildet man die Ableitungen, erhilt man unter Verwendung von (2.11.1) in der Tat die richtige Bewe-
gungsgleichung ) .
mx =q[E(t,X)+ X x B(t,X)]. (2.11.5)

Wir gehen nun in der tiblichen Weise zum Hamilton-Formalismus tiber, indem wir zunichst die kano-
nischen Impulse berechnen:
. dL O TP
p=—=mx+qA(t,X). (2.11.6)
ax

Wir bemerken, daf3 dies 7icht mit dem mechanischen Impuls m3 iibereinstimmt. Die Hamilton-Funk-
tion ergibt sich nach kuzer Rechnung (Ubung/) zu

! [Z;—qﬁ(t,a?)]2+qcb(t,>?). (2.11.7)

H=%%—L=23%244%(t,7)= —
2 2m

Wir erhalten also die Hamiltonfunktion aus dem Ausdruck fiir die Energie eines freien Teilchens, in-
dem wir ¥ gemif durch den kanonischen Impuls ausdriicken und die potentielle Energie g®
addieren. Wir werden nun in dhnlicher Weise in der Quantentheorie vorgehen. Es ist dabei klar, dafy wir
den quantenmechanischen Hamilton-Operator nicht eindeutig aus der klassischen Hamiltonfunktion
herleiten konnen. Es handelt sich bei der kanonischen Quantisierung lediglich um ein heuristisches Ver-
fahren, welches letztlich nur durch den Erfolg in der Beschreibung der in Experimenten beobachteten
Phinomene zu rechtfertigen ist. Spater, bei der Behandlung der relativistischen Quantenfeldtheorie,
werden wir eine tiberzeugendere Begriindung fiir den nun herzuleitenden Hamilton-Operator finden.
Wir betrachten Teilchen mit Spin 1/2 genauer. Es ist gemafy Abschnitt [2.8) klar, dafl die Eigenwer-
te des Operator S, die Werte 0 € {—1/2,+1/2} annehmen konnen. Als Orthonormalbasis fiir die
Spinzustinde wihlen wir entsprechend |0 = 1/2) und |0 =—1/2) (in dieser in der Literatur {iblichen
Reihenfolge). Bzgl. dieser Basis ergeben sich die Spin-Matrizen wie folgt. Zunichst gilt
1

A 1 0 1,
S,lo)=0l0) > S_§<O _1> =50z (2.11.8)
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Die tibrigen Komponenten finden wir aus (2.8.20)

S_|0:1/2>:|0:—1/2), S_|o :—1/2):0 (2.11.9)

» 00\ A o (01
5__<1 O>, 5+_s__<o O>. (2.11.10)

und damit

1 A A 1/0 1 1,
Sx—E(S++S_)—§<1 O>—.§0'x,

A1 oA A 1/0 —ji 1,
Sy:—,(5+—S_):—<. O>:Z§0'y.

2.11.11)

Die Matrizen 6, 6, und 6, heiflen Pauli-Matrizen, und wir werden nun einige niitzliche Rechenregeln
herleiten. Wegen der Kommutatorrelationen (2.8.1) fiir die Spinoperatoren, die natiirlicherweise auch

tiir die Spinmatrizen gelten, folgt fiir die Pauli-Matrizen unmittelbar
(6,6, =2ie1;461. 2.11.12)
Durch direktes Nachrechnen (Ubung) findet man die nicht minder wichtigen Antikommutatorregeln
(6,60} =281, (2.11.13)

Kommen wir nun zum Hamilton-Operator. Entsprechend unserem oben besprochenen heuristischen
Vorgehen schreiben wir zunichst den Hamilton-Operator des freien Teilchens in der Form

1. 1 4 5,8 o
Hi = z—p2 ==—(a-p)(7-p)- (2.11.14)
m 2m

Dabei haben wir benutzt, dafl den Kommutatorrelationen (2.6.36) gemif3 die Operatoren fiir die Im-
pulskomponenten vertauschen und demnach der letzte Umformungsschritt sofort aus (2.11.13) folgt.

Wir gehen nun entsprechend dem oben bei der analogen Situation der klassischen Mechanik bespro-
chenen Prinzip der minimalen Substitution im Sinne der kanonischen Quantisierung vor, um den Ha-
milton-Operator fiir die Bewegung des Teilchens im elektromagnetischen Feld zu erhalten. Wie wir
sogleich sehen werden, ist es dabei entscheidend, die etwas umstindlich erscheinende Formulierung

mit den Pauli-Matrizen in (2.11.14) zu verwenden und nicht direkt die iibliche Form (welche fiir freie
Teilchen selbstverstandlich identisch ist). Wir erhalten dann den Hamilton-Operator

(B—qA)[G - (B—qA)]+49. (2.11.15)

Q4>

He L
2m

Um diesen Hamilton-Operator genauer zu analysieren, bietet es sich an, in der Ortsdarstellung zu
arbeiten. Dabei fassen wir die Wellenfunktionen

o (t,%)=(X,0|¥) (2.11.16)

zu einem zweikomponenten Weyl-Spinor

%) = ¢+1/2(t’£)
d(t, )—<¢_1/2(t,£)> (2.11.17)
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zusammen. Auf diesen Wellenfunktionen operieren dann sowohl die aus QM I bekannten Differential-
operatoren als auch 2 x 2-Matrizen wie die Pauli-Matrizen. Der Hamilton-Operator (2.11.15) lautet in
der Ortsdarstellung offenbar

A 1 A - A A — LY A
H= 2_[5.(_iv_qA)][g.(—iV—qA)]+q<I>. (2.11.18)
m

Um den physikalischen Gehalt dieses Hamilton-Operators zu analysieren, multiplizieren wir zunichst

den ersten Term aus:
[7-(—qA)][7-(p—qA)]= (7 -)T -B)—ql(7-P)(0 -A)+(0-A)G )] +4*(G-A)G-A). (2.11.19)
Dies ldfit sich noch weiter vereinfachen. Da die Impulskomponenten miteinander kommutieren, gilt

A

- - i - A A 1 A A —>2
(0-p)N0-p)=0;01p;pr= 3 {Ujsak}pjpk =3,1P;Pr =P > (2.11.20)
wobei wir (2.11.13) verwendet haben. Da das Vektorpotential eine reine Funktion des Ortsoperators
ist, vertauschen auch dessen Komponenten, so daf§ dieselbe Rechnung

A - A = -2
G -A)G-A)=A 2.11.21)

ergibt. Wenden wir uns nun dem mittleren Term in zu. Hier ist Vorsicht geboten, denn die
Impulskomponenten vertauschen nicht mit den Komponenten des ortsabhingigen Vektorpotentials.
Hier ist es am einfachsten, die Wirkung des entsprechenden Differentialoperators auf die Wellenfunk-
tion zu untersuchen:

[(

Qi>

A

Qi>

NG A)+

Qi>
~ >

P)Y =—i6;64(GAL +4;3)¢ (2.11.22)
=—i6;04[(F ALY + AL +A;6,¢].

Jetzt schreiben wir das Produkt der Pauli-Matrizen mit Hilfe von (2.11.12) und (2.11.13)) wie folgt um:

6,6, = % ({6706} +[6;,06]] = 8L +ies 160 (2.11.23)

Dies in (2.11.22) eingesetzt und ein wenig umgeformt, ergibt

[(5-p)G-A)+(G-A)G - p)lgp=(p-A+A-p)b+(G - B)o. (2.11.24)

Dabei haben wir V x A = B gemifd (2.11.1) verwendet. Fassen wir nun (2.11.2012.11.24) zu dem Ha-

milton-Operator (2.11.18) zusammen, finden wir schlief$lich

L. 3 < 5 .
H= —(p—gA—-Lg(5-B)+9® mit g =2 (2.11.25)

2m 2m
wobei wir & = 25 geschrieben haben.

Daraus ergibt sich, daf§ ein elementares Teilchen (z.B. ein Elektron) bei minimaler Substitution ein mit
dem Spin des Teilchens verkniipftes magnetisches Moment besitzt, das durch den Operator

— 2 . _11 MeV Cy

b=upgS mit up= ZL =5.7883817555(79)- 10! ; , g =2 (SI-Einheiten) (2.11.26)
m

e
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reprisentiert wird (Zahlenwert aus [N 10]). Es ist dabei zu beachten, daff fiir ein Elektron der negative
Wert g, = —e mit der Elementarladung

e =1.602176487(40)- 107 C  (SI-Einheiten) (2.11.27)

zu verwenden ist. In unseren natiirlichen Einheiten, wo das modifizierte Wirkungsquantum % = 1 und
die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 gesetzt sind, und in den ebenfalls in diesem Skript verwendeten Heav-
iside-Lorentz-Einheiten (HL-Einheiten) der Elektrodynamik ist e eine dimensionslose Variable, die
sich aus der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante

2
1 . .
= = (HL-Einheiten) (2.11.28)
47 137.035999679(94)
ergibt. In SI-Einheiten ist
2
a=—2F (SI-Einheiten). (2.11.29)
4reqghic

Man kann {ibrigens leicht zwischen natiirlichen Einheiten und SI-Einheiten hin- und herrechnen, in-
dem man den Konversionsfaktor

hec =197.3269631(49) MeV fm (2.11.30)

verwendet. Auflerdem ist in HL-Einheiten ¢y = uy =1 zu setzen.

Der Parameter g, in heifit Gyrofaktor und ist (hnlich wie die elektrische Ladung) eine fiir das
Teilchen charakteristische Grofle. Fiir Elementarteilchen ergibt sich aus dem Prinzip der minimalen
Kopplung an elektromagnetische Felder der Gyrofaktor 2, wobei dies allerdings in der hier gezeigten
nichtrelativistischen Behandlung nicht allzu zwingend erscheint, weil wir ja die minimale Kopplung in
der spezifischen Weise mit den in den Hamiltonoperator freier Teilchen eingeschobenen Pauli-Matrizen
(2.11.14) vornehmen mufiten. Wiirden wir die minimale Kopplung einfach mit dem Hamiltonoperator
p°/(2m) vornehmen, erhielten wir ein verschwindendes magnetisches Moment, also g, = 0. In der
relativistischen Beschreibung von Spin-1/2-Teilchen vermdge der Dirac-Gleichung fiihrt das Prinzip
der minimalen Kopplung zwingend auf g, = 2 fiir elementare Teilchen. Dies war (neben der Vorhersage
der Existenz von Antiteilchen) einer der grofiten Erfolge der Dirac-Gleichung.

Man bezeichnet die in definierte Grofle up als das Bohrsche Magneton. Es wurde von Bohr
in seinem Atommodell, basierend auf der von ihm entwickelten ,alten Quantentheorie, bei dem Ver-
such, die Aufspaltung der Spektrallinien bei Atomen in magnetischen Feldern zu erkliren, (Zeeman-
Effekt) eingefiihrt. Wihrend die klassische Elektronentheorie von Lorentz eine kontinuierliche Auf-
spaltung der Spektrallinien ergab, konnte Bohr den sog. anomalen Zeemaneffekt erkliren, der auf
der Quantelung des Bahndrehimpulses beruht. Dies werden wir gleich noch naher ausfithren. Die al-
lerdings ebenfalls beobachtete Aufspaltung in nur 2 (statt mindestens 3 aufgrund der Quantelung des
Bahndrehimpulses) konnte nur durch Einfithrung des Elektronenspins erklart werden, die schliefilich
durch Goudsmith und Uhlenbeck erfolgte, nachdem Kramers von Pauli iiberzeugt worden war, die-
se Idee besser nicht zu verdffentlichen. Der Hamilton-Operator wurde schliefflich von Pauli
vorgeschlagen, nachdem er schliellich doch von der Korrektheit des Spins zur Spinquantenzahl 1/2
tiberzeugt werden konnte. Die Schréodinger-Gleichung mit dem Hamilton-Operator fir die
zweikomponentige Weyl-Spinor-Wellenfunktion,

i%W”?) = —ﬁ(%—iqg)zsb(w?)—gSuBSA-E(t,%)sb(t,a?)+q<1>(t,>?), J(6,7) @1131)

92



2.11 - Die Pauli-Gleichung

heiflt daher Pauli-Gleichung.

Wir bemerken noch, daff sich bei der sehr genau mdglichen Vermessung des magnetischen Moments des
Elektrons eine kleine Abweichung vom Wert g, = 2 fiir ein elementares Teilchen ergibt. Der neueste
Wert fiir diese Abweichung betrigt gemaf} [N™10]]

8e —

2
=(1159.65218073 £ 0.00000028) - 107, (2.11.32)

Theoretisch sind diese winzigen Abweichungen durch sich in der Quantenelektrodynamik ergebende
Korrekturen in hherer Ordnung der Stérungstheorie erklirbar.

Die Hadronen, allen voran die Kernbausteine Proton und Neutron, weisen allerdings deutlich von 2
verschiedene Gyrofaktoren auf. Dies weist darauf hin, daf} sie keine elementaren Teilchen sind, sondern
ein komplizierter Bindungszustand aus drei Valenzquarks aufgrund der starken Wechselwirkung. Die
Werte fiir die Gyrofaktoren sind durch (wieder cf. [NT10])

1 1
5gp =2.792847356 + 0.000000023, Eg" =—1.9130427 4+ 0.0000005 (2.11.33)

gegeben. Freilich beziehen sich diese Gyrofaktoren auf das Bohrsche Kernmagneton

Mglucl) _ % =3.1524512326(45) - ot MeV (SI-Einheiten). (2.11.34)
b4

Der Gyrofaktor g, ~ 2, der sich hier aus der minimalen Kopplung in der spezifischen Form des freien
Hamilton-Operators mit o-Matrizen ergeben hat, folgt (allerdings eindeutig!) auch aus der relativisti-
schen Dirac-Gleichung, auf die wir in einem spiteren Kapitel genauer eingehen werden.

In der Atomphysik (insbesondere bei der Behandlung des Wasserstoffatoms in der Niherung, wo das
Proton als einfaches Coulomb-Feld behandelt wird) ist es bei der Berechnung der Energieeigenzustinde
notwendig, den Symmetrien des Problems entsprechend die Pauligleichung in rdumliche Kugelkoor-

. . . . . . =2 =2
dinaten umzuschreiben, denn man wird simultane Eigenzustinde von H, J , J, und S, bzw. H, J,

I’ und L, und S, verwenden (bei ausgeschaltetem dufleren Magnetfeld). Den Zeeman-Effekt kann
man dann fiir schwache Felder storungstheoretisch behandeln. Wir gehen darauf in dieser Vorlesung
nicht niher ein. Diese Probleme werden ausfiihrlich in vielen Quantenmechanik-Lehrbiichern behan-
delt (z.B. [LL77])).

Der Vollstindigkeit halber schreiben wir noch den Hamilton-Operator fiir ein konstantes Magnetfeld
etwas um. Offenbar ist das Vektorpotential durch

- 1_) - -
A:—Ex x B fiir B=const (2.11.35)

gegeben, denn es gilt in der Tat

é\]mé\/en _é\jngkm

. - 1
(V XA)]-:fjklakAl:—Efjklflmnak(xmBn):— 3 Bngkm:B] (21136)

Der erste Term in (2.11.25) lautet also
- - - g - -2 . - = -2
P—qgAP =p"—q(PA+AP)+¢°A =p" —¢B-L+4°A". (2.11.37)

93



Kapitel 2 - Galilei-Symmetrie

Dabei haben wir verwendet, dafl [Xj,pk] =0 fiir j # k und daher L=%x P =—p X X ist. Setzen wir
dies in (2.11.25) ein, finden wir

52 L. . gt a2 e
H:p——,uBB-(L—i-gSS)-I-q—A +¢q® fir A=—-XxB, B=const. (2.11.38)
2m 2m 2

Man kann aufgrund des zweiten Terms
M = uy(L+g,S) (2.11.39)

als Operator fiir das totale magnetische Moment des Teilchens interpretieren. Dabei entspricht der
Bahnanteil im Sinne des Korrespondenzprinzips der entsprechenden klassischen Grofie fiir ein auf einer
Kreisbahn laufendes geladenes Punktteilchen (Ubung). Der Spinanteil weist jedoch den zusitzlichen
Gyrofaktor g, auf und besitzt kein Analogon in der klassischen Physik eines geladenen Punktteilchens.
Wir betrachten schliefflich noch die Eichinvarianz der Pauligleichung, d.h. die Unabhingigkeit der
physikalischen Bedeutung der Zeitentwicklung der Wellenfunktion von der Wahl der Eichung der elek-
tromagnetischen Potentiale. Dazu machen wir den Ansatz

¢'(t,%) = exp[ia(t,%)]d(t, X) (2.11.40)

fiir die eichtransformierte Wellenfunktion, denn ein reiner Phasenfaktor dndert nichts am physikali-

schen Gehalt der Wellenfunktion. In der Tat gilt dann fiir die linke Seite der Pauli-Gleichung

ay’ 2z
i _1exp(1a)<1—¢ 5’t> (2.11.41)

Zur Auswertung der rechten Seite betrachten wir zunichst

(V—igA")¢' = exp(ia)[V¢ +i(Va) ) —ig(A+Vy))]- (2.11.42)
Setzen wir nun
a=qy, (2.11.43)
so folgt
(V—igA"' = exp(ig y ((V —igA)¢. (2.11.44)
Wendet man darauf nochmals diesen Operator an, folgt
(V—igA" ' = exp(iqy )V —igA)*¢. (2.11.45)
Damit folgt zusammen mit 42.11.41[) und (2.11.43)
ayd’ a = =
13¢ —CXP(MM)< af —a=; ¢> —iqgA' Y — g, B-S¢ +q¥'¢/
(2.11.46)

=exp(iqgy) [—%(ﬁ—iqﬁ)w + <<1>— %) & — 8B §¢} :

Kiirzen des gemeinsamen Phasenfaktors ergibt also, dafl aus der Pauligleichung fiir ¢’ mit den elektro-
magnetischen Potentialen " und A’ die Pauligleichung fiir ¢ mit den urspriinglichen elektromagneti-

schen Potentialen ® und A folgt. Die Pauli-Gleichung ist also invariant unter der lokalen Eichtrans-
formation

Sb/(ta’_c)) = eXP[in(t’;é)](zA(t’z)’

P . 4 R 77T R (2.11.47)
@(t,x):@(t,x)—z)((t,x), A(t,X)=A(t,X)+ Vy(t,x).
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Dabei ist )y ein beliebiges skalares Feld. Wir werden in einem spateren Kapitel noch genau auf die Eich-
invarianz der Elektrodynamik zuriickkommen, die sich dort als notwendige Folgerung aus der Sym-
metrie der speziell relativistischen Raumzeit (Minkowski-Raum) unter Poincaré-Transformationen
ergeben wird.

Eine interessante Folgerung aus dem Transformationsverhalten ist, daf} es in Theorien mit
mehreren Teilchensorten keine Uberlagerungen von Zustandsvektoren (bzw. Wellenfunktionen in der
Ortsdarstellung) zu Teilchen mit verschiedener Ladung geben darf, weil fiir solche Uberlagerungen die
Theorie nicht mehr eichinvariant wire, weil dann die Phasenfaktoren fiir die verschiedenen Wellen-
funktionen verschieden wiren, denn diese enthilt explizit die jeweilige Ladung der Teilchen. Dieses
Verbot von Superpositionen heift Ladungs-Superauswahlregel.

Wir leiten schliefilich noch die Erhaltung der Norm der Wellenfunktion unter Zeitentwicklungen aus
der Pauli-Gleichung her, die im abstrakten Bra-Ket-Formalismus (z.B. im Schrédingerbild) schon aus
der Selbstadjungiertheit von H folgt. Allerdings ergibt sich bei der Herleitung fiir die Wellenfunktion
der Wahrscheinlichkeitsstrom fiir Spin-1/2-Teilchen im elektromagnetischen Feld, der uns im nich-
sten Kapitel noch niitzlich sein wird. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Messung eines Teilchens
am Ort X mit Spin-z-Komponente 0 = £1/2 ist nach dem Bornschen Postulat durch

P(1,%,0) = {Z,0 | 4(0)) P = ¢, (1, D) (2.11.48)

gegeben/] Interessiert man sich fiir die reine Teilchendichte, unabhingig davon, welche Spineinstellung
man vorfindet, folgt

P(£,%)=>|¢,(t, %) = T(£,%)(,%). (2.11.49)

-

Wir wollen nun zeigen, daf} es eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(z,x) gibt, so daf} die Konti-
nuititsgleichung

JP - -
= 4+V.j=0 2.11.50
3, ] ( )

gilt. Dazu leiten wir (2.11.49) nach der Zeit ab und verwenden die Pauli-Gleichung fiir die Zeitablei-
tungen. Wir bendtigen dazu zunichst die Pauligleichung fiir den adjungierten Weyl-Spinor ¢, Bilden
wir also die hermitesch Adjungierte der Gleichung (2.11.31):

AT 1 = .= 3 -
s asi :_E(VJHAWT_&NBSNS.B+q<1>(z,x)¢’f. (2.11.51)

dabei haben wir die Selbstadjungiertheit der Spinmatrizen verwendet. Nach einigen Umformungen
(Ubung) gelangt man schlieilich zu der folgenden Form des Wahrscheinlichkeitsstromes

F= L[t — (T ghg—2ighdty). (2.11.52)

2mi1

Es lifit sich auch leicht zeigen (Ubung), dafl dieser Ausdruck unter der Eichtransformation (2.11.47) in-

variant ist, wie es fiir physikalisch beobachtbare Groflen wie den Wahrscheinlichkeitsstrom sein mufi]

"Wir verwenden hier 0.b.d.A. das Schrédinger-Bild der Zeitentwicklung.
$Diese Grofle ist physikalisch beobachtbar, denn man kann die Anzahl der Teilchen eines im durch ¢ beschriebenen

Zustand priparierten Ensembles zihlen, die in einem bestimmten Zeitintervall d¢ durch ein Flichenelement dF fliegen. Der

Erwartungswert dieser Anzahl von Teilchen (pro einlaufendes Teilchen) ist dann definitionsgemifd durch dN = dedF ;
gegeben.
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Wir bestimmen noch den Operator der elektrischen Stromdichte. Dazu miissen wir den Erwartungs-
wert der Teilchenenergie

E=(H)= . $PrgTHY (2.11.53)

mit dem Hamilton-Operator (2.11.25) betrachten. Den Zusammenhang zur elektrischen Stromdichte
ergibt sich aus dem Korrespondenzprinzip. In der Lagrangefunktion (2.11.3) hat man den Anteil

Lipg=q%-A (2.11.54)

bzw. fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung

-

L :f PEJ-A mit J=p7, (2.11.55)
R}

mag

wo p die Ladungsdichte der Ladungsverteilung bezeichnet. Variiert man also in der Lagrangefunktion

A, erhilt man

SL=8L,, :J $7SA-T. (2.11.56)

R3

Die entsprechende Variation im Hamilton-Operator ist
é‘H:—SL:—J &7 SA-]. (2.11.57)

R3

Genauso zeigt man (Ubung), dafl eine Variation nach dem skalaren Potential @

SH=—8L=+| &Ii8%p (2.11.58)
R3

zur elektrischen Ladungsdichte fiihrt.

Wenden wir diese Gleichungen auf (2.11.53) mit dem Hamilton-Operator (2.11.25) an, erhalten wir fiir
die elektrische Ladungs- und Stromdichte

p=qd b =qP, J=qj+uzg.Vx ('SP (2.11.59)

Neben der konvektiven Stromdichte pv = q; erhalten wir also noch einen Beitrag vom intrinsischen
magnetischen Moment der Teilchen, den sie aufgrund ihres Spins besitzen. Es ist klar, dafl wegen
und der Relation V - (6 X \7) = 0 fiir ein beliebiges Vektorfeld V die Kontinuititsgleichung
auch fiir die elektrische Ladung gilt,

@+%-f:o, (2.11.60)
dt

d.h. die elektrische Ladung ist eine Erhaltungsgrofle. Wir weisen noch darauf hin, daf§ bei einer Normie-
rung von ¢ auf 1 die hier betrachteten Ladungen und Stréme sich auf ein Teilchen im Sinne der Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation der Quantentheorie beziehen. Will man reale Ensembles aus N Teilchen
beschreiben, wobei man die Korrelationen zwischen den Teilchen vernachlissigen kann, kann man die
entsprechenden Groflen mit N multiplizieren, um die im realen Experiment auftretenden Ladungs-
und Stromverteilungen zu berechnen.

96



2.12 - Der Stern-Gerlach-Versuch
2.12 Der Stern-Gerlach-Versuch

Der Stern-Gerlach-Versuch zur ,Richtungsquantelung® wurde 1922, also schon vor der Entwicklung
der modernen Quantentheorie ausgefiihrf’} Das Bohr-Sommerfeldsche Atommodell sagte allerdings
bereits damals voraus, dafy der Drehimpuls quantisiert sein sollte. Auflerdem war bekannt, daf3 ein
Atom mit einer Elektronenkonfiguration in einem Zustand zum Bahndrehimpuls / # 0 (in moderner
Sprache ausgedriickt) ein entsprechendes magnetisches Moment wie durch aufweisen muf3.
Der Spin war allerdings noch unbekannt. Gleichwohl sollte ein Atomstrahl mit Atomen mit magneti-
schem Moment in einem inhomogenen Magnetfeld abgelenkt werden. Wihrend die klassische Physik
einfach eine kontinuierliche Aufweitung des Strahls vorhersagte, mufite nach dem Bohrschen Atommo-
dell der Strahl in einem Magnetfeld mit Feldgradient in z-Richtung entsprechend der Quantelung der
z-Komponente des Bahndrehimpulses in diskreter Weise abgelenkt werden. Stern und Gerlach gelang
der Nachweis dieser Richtungsquantelung eines Atomstrahls von Silberatomen. Sie fanden eine Auf-
spaltung des Strahls entsprechend zweier Einstellmoglichkeiten der z-Komponente des Drehimpulses,
was mit der damaligen Vorhersage des Bohr-Sommerfeld-Modells vertriglich war. Die moderne Quan-
tentheorie wiirde allerdings bei einem Teilchen ohne Spin nur Aufspaltungen in eine ungerade Anzahl
von Strahlen vorhersagen, denn der Bahndrehimpuls gehort immer zu Darstellungen der Drehgruppe
mit Drehimpulsquantenzahl / € N, und die z-Komponente des Bahndrehimpulses kann immer nur
die (2] +1) Werte m, = {0,%1,...,£/} annehmen.

Im Lichte der modernen Quantentheorie betrachtet ist allerdings die Aufspaltung in zwei Strahlen fiir
Silberatome leicht erklirbar: Das Silberatom besitzt ein Valenzelektron, das sich im Grundzustand in
einem Bahndrehimpulszustand / = 0 (s-Orbital) befindet. Die tibrigen Elektronen fiillen ihre entspre-
chenden Orbitale vollstindig auf, so daf} deren Gesamtdrehimpuls O ist. Entsprechend ist der Gesamt-
drehimpuls des Atoms | = 1/2. Es verhilt sich also wie ein neutrales Teilchen mit einer groflen Masse
und einem magnetischen Moment aufgrund des Spins 1/2 dieses Elektrons, solange das Atom nicht auf
irgendeine Weise in angeregte Zustinde tibergeht. Dies ist aber unter den Versuchsbedingungen von
Stern und Gerlach nur hochst unwahrscheinlich. Daher konnen wir bei der Analyse des Experiments
das Silberatom einfach als neutrales Teilchen mit einem magnetischen Moment entsprechend dem vom
Spin des Valenzelektrons behandeln. Entsprechend der beiden Einstellungsmoglichkeiten fiir die z-
Komponente des Spins (o = £1/2) spaltet sich also der Strahl in der Tat in zwei Teilstrahlen auf, von
denen einer aus Teilchen mit o = 1/2 und einer aus solchen mit & =—1/2 besteht.

Schon diese qualitative Beschreibung zeigt, warum der Stern-Gerlach-Versuch auch heute noch als Mu-
sterbeispiel fiir den quantenmechanischen Mefiprozef§ dient: Er zeigt alle Charakteristika einer quan-
tenmechanischen Messung, und wir wollen daher dieses Experiment aus quantentheoretischer Sicht
genauer betrachten. Der Versuchsaufbau ist schematisch in Abb. 2.1] dargestellt. In einem Ofen wird
Silber geschmolzen, und durch eine Offnung tritt ein Atomstrahl aus und wird durch Blenden auf eine
bestimmte Richtung fokussiert. Dies konnen wir im Sinne der Quantentheorie als Praparation der Sil-
beratome auffassen. Wir haben es allerdings mit einem gemischten Zustand von Teilchen zu tun, die
einen Impuls besitzen, der entsprechend einer thermischen Verteilung um den Mittelwert (]5> =€, po
verteilt ist. Die Atome durchlaufen nun ein inhomogenes zeitlich konstantes Magnetfeld, welches
wir in der Nihe des Strahls durch die Entwicklung bis zur ersten Ordnung in den Raumkoordinaten
approximieren konnen:

-

B:(BO—FIBZ)EZ—IByEy. (2.12.1)

Eine duflerst vergniigliche Darstellung der Historie des Stern-Gerlach-Versuchs findet sich in [[FHO3).
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I<lassisch tatsachlich
erwartete beobachtete

\erteiung Verteilung Silberatomstrahl

Atom-
strahl-
ofen
inhomogenes
Magnetfeld

Abbildung 2.1: Schematischer Autbau des Stern-Gerlach-Versuchs (Quelle des Bildes: Wikipedia).

Dieses Feld erfiillt offenbar die Maxwell-Gleichungen
V.-B=0, VxB=0 (2.12.2)

fiir ein statischen Magnetfeld in einem quellenfreien Raumbereich. Der Hamiltonoperator (2.11.25)
vereinfacht sich im gegebenen Falle wegen ¢ = 0 zf!”]

=2
p - -
H=— S-B. 2.12.3
Setzen wir (2.12.1) ein, erhalten wir ein vom Spin abhingiges Potential, dessen klassisches Analogon
einer konstanten Kraft entspricht. Um die Analyse weiter zu vereinfachen, nehmen wir an, daf |By| >
Bl{y)] ist, wobei wir annehmen, der Strahl sei hinreichend in xy-Richtung um x =0, y = 0 fokussiert.
Dann konnen wir zunichst den einfacheren Hamiltonoperator

=2
H = 21’% + upg.(By+ B2)S, (2.12.4)

verwenden. Betrachten wir Teilchen in einem S,-Eigenzustand, haben wir es also mit der Bewegung
in einem konstanten Kraftfeld zu tun, und die Atome werden fiir 0 = 1/2 nach unten, fiir 0 = —1/2
nach oben abgelenkt. Ein Atomstrahl, dessen Zustand durch eine beliebige Superposition aus solchen
Eigenzustinden beschrieben wird, spaltet sich also entsprechend in zwei Teilstrahlen auf.

Falls die Strahlen in der y z-Ebene hinreichend fokussiert bleiben, bilden sich zwei wohlseparierte Teil-
strahlen, die in der hier betrachteten Niherung aus reinen S,-Eigenzustinden bestehen, d.h. in diesen
Teilstrahlen haben wir es mit Teilchen zu tun, die eine wohldefinierte z-Komponente des Spins besit-
zen. Vorher war diese Spinkomponente unbestimmt. Durch das inhomogene Magnetfeld konnen wir
nun einen der Teilstrahlen ausfiltern und so Teilchen mit determinierter Spinkomponente priparieren.
Der Zustand des Gesamtensembles wird aber immer noch durch eine Superposition bzw. durch einen
Statistischen Operator beschrieben. Allerdings sind nach Durchlaufen des Magnetfeldes Ort und Spin-
z-Komponente verschrinkt, d.h. eine hinreichend genaue Ortsmessung liefert zugleich auch einen

%Das Vorzeichen des Spinterms kehrt sich wegen der negativen Ladung des Elektrons um.
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wohlbestimmten Spinzustand. Man kann also durch Nachweis eines Silberatoms am Schirm mit einer
nahezu 100%-Wahrscheinlichkeit sagen, welchen Wert o = +1/2 die Spin-z-Komponente dieses Silber-
atoms besitzt. Voraussetzung dafiir ist allerdings, daf§ der Ort der Teilchen zumindest in z-Richtung
so scharf bestimmt ist, dafl die beiden Teilstrahlen als wohlsepariert angesehen werden konnen. In die-
sem Zusammenhang nennt man die Ortskomponente z auch eine Zeigervariable, denn sie wird bei
dem betrachteten Versuchsautbau zur Messung der eigentlich interessierenden Observable, nimlich der
Spin-z-Komponente, im Sinne des Zeigers eines Mef3gerites verwendet.

Wir betrachten nun diese Vorginge quantitativ. Zunichst beschreiben wir den Anfangszustand des
Atomstrahls vereinfacht durch einen beliebigen Spinzustand und bzgl. des Ortes als GaufSsches Wel-
lenpaket, das um X = 0 gepeakt ist und einen entsprechend der Unschirferelation bestimmten Impuls
mit (}5} = poe, besitzt:

. Co Xz
do(t=0,%)= W exp <_E + 1pox>, |c1/2|2 + |c_1/2|2 =1 (2.12.5)
Diese Wellenfunktion ist normiert (Ubung!):
&3 |t =0,%) =1. (2.12.6)
R3

Die zeitliche Entwicklung dieser Wellenfunktion ist durch den Hamiltonoperator bestimmt.
Wir betrachten hier aber nur den einfacheren Hamiltonoperator und berechnen den Propaga-
tor. Dazu verwenden wir die Methode, die wir in Abschnitt[1.10verwendet haben, um den Propagator
tiir das freie Teilchen zu berechnen.

Wir berechnen also die Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild, d.h. der Zustandsvektor |¢) ist zeitlich
konstant, und die Zeitabhingigkeit der hier relevanten Observablenoperatoren wird durch die Heisen-
bergschen Bewegungsgleichungen

dx 1., P
E:Y[X’H ]:]l—/[’ (2.12.7)
df’ 1 e / d
5= Y[p,H |=—¢,MaS,, (2.12.8)
ds, 1
dtl = Y[sz,H’] =0 (2.12.9)

beschrieben. Dabei haben wir zur Abkiirzung die Beschleunigung a = uz g, B/M eingefiihrt. Die Glei-
chungen (2.12.7)-(2.12.9) sind unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen

%0)=%, pO)=p’, S,0)=S, (2.12.10)
zu l6sen. Die Integration ist in diesem Falle sehr einfach und ergibt (Ubung!)
X= 200808, + 2 B4R,
S MarS'Z, 4 2.12.11)
S,=S..
Wie wir in gesehen haben, ist das konjugiert Komplexe des Propagators durch

U:a/(t,.;é;to:O,EC)/):(t:O,;C’/,O-/

t,%,0 )=(t=0,%",0"|exp(itH)| t =0,%,0) 2.12.12)
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gegeben. Diese Gleichung folgt unmittelbar aus der Bewegungsgleichung fiir die Eigenvektoren nicht
explizit zeitabhingiger Observablen im Heisenbergbild

|t,X,0) =exp(itH)|t =0,%X,0). (2.12.13)

Es handelt sich also um die Komponenten der simultanen x-S,-Eigenvektoren bzgl. der x’-S-Eigen-
basis. Wir konnen diese Grofie unter Verwendung von (2.12.11) bestimmen, indem wir zunichst die
simultanen Eigenwertgleichungen in dieser Basis schreiben:

UL, = (=500 + V4R U, £ R
o\ M 7ol e (2.12.14)

z o0’

!
x . Trrx *
SU =0 u:.,,=oU ..

Die letzte Gleichung besagt, daf U, ., o< &,/ ist. In der hier betrachteten Niherung bleibt also ein
Spin-z-Eigenzustand stets in diesem Eigenzustand, maW. es erfolgt wihrend der Bewegung durch das
Magnetfeld kein ,,Spin-Flip“. Wie wir unten noch sehen werden, ist dies allerdings die wesentliche Folge
der hier betrachteten Niherung. Die Losung von ist ebenfalls einfach durch direkte Integrati-

on zu gewinnen (Ubung!):
oo ML, L 2
U,,(t,%,x")=N(t)exp E[(x —X) —at“o(z +Z)] Sy (2.12.15)

Dabei haben wir die Integrationskonstanten so angepafit, dafy unter der Voraussetzung, dafy wir N(t)
so wihlen konnen, daf
N(t)=N*(—t) (2.12.16)
1st,
U, (—t,%,%)=U,,.(t,%,%) (2.12.17)

- =/

gilﬂ Um N(t) zu bestimmen, verwenden wir die Tatsache, dall U__/(¢,%,X") die zeitabhingige Schro-

dingergleichung erfiillt. Dies fithrt auf eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir N(¢), die
die Losung (Ubung!)

M N , Maot(24By + Baoyt?
27'cit> exp[i®,(¢)] mit D,(t)=— 22/3 9 (2.12.18)

besitzt. Dabei haben wir die zunichst unbestimmte Normierungskonstante bereits so gewihlt, dafl
auch die Anfangsbedingung

N(t):N(t):<

U, ,(t=0,%3%)=8¥F-%) (2.12.19)

erfull ist.
Die Wellenfunktion mit dem Gaufischen Wellenpaket (2.12.5) als Anfangsbedingung lautet also

¢, (£,%) J Z (t, %% ), (t =0,%) <n>3/4<ﬁ£ﬁ>3/260

X exp A <x pot > to? iz act?\’ (2.12.20)
4A*M? 4 12 M P
x exp[i®(z, )]

el
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2.12 - Der Stern-Gerlach-Versuch

0.016

o, =+1/2
ry Gi=-if2 ==

0.014

0.012

0.01

(a.n.)

0.008

dN/dz

0.006

0.004

0.002

0 i /.
—(2)(11) 0 +(2) (1)

z (a.n.)

Abbildung 2.2: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die z-Position eines Teilchens nach Durchlaufen ei-
nes inhomogenen Magnetfeldes bei x = L. Anfangs lag eine bei X = 0 gepeakte Gauf§verteilung vor,
wobei die Teilchen mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine Spinkomponente 0 = +1/2 oder o = —1/2
besitzen.

mit der Phase

- Byt M
®(t,x)= _dalgo T 24(4M2AY 12) { 16A*[3p5t —6M pox +aMot(aot’ +62)]
2.12.21)
t(a*o5t! +12a00t°z —123%) .
0 0
Um diese Wellenfunktion zu interpretieren, bilden wir ihr Betragsquadrat:
. 2w \
e =\ =) ol
TAM2IA* + 12

(2.12.22)

2M?*A? Pot\2 ao ,\?
<t —rape ) TS

Die Ortswahrscheinlichkeitsverteilung fiir ein Teilchen mit anfangs scharf bestimmter Spin-z-Kompo-
nente o ist also zur Zeit ¢ in der Tat eine Gauflverteilung, mit Ortserwartungswerten entsprechend
der Bewegung des entsprechenden klassischen Teilchens. Dies liegt daran, daf} die Kraft hier konstant
ist und folglich die Ortserwartungswerte aufgrund des Ehrenfestschen Theorems die klassischen Bewe-

gungsgleichungen erfiillen. Dies ersicht man auch durch direkte Mittelwertbildung aus (2.12.11). Die

Unschirfe jeder der Ortskomponenten ist

VAAM? + 2

Ax(t)=Ay(t)=Az(t)= A

(2.12.23)

Stellen wir nun einen Schirm bei x = L auf, erreicht das Maximum des Wellenpakets diesen Schirm
bei t =t; =2M L/ py, und wir erhalten eine gute Separation der beiden Peaks in z-Richtung, wenn die
entsprechende Unschirfe klein gegen 2z(;) = ot ist.
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Kapitel 2 - Galilei-Symmetrie

Gemessen werden (unter der Annahme einer idealen Photoplatte, die jedes Teilchen, das auf sie trifft,
auch wirklich registriert) alle Teilchen, die im Laufe der Zeit ¢ € (—oo, 00) bei x = L ankommen. Die
entsprechende Verteilung erhalten wir offenbar, indem wir die Stcromkomponente

jultx=Ly2)= 5 4. 0p (47N @12.24

tiber ¢ € R integrieren. In Abb. 2.2 haben wir diese Stromkomponente fiir die Situation, dafl anfangs
gleich viele Teilchen mit Spin-z-Komponenten o = £1/2 vorhanden waren (d.h. ;) =c_y, =1/ V2)
numerisch iiber ¢ € R und y € R integriert, d.h. wir betrachten die Verteilung in z-Richtung. In der
Tat sind aufgrund der Wahl der Anfangsparameter fiir dieses Beispiel die beiden Peaks entsprechend
der Anfangseinstellung des Spins wohlsepariert, und die Teilchen besitzen entsprechend unserer Ni-
herung des Hamiltonoperators praktisch reine Spin-z-Zustinde, wenn wir einen der beiden
Teilstrahlen durch eine Blende laufen lassen, und den anderen vollstindig absorbieren.

Betrachtet man statt der Niherung den genaueren Hamiltonoperator (2.12.5), lifit sich das
Problem nicht mehr geschlossen l6sen. Die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir Orts-, Impuls-
und Spinoperatoren lauten dann nimlich

s 1 . o >

p:;[p,H]:—aSzez—i—aSyey,

s_P (2.12.25)
M’

§:MBgSEX§.

Man kann allerdings mit Hilfe der zeitabhingigen Storungstheorie zeigen, dafl fiir By > 3 (y) die Bei-
mischungen von Teilchen mit entgegengesetzten Spin klein sind, weil die Korrekturglieder mit der
groflen Larmorfrequenz w = upg B, oszillieren und sich somit bei der Zeitintegration der entspre-
chenden Stromkomponente j, gegenseitig autheben. Genauere numerische Untersuchungen zur Be-
rlicksichtigung des Spin-Flips beim Stern-Gerlach-Versuch finden sich in [PBCBGCO3]].
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Kapitel 3

Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

In diesem Kapitel fassen wir kurz die wesentlichen Grundlagen der statistischen Thermodynamik zu-
sammen, wobei wir uns auf Gleichgewichtszustinde und das groflkanonische Ensemble beschrin-
ken. Wesentlich fiir die Thermodynamik ist der Begriff der Entropie, die wir hier iiber die von Neumann-
Entropie des Statistischen Operators einfiihren. Ein tieferes Verstindnis der Entropie liefert die Infor-
mationstheorie, die aus der statistischen Signaltheorie hervorgegangen ist, wo der informationstheo-
retische Entropiebegriff von Shannon eingefithrt wurde. Dieses Konzept wurde dann von Jaynes auf
die Quantentheorie angewandt. Einfithrungen zum informationstheoeretischen Zugang zur statisti-
schen Physik bieten [[Jay574, [Jay57b, Kat67, Hob87, HeeO8bl]. Elementarere gute Darstellungen zur
Thermodynamik und statistischen Physik sind [Som78, [LL87, Cal85, Re165, LMB04].

3.1 Die Entropie

Die Entropie wird nach von Neumann als Funktional des Statistischen Operators eines Systems durch
S[R]=—kg (InR)g =—Fkz Tr[RInR] (3.1.1)

definiert. Dabei bezeichnet
kp = 1.3806504(24) - 10~ J /K = 8.617343(15) - 10~ eV/K (3.1.2)

die Boltzmann-Konstante. Auf die Temperatureinheit Kelvin kommen wir gleich noch zuriick.

Die Entropie ist ein Maf fiir die fehlende Information tiber den Systemzustand bei gegebenem Sta-
tistischen Operator. Wir wollen diese Interpretation als Informationsmaf} in dieser Vorlesung nicht
genauer begriinden. Wir bemerken nur, dafl fiir einen reinen Zustand R, = |4) (4]

S[R¢]:O (3.1.3)

ist. Dabei verwenden wir bei der Spurbildung in der Entropieformel fiir den Fall, daf} fiir einen nor-
mierten Vektor |7) das Matrixelement R, = (n|R|7) =0 ist

lim R,,InR,, =0. (3.1.4)

R,,—0t

Zur Berechnung von (3.1.3) denken wir uns ein Orthonormalsystem {|)}, o mit |1) = |¢) gegeben.
Dann ist R¢,11 =1 und me =0 fiir » > 2. Mit dem Grenzwert (3.1.4) erhalten wir dann

S[R‘;A] :_kBZIR¢,nn lnRgb,nn :_/eB1 In1=0. (3.1.5)
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Kapitel 3 - Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

Allgemein konnen wir bei der Spurbildung als VONS die Eigenvektoren |7) des Statistischen Operators
verwendenl|

S[R]=—kz >_R,,InR,,. (3.1.6)
n=1

Da R gemifl Abschnitt ein positiv semidefiniter selbstadjungierter Operator mit
TrR=>R,,=1 mit R,, >0 (3.1.7)
n=1

ist, muB 0 < R, , <1 sein. Dies ergibt sich auch daraus, daf§ R, die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, bei
einer Messung eines geeigneten vollstindigen Satzes kompatibler Observabler, fiir die |) ein Eigensy-
stem ist, das System im Zustand |7) vorzufinden. Jedenfalls folgt aus (3.1.7) wegen Inx < O fiir x < 1,
daf§

S[R]>0 (3.1.8)

ist.
Nach dem Prinzip vom geringsten Vorurteil miissen wir nun denjenigen Statistischen Operator wih-
len, der unter Beriicksichtigung der vorliegenden Information die maximale Entropie ergibt.

3.2 Das groflkanonische Ensemble

In dieser Vorlesung werden wir ausschlief8lich die groffkanonische Beschreibung thermodynamischer
Systeme verwenden, da diese fiir praktische Probleme am einfachsten zu handhaben ist und die wesent-
lichen Aspekte der Beschreibung makroskopischer Systeme abdeckt. Das paradigmatische Beispiel fiir
diese Beschreibung ist ein Gas oder Plasma in einem Behilter. Dabei greift man sich ein sehr grofies Teil-
volumen dieses Behilters heraus, sodaf$ die darin enthaltenen Gasteilchen (also Atome, Molekiile oder
Ionen) mit den iibrigen Gasteilchen und mit den Behilterwinden Energie austauschen konnen. Zu-
gleich liegt auch die Teilchenzahl in dem Teilvolumen nicht exakt fest, denn es konnen sich Teilchen
aus dem Teilvolumen heraus- oder in es hineinbewegen.

Gemif der von Neumann-Gleichung reprisentiert ein Statistischer Operator genau dann einen
stationdren Zustand, wenn er eine Funktion der Erhaltungsgrofien des Systems ist (d.h. mit dem
Hamilton-Operator kommutiert) und nicht explizit von der Zeit abhingt. Fiir das groflkanonische En-
semble betrachtet man die Energie und Teilchenzahl als die wichtigen Erhaltungsgroflen. Allerdings
betrachten wir ja nur ein Teilvolumen eines grofleren Gesamtvolumens eines Gases, und da muf3 die
Energie und Teilchenzahl nicht exakt erhalten sein. Im Gleichgewichtszustand diirfen wir aber erwar-
ten, daf} es keinen makroskopischen Energie- und Teilchenfluf} geben wird, d.h. im Mittel iiber nicht
zu kleine Zeiten wird die Gesamtenergie und Teilchenzahl der in dem betrachteten Volumen enthal-
tenen Teilchen konstant sein, und wir geben die mittlere Energie und die mittlere Teilchenzahl als
bekannte Groflen vor.

Nach dem Prinzip vom geringsten Vorurteil suchen wir also denjenigen Statistischen Operator R, fiir
den die Entropie (3.1.1) maximal wird, wobei die Einschrinkungen

TrR=1, (H)=TrHR=U, (N)=Tr(NR)=N (3.2.1)

"Wir schreiben im folgenden die Formeln fiir den Fall, daff der Statistische Operator ein rein diskretes Spektrum besitzt.
Fiir den Fall, daf§ er auch kontinuierliche Eigenwerte besitzt, ist entsprechend zu integrieren.
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3.2 + Das grofSkanonische Ensemble

erfiillt sein miissen. Eine solche Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen 16st man bekanntlich mit
Hilfe der Methode der Lagrange-Parameter, d.h. wir betrachten das Funktional

STR]=S[R]—kg (@— 1)1+ SH+aN)=—k; Tr[R(InR+(@— 1)1+ SH+aN)] (3.2.2)

Dabei sind @, 5 und a die Lagrangeparameter, die so zu bestimmen sind, dafi die drei Zwangsbedingun-
gen (3.2.1) erfiillt sind. Wir legen also R dadurch fest, daf} §’[R] maximal werden muff. Dazu variieren
wir (3.2.2) nach R, wobei wir uns dank der Lagrange-Parameter nicht mehr um die Nebenbedingungen
zu kiimmern brauchen:

SS'[R]=—kp Tr[SR(InR+(®— 1)1+ SH +aN +1)]

, (3.2.3)
=—kp Tr[SR(InR+ @1+ SH+aN)]=0
Da &R beliebig ist, muf die Klammer verschwinden, und daraus folgt
R = exp(—®1— SH —aN). (3.2.4)
Es gilt
TrR = exp(—®) Tr[exp(— SH — aN)] = exp(—®)Z( 3, @) “1=>®&=InZ. (3.2.5)
Die Grofle
Z =Tr[exp(—SH—aN)] (3.2.6)

heiflt groffkanonische Zustandssumme und ® = In Z groffkanonisches thermodynamisches Poten-
tial. Es ist klar, daf} die thermodynamischen Groflen im allgemeinen noch von dufleren Systempara-
metern abhingen werden, die in den obigen Formalismus tiber den Hamiltonoperator und den Teil-
chenzahloperator oder auch durch Randbedingungen eingehen. Ein wichtiges Beispiel fiir den letzteren
Fall ist das betrachtete Volumen V/, das durch geeignete Randbedingungen an die Wellenfunktionen
in der Ortsdarstellung beschrieben wird. Darauf gehen wir im nichsten Kapitel konkret ein. Fiir die
jetzt folgenden allgemeineren Betrachtungen, geniigt es, einfach davon auszugehen, daf die thermody-
namischen Groflen auch vom Volumen abhingen.

Die groflkanonische Zustandssumme ist deshalb duflerst niitzlich, weil wir bei ithrer Kenntnis
sofort die mittlere Energie und die mittlere Teilchenzahl ausrechnen konnen. Da die Teilchenzahl vor-
aussetzungsgemaf} eine Erhaltungsgrofie ist, mufy [N, H] = 0 sein, und wir konnen die Ableitungen
nach den Lagrangeparametern bilden, als wiren H und N Zahlen, d.h. es ist

3ﬁ Z(B,a,V)=—Ti[Hexp(—SH—aN)|=—Z(B,a,V)(H) =—Z(B,a,V)U(B,2,V). (3.2.7)
Also ist
1 a
UB,a,V)=— a,V)=——1InZ(B,2,V)= ®(B,a,V). 3.2.8
BaV)=—s ot U V)= S pa V)= pa V) 029
Genauso folgt
N(B,a,V)= —i<1>( B,a, V). (3.2.9)

Wir geben schliefflich noch die Entropie fiir den Gleichgewichtsoperator an:

S(B,a,V)=—kz Tr(RInR) = kz(®+ (BH + aN))

:/eB[q)(ﬂ,a, V)+ﬁU(ﬁ,a, V)+¢¥N(ﬂ,a, V)] (3210)

105



Kapitel 3 - Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

3.3 Phinomenologische Thermodynamik

Um den Anschluff der groffkanonischen Groflen an die iiblichen Groflen der phinomenologischen
Thermodynamik zu finden, gehen wir vom ersten Hauptsatz der Thermodynamik aus, demzufolge
eine infinitesimale Zustandsinderung zur Anderung der inneren Energie

dU=TdS— pdV + udN (3.3.1)

fithrt, wobei T die Temperatur, p den Druck und u das thermodynamische Potential des Systems
bezeichnen. Dies 16sen wir nach

ds = %(dU + pdV — udN) (3.3.2)

auf. Die ,natiirlichen unabhingigen Variablen® fiir die Entropie sind also U, V und N, und es gelten
die thermodynamischen Beziehungen

2 13 p 2 u

Vergleichen wir nun (3.3.2) mit (3.2.10). Dazu bilden wir das totale Differential dieser Gleichung, wobei
wir zunichst 3, @ und V als unabhingige Variablen zu verwenden haben. Dann folgt unter Bertick-
sichtigung von (3.2.8) und (3.2.10) nach einigen Zusammenfassungen

dS =kj [ﬂdU+ adN+dV%<I>(ﬁ,a, V)]. (3.3.4)

Vergleichen wir (3.3.4) mit (3.3.2), erhalten wir die Beziehungen

kBﬁ:%, by =L, kB%fb(,B,a, v)=L. (3.3.5)
Eine typische Berechnung der Zustandsgleichungen eines Systems mit Hilfe des groffkanonischen
Formalismusses besteht also darin, zunichst die Zustandssumme Z bzw. das kanonische Potential ®
als Funktion von (3, @ und V zu berechnen. Dadurch sind U, N und § gemif (3.2.813.2.10) als Funk-
tion dieser groflkanonischen unabhingigen Variablen bestimmt. Uber (3.3.5) gewinnen wir dann die
phinomenologischen Groflen.

Daraus folgen dann alle iibrigen thermodynamisch interessanten Groflen. Dies erkennen wir, indem
wir und der physikalischen Interpretation des ersten Hauptsatzes erinnern. Demnach dndert
sich die innere Energie durch Anderung der Entropie, des Volumens und der Teilchen entsprechend
der drei Terme im totalen Differential (3.3.1). Der erste Term bedeutet dabei die Zu- bzw. Abfuhr von
Wirmeenergie $Q = 7'dS zum System bzw. aus dem System, der zweite die mechanische Arbeit
8 W = —pdV und schliefilich der dritte die Energieinderung aufgrund der Hinzufiigung oder Ent-
nahme von Teilchen in das System bzw. aus dem System. Dies entspricht auch Transportgrofien im
Gleichgewichtslimes, nimlich dem Fluf} von Wirme, mechanischer bzw. chemischer Energie. Dabei
mufl man sich allerdings die Zustandsinderungen so langsam ausgefiihrt vorstellen, dafy das System
sich stets im Gleichgewicht befindet, bzw. man fiihrt die Zustandsinderung aus und wartet hinrei-
chend lange, sodaf§ sich das Gleichgewicht fiir die neue Situation einstellt und betrachtet Anderung der
betreffenden Energieanteile zur Gesamtenergieinderung erst nach dieser Einstellung des neuen Gleich-
gewichts.
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3.4 - Legendre-Transformationen thermodynamischer Potentiale

Eine interessante Grof3e ist auch die Warmekapazitit, die die Energie angibt, die man pro Teilchen
bendtigt, um dem System unter bestimmten Nebenbedingungen Wirme zuzufithren. Gemifd
ist die innere Energie U(S, V,N) das geeignete thermodynamische Potential, um die Wirmekapazitit
bei konstant gehaltenem Volumen und Teilchenzahl zu bestimmen:

au
Cyn= <ﬁ>v,N' (3.3.6)

Dabei bedeuten die Indizes an den in Klammern eingeschlossenen partiellen Ableitungen die bei dieser
Ableitung konstant zu haltenden Groflen. Wir miissen also ggf. die natiirlichen unabhingigen Varia-
blen einer Zustandsgrofle durch andere ersetzen, um weitere Groflen zu erhalten.

3.4 Legendre-Transformationen thermodynamischer Potentiale

Oft sind aber auch noch andere thermodynamische Potentiale niitzlich. Dazu stellen wir zunichst ei-
ne allgemeine thermodynamische Betrachtung an. In der Thermodynamik lassen sich die GréfSen in
Quantititsgroflen (extensive Variablen) und Intensititsgroflen (intensive Variablen) unterschei-
den. In unseren obigen Betrachtungen waren z.B. U, § und N extensive und 7', p und u intensive
Groflen. Halten wir die intensive Groflen konstant und erhdhen die Teilchenzahl N um einen Faktor
A, miissen sich erfahrungsgemifd auch alle iibrigen extensiven Gréflen um denselben Faktor A indern.
Wir haben also das Skalenverhalten

U(S,AV,AN) = AU(S, V,N), (3.4.1)

d.h. U als Funktion von extensiven Grofien ist eine homogene Funktion ersten Grades dieser Gro-
fen. Differenzieren wir diese Gleichung nach A und setzen anschlieffen A =1 erhalten wir

du au au
U=§(—— Vi—=— N|—=— . 34.2
<35 >V,N+ <3V>3,N+ <3N>s,v 0.42)
Der Vergleich mit (3.3.1) liefert andererseits die thermodynamischen Beziehungen
au aU au aUu
-— =7, U=§(— VI— =—9p, —_— = u, 343
<5’S >V,N <5’S >V,N+ <3V>5,N P <3N>5,v H ( )
und daher folgt aus (3.4.3)
U=TS—pV +puN. (3.4.4)

Wir kénnen nun weitere thermodynamische Potentiale mit Hilfe der Legendre-Transformation er-
halten. Diese Methode hat zum Ziel, an andere natiirliche unabhingige Variable angepafite Groflen zu
erhalten. Fiithren wir z.B. die Enthalpie durch

H=U+pV, (3.4.5)
so ergibt der erste Hauptsatz
dH =dU + pdV +Vdp =TdS+ Vdp + udN. (3.4.6)

Dies besagt, dafl die natiirlichen unabhingigen Variablen fiir die Enthalpie S, p und N sind. Es gelten
die thermodynamischen Beziehungen

JH JH JH
Y 7 () —v, <—> — 4. 347

107



Kapitel 3 - Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

Aus der Enthalpie erhalten wir die Warmekapazitit bei konstantem Druck zu

JH
Con= <3—T>p,N. (3.4.8)

Gemif (3.4.4) gilt noch die Beziehung

H=TS+uN. (3.4.9)
Die Helmholtzsche Freie Energie ist hingegen durch
F=U—TS=—pV +uN (3.4.10)
definiert. Mit dem ersten Hauptsatz erhalten wir
dF = dU — TdS — $dT = —SdT — pdV + udN. (3.4.11)
Die natiirlichen unabhingigen Variablen sind 7', V und N, und es gelten die thermodynamischen Re-
lationen IF IF IF
&)= ()= (&), 41
Die Gibbssche Energie ist wiederum eine Legendretransformierte der freien Energie
G=F+pV =puN. (3.4.13)
Mit erhalten wir
dG =dF + pdV + Vdp = —SdT + Vdp + udN, (3.4.14)

d.h. die natiirlichen Variablen sind 7', p und N. Die dazugehorigen thermodynamischen Relationen

lauten 26 26 26
G s (2E) —v, <_> — 3.4.15
<3T>p,N <3P>T,N N/, © A1)

Schliefflich ergibt sich noch das grofikanonische Potential mit etwas umdefinierten unabhingigen Va-
riablen als

Q=F—uN=—pV. (3.4.16)
Verwenden wir wieder (3.4.11), erhalten wir
= dF — udN— Ndu = —SdT — pdV — Ndp. (3.4.17)
Die unabhingigen Variablen sind hier 7', V und u, und es gelten die Relationen
GO e () () o o
AT /v, IV /sy du TV
Vergleichen wir dies mit unserer urspriinglichen Definition (3.2.5). Aus (3.2.10) und (3.3.5) folgt
U—uN+kyTO=TS, (3.4.19)
und daher
—kyT®=U—TS—uN=F—uN =90, (3.4.20)

In den urspriinglichen statistischen Variablen geschrieben ist also wegen (3.4.16)
QBT ¥(Ba,V)
P=my = v T v

Das groflkanonische Potential liefert also auch unmittelbar die Zustandsgleichung des Systems.

(3.4.21)
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Kapitel 4

Vielteilchensysteme aus freien Teilchen

In diesem Kapitel wenden wir uns der Theorie von Systemen aus gleichartigen, d.h. ununterscheid-
baren Teilchen zu. Wihrend in der klassischen Physik Teilchen schon dadurch stets voneinander un-
terscheidbar bleiben, dafy man sie durch ihre jeweiligen Anfangspositionen und -impulse kennzeichnen
kann, ist es in der Quantentheorie unmaglich, iiber lingere Zeitraume individuelle Teilchen voneinan-
der zu unterscheiden, es sei denn sie unterscheiden sich durch eine intrinsische Eigenschaft voneinander,
d.h. z.B. durch ihre Masse, ihren Spin oder diverse Ladungsquantenzahlen.

4.1 Ein System von zwei ununterscheidbaren Teilchen

Wir betrachten als erstes zwei ununterscheidbare Teilchen mit Spin's € {0,1/2,1,...}. Zunichst ist eine
Basis dieses Systems durch die Produktzustinde

1€,&) =11) ®1&), (4.1.1)

wobei wir mit &, = (X}, 0;,) bezeichnen, wobei X;, Orts- und Spin-z-Komponente des k-ten Teilchens
sind. Wir arbeiten hier im Schrédingerbild, wo die als Basisvektoren dienenden Eigenvektoren von
(nicht explizit zeitabhidngigen) Observablenoperatoren zeitunabhingig sind. Wir definieren nun den
Permutationsoperator

P251¢1,6) = 162.61) - (4.1.2)

Dieser Operator ergibt fiir identische Teilchen einen Sinn, weil die Einteilchenzustinde in diesem Falle
im gleichen Hilbertraum ] liegen. Der Permutationsoperator wird nun auf den gesamten Produk-
traum &, = # @ | linear fortgesetzt. Da die Produktzustinde eine vollstindige Basis von
7€, bilden, bedeutet das

2, |‘I/):fdflfdgzﬁz,gl)(51,£2|\I!) mit fdfl = Z dx,. (4.1.3)
o=—sJR3
Es ist klar, daf§ 2, selbstadjungiert ist und dafl
=1 (4.1.4)

gilt. Damit ist also &2, auch unitir.
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Die Ununterscheidbarkeit der Teilchen impliziert weiter, dafl alle Observablen A im Zweiteilchenraum
mit &, kommutieren. Andernfalls wire sonst der Operator

A =2,A2, (4.1.5)

von A verschieden. Das kann aber nicht sein, weil A’ sich von A nur dadurch unterscheidet, daf} er
sich auf ein System bezieht, bei denen lediglich die Teilchen untereinander vertauscht sind, und dann
konnte man durch Messung von A bzw. A’ die Teilchen doch voneinander unterscheiden.

Im Hilbertraum fiir zwei ununterscheidbare Teilchen muf$ also der Permutationsoperator £, diagonal
sein, d.h. alle Vektoren miissen Eigenvektoren von £, sein. Da die Eigenwerte von &, wegen
nur +1 sein kdnnen, miissen aufgrund des Superpositionsprinzips also alle Vektoren entweder Eigen-
vektoren von &, zum Eigenwert 1 oder —1 sein. Teilchen der ersten Art nennen wir Bosonen und der
zweiten Art Fermionen. Es ist ein empirisches Faktum und lifit sich aus der relativistischen Quanten-
theorie unter recht schwachen Annahmen auch theoretisch begriinden, daf} Teilchen mit ganzzahli-
gem Spin Bosonen und solche mit halbzahligem Spin Fermionen sind.

Der zur Beschreibung zweier ununterscheidbarer Teilchen geeignete Hilbertraum ist also nicht 4,
sondern nur einer der Teilriume ;" zum Eigenwert +1 von £, je nachdem, ob es sich bei den Teil-
chen um Bosonen (oberes Vorzeichen) oder Fermionen (unteres Vorzeichen) handelt. Die geeigneten
Basen sind durch die symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Produkte der Einteilchenbasisvekto-
ren gegeben:

1

V2!

Um deren Vollstindigkeit fiir die Réume ;" zu zeigen, berechnen wir zunichst

€,6)F = (I€15€2) £1€2:€1))- (4.1.6)

&L E ) = 1/2E, 6+ 6,6 &, & +&,&])

/ / ! ) 4.1.7)
=8(&—&)8 (6 —E) £ 8(E —E)S(E—E)).

Dann folgt
f d51 J dgz |£19 52>i:t <§1, 52 | 51/, 52/ >i = {51/, 52/>i + |§2/,€1/>i =2 |51/, 52/>:t (4.1.8)
Wir haben also im Zweiteilchenraum die Vollstindigkeitsrelation

IR R AR R AR S (#19)

wobei wir den Identitdtsoperator auf dem symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Zweiteilchen-
raum mit 13 bezeichnet haben.

4.2 Systeme von N ununterscheidbaren Teilchen und Fockraum

Die Argumente, die wir eben im Falle eines Systems aus zwei ununterscheidbaren Teilchen angewen-
det haben, konnen wir uns wortlich wiederholt denken fiir N identische Teilchen. Freilich ist dann die
Gruppe Sy der Permutationen von N Elementen relevant. Sie besteht nimlich aus N!=1-2-...-N
Permutationen. Fiir N > 3 ist diese Gruppe auch nicht mehr Abelsch, und die Permutationsoperato-
ren #p auf dem N-fachen Produkt des Einteilchenraumes mit sich selbst ) sind daher nicht mehr
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simultan diagonalisierbar. Andererseits gilt nach wie vor unser physikalisches Argument, daf} die Ob-
servablen unseres Systems allesamt mit a//en Permutationsoperatoren vertauschen miissen und also nur
solche Unterraume von ), zur Beschreibung von N ununterscheidbaren Teilchen geeignet sein kon-
nen, in denen alle 22, simultan diagonalisierbar sind und also das Bild dieser Darstellung abelsch sein
mufl. Die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe (vgl. z.B. [Smi61]] Bd. III/1) besagt nun, daf§
es genau zwei Abelsche Darstellungen gibt, nimlich die triviale, fir die alle Permutationen durch den
Einheitsoperator oder die alternierende, fiir die

0 falls P gerade Permutation, “.2.1)
1 falls P ungerade Permutation, o

Py =(—1)’?) mic U(P):{

gilt. Dabei heifdt eine Permutation P : Ny, = {1,2,...,N} — N, gerade (ungerade), wenn man eine
gerade (ungerade) Anzahl von Vertauschungen von Paaren bendtigt, um das N-Tupel (1,2,...,N) in die
durch die Permutation P vorgegebene Reihenfolge (P(1),P(2),...,P(N)) zu bringen.

Es ist dann weiter klar, dafl die entsprechenden Bosonen- bzw. Fermionen-N-Teilchenrdume von den
vollstindig symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Produktzustinden einer beliebigen vollstindi-
gen Einteilchenbasis aufgespannt werden. Wir wihlen zunichst wieder die Orts-Spin-Eigenbasis {|) =
|x,0)} als Einteilchenbasis. Dann haben wir

c LS e
|51:---’§N> mPesN(il) ‘EP(1)®”.®§P(N)> (4.2.2)

= me@]\:}: ‘Ep(l) ®®EP(N)>

als eine vollstandige Basis fiir den bosonischen bzw. fermionischen N-Teilchenraum %Aj; Man rechnet
leicht nach, dafl der Symmetrisierungs- bzw. Antisymmetrisierungsoperator

1
@;:N7§<inww% 4.2.3)
* PeSy

im vollstindigen Produktraum ., hermitesch ist und die Projektionseigenschaft
(PEY =p* (4.2.4)

besitzt, d.h. er projiziert beliebige Zustinde in ) auf den vollstindig symmetrisierten bzw. antisym-
metrisierten Teilraum ;. In diesen Rdumen selbst ist damit dieser Operator auch wieder unitir,
allerdings nicht auf dem gesamten Raum ).

Das Rechnen in diesen Rdumen erweist sich jedoch als recht kompliziert. Zum Gliick existiert ein
Formalismus, die sog. Feldquantisierung, die Vielteilchenrechnungen erheblich vereinfacht. Um zu
diesem Formalismus zu gelangen, miissen wir das Konzept einer festen Teilchenzahl verlassen. Wir
betrachten stattdessen einen grofieren Hilbertraum, in dem wir alle N simultan behandeln konnen,
den sog. Fockraum. Wir postulieren dazu, daf} es genau einen Zustand, das Vakuum |(2) gibt, der den
Fall beschreibt, dafl kein Teilchen vorhanden ist, d.h. der dazugehdrige Hilbertraum ist eindimensional
und addieren weiter orthogonal alle N-Teilchenrdume auf:

A=A (4.2.5)

N=0
Dieser Vektorraum ist dadurch definiert, dafy man beliebige Linearkombinationen von Vektoren aus
denselben und verschiedenen %]\jf bilden kann. Bzgl. der Addition von Vektoren und der Multiplika-

tionen mit komplexen Zahlen sollen dabei die iiblichen Vektorraumrechenregeln gelten. Weiter wird

111



Kapitel 4 - Vielteilchensysteme aus freien Teilchen

dieser Vektor zu einem Hilbert-Raum, indem wir fiir das Skalarprodukt der (anti-)symmetrisierten
Produktzustinde durch

:|:<€1,'..,5N|£1/’.._’£]<[/>iISNN/:t<£1,---,§N|£1/)-.-gg]<[>i
N
=nn Z (:l:l)”(P)l_[S(fk—flﬁ(k))
k=1

PeSy

(4.2.6)

definieren. Da dieses Skalarprodukt die tiblichen Rechenregeln einer Sesquilinearform erfiillen soll, ist
es damit auch fiir alle Zustandsvektoren in %”Fi definiert, und die Vollstindigkeitsrelation fiir diese
Basiszustinde lautet

S [t [l 6 =12, 427)
N=0"""

Wir definieren nun Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im Fockraum, indem wir zunichst
die Wirkung eines Erzeugungsoperators auf die N-Teilchenbasiszustinde definieren:

GTE) s En)E =18, e, En)E. (4.2.8)

Der Erzeugungsoperator fiihrt also den N-Teilchenbasiszustand in einen N + 1-Teilchenbasiszustand
tiber oder bildet im fermionischen Falle diesen Vektor auf 0 ab, wenn |£) schon in dem urspriinglichen
(anti-)symmetrisierten Produktbasisvektor enthalten ist. Multiplizieren wir also die Vollstindigkeits-
relation mit dem Erzeugungsoperator, folgt sofort

FO=IEr=0+ 2 | e [ dgE b G Bl 629)

Durch hermitesche Adjunktion folgt, daf$ entsprechend

¢(5):|Q>i<g|+;$Jd§1Jd5N|£1,,€N>ii<5a£1,,5N| (4210)

ein Vernichtungsoperator ist, der den durch & gekennzeichneten Einteilchenzustand aus einem (anti-
)symmetrisierten Basiszustand entfernt, sofern er enthalten war oder andernfalls den entsprechenden
Vektor auf 0 abbildet. Insbesondere annulliert ¢(&) fiir alle £ den Vakuumzustand:

()N =0, (Qdf(&)=0. (4.2.11)

Mit Hilfe der Darstellungen (4.2.9) und (4.2.10) folgen unter Verwendung von (4.2.6) die folgenden
Vertauschungsregeln:

[bE b)) = [$TEN )] =0, [dE1(E)] =8(E—8)). (4.2.12)

Wir bemerken, dafl wir es im bosonischen Fall formal mit einer Algebra zu tun haben, die den Lei-
teroperatoren fiir kontinuierlich viele durch & durchnumerierte harmonische Oszillatormoden ent-
spricht. Wie wir bei dessen Behandlung in QM I gesehen haben, ergeben sich allein aufgrund der Ver-
tauschungsrelationen bereits die symmetrisierten Basiszustinde. Sie entsprechen Besetzungs-
zahlzustinden fiir Oszillatormoden. Hier handelt es sich um Besetzungszahlzustinde fiir Teilchen.
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Es [df3t sich auch leicht zeigen, daf} im fermionischen Fall die Konstruktion des Fockraums allein auf-
grund der Antikommutatorrelationen moglich ist. Die Antikommutatorrelationen sorgen da-
bei automatisch fiir die Einhaltung des Pauli-Prinzips, wonach es keine Zustinde gibt, in denen zwei
oder mehr Teilchen ein und denselben Einteilchenzustand besetzen kénnen.

Im folgenden wollen wir zeigen, wie wir die Quantenmechanik von Vielteilchensysteme identischer
Bosonen oder Fermionen mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren formulieren kon-
nen. In dem hier betrachteten nichtrelativistischen Fall hat das den Vorteil, daf es sich mit den Feld-
operatoren i.a. einfacher rechnen lift als im Hilbertraum fester Teilchenzahl mit (anti-)symmetrisierten
Produktzustinden. Da die Teilchenzahl fiir nichtrelativistische Prozesse i.a. erhalten bleibt, sind diese
Formulierungen der Vielteilchenquantenmechanik also vollstindig dquivalent. Im relativistischen Fall
stellt sich allerdings heraus, daff eine physikalisch befriedigende Beschreibung fiir Vielteilchensysteme
fester Teilchenzahl problematisch ist und auch nicht der Erfahrung entspricht, denn bei Stof§prozessen
mit relativistischen Energien konnen Teilchen-Antiteilchenpaare oder z.B. elektromagnetische Strah-
len (im quantentheoretischen Bild also Photonen) erzeugt und/oder vernichtet werden.

4.3 Fockraumformulierung fiir Observablen

4.3.1 Die Teilchendichte

Betrachten wir zunichst den Operator fiir die Teilchendichte. Wir behaupten, daf} die Teilchendichte
fiir ein Teilchen mit Spinkomponente ¢ an der Position X durch den Operator

2(E) =)&) 43.1)

reprasentiert wird. Dafl dies eine physikalisch sinnvolle Definition ist, ergibt sich durch Anwendung
des Operators auf einen (anti-)symmetrisierten Basisfockzustand. Dazu berechnen wir zunichst den
Kommutator mit einem beliebigen Erzeugungsoperator:

[e@) )] = [ EE) g D]
=IO [WE T EN] £[$T(@).47ED]bE) (+.3.2)

Nun konnen wir diese Vertauschungsrelation benutzen, um die Wirkung des Dichteoperators (4.3.1)
auf den Basisfockzustand zu berechnen, indem wir den Fockzustand mittels Erzeugungsoperatoren
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darstellen:

eOV(E) P& 1)
{[@ (&) d 51 ]JHN &)e }‘w &) $(E) 1)
= [¥(@E 6+ D) 16 4 B0l

)& &N

N
:¢T(£1)...¢T(§N){Zé‘(f—{k)Jre(g)}|Q) (4.3.3)
k=1

N
:4’ (&) ngZS‘f &) 192)

=1

N
=S SE—EIE - E
k=1

Der Basisfockzustand ist also Eigenzustand des Operators 1-) zum Eigenwert SV b1 8(&—¢&,). Das
ist aber genau die Teilchendichte fiir die durch diesen Basisfockzustand reprisentierte physikalische
Situation, dafl N Teilchen mit wohlbestimmten Spin an wohlbestimmten Positionen sitzen.

Es ist weiter klar, dafl der Operator fiir die Gesamtteilchenzahl durch Integration iiber den Raum und
Summation iiber die Spinzustinde des Teilchendichteoperators

N= f dE o(€) 43.4)

gegeben sein sollte. Integrieren wir die Beziehung (4.3.3) iiber &, finden wir in der Tat

NI, &) E=NIE,. . G0, (4.3.5)

d.h. der Basisfockzustand ist Eigenvektor von N zum Eigenwert N, der Gesamtteilchenzahl dieses Zu-
stands.

4.3.2 Einteilchenoperatoren

Betrachten wir nun Operatoren von Observablen im N-Teilchenraum, ist klar, daf diese mit allen Per-
mutationsoperatoren &, (P € Sy) vertauschen miissen, weil sonst eben die Messung dieser Observa-
blen eine Unterscheidbarkeit von Zustinden, die sich nur durch bestimmte Permutationen der Teilchen
untereinander unterscheiden, erlauben wiirde, und das widerspricht wiederum der Ununterscheidbar-
keit der Teilchen. Es ergibt also etwa keinen Sinn, nach dem Impuls eines bestimmten Teilchens zu
fragen. Nur der Gesamtimpuls des Systems ist eine physikalisch sinnvolle Observable.

Sei nun also A irgendeine auf ein Teilchen bezogene Observable, so konnen wir die Summe dieser
Einteilchenobservable tiber alle Teilchen im System betrachten, also im N-Teilchenraum

N
=> A, (4.3.6)
k=1
wobei wir zur Abkiirzung
A=1®-®1l0AQ 1®---Q®1 (4.3.7)
~— ~—
(k—1)-mal [N—(k—1)]-mal
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geschrieben haben.

Um eine Darstellung mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu erreichen, verwenden
wir die auf den N-Teilchenraum eingeschrinkte Vollstindigkeitsrelation (4.2.7)

~n_ 1 / / +
Al _(N!)zfdgl fdgNif G [ 484 161 E) i s
(51,...,5N\A§N>)g{,...,g@ (L8

Zur Berechnung des Matrixelements driicken wir die Bra- und Ketvektoren gemif3 (4.2.2) mit Hilfe
des (Anti-)Symmetrisierungsoperators durch Produktzustinde aus. Dabei ist zu beachten, daf3 Q”J\ﬂ; mit

A™ vertauscht und die Projektionseigenschaft 1) besitzt:

1
i<§1,...,5N‘AﬁN)‘g’{,...,g’]Qi:N!<£1®...®§N’,@§A(1N)9’§‘5{@...®§]<[>
:Nz<gl®...®§N‘AgN@;’g{@...@g@

= > ) P(E 80 ‘A(lN)‘ &y ® @)

PeSy
N 43.9)
= > @)Y (g e ®§N’Ak‘5p ® @)
PeSy k=1
N
= Z (:l:l) Z 3(51 5]3(1 ) ’ é\(é’k—l _Elé(k—l))<£k ’A| glg(k)>
PeSy k=1
X 8(Eps1—Ep k+1))"'3(5N_§1§(N))
Im folgenden schreiben wir

fiir das Einteilchenmatrixelement. Setzen wir (4.3.9) und d4 3.10) in (4.3.8) ein und integrieren in
]edem Summanden der Summe iiber £ iiber & ,... 5 b—18pr15-+-»En» Wobel wir die 8-Distributionen
in (4.3.9) ausnutzen konnen, erhalten wir

AV LSy Zfdgkfdfl A2 A )

(N1? PeS (4.3.11)

4
X gp(l)s- . "glé(k—l)’é’k’é’]é(/e—{—l)"'"SI/)(N)> <§1/5- . 5§]<[| .

In dem Bra-Vektor konnen wir nun die Argumente in die durch die Permutation vorgegebene Reihen-
folge bringen. Da der Zustand vollstindig (anti-)symmetrisiert ist, gilt

+
i(‘gl/,,é’]([| :(il)a(P) <£1§(1),,€1§(N)‘ . (4312)

In dem so umsortierten Bra- und auch im Ketvektor in (4.3.11) bringen wir nun noch das Argument
3 *) bzw. £, ganz nach vorne. Dazu miissen wir es mit den & — 1 davorstehenden Argumenten ver-

tauschen. Dabei entsteht aufgrund der Antisymmetrie unter diesen Vertauschen jedesmal der Faktor
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(&£)*~. Insgesamt erhalten wir

A(lN): N f d&, f dE{ -+ dE A& Epey) [Eptep Ehry e Epthay Engeany o Epy)

PeS

<51§(k)a ’512(1)’ e fzg(k—n’ 5I§(k+1)’ e £1§(N)' :
(4.3.13)

Nun kdnnen wir fiir jede Permutation die Integrationsvariablen umbenennen, ohne daff dies das Re-
sultat andert:

6]@ = 5) glg(k) = 5//)
511 1= 1//>---’ 512(1e_1) - 5/;/_1> fzé(kﬂ) =& E12(1\/) -

Daraus ersehen wir, daf} in (4.3.13) jeder der Summanden sowohl bzgl. der Summe iiber die Permuta-
tionen als auch bzg. der Summe tiber k stets den gleichen Beitrag liefert. Wir haben also einen Faktor
N!-N, was

Jd e dE{ €L ) i(g”, U &

ergibt. Nun wenden wir 8) und die entsprechende adjungierte Gleichung auf den Ket- und den
Bravektor in (4.3.15) an:

- f dE f dE" AE,E")

<) | A a5

(4.3.14)

(4.3.15)

++

> < (. I<1/—1|4’(§//)’ (4.3.16)

+
]1N71

wobei wir (4.2.7) fiir den N — 1-Teilchenanteil des Fockraumes verwendet haben. Um nun A(FOCk)

erhalten, miissen wir nur noch die orthogonale Summe bzgl. N bilden

A(Fock fdgfdgll é’ é'// Ll)T Ll’ 5” (4.3.17)

Angesichts dieser einfachen Formel erscheint die eben durchgefiihrte Rechnung recht mithsam. In Ab-
schnitt werden wir die weitaus elegantere Methode der Feldquantisierung verwenden, um zum
gleichen Resultat zu gelangen.

Betrachten wir aber noch einige Beispiele fiir Einteilchenoperatoren. Beginnen wir mit dem Gesamt-
impuls des Vielteilchensystems. Im N-Teilchenraum ist offenbar

N
=> P (4.3.18)
k=1

Der Gesamtimpuls ist also in dem obigen Sinne ein Einteilchenoperator. Das in (4.3.17) benétigte Ein-
teilchenmatrixelement ist schnell berechnet:

PEEN=(EBE") ==V, (") 8,00 = =iV, 8OF=F")8, . (43.19)
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Dabei haben wir uns (1.3.4) bedient. Setzen wir dies in (4.3.17) ein und fithren zunichst das Integral

iber X’ und die Summe iiber ¢” aus, erhalten wir
= (Fock) . + =
B = [ dg¢T(E) T 43,20

Angenommen wir betrachten Systeme von Teilchen, die nicht untereinander wechselwirken, so ist auch
der Hamiltonoperator ein Einteilchenoperator:

N -2
H(1N>:Z[p—’e+V(§k)] (4.3.21)
k=1

Dabei ist V irgendein dufleres Potential (man denke z.B. an Elektronen, die sich in einem dufleren
elektrostatischen Feld bewegen). Die Berechnung des Einteilchenmatrixelements bzgl. der Einteilchen-
Orts-Spin-Basis berechnet sich wieder auf analoge Weise wie beim Impulsoperator. Das Ergebnis fiir
die Einteilchengesamtenergie im Fockraum ist schlieflich (Ubung/)

H™ = [ 48 41O 8+ V() | E). 43.22)

Ebenso zeigt man, daf} der Gesamtspinoperator durch
= (Fock) . = N -
S = | dEdI(F,0) D5, d(E, o) 4.3.23)

U./

gegeben ist (Ubung)).

4.3.3 Zweiteilchenoperatoren

Die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen wird i.a. durch ein Potential beschrieben, wobei wir der
Einfachheit annehmen, die Krifte seien Zentralkrifte und unabhingig von den Spinfreiheitsgraden der
Teilchen. Fiir ein N-Teilchensystem lautet der entsprechende Operator

Ny _ 1 - =
jl#jz

Mit einer zhnlichen Rechnung wie oben fiir Einteilchenoperatoren zeigt man, daf§ die iquivalente For-
mulierung im Fockraum

Vi =2 [ 4 [ a6 ViR -5 EV EWEHE) (4.3.29

lautet (Ubung!). Dabei ist fiir Fermionen auf die Reihenfolge der Erzeuger und Vernichter zu achten.

Dieser Beitrag ist im Fall wechselwirkender Teilchen zu (4.3.22) zu addieren, um den Gesamthamilton-
operator zu erhalten.
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4.3.4 Formulierung als Quantenfeldtheorie

Wir kdnnen nun am Beispiel nichtwechselwirkender Teilchen zeigen, dafl die Vernichtungsoperatoren
(&) der Schrodingergleichung geniigen. Die obige Formulierung unserer Fockraumtheorie haben wir
im Schrédingerbild vorgenommen. Deshalb sind die Operatoren (&) nicht zeitabhingig. Wir kon-
nen aber den Operator berechnen, der gemifl unserem Postulat 4 (vgl. Abschnitt|1.1) die Zeitableitung
des Feldoperators reprisentiert:

b(E [¢(§ H{Y]. (4.3.26)

Zur Berechnung des Kommutators bendtigen wir dazu fiir Bosonen und Fermionen etwas unterschied-
liche Formeln. Durch Ausmutliplizieren erhalten wir fiir drei Operatoren A, B und C die Gleichungen

[A,BC]=[A,B]C+B[A,C], (4.3.27)
{A,BC}={A,B}JC—B{A,C}. (4.3.28)

Offenbar miissen wir in (4.3.26) fiir den Hamiltonoperator (4.3.22) einsetzen[] Wir konnen dabei das

Integral aus dem Kommutator herausziehen. Dann entsteht der Kommutator

(ST ENHHEN] = 9 41(EN] A€ 24N [E) Hrg(Eh]

A [ YEN], (4.3.29)

8(E— &z (e’

wobei wir mit A den Einteilchenhamiltonoperator in der Ortsdarstellung bezeichnet haben, der klar

(Fock)

vom entsprechenden Fockraumoperator H}
chung bzgl. &’ liefert dann

unterschieden werden mufi. Integration dieser Glei-

WE)= O =[5+ V) |9eE). (43,30

In der Tat erfiillt also die kovariante Zeitableitung des Feldoperators die Schréodingergleichung. Gehen
wir zum Heisenbergbild iiber, wird die Analogie vollkommen, denn im Heisenbergbild entspricht die
kovariante Zeitableitung der gewShnlichen Ableitung der Operatoren nach der Zeit. Das lifit sich auch
leicht explizit nachpriifen. Denn wegen (1.9.5) und (1.10.1) gilt

dB

o= HMB  mic HIY = BHEWBT, (4.3.31)

H

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit BT erhalten wir (wieder wegen (1.9.1))

BTd_B

T iH (Fock) (4.3.32)

bzw. durch erneutes Multiplizieren mit B von links

dB .
— = iBHFoh), (4.3.33)
dt

'Freilich miissen wir die Integrationsvariable umbenennen, um nicht in Konflikte mit dem Argument ¢ in (4.3.26) zu
geraten! Nennen wir also die Integrationsvariable £”.
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Da der Hamiltonoperator im Schrédingerbild HF®) nicht von der Zeit abhingt, ist
B =exp <itH<F°Ck)> . (4.3.34)

Also ist

HgOCk) — BHFok) gt — g (Fock) (4.3.35)

und der Feldoperator im Heisenbergbild

by (t,€)=BY(&)BT. (4.3.36)
Ableiten dieses Ausdrucks nach der Zeit liefert unter Verwendung von in der Tat sofort

O,tpp(t,E) =—iB[ (&), HIoD ] BT = %BI—AILP(E)BT _ %ﬁzq,Hu, £). (4.3.37)

Der Feldoperator im Heisenbergbild erfiillt also dieselbe Schrodingergleichung wie die Wellenfunk-
tion fiir ein Teilchen. Historisch wurde der Fock-Raumformalismus daher auch als ,,zweite Quanti-
sierung® bezeichnet. Dabei verstand man als ,erste Quantisierung® den Ubergang von der klassischen
Mechanik zur Quantenmechanik, indem man Ort und Impuls als Operatoren im Hilbertraum auffafi-
te und korrespondenzmifSig (d.h. {iber die Identifikation der Poissonklammeralgebra der klassischen
Theorie mit der Kommutatoralgebra der Operatoren) die kanonischen Kommutatorrelationen festleg-
te. Die Fock-Raumformulierung der Vielteilchentheorie bezeichnete man dann als die ,,zweite Quanti-
sierung®. In der Tat kann man die Kommutatorrelationen durch ,kanonische Quantisierung® aus der
Hamilton-Formulierung des Prinzips der kleinsten Wirkung fiir klassische Feldtheorien gewinnen
(wobei wieder die Poissonklammern der klassischen Theorie auf Kommutatoren in der Quantentheorie
fithren). Unser Zugang zur Fock-Raumformulierung zeigt aber, daf es sich nicht um eine neue Theo-
rie handelt, sondern lediglich um eine alternative mathematische Formulierung der Quantentheorie
eines Vielteilchensystems gleichartiger Teilchen, wobei als einziges neues Postulat das Prinzip von der
Ununterscheidbarkeit gleichartiger Teilchen hinzugetreten ist, welches uns auf die vollstindig sym-
metrischen (antisymmetrischen) N-Teilchenriume fiir Bosonen (bzw. Fermionen) gefiihrt hat.

Es ist weiter klar, daff wir den nunmehr hergeleiteten Fock-Raumformalismus auch mit irgendeiner
anderen Einteilchenbasis hitten beginnen konnen, z.B. mit der Impuls-Spindarstellung. Das fithrt na-
tiirlich wieder auf dieselbe Theorie wie unsere Orts-Spindarstellung.

Im Fall wechselwirkender Teilchen, z.B. wenn der Hamiltonoperator eine Zweiteilchenwechselwir-
kung der Art enthilt, werden die operatorwertigen Bewegungsgleichungen nichtlinear, und
man kann i.a. keine L3sungen fiir diese Gleichungen finden. Daher ist man bei wechselwirkenden Teil-
chen auf Niherungsverfahren wie die Storungstheorie angewiesen, die wir im nichsten Kapitel bespre-
chen werden.

4.3.5 Kanonische Feldquantisierung

Man kann auf die quantentheoretische Formulierung der Vielteilchensysteme im Fock-Raum auch
noch auf andere Weise gelangen, und zwar indem man in Analogie zur kanonischen Quantisierung von
Punktteilchensystemen zunichst eine klassische Feldtheorie betrachtet und die Feldgleichungen aus
dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung herleitet und dann {iber die Poisson-Klammern
der klassischen Theorie zu Kommutator- bzw. Antikommutatorregeln fiir bosonische bzw. fermioni-
sche Feldoperatoren tibergeht. Die Rechtfertigung dieses eher heuristischen Verfahrens besteht darin,
daf§ sich daraus die korrekten Kommutatorregeln fiir die Operatoren der Galileigruppe, formuliert
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Kapitel 4 - Vielteilchensysteme aus freien Teilchen

in der Fock-Raumdarstellung fiir das Vielteilchenproblem, ergeben. Freilich stimmen die tiber diese
Methode gewonnenen Kommutatorregeln und damit die Konstruktion des Fock-Raums mit den oben
hergeleiteten Resultaten tiberein. Als Beispiel betrachten wir nichtwechselwirkende Spin-1/2-Teilchen
in einem vorgegebenen dufleren elektromagnetischen Feld wie in Abschnitt[2.11]

Um die kanonische Feldquantisierung durchfithren zu kénnen, benétigen wir zunichst die Formulie-
rung einer klassischen Feldtheorie durch das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung. Wir suchen
also zuerst eine Lagrangefunktion, die auf die Pauli-Gleichung fihrt. Allgemein betrachten
wir die Felder ¢ (z,X) als kontinuierlich viele Freiheitsgrade, die durch X und o parametrisiert sind,

wobei o freilich nur die diskreten Werte +1/2 annehmen kann. Entsprechend sollte sich die Lagrange-
Funktion aus einer Lagrange-Dichte vermdge

L[%W%J"#]ZL} &% L, " b, "V, V51, %) (4.3.38)

ergeben. Dabei behandeln wir ¢ und ¢* als unabhingige Feldfreiheitsgrade, da die Spinorkomponenten
der Felder komplexwertig sind und im Hamiltonschen Prinzip Real- und Imaginirteil als unabhingige
reelle Feldfreiheitsgrade angesehen werden konnen. Dazu dquivalent ist es, die Spinorkomponenten
und ihr konjugiert Komplexes als unabhingig voneinander anzunehmen.

Um die Bewegungsgleichungen herzuleiten, betrachten wir die Wirkung
t, ty e e -

A, 4] :f dt L[ ¢, ¢ t] :f dtf $PX LD, b, NV, VP58, 7). (4.3.39)

4 4 R3

Wieder in Analogie zur kanonischen Mechanik der Punktteilchen, ergeben sich die Bewegungsglei-
chungen aus der Stationaritit der Wirkung unter unabhingiger Variation der Spinorfeldkomponenten
¢ und ¢* unter der Einschrinkung

8¢ (t1,%) =8¢, (15,,%) =8 ¢% (1, %) =87 (2, %) =0. (4.3.40)
Fiihren wir die Variation aus, erhalten wir wegen
34,=388¢,), 84, =8(84;), 8V, =V(4,), 8V, =V(8¢g,) @34

durch partielle Integration nach ¢ bzw. X

“ % ¥ - ¥
SA=| dt| &£x{s —3 V.
L tfRz AR dg,  13¢,) A(Ve,)
(4.3.42)
154t % _, 9% o 0%

3 a@d " 2

Damit dies fiir unabhingige Variationen der ¢, und ¢ verschwindet, miissen die eckigen Klammern
verschwinden. Dies liefert die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Felder

% ¢ - d¥
—J —V.— =0,
I, A ¢,) (V)
s . (4.3.43)
% Y - J¥
3 —v.-Z —0.
dgy,  130.¢5) (Vi)
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Da die Wirkung ein reelles Funktional sein muf}, sind die ersten Gleichungen gerade das Konjugiert
Komplexe der zweiten Gleichungen, und man mufd nur einen Satz Gleichungen wirlich ausrechnen.

Eine Lagrange-Dichte fiir die Pauligleichung ist offenbar durch
2 =ig,0¢, — 5[V =g A, ] [V —gA)¢,1-424, ¢,

+ EgslungzB ’ 500’¢0/

(4.3.44)

gegeben. Um zu zeigen, dafl fiir diese Lagrange-Dichte aus den Euler-Lagrange-Gleichungen tatsichlich
die Pauli-Gleichung resultiert, bilden wir die entsprechenden Ableitungen nach ¢ :

¥ z‘_f - 1 N
a¢g =id, ¢a _m —IV qA)¢a_qq)¢a+§g5/‘lBB'000’¢0”
ot o«
A9ds) T A(Vr)

Dies in (4.3.42) eingesetzt, liefert

(4.3.45)

}n( V+igA)g,.

-

. A, = e 1 > A 1 S
191: Sbo + Zq_m(_lv_qA)¢a _qq)sba + EgsluBB ' oaa/sbo/ - E[_ASAO' +1qv ' (Asb(r)] =0. (4346)

Dies zusammengefafSt ergibt schlief$lich

. 1 = . - 1 - A
latsbo = —%(V—IQA)ZSLU +q<p¢o - EgslubB ) Uaa/sba" (4347)

Dies ist in der Tat die Pauli-Gleichung in Komponentenschreibweise, d.h. die Lagrangedichte
reprasentiert tatsichlich die Feldtheorie fiir ein Spin-1/2-Feld, das der Pauli-Gleichung gentigt.
Um kanonisch quantisieren zu konnen, miissen wir allerdings zur Hamiltonschen Formulierung des
Wirkungsprinzips iibergehen. Auch hier geht man wieder analog zur Punktmechanik vor. Da wir es
allerdings nun mit kontinuierlich vielen Freiheitsgraden zu tun haben, miissen wir zunichst Funktio-
nalableitungen definieren. Betrachten wir dazu die Lagrangefunktion und bilden die Variation
nach ¢, mit 8¢ =8¢, =8¢

¥
d(V,)

(4.3.48)

SL:f &$x 3%% +8(Ve,)
R P

Da wir bei der Variation §X = 8t = 0 voraussetzen, gilt wieder §(V¢,) = V8¢, so dafl wir im
zweiten Term partiell integrieren kénnen, was zu

¢ - J%
—V. _
I VY,

SL= f $Px8g, (4.3.49)
R3

fithrt. Daher definieren wir als die Funktionalableitung von L nach ¢,

SL ¥ - ¥
— = —V.— . 4.3.50
8¢, (t,%) ¢, 3(Ve,) (4330
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Entsprechend folgt (Ubung!)
SL ¥

8¢, (6,%) 3,

Wieder analog zur klassischen Mechanik fithren wir die kanonisch konjugierten Feldimpulse

(4.3.51)

M ()= 2L =22 i m =L =9 (4.3.52)
8¢, 9% Sy d¢s

ein. Die Hamiltonfunktion folgt dann als funktionale Legendretransformation:

H[¢, " 1T ] = f &5 10,6, + 10 ¢, |- L= f & AL, &, 4"V, V). (4.3.53)
R3
Die Hamilton-Dichte ist also durch
A =10, +IT g — (4.3.54)
gegeben. Mit der Lagrangedichte fiir die Pauli-Gleichung folgt
I, =ig", (4.3.55)

und (Ubung)

1 . - ) . _—
= [V igAI, - [(V—igA)p, 1+ 1, g, = L2, (5,00, (4356

Es ist leicht zu zeigen, dafl die Hamiltonschen kanonischen Feldgleichungen

o _aw o ox
S, om,  a(vm,)

o=
. SH aH i
° Y, [3% (V)

fiir ¢ wieder auf die Pauli-Gleichung (4.3.47) und fiir IT auf die konjugiert komplexe Pauli-Gleichung
fiihren (Ubung!). Wie in der klassischen Mechanik ist also die Hamilton-Formulierung dquivalent zur
Lagrange-Formulierung des Hamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung.

} (4.3.57)

Im hier vorliegenden Falle folgt der Zusammenhang (4.3.55) zwischen kanonischen Feldimpulsen und
Feldern nicht aus den Hamiltonschen kanonischen Feldgleichungen, weil die Lagrange-Dichte linear in

¢ und entsprechend die Hamilton-Dichte linear in II ist. Da allerdings die kanonische Feldgleichung
fiir IT gerade die konjugiert komplexe Pauli-Gleichung fiir ¢* erfiillt, konnen wir (4.3.55) als Nebenbe-

dingung voraussetzen.

Wie in der klassischen Mechanik kénnen wir vermoge

[ oa.] 84 8B 84 8B
{A’B}Pb_Jde ¥ |:3¢0(t,9_5) STL(t,%) é\HU(t,f)é\gbg(t,E)} (#3.38)
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auch Poisson-Klammern fiir beliebige Funktionale der Felder und kanonischen Feldimpulse definie-
ren. Dabei sind die Funktionale {iber ihre entsprechenden Dichten

A, 1] = N $r.d (¢, 1,V 4, VII,...) (4.3.59)

definiert. Aus den Hamiltonschen kanonischen Gleichungen folgt dann fiir die Zeitableitung eines be-
liebigen Funktionals

%A[¢,H] ={A,H},,. (4.3.60)

Auch die Bewegungsgleichungen, die sich aus den Hamiltonschen Kanonischen Gleichungen (4.3.57)

ergeben, konnen mit Poissonklammern ausgedriickt werden, denn wegen
b, (t,%)= f EPEEOFE =38, 1 (2, %) 4.3.61)
R3
1st ~
84,(6,%)
8 Sba’(t ’ X /)
Daraus folgen insbesondere die elementaren Poisson-Klammerbeziehungen

{£o(0.3).¢, (63"} | = {0,(6,3), (0,3} | =0,
pb pb
{46003} | =8,,80G 7).

=38,,80F=%). (4.3.62)

(4.3.63)

Entsprechend der kanonischen Quantisierung in der Punktmechanik kénnen nun die Poisson-Klam-
merrelationen fiir Funktionale der klassischen Felder als Kommutatorrelationen fiir bosonische Feld-
operatoren uminterpretiert werden:

[ 4o (82200 (1,31 = [T, (1, 3)0,(2,3) | = 0,

(4.3.64)
[(l)g(t,y_c’),ﬂa,(t,?c’/)] =i8,,,8®(F—%') (Bosonen).

Fiir fermionische Feldoperatoren miissen wir hingegen Antikkommutatorrelationen postulieren:

{9,(6.3),4,(0,3") | = {TL,(£,2).11,.(,3")} =0,

(4.3.65)
{Ll)g(t, x),IL,.(z, 9_5/)} =i8,,8C)(F—%') (Fermionen).

Es zeigt sich, dafl dieses Vorgehen alle Beziehungen aus den vorherigen Abschnitten 4.3.2 repro-
duziert. Dabei ergibt sich die Zeitabhingigkeit der Feldoperatoren im Heisenberg-Bild. Fiir Zweiteil-
chenwechselwirkungen tiber ein Potential ist zum sich bei der kanonischen Quantisierung der Hamil-

tondichte (4.3.56) ergebenden Einteilchen-Hamilton-Operator noch der Zweiteilchenoperator (4.3.25)

hinzuzufiigen.

4.3.6 Das Noether-Theorem im Feldformalismus

Wir kénnen nun, wieder analog wie in der Punktmechanik, die Bedeutung von Symmetrien fiir die
Felder betrachten. Dabei liegt wieder eine Symmetrie vor, wenn die Bewegungsgleichungen formin-
variant unter der entsprechenden Transformation sind. So ist die Schrédinger-Gleichung fiir ein freies
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Teilchen forminvariant unter den Galilei-Transformationen. Fiir Felder bietet es sich an, die Analyse
der Symmetrien in der Lagrange-Formulierung durchzufiihren. Betrachten wir also zunichst die Wir-
kung fiir klassische Felder

Es bietet sich nun an, bereits hier die relativistische Notation fiir die Raumkomponenten und die Zeit
anzuwenden. Wir fassen diese Komponenten zusammen in einen Vierervektor, dessen Komponenten
wir mit hochgestellten griechischen Indizes versehen. Sie laufen stets von 0 bis 3, d.h. wir setzen x° :=
t. Die hochgestellten Indizes sind nicht mit Potenzen zu verwechseln. Wir werden weiter unten bei
der Behandlung der Lorentz-Transformationen sehen, warum diese Schreibweise niitzlich ist. Unsere
Vierervektoren sind wie folgt definiert

x
t x! x!
x=(x")= <£> =l 2= 2| (4.3.66)
x x

Hat man irgendeine Funktion f(x) = f(¢,x) gegeben, so bezeichnen wir die Komponenten des Vie-
rergradienten mit einem unteren Index, d.h. es gilt

d,f(x): (x). (4.3.67)

Es ist also

(x)

2 x
[ayf(X)]=<f >= 3’“][2; : (4.3.68)

(x)

Uber wiederholte griechische Indizes wird wieder stillschweigend summiert (Einsteinsche Summati-
onskonvention).

Wir betrachten nun infinitesimale Transformationen der Form
Sxt=8a, T/ (x), S¢=38a,A,(¢,x). (4.3.69)

Dabei sind die 8« die ,infinitesimalen Parameter der betrachteten Symmetriegruppe. Die Wirkung
konnen wir nun in der Form

Ald]= fw d*x £(¢,3,¢,x) (4.3.70)

schreiben. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich, wie in Abschnitt[4.3.5|gezeigt, aus der Stationaritit
dieses Funktionals unter beliebigen Variationen der Felder, wobei die Raumzeitkoordinaten x# nicht
mitvariiert werden. Dieses Hamiltonsche Wirkungsprinzip fiir Felder fiihrt auf die Euler-Lagrange-
Gleichungen (4.3.43). In unserer Vierervektornotation kénnen wir diese iibersichtlicher zu

8.,%38.%

2 130,9)

0 (4.3.71)

zusammenfassen.

Im folgenden wird fiir mehrkomponentige Felder, wie z.B. Spinorfeldern, stets stillschweigend iiber alle Feldkomponen-
ten summiert. Fiir komplexe Felder sind auch wieder ¢/ und ¢/* als unabhingige Feldfreiheitsgrade anzusehen.
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Es ist klar, dafd fiir eine vorgegebene Feldgleichung die Wirkung nicht eindeutig bestimmt ist. Fligen
wir namlich zur Lagrangedichte eine beliebige Viererdivergenz

.%/(gb,é’ygb,x):$(¢,3M¢,x)+5’yﬂ*‘(¢,x) (4.3.72)
hinzu, ergeben sich mit identische Feldgleichungen. Dies ergibt sich sofort aus (Ubung/)

3, 0%(¢,x) = %Q*‘(%X)é’ysb + 3P0k (g, x) (4.3.73)

durch Einsetzen der Lagrangedichte £’ in (4.3.71). Hier und im folgenden bezeichnet der Operator

Q/ECXP D die Ableitung der betreffenden Funktion nach den Raumzeitkomponenten hinsichtlich der ex-
pliziten Abhingigkeit von diesen Variablen, d.h. die Abhingigkeit, die nicht implizit in den Feldern ¢
und ihren Ableitungen d, ¢ steckt.

Wir betrachten nun die Variation der Wirkung (4.3.70) unter der allgemeinen Transformation (4.3.69).
Im Gegensatz zur Variation beim Hamiltonschen Prinzip haben wir hier zu beriicksichtigen, dafl wir
nicht nur die Felder variieren wollen, sondern auch die Raumzeitargumente. Es gilt

SA[¢]= N d" LY, 3¢ x")— fw d*x £L(4,3,¢,%). (4.3.74)

Wir miissen also zunichst das Vierervolumenelement transformieren, wobei wir nur bis zur ersten
Ordnung in den & x entwickeln miissen. Offenbar ist

'y
d*x" = det < ox >d4x =d*x det(&’vx/"‘) (4.3.75)
dxv
mit der Jacobi-Matrix
A"t =3 (x* 4+ 8x*) =8, + 3, (8xH), (4.3.76)
wobei
1 fir u=v
St = 4.3.77
Y {O fir u#v ( )

wieder das Kronecker-Symbol bezeichnet, diesmal allerdings in unserer Vierervektorschreibweise mit

einem hoch- und einem tiefgestellten Index. Die Entwicklung der Determinante der Jacobi-Matrix
(4.3.76) nach Zeilen (oder auch Spalten) zeigt, dafl Terme in erster Ordnung in & x# nur vom Produkt

der Diagonalelemente herriihren kénnen, so daf§ wir
det(9,8x*)=14+3,(8x")+ 0(8a?) (4.3.78)

erhalten. Es ist also

Sd*x =d*x' —d*x =d*x J(8x"). (4.3.79)

Auflerdem vertauscht auch die Ableitung der Felder nach Raumzeitkomponenten nicht mehr mit der
Variation. Vielmehr gilt

83, )=314' —3,4 = (a;xV)av(¢ +8¢)—3,¢. (4.3.80)

Hier tritt die inverse Jacobimatrix der Transformation auf. Wir miissen sie also zunichst invertieren.
Die Inverse bendtigen wir aber wieder nur bis zur ersten Ordnung in den 8o, Es ist

dyx” = (QxB)y =(8¥, 4+ (8x*)) ' = 8", —3d,(8x")+ o0(8a?). (4.3.81)
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In der Tat gilt nimlich
[8#,+3,(8x*)][8”,—,(8x")]=38",+,(dxH)—d,(SxH)+ 0(8a?) = 3+ 0(8a?). (4.3.82)

Nun ist Py Py

0L =—"—"8¢+———

9 2(9.¢9)

Berechnen wir also die Variation der Wirkung (4.3.74), ergibt sich mit Hilfe der Beziehungen (#.3.79)
4.3.83)) als Bedingung dafiir, daf eine Symmetrietransformation vorliegt,

(3, )+ 8xH . (4.3.83)

_ 4
SA= fwd X [3$+23#3xﬂ]

:J d*x {?"js + 83¢ d,8¢+8x #g P g (4.3.84)
¥ s
_[8(3#@ ) ) — V:|31u3x }—O

Damit dies fiir beliebige Felder ¢ gilt, muf} der Integrand bis auf eine totale Viererdivergenz der Form

(4.3.73) verschwinden, d.h. es existiert ein Vierervektor Q#(¢, x), so daf}

2% %
25°0 3a,9)

gilt. Dabei haben wir den kanonischen Energie-Impulstensor

8
O, =————3d,¢J—<L5", 4.3.86

3,8¢+8x+3\ " —0r,3,8x" +3,804(¢,x)=0 (4.3.85)

eingefiihrt.

Falls also (4.3.85) fiir die Transformationen (4.3.69) erfiillt ist, sind diese Transformationen Symme-
trletransformatlonen Fiir Losungen der Feldgleichungen (4.3.71) folgt nun durch Bilden der Vierer-
divergenz von (4.3.86) bzgl. u, nach kurzer Rechnung (Ubung!)

3,04, =—3/ g (4.3.87)
und damit
J f = Sh—0F 83 +3m} (4.3.89)

Dies ist das Noether-Theorem fiir Felder: Setzt man (4.3.69) fiir §¢) und Sx” ein, ergibt sich fiir jede

unabhingige Symmetrietransformation ein Vektorfeld

0% 20"

(x) = A (&, x)+ 3 _er )T (x), (4.3.89)
HO)= 5 g+ G+ )
das der Kontinuititsgleichung

dyjs =0 (4.3.90)
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genligt. Dabei haben wir
SO =8e Qf 4.3.91)

gesetzt. Diesen Sachverhalt kennen wir aus der Elektrodynamikvorlesung im Zusammenhang mit der
Erhaltung der Ladung. Man nennt j!* daher die Noether-Stromdichte (oft auch etwas ungenau den
Noether-Strom), der der durch @, parametrisierten Symmetrietransformation zugeordnet ist.

Um zu sehen, daf mit (4.3.90) ein Erhaltungssatz verbunden ist, trennen wir diese Gleichung zunichst
wieder in Zeit- und Ortsableitungen auf:

3,j°+V.j =o. (4.3.92)

Bringen wir die Dreierdivergenz auf die rechte Seite und integrieren iiber den ganzen Raum, so folgt
aus dem Gauf’schen Integralsatz

ij P30, %) =— d%z%.f(t,z):f PA-j(t,3)=0. (4.3.93)
dr R3 R3 IR3

Dabei sind wir davon ausgegangen, dafl die Stromdichte ;im Unendlichen hinreichen schnell ver-
schwindet, so daf§ das Flichenintegral tiber die im Unendlichen zu denkende Randfliche des gesamten
Raumes ebenfalls verschwindet. Definieren wir die Noether-Ladung zu der durch @, parametrisierten
Symmetrietransformation durch

Q)= | &% j(t,%), (4.3.94)
Rf)
so folgt wegen (4.3.93) in der Tat der Erhaltungssatz
iQ (£)=0 (4.3.95)
dt a - v J.

In vollkommener Analogie zum Noether-Theorem der Punktmechanik ergibt sich also aus jeder Einpa-
rametersymmetrie eine Erhaltungsgrofie, eben die dazugehdrige Noether-Ladung. Der zeitlichen Kom-
ponente j° der Viererstromdichte kommt also die Rolle der entsprechenden Ladungsdichte zu.

Wir betrachten nun als Beispiel die Galilei-Symmetrie der Quantentheorie freier Spin-1/2-Teilchen.
Die Lagrangedichte ergibt sich, wenn wir in (4.3.44) das dufleren elektromagnetische Feld 0 setzen:

¢ =i, —5-(V4) (V4,) (43.96)

Translationen in Raum und Zeit

Die zeitlichen und rdumlichen Translationen sind durch
X'=x—a, Jx)=¢d(x)=> Sx¥=—8a"=—8F 8a" =const, S¢(x)=0 (4.3.97)

gegeben. Hier ist also
TH =_8H A=0. (4.3.98)

12 v

Die Bedingung dafiir, daf} dies eine infinitesimale Symmetrietransformation ist, ist gemif} (4.3.85), dafl
X nicht explizit von x# abhingt, was fiir erfiillt ist. Es ergibt sich dann, dafl Q2 = 0 gesetzt
werden kann, und die dazugehorigen Noether-Strome sind dann gemify durch den Energie-Im-
pulstensor gegeben. Die dazugehdrigen Erhaltungsgroflen sind dann (bis auf das Vorzeichen, dafl sich
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durch die Wahl der Vorzeichen in (2.6.1) bestimmt, wie wir weiter unten noch sehen werden) Energie
und Impuls der Felder. In unserem Falle also

H=[ erefo=| iR w= [ EEgm () g
p==| @565 = | FRg-igp

R3

(4.3.99)

Drehungen

Fiir infinitesimale Drehungen um die Drehachse 77 haben wir mit den Pauli-Matrizen 5 gemaf3 (2.11.8)

und
Vi, ¥ =io8gixi, J()= <1 +i3¢’%"> $(x), (43.100)
d.h. in der Schreibweise (4.3.69)

A

St=0, 8x;=—8¢e;umx, S¢p= i3¢’%"¢. (4.3.101)

Die Noether-Bedingung (4.3.85) ist wieder mit Q2 = 0 erfiillt, und folglich ergibt sich gemif} (4.3.89)

fiir den Gesamtdrehimpuls, der die zur Rotationsinvarianz gehorige Erhaltungsgrose ist

. &, . I D
I :—f 4% [@Ojejklxl—ng?gb] = ]:J PrPT |7 x (V) + 5 . (4.3.102)
R3 R3
Boosts
Fiir die Boosts ist der Phasenfaktor in (2.10.19) zu beriicksichtigen, d.h. es gilt
t'=t, ¥'=%-8wt, J(x)=[1—imd@ -+ 0(8%%)](x). (4.3.103)

Da die Entwicklung nur bis zur ersten Ordnung in der infinitesimalen Boostgeschwindigkeit 8 @ er-
folgen muf, ist also

Sp=—iméw-x¢, St=0, Sx=—-Swt. (4.3.104)

Die Auswertung von (4.3.85) ergibt wieder, daf} 2 = 0 gesetzt werden kann, und (4.3.89) liefert als
Erhaltungsgrofie

K=| &% mz—1(—iv)]e. (4.3.105)
R3

Zur Quantisierung im Fock-Raumformalismus schreibt man nun in den Ausdriicken (4.3.994.3.102,
4.3.105) fiir Erhaltungsgrofien fiir die Felder Feldoperatoren, und unter Verwendung der Kommuta-
torregeln (4.2.12), wobei in unserem Fall fiir Spin-1/2-Teilchen die fermionischen Antikommutatoren

zu betrachten sind, lifit sich leicht zeigen (Ubung/), daf} die entsprechenden Operatoren H, p, J und
K wieder die Kommutatorregeln der Strahldarstellung der Galilei-Gruppe (2.6.332.6.41) erfiillen, wie
wir sie im Einteilchenformalismus hergeleitet hatten.
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Phaseninvarianz

Wir haben schon oft die Tatsache betont, dafl Wellenfunktionen, die sich nur um Phasenfaktoren un-
terscheiden, denselben Zustand beschreiben. Demnach muf die Transformation

¢'(x) = exp(—ia)(x) mit a=const (4.3.106)

eine Symmetrietransformation der Feldgleichungen sein. In der Tat ist die Lagrangedichte (4.3.96) in-
variant unter dieser Transformation und folglich die Noether-Bedingung (4.3.85) fiir die entsprechende

infinitesimale Transformation

Sx=0, S¢=—idag (4.3.107)
mit 8N = 0 erfiillt. Der dazugehorige Noether-Strom ist (Ubung/)
. ¥ 2 1 = =
P=gty, j= - [¢1Ve—(Vehg]. (4.3.108)
mi

Setzt man wieder die quantisierten Felder ein, ergibt sich als erhaltene Grofle der Operator der Ge-

samtteilchenzahl (vgl. Abschnitt|4.3.1).
N=| &£x¢h. (4.3.109)
R3

Wir weisen zum Abschluf§ unserer Symmetriebetrachtungen im Feldformalismus nur darauf hin, daf$
diese Betrachtungen genauso auf den Fall wechselwirkender Teilchen anwendbar sind. Im einfachsten
Fall haben wir es nur mit durch ein Zentralpotential beschriebenen Zweiteilchenwechselwirkungen zu
tun. Dafiir lautet die Lagrangedichte

L =108, — 5T ()~ [ 46, [ dE VR~ BV EWEUEWE). 6310

die wir gleich in quantisierter Form geschrieben haben, um die hier wichtige Reihenfolge der Ope-
ratoren im Wechselwirkungsterm zu betonen. Der Wechselwirkungsterm ergibt sich dabei aus dem
entsprechenden Ausdruck fiir den Wechselwirkungsanteil des Hamiltonoperators im Fock-Raumfor-
malismus . Auch diese Lagrangedichte erweist sich als invariant (Ubung) unter Galilei-Transfor-
mationen und beschreibt damit ein abgeschlossenes Vielteilchensystem. Da weiter auch diese Lagrange-
dichte unter der Phasentransformation invariant ist, bleibt auch fiir diesen Fall die Gesamtteilchenzahl
erhalten, und falls man eine Situation beschreibt, die zur Zeit ¢ = 0 einem System mit wohlbestimmter
Teilchenzahl N entspricht, spielt sich die gesamte Dynamik im Teilraum mit dieser wohlbestimm-
ten Teilchenzahl ab. In diesem Falle ist somit der Fockraumformalismus vollstindig dquivalent zum
Formalismus mit einer klassischen Wellenfunktion ¢(¢,¢5,...,&y), die entsprechend der bosonischen
(fermionischen) Natur der Teilchen vollstindig symmetrisch (antisymmetrisch) unter Vertauschen der
Orts-Spinargumente &, ist. Daraus wird nochmals ersichtlich, dafl fiir diesen Spezialfall einer die Teil-
chenzahl erhaltenden Wechselwirkung der Fock-Raumformalismus (,zweite Quantisierung®) dquiva-
lent ist zur Beschreibung mit einer bosonischen oder fermionischen Vielteilchenwellenfunktion zur
festen Teilchenzahl N (,erste Quantisierung®).

Freilich ist die Fock-Raumbeschreibung als Quantenfeldtheorie nicht nur in vielen Fillen rechentech-
nisch bequemer als die ,erste Quantisierung®, sondern sie 1aft sich auch auf allgemeinere Situationen
anwenden, bei denen die Teilchenzahl nicht erhalten ist. Dies trifft insbesondere auf die relativistische
Quantentheorie zu, wo bei Stofien Teilchenerzeugungs- und Vernichtungsprozesse moglich sind. Dar-
auf kommen wir weiter unten noch ausfiihrlich zu sprechen.
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4.4 Fockraume freier Bosonen und Fermionen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns ausfiihrlich mit der Beschreibung von Vielteilchensystemen,
die aus nichtwechselwirkenden Teilchen bestehen, die auch keinem dufleren Potential ausgesetzt sind.
Dies dient nicht nur der Einiibung der oben entwickelten quantenfeldtheoretischen Vielteilchenre-
chentechnik im Fock-Raumformalismus sondern bildet auch eine wichtige Grundlage fiir das Studium
wechselwirkender Vielteilchensysteme im Rahmen der Stérungstheorie, womit wir uns im nichsten
Kapitel beschiftigen wollen. Dies wird uns auf die ungemein schlagkriftige Methode der Feynman-
Diagramme fithren. Als eine erste Anwendung der Vielteilchenmethoden werden wir aber auch die
Thermodynamik idealer Quantengase behandeln.

Wir betrachten zunichst wieder Bosonen und Fermionen zusammen. Wir arbeiten von nun an im Hei-
senberg-Bild und lassen im folgenden die Indizes H an den Operatoren und Zustinden weg, ebenso
wie die Bezeichnung ,Fock“ an den Operatoren. Fettgedruckte Symbole stehen im folgenden stets fiir
Operatoren im Fockraum. Differentialoperatoren im Sinne der ,ersten Quantisierung“ kennzeichnen
wir mit einem Dach iiber dem Symbol.

Der Hamiltonoperator fiir freie Teilchen lautet gemif} (4.3.22)

H:Jdg tw(t,f)(—%)q)(t,f), (4.4.1)

und die Bewegungsgleichung ist wegen (4.3.37) die Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen

. d A

(6.6 =~ )40 ) (442
Wie wir gleich sehen werden, empfiehlt es sich, die Teilchen zunichst in einem endlichen Volumen
zu betrachten. Dazu wihlen wir einen Wiirfel der Kantenlinge L. Da wir an Randeffekten nicht in-
teressiert sind und schlief8lich an geeigneter Stelle unserer Rechnungen zum Limes L — oo iibergehen
wollen, kénnen wir die Randbedingungen bequem wihlen. Besonders einfach sind periodische Rand-
bedingungen

(t, %+ Li,0)=(t,%) firale 7#eZ’. (4.4.3)
Die Losungen der Feldgleichungen lassen sich nun nach den ebenen Wellen
- 1 . - -
”Z),U(t’x): 3 eXP[_l[E(p)t_p'x)]]Xa (444)

VvV

entwickeln. Dabei ist y, der Spaltenspinor bzgl. der Eigenbasis zu ¢, zu den Eigenwerten o mit o €
{—s,—s+1,...,s—1,s}.
Damit die periodische Randbedingung (4.4.3) erfiillt ist, muf§ offenbar

-~ 2m .
p= Tnn mit 7 €7’ (4.4.5)
erfiillt sein. Die Normierung der Moden (4.4.4) ist so gewihlt, daf§
$x |u; ,(t,%)
J 14 | P

ist. Damit die Bewegungsgleichung (4.4.2) erfiillt ist, muf} die Dispersionsrelation

2
| =1 (4.4.6)

EG)=L1- 4.4.7)
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gelten. Damit ergibt sich fiir die Entwicklung der Feldoperatoren nach Impuls-Spin-Eigenmoden

P(t,3,0)=> Z a(, )5 ,(2,%). (4.4.8)

-

p o=—s

Die Operatoren a(p, o) sind durch die Fourier-Koeffizienten

a(f),a):fvd% u;’a(t,E)Q)(t,f,a) (4.4.9)

gegeben. Aus den (Anti-) Kommutatorrelationen (4.2.12), die im hier verwendeten Heisenbergbild fiir
gleiche Zeiten in den Argumenten der (Anti-)Kommutatorklammer gelten, folgen die (Anti-)Kommu-
tatorrelationen (Ubung):

[a(7,0),a(p",0")]. =0, [a(p,0),a"(p",0")]. = 8;}7/80(,,. (4.4.10)

Dabei gilt das obere (untere) Vorzeichen wieder fiir Bosonen (Fermionen).

Wir zeigen nun noch, daf} die a(», o) (a’(p, o)) Vernichter (Erzeuger) fiir Impuls-Spin-Einteilchenzu-
stinde sind. Dies folgt unmittelbar daraus, daf} gemif} (4.3.20) bzw. (4.3.23) der Gesamtimpuls- und
Gesamtspinoperator durch

P= ZJV &x §i(e, %, 0) V(e E,0) = D pal(p, 0)a(p, o), (4.4.11)
o ﬁ)o—

§:ZJ d3xq)T<t,z,U)Z?UU/(IJ(I,)?,UI):ZaT(E,O)Z?UOIa(Z’)’U/) 4.4.12)
oV o’ Pso o’

gegeben sind. Fiir S, folgt wegen 0., ,» = 08, insbesondere

S,=>0a'(p,0)a(p,0). (4.4.13)
0
Die Einteilchenzustinde
|p,0)=2(5,0)I10) (4.4.14)

sind demnach simultane Eigenzustinde zu P und S, zu den Eigenwerten p bzw. 0.

Die Gesamtenergie ist gemifd (4.4.1) durch

H=> E(p)a'(p,0)a(p,0) (4.4.15)
Pso
gegeben. Der Gesamtteilchenzahloperator folgt aus und Einsetzen von (4.3.1):

N=> a'(p,0)a(p,0). (4.4.16)
50

Der Operator, der die Anzahl der Teilchen mit einem bestimmen Spin und einem bestimmten Impuls
reprasentiert, ist demnach durch

N(p,0)=a'(p,0)a(p,0) (4.4.17)
gegeben.
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4.5 Gleichgewichtsthermodynamik idealer Gase
Der grofikanonische Statistische Operator ist gemif} durch
R= %exp(—@ﬂ—,@H—aN) (4.5.1)

gegeben. Die grofflkanonische Zustandssumme ist durch
Z =exp® = Trexp(—SH—aN) (4.5.2)
definiert, und die Parameter 3 und a hingen gemif3

1 [
=— = 4.5.3
Pt "R, (#3)

mit der Temperatur 7 und dem chemischen Potential ¢ zusammen. Das groffkanonische Potential 2

liefert wegen (3.4.21) den Druck zu
_ ®(B,a,V)

Nun wollen wir die Zustandssumme fir nichtwechselwirkende Teilchen konkret ausrechnen.
Dazu bendtigen wir nur eine geeignete vollstandige Orthonormalbasis im Fockraum, um die Spur
bilden zu konnen. Aufgrund der Gestalt des statistischen Operators bieten sich dafiir die sym-
metrisierten bzw. antisymmetrisierten Produktzustinde aus Einteilchen-Impulseigenvektoren an. Im
Unterschied zu der Betrachtung mit Orts-Eigenzustinden in Abschnitt{4.2|haben wir es dabei in unse-
rem endlichen Volumen mit periodischen Randbedingungen mit diskreten Einteilchen-Basisvektoren
zu tun, und wir indern daher die Notation etwas ab. Wir kénnen nimlich nun (im Falle von Bosonen)
Produktzustinde mit mehr als einem Teilchen im gleichen Einteilchenzustand definieren. Daher ver-
wenden wir nun die simultane Basis zu bestimmten Teilchenzahlen N(5, ), die mit der entsprechen-
den Basis der (anti-)symmetrisierten Produktzustinde {ibereinstimmt, aber etwas einfacher zu zihlen

is
- 1

ap,o)f)=| | ===

e e

Dabei denken wir uns im Falle von Fermionen irgendeine ,,Standardreihenfolge® der Argumente p,

im Produkt der Erzeugungsoperatoren definiert, was das Vorzeichen der Besetzungszahlzustinde

festlegt. Fiir Bosonen ist die Reihenfolge ohnehin irrelevant, da die at in diesem Falle unter-

einander vertauschen. Es ist klar, dafl diese Zustinde simultane Eigenzustinde der N(,0) sind. Sie

entsprechen demnach Zustinden mit wohldefinierter Besetzungszahl fiir die Einteilchenzustinde zu
wohldefiniertem Impuls- und Spin-z-Komponenten. Die méglichen Eigenwerte sind offenbar

(4.5.4)

[a'(3,0) ] |9 (4.5.5)

(4.5.6)

H(hro) e {No ={0,1,2,...} fiir Bosonen,

{0,1} fiir Fermionen.

Wegen (4.4.15) und (4.4.16)) sind diese Zustinde zugleich Energie- und Gesamtteilchenzahleigenzustin-
de zu den Eigenwerten

E[#]= 3 ERi(h.o), Nli)= 3 i(h.0) (#5.7)
o

po

Die N(p, o) sind selbstadjungierte untereinander vertauschbare Operatoren und reprisentieren somit zueinander kom-
patible Observable.
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Jetzt kdnnen wir die Zustandssumme (4.5.2) problemlos berechnen. Wie wir gleich sehen werden, emp-
fiehlt es sich aber, statt des konstanten Parameters @ eine Funktion a(p,0) einzufiihren. Dann ist

<ﬁ(?, ﬁ(ﬁ,0)>

—exp [—Zﬁ@, [BE(D)+a(p,o )]] (4.5.8)
p,o

= Hexp [—77(;7,0")[/85(;7) + a(f),(f)]] :
b0

o) |expl—BH— 3 a(5,0)N(5.0)]
o

Fiir jedes (p, o) ist iiber den dazugehorigen Besetzungszahleigenwert gemif (4.5.6) zu summieren. Fiir
Bosonen ist dies jewelils eine geometrische Reihe, fiir Fermionen eine endliche Summe:

Z=Trexp [—ﬁH—Za(ﬁ,U) ] l_[ Z exp[—7i(p, ) BE(p) + a(p, )]

_ﬁ,lf p o n p a
1 4.5.9)

gl—exp [—BE(p)—a(p,o )]
[ Ti1-+expl—BEG)—alp.o]).

p,o

Dabei ist zu beachten, dafl fiir Bosonen @ > 0 (d.h. u < 0) sein muff, damit die Summe {iber 7(p, o)
konvergiert. Der vom Einteilchengrundzustand p = 0 herriihrende Beitrag divergiert (fiir @ — 0).
Wir werden unten sehen, daf§ diese Einschrankung wichtige physikalische Konsequenzen hat. Fiir das
groffkanonische Potential haben wir also

d=InZ={ 2< . . 4.5.10
T S0 (14 explBEG) —a(5,0]) 10
P

Als nichstes berechnen wir die mittlere Besetzungszahl des Einteilchenzustandes im grofikanoni-

schen Zustand (4.5.1). Es gilt

<ﬁ<i)’,a’> Ki(,0)exp [—ﬁH—Za@mN@,a)]
p,0

<[ exp[ (3, LBEG") + a5, )]
2;/’0/
Demnach erhalten wir die mittlere Besetzungszahl durch logarithmische Ableitung von nach
a(p,o):

ﬁ(?’,a’)> =7(p,0)
(4.5.11)

_} fiir Bosonen,
J\NJ(?J,U)I(NMH:—[Q i an} _ eXp[ﬁE(ﬁHa]_l 4.5.12)
«(ps0) a(p.o)=a — fiir Fermionen.
exp[ BE(p) +a]+1
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Durch logarithmische Ableitung der Zustandssumme (4.5.9) nach 3 bzw. a ergibt sich die mittlere
Energie und Gesamtteilchenzahl

_ _ E(p)
U=(H)r,=@2s+ 1)2 ~plBEG) Lol T’ (4.5.13)
N=(N);,=(2s+ 1)2 } . (4.5.14)

5 exp[ BE(p)+alF 1

Im Limes V — oo (d.h. L — o0), werden gemif} (4.4.5) die Abstinde zwischen den Energieniveaus
(bzw. den diskreten Impulsen) immer kleiner und wir konnen die Summen durch Integrale ersetzen.

Dazu stellen wir fest, dafl wegen (4 in jeden kleinen Impulsbereich d*p gerade Vd®p/(27)* Zu-

stande fallen, d.h. wir miissen uberall dle Ersetzung

3
Sy | L (5.15)
Do

re (27)3

vornehmen. Dann wird die mittlere Besetzungszahl (4.5.12) zu einer Impulsverteilungsdichte fiir

- 25+ 1~ nglE(p); By a] 1
n|E(p) B,a]= N(p,0)=: S = _, .
s poa]= =y Npe) {nf[ﬂp);ﬁ,a] eplBE(F) +alF 1

Dies ist die Bose-Einstein- bzw. Fermi-Dirac-Verteilung.

Bei Bosonen ist allerdings bei der Ersetzung die bereits oben erwihnte Einschrinkung o >0
(d.h. gemif3 u < 0) zu berticksichtigen. Haben wir eine mittlere Gesamtteilchenzahl
vorgegeben, konnen wir fiir endliches Volumen diese Teilchenzahl durch Wahl eines hinreichend klei-
nen « stets erreichen, denn es ist £(p = 0) = 0, und folglich divergiert die Besetzungszahl fir
Bosonen fiir den Einteilchengrundzustand fiir « — 0. Fiir sehr kleine Temperaturen erwarten wir
also, dafl im Falle eines Bosegases eine makroskopische Anzahl von Teilchen den Einteilchengrund-
zustand bei p = 0 besetzen wird bis sich bei 7 = 0 alle Teilchen im Grundzustand befinden. Dies
bezeichnet man als Bose-Einstein-Kondensation. Es ist dabei zu betonen, daf es sich um eine Kon-
densation im Impulsraum, nicht im Ortsraum handelt.

(4.5.16)

Im Limes V — oo geht das Bose-Einstein-Kondensat bei einer sorglosen Anwendung der Ersetzungs-
regel (4.5.15) bei der Berechnung der mittleren Teilchendichte verloren, denn fiir « — 0 erhalten wir
durch Ubergang zu Kugelkoordinaten im Impulsraum

&p . 47 P? dr
(2m)  exp[ BE(p)]—1 (27>

Dabei haben wir P = |p| geschrieben, um Verwechslungen mit der Bezeichnung p fiir den Druck zu
vermeiden. Wegen

dop = (25 + V)ng[E(p); B,0] (4.5.17)

22
explBE(P)] = 1+ BE() =1+ L (519
p—0 m

liefert der Integrationsbereich fiir kleine P auch nur einen sehr kleinen Beitrag zur Gesamtdichte pj.
Ubersteigt also die Gesamtdichte des Gases den kritischen Wert

d3p 2s+1
it = —, (4.5.19)
Pk fRS (27) exp[ BE(p)]—1
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so muf} entsprechend vor dem Grenziibergang V — oo die Dichte der Teilchen im Kondensat

PB.kond — PB — PB krit (4520)

gesetzt werden. Dann ist mit V — oo der Grenziibergang @ — 0 gemifd (4.5.16) so zu fithren, daf§

NB kond 25 +1
== = = 4.5.21
PB,kond Vv V(exp o — 1) const ( )
bleibt.
Fiir das Bosegas lautet also der korrekte Grenziibergang fiir V — oo
d&p -
NB (25 + 1) . (27_[)3 nB[E(p);ﬁ’ a] fa'lls /OB < IOB,krit’
pp==t= & ) (45.22)
PB,kond + (25 + 1) 3 ”B[E(P)’ﬁ’ a= O] falls PB > PB krit*
R (27)

Fiir das Fermigas treten diese Komplikationen nicht auf, denn wir konnen € R (d.h. auch u € R)
wihlen und so jede beliebige Teilchenzahl fiir alle 7 > O erhalten, d.h. es gilt stets

3

d -
pr=(s 1) | S EonlEG)p.a] “5.29)

Zur mittleren Energie tragen im Fall des Bosegases die Kondensatteilchen freilich nichts bei, denn es
ist E(p =0)=0. Es gilt dann also fiir die Energie sowohl fiir Bose- als auch fiir Fermigase

3

U=(2s+ 1)Vf E(p)ng [ E(p); B, al- (4.5.24)

Rs (270)°

SchliefSlich berechnen wir noch die Entropie des Gases. Definitionsgemaf3 ist
§ =—kg Tr(RInR) = ky (BH +aN+®1); , = kz(2+ SU +aN). (4.5.25)

Im Falle des Bosegases miissen wir wieder den Fall, daff ein Bose-Einstein-Kondensat vorliegt, besonders
berticksichtigen. Gemif (4.5.9) ist der Beitrag des Kondensats

¢ 1 1

—ond = In[1 —exp(—a)] = - — - Infexp(a) — 1] (4.5.26)
Gemif} (4.5.22) ist der Grenzwert V' — oo so zu fiihren, dafl expa —1 ~ 1/V ist, und das bedeutet,
dafy (4.5.26) im Limes verschwindet. Wir kénnen also das grofSkanonische Potential sowohl fiir Bose-
als auch fiir Fermigase durch die naive Ersetzung (4.5.15) berechnen, d.h. es gilt

3 22
<I>::F(2$+1)Vf d P3 ln|:1:Fexp<—,6’p——a>]. (4.5.27)
2m

rs (27)

Diese Form ist allerdings fiir die folgenden Rechnungen etwas unbequem. Driicken wir aber das Inte-
gral in Kugelkoordinaten aus und integrieren einmal partiell, erhalten wir nach einigen Umformungen
(Ubung!)

2s+1)V S

=
612m

f dPP*ny p[E($), B, ] (4.5.28)
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Der Vergleich mit (4.5.24) ergibt die exakte Beziehung

2 E54 2
®=2pU pV:gU. (4.5.29)
Daraus folgt fiir die Entropie
5
S:k3<§ﬁU—|—aN>. (4.5.30)

Wir kénnen (4.5.28) noch etwas vereinfachen, indem wir x = SE = 3P?/(2m) als Integrationsvariable

einfiihren:
o @sTDV <2m>3/2f°°d 32
- 7 | — R —
672 B 0 exp(x+a)F1

st/ ” (4.5.31)
2s4+1)4/ntV [ 2m .
=: :I:T <7> (£1)Lis ), [+ exp(—a)].
Dabei ist die Polylogarithmusfunktion fiir |z| < 1 und j > 0 durch die Reihe
. >, z*
Lij(z):=>_ = (4.5.32)
k=1

definiert. Fiir z = 1 haben wir die Riemannsche Zeta-Funktion

. . o 1

Z(])—Llj(l)—ég (4.5.33)

vor uns. Die Reihendarstellungen (4.5.32) und (4.5.33) werden wir im nichsten Abschnitt aus (4.5.31)
herleiten.

4.5.1 Der klassische Grenzfall
Ein Blick auf lehrt, daf§ sich die Quantennatur der Teilchen fiir die thermodynamischen

Grofen nur hinsichtlich der Bose- oder Fermistatistik der Teilchen auswirkt. Wir kénnen also erwar-
ten, dafl wir den klassischen Grenzfall fiir das Verhalten des Gases erhalten, wenn wir im Nenner der
Bose- bzw. Fermiverteilung den Term F1 vernachlissigen konnen. Dies ist der Fall fiir & > 1 (also
Bu < —1), d.h. gemifd fiir kleine Dichten. Dann gehen in der Tat sowohl die Bose- als auch

die Fermiverteilung in die klassische Boltzmannverteilung

o1 (E(P)s Bra) = (25 + 1)exp[—a — BE(p)] (4.5.34)

tiber. Dann kénnen wir zunichst die innere Energie und mittlere Teilchenzahl berechnen, indem wir
in (4.5.13) und (4.5.14) den Term F1 im Nenner vernachlissigen:

_ d3p 2’72 -\, _ m 3/2 3y
U = Vfﬂ@ (27_[)3 EnBoltz(E(p)’ﬁ> a) - (25 + 1)V <m> ﬁa (4535)
d&p R m \3/2 ‘
N= VfRz wnBOhZ[E(p);ﬂ’“] =@2s+ 1)V <m> y mit y=exp(—a). (4.5.36)
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Daraus folgt unmittelbar die kalorische Zustandsgleichung

U= %NkB T. (4.5.37)
Mit ergibt sich folglich auch die Gasgleichung

pV =Nk,T. (4.5.38)
Losen wir nach y auf, folgt gemif} die Sackur-Tetrode-Formel fiir die Entropie

5 5 22B8\? N

5 (2s+1)V / mU \*/?
_EkBNJrkBNln[ N (MN) .

(4.5.39)

Die Berechnung der Entropie im Rahmen der klassischen Statistischen Physik erweist sich als proble-
matisch. Es tritt das Gibbssche Paradoxon auf, das sich darin duflert, daf} die Entropie nicht extensive
Terme enthilt. Eine Grofle heifdt dabei extensiv, wenn sie sich durch eine Skalierung mit V' beti fest-
gehaltener Temperatur und chemischem Potential o< V' verhilt. Dies ist gemif§ (4.5.36) und (4.5.37)
offenbar der Fall fiir die innere Energie und die mittlere Teilchenzahl. Damit ist aber auch die Entropie
aufgrund von extensiv. Es zeigt sich, dafl die entscheidende Eigenschaft der Quantentheorie,
die zur Losung dieses Paradoxons fiihrt, die Ununterscheidbarkeit der Teilchen ist (eine ausfiihrliche
Diskussion des Gibbsschen Paradoxons findet sich z.B. in [[Som78]]).

Wir kénnen nun die obigen Resultate mitsamt einer systematischen Entwicklung nach Potenzen der

Fugazitit y = exp(—a) = exp(u ) auch erhalten, indem wir von (4.5.31) ausgehen.

Der klassische Grenzfall liegt nach unseren obigen Uberlegungen vor, wenn @ > 1, also y < 1 ist.
Berechnen wir dazu das Integral

N °° x/ !
Iy(j,7)= fo dx—exp(x)/y_ T (4.5.40)

Erweitern wir den Integranden mit y exp(—x), erhalten wir fiir y < 1 unter Verwendung der Summen-
formel fiir die geometrische Reihe

1 _ yexp(—x)
exp(x)/y—1  1—yexp(—

—Zy exp(—kx). (4.5.41)

Setzen wir dies in (4.5.40) ein, konnen wir Integration und Summation vertauschen und erhalten unter
Vewendung der Eulerschen Definition der I'-Funktion (s. [CH10]) und (4.5.32)

=T(j) Z (y)- 4.5.42)
k=1

Die Reihe konvergiert offenbar fiir ;7 > 0 im Konvergenzbereich |y| < 1. Fiir y = 1 (also « — 0)
konvergiert sie, falls ;7 > 1 ist. Den oben auf elementarere Weise behandelten klassischen Grenzfall
erhalten wir daraus, indem wir in (4.5.42) nur den fithrenden Term £ = 1 mitnehmen und

2n+1 (2n)!
r< > > 22nn'f fir neN, (4.5.43)
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berticksichtigen.

Es ist klar, daf§ wir fiir die entsprechenden Fermionischen Integrale

] 1 © xj_l 0
P —f dx————— =1,
] }/ f 0 B( kZ:: k]

exp(x)/y +1 —exp(x)/y —1
(4.5.44)

—_

schreiben koénnen.

4.5.2 Das entartete Fermi-Gas

Wir behandeln nun den Fall, dafl die klassische Niherung als Boltzmann-Gas ungiltig wird, also die
Quantennatur der Teilchen, d.h. fiir Fermionen das Pauli-Prinzip wichtig werden. Dies ist stets dann
der Fall, wenn exp(—a) = exp( ) nicht mehr klein gegen 1 ist. Dies ist fiir niedrige Temperaturen,
d.h. B — oo, und nicht zu kleine u > 0 der Fall. Demnach empfiehlt sich hier eine Entwicklung der
thermodynamischen Groflen nach Potenzen von kz T /u = 1/(Bu). Es ist daher bequemer statt mit
dem groflkanonischen Parameter @ = —/ u mit dem chemischen Potential u selbst zu rechnen.

Fiir T = 0 geht die Fermiverteilung in
nFO(E;/J):IBlim np(E; B, u)=(2s+1)0(u—E) (4.5.45)
tiber. Die Gasteilchen fiillen also in diesem Fall alle Einteilchenenergiezustinde zu Energien £ < u mit

jeweils (25 4 1) Teilchen auf. Im folgenden bezeichnen wir das chemische Potential bei 7' = 0 mit y,.
Es ist dabei wie bei endlichen Temperaturen durch die mittlere Gesamtteilchenzahl N bestimmt

25+1 25+ 1)V (2mpu, )/
N= &V 3)Vf =\ S+2)V( mito) (4.5.46)
(277) K(4/2mug) 2 3
Dabei haben wir verwendet, daff wegen der Dispersionsrelation E(p) = 5?/(2m), aufgrund der Ver-

teilung (4.5.45) der Integrationsbereich eine Kugel im Impulsraum vom Rad1us v/ 2m g ist. Der Fall
T=0 entspricht demnach dem Grundzustand eines Systems von N Fermionen: Aufgrund des Pauli-
Prinzips haben in jedem Einteilchenniveau nur (2s 4 1) Teilchen (entsprechend der méglichen Spin-
einstellungen) Platz. Daraus folgt wieder unmittelbar die Verteilung (4.5.45).

Die mittlere Energie bei 7' =0 ist
s, P0_(2s+1)V

2s+1)V 3
e kst = (ot =N, (#5.47)
mu

Das grofikanonische Potentials ist gemifd (4.5.28)

Uy =

2 2
und fiir die Entropie folgt aus (4.5.30)
S, =0, (4.5.49)
was wiederum zeigt, dafy der Grundzustand des Gases ein reiner Zustand ist.

Zur Berechnung der Korrekturen bei endlichen Temperaturen bemerken wir, daf§ die thermodynami-
schen Grofen durch Integrale der Form

2s—|—1

FIf]= f dPP?f(P) my[E (B . ] (4.5.50)
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gegeben sind. Substituieren wir x = S[P?/(2m)— u], geht dies in die Form

S m 3/2 m(x
F[f]=%<2ﬁ> dxy/x+ Bu f<\ : (;ﬁ#)>1+e1)<px (4.5.51)

tiber. Durch partielle Integration wird daraus

_@s+1)V (2m 32 oo G
Flf]= 472 </6> J_ﬁﬂd (14+expx)?

xf_xﬁ dx’ Vx’—l—,@’,uf(\ M)

Beginnen wir mit der Berechnung der mittleren Teilchenzahl. Gemaf3 (4.5.14) und der Ersetzungsregel

(4.5.15) finden wir durch Einsetzen in (4.5.52)

(2s+1)V <2m>3/2f°° exp x 32
=—F— | — —_— . .5.53

Der erste Faktor im Integranden ist eine gerade Funktion von x, die fiir |x| — oo exponentiell gedimpft
ist, wihrend der zweite Faktor fiir grofle Su langsam verinderlich ist. Wir kdnnen also den zweiten
Faktor nach Potenzen von 1/(3 u) entwickeln,

(4.5.52)

X X2
(x+,3,u)3/2:(,3/1)3/2<1+%l6 42 ﬁ+"'>’ (4.5.54)

und fiir das dann entstehende Integral die untere Integrationsgrenze 3 u — —o0 setzen.

Die Anwendung der Formeln

f dr—px 1 |y (4.5.55)
(1+expx) I4+expx|

2
J dex?—2PY T (4.5.56)

(I+expx)?> 3

in (4.5.53) eingesetzt ergibt schlieflich’]
25 +1 kg \’

N=EAEDY o |14 L <ﬂ> T2+ 0[(Buy™]|. 4.5.57)

672 8\ u

Zur Berechnung der inneren Energie setzen wir in f(P)="P?/(2m) = (x + Bu)/ 3, erhalten

wir das Integral
2s+1)V <2m>3/2J°° 5/,  €Xpx
= — d PP 4.5.58
1023 \ B —Bu x (et D) (14+expx)? ( )

Das Integral berechnen wir wieder niherungsweise, indem wir die Rethenentwicklung

(x P12 ()2 5x 15 & 1
tAT=P) [ T 26" E Bup +ﬁ<(ﬁ#)3>] 4559

*Gl. wird im Anhangbewiesen.
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einsetzen und die untere Integrationsgrenze nach —oo ausdehnen. Verwenden wir wieder (4.5.56), er-
halten wir

2
U=F [p—z} = M(2nw)5/2 [1 + g <%€B> T2+ 0[(@)—4] : (4.5.60)

2m 202 72

Ein wichtiges Resultat fiir das freie Elektronengasmodell fiir Metalle ist die spezifische Wirme. Zufolge
(3.3.6) miissen wir dazu U bei festgehaltenem N und V nach der Temperatur ableiten. Dazu benétigen
wir zunichst die entsprechende Ableitung von u nach 7. Aus N, V = const folgt mit der Kettenregel

durch Ableitung von nach T

21,2 21,2
oziﬂ<3_ﬂ> + 25Ty o1 :,<3—“> 5T g, (4.5.61)
2 IT)yn 4JE T )y 6 w
Wieder mit der Kettenregel erhalten wir fiir die spezifische Wirme
1/3U (25 +1) s ks T k2T
=—(Z=Z) = 2muy?r? L 4+ 0(T% = —L2—+ 0(T?). 4.5.62
VN N<9T>VN 1272 @) ,uN+ () 2u +o(T") ( )

Dies ist eine direkte Konsequenz des Quantencharakters der Elektronen, die sich in diesem Falle bei
niedrigen Temperaturen dadurch bemerkbar macht, dafl die Elektronen zur spezifischen Wirme des
Metalls bei niedrigen Temperaturen kaum beitragen.

Wir miissen noch die Giite der obigen Niherung abschitzen. Ableiten von (4.5.31) nach « ergibt fiir

den Fall von Fermionen
2 % 3/2 roo
N = ﬂ<2_m> f dy—ouv: Vx, (4.5.63)
472 B 0 1+exp(x +a)

so daf$ die Grofie

_ 47‘E2N ﬁ 3/2 _ e ﬁ
Q= @2s+1)V <E> _L dxm (4.5.64)

ein Mafd fiir das Quantenverhalten des Gases darstellt, denn der klassische Limes ergibt sich fiir @ — oo,
und dann ist Q klein, wihrend es im Quantenlimes @ — —oo grof$ wird. Fiir den Fall der Leitungselek-
tronen in Metallen, die sich in erster Niherung als ideales Fermigas behandeln lassen, ergibt sich die
Temperatur, wo das Verhalten des Gases klassisch wird (also bei Q &~ 1) zu © ~ 10°K & 8.6eV. Dem-
nach ist das Elektronengas, welches eine grobe Niherung fiir das Verhalten der Leitungselektronen in
Metallen darstellt, bei Raumtemperaturen (7, =~ 293 K) entartet. Dies erklirt, warum die Leitungs-
elektronen zur spezifischen Wirme von Metallen bei Raumtemperatur kaum beitragen. Die Erklirung
dieses Effekts geht auf Sommerfeld zurtick: Drude hatte nimlich aus der Idee, daf§ die Leitungselektro-
nen in Metallen niherungsweise als ideales Boltzmann-Gas behandelt werden kdnnen, eine recht gute
Erklirung fiir die Temperaturabhingigkeit der elektrischen Leitfahigkeit und der Warmeleitfihigkeit
(Wiedemann-Franzsches Gesetz) von Metallen gefunden. Allerdings ergab sein Modell einen viel zu ho-
hen Beitrag seines klassischen Elektronengases zur spezifischen Warme. Wie Sommerfeld dann gezeigt
hat, ist dies auf die Gasentartung bei Raumtemperatur zuriickzufiihren.

4.5.3 Das entartete Bose-Gas

Wir betrachten nun das entartete Bose-Gas genauer. Wir diskutieren wieder die Eigenschaften des Gases

bei fester mittlerer Teilchenzahl. Aus (3.2.9) folgt mit (4.5.31) durch gliedweises Differenzieren der
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Reihe (4.5.32)

3/2
> Li; [exp(—a)]. (4.5.65)

N(B,a,V) :—%@(ﬁ,a, )= s+ vV <2_m

872 B

Wie wir oben diskutiert haben, gilt diese Formel allerdings nur fiir Temperaturen oberhalb des Wertes,
bei dem Bose-Einstein-Kondensation eintritt. Fiir das Bosegas muf§ ja @ > 0 sein, und Lis (y) ist
eine monoton wachsende Funktion, nimmt also ihr Maximum fiir y = 1 an. Es ist daher bequem als
kritische Temperatur 7, = 1/(kz 3,) diejenige Temperatur zu definieren, fiir die

S 7T m 3/2
2 +1)fv<z > Liy (1)

872 B

ﬁf

N=Vpp = (4.5.66)
¢(3/2)

wird. Fiir noch tiefere Temperaturen (also 8 > £.) mufl sich dann eine makroskopisch relevante
Anzahl von Teilchen im Grundzustand bei = 0 aufhalten. Diese Zahl ist demnach

N[1—(%)B/2] fir T<T,

fir T>T.,.
Entsprechend ist fiir 7' < 7T, die Teilchenzahl in angeregten Zustinden
T\ @s+1)y7V [2m\*?
N =N|— = —= 3/2). 4.5.68
(7) () o (45.69)

Die innere Energie und damit durch gegeben, und der Druck ergibt sich dann durch Differen-
tiation von zu
3¢(5/2 3¢(5/2

0612, 7o 6
2{(3/2) 20(3/2)T
3Lis ;[ exp(—a

spleeCal 0 fir T>7.

2L13/2[6XP(_0‘)]

Der klassische Limes ergibt sich daraus fiir @ — oo also u /3 — —oo. Die Reihenentwicklung (4.5.32)
liefert in der Tat wieder (4.5.37), wie es sein muf3.

Die Entropie finden wir dann aus (4.5.30). Fiir T < T, ergibt sich

NkgT? fir T<T,
(4.5.69)

d
U=3pV=—55%haV)=

56/2), v(T\"?
= — 5.7
) 24,(3/2)/eBN T fur T<T, (4.5.70)
und fiir die spezifische Wirme gemif} (3.3.6)
1 /U 150(5/2), (T\"* ..
= (= =17 — . 5.7
cy N<3T>VN 26/2) kg T fur T<T, (4.5.71)

Fiir T — 0 verschwinden also sowohl die Entropie als auch die spezifische Wirme. Wie wir gesehen
haben, liegt das beim Bosegas daran, dafl nur der Anteil der Teilchen auflerhalb des Bose-Einstein-
Kondensats, also diejenigen Teilchen, die ,angeregte Zustinde“ besetzen, zur inneren Energie, beitra-
gen.
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Aus dieser Betrachtung der idealen Gase ergeben sich einige wichtige allgemeine Folgerungen fiir die
Behandlung von Vielteilchensystemen bei niedrigen Temperaturen bzw. im Grenzfall 7 = 0: Die we-
sentlichen kollektiven Eigenschaften des Vielteilchensystems (wie z.B. die spezifische Wirme) werden
durch die dann diinn besetzten angeregten Einteilchenzustinde bestimmt. Wir konnen also vermu-
ten, dafl wir auch bei wechselwirkenden Systemen mit effektiven Theorien fiir nichtwechselwir-
kende Elementaranregungen eine gute niherungsweise Beschreibung des Systems erreichen konnen.
Formal verhalten sich diese Elementaranregungen wieder wie freie (oder allenfalls schwach wechselwir-
kende) Teilchen, die man daher auch als Quasiteilchen bezeichnet. Diese Quasiteilchen kénnen durch
die Wechselwirkung allerdings evtl. von den eigentlichen Teilchen drastisch verschiedene Eigenschaften
besitzen. Die Eigenschaften von Supraleitern ergeben sich z.B. daraus, dafl eine effektive Anziehung
zwischen den Valenzelektronen im Metall besteht. Diese kommt durch die Wechselwirkung mit aus
ihrer Gleichgewichtslage gebrachten Metallgitterionen zustande, die aufgrund der Wirmebewegung
bei endlichen Temperaturen kollektive Schwingungen um diese Gleichgewichtslage ausfiihren. Die-
se Gitterschwingungen selbst entsprechen niherungsweise quantenmechanisch harmonischen Oszilla-
toren, die wiederum im Quasiteilchenbild beschrieben werden konnen. Diese Quasiteilchen heiflen
Phononen, da die Gitterschwingungen Schallwellen im Metall entsprechen. Bei niedrigen Energien
vermitteln die Phononen die oben erwihnte anziehende effektive Wechselwirkung zwischen den Va-
lenzelektronen, und dies fithrt zu einer Instabilitdt des fermionischen Systems nahe der Fermikante:
Die Elektronen nahe der Fermikante neigen dazu, Paare mit entgegengesetztem Impuls und Spin zu
bilden, die Cooper-Paare. Als gerade Anzahl von Fermionen verhalten sich diese Cooper-Paare wie
Bosonen, konnen also wieder als bosonische (!) Quasiteilchen interpretiert werden. Dieser nach ihren
Entdeckern dieses Mechanismusses Bardeen, Cooper und Shriever als BCS-Zustand bezeichnete Zu-
stand des Elektronengases ist nun durch eine Energieliicke von den niedrigsten Anregungen getrennt.
Dies bedeutet, dafi kleine Storungen, wie ein nicht zu grofSes elektrisches Feld, keine Quasiteilchen an-
regen kann. Das bedeutet aber, daf} die Cooperpaare aufgrund des schwachen elektrischen Feldes sich
verlustfrei bewegen konnen. Makroskopisch gesehen ergibt sich also ein widerstandsfreier Stromfluf},
d.h. der elektrische Widerstand eines Elektronengases im BCS-Zustand verschwindet. Ahnlich induzie-
ren (nicht zu starke) Magnetfelder Stréme, die aufgrund der fehlenden Dissipation ohne weitere duflere
Einwirkungen erhalten bleiben. Nach der Lenzschen Regel sind diese Strome der sie bewirkenden An-
derung des Zustandes (also des von auflen angelegten Magnetfeldes) entgegengerichtet. Das fithrt dazu,
dafl sich im Inneren des Supraleiters kein Magnetfeld befindet. Er ist daher ein idealer Diamagnet
(Meifiner-Ochsenfeld-Effekt.

Werden die dufleren Storungen (z.B. elektromagnetische Felder oder hohere Temperaturen) grofer,
kann die Energieliicke zwischen dem BCS-Grundzustand tiberwunden werden. Auch ab einer bestimm-
ten Temperatur 16sen sich die Cooper-Paare auf, und das System verhilt sich wieder wie ein gewdhn-
liches Fermionengas. Dies ist ein typisches Beispiel fiir einen Phaseniibergang, wie schon das oben
besprochene Phinomen der Bose-Einstein-Kondensation in Bosegasen. Auch hier tritt bei einer be-
stimmten kritischen Temperatur eine Phaseninderung auf. Dies ist mit einem Ordnungsparameter
verbunden. In dem Fall kann als Ordnungsparameter das chemische Potential dienen. Es ist 0, wenn
ein Bose-Einstein-Kondensat vorliegt und wird < 0, wenn keine Kondensation eintritt.
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Vielteilchensysteme wechselwirkender Teilchen

In diesem Kapitel wenden wir uns den Vielteilchensystemen wechselwirkender nichtrelativistischer
Teilchen zu. In dieser Vorlesung konnen wir freilich nur die wichtigsten Anfangsgriinde dieser sehr
vielseitigen Theorie behandeln.

Wir beginnen mit einer Herleitung der perturbativen Streutheorie fiir elastische Stofle zweier Teil-
chen im Rahmen des im vorigen Kapitels entwickelten quantenfeldtheoretischen Formalismusses. Dies
ermdglicht unter anderem die Einfithrung wichtiger technischer Hilfsmittel wie der Feynman-Dia-
grammtechnik.

Wir betrachten dann die eigentlichen Vielteilchensysteme und die Methode des selbstkonsistenten
Feldes (Hartree-Fock-Niherung). Diese Niherung beruht auf der Idee, anstatt der komplizierten Viel-
teilchenwechselwirkungen die Bewegung eines herausgegritfenen Teilchens in einem mittleren Feld, das
durch alle anderen Teilchen erzeugt wird, zu betrachten und selbstkonsistent mit den Einteilchenwel-
lenfunktionen im entsprechenden symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Produktzustand zu be-
stimmen. Hier werden wir als einfachste Anwendung das Jellium-Modell fiir die Leitungselektronen
in Metallen betrachten.

Wir beschlieffen das Kapitel mit einem kurzen Ausblick auf die BCS-Theorie der Supraleitung, benannt
nach ihren Entdeckern Bardeen, Cooper und Shriever.

5.1 Zweiteilchen-Streuung

Als Einfiihrung in wichtige quantenfeldtheoretische Rechentechniken, insbesondere in die von Feyn-
man entwickelte Diagrammtechnik betrachten wir elastische Stofle zweier identischer Teilchen, die
aufgrund eines Wechselwirkungspotentials aneinander stoffen. Um einen konkreten Fall vor Augen zu
haben, betrachten wir insbesondere Elektronen und sehen einfachheitshalber von den Spin-Bahn- und
Spin-Spin-Wechselwirkungen ab, was im hier betrachteten Fall der nichtrelativistischen Behandlung
gerechtfertigt ist.

Die Theorie der Streuung von nichtrelativistischen Teilchen wird in fast allen Lehrbiichern der Quan-
tentheorie als stationirer Vorgang im Formalismus der ,ersten Quantisierung® behandelt. Dabei gehen
allerdings wichtige Aspekte zum Verstindnis des Streuvorgangs verloren, handelt es sich doch seiner
Natur nach um einen zeitabhingigen Vorgang, wo zu Beginn ein Teilchenstrahl mit relativ gut be-
stimmtem Impuls auf ein wohlpripariertes Target geschossen wird. Sodann werden mit Detektoren
die Reaktionsprodukte weit weg vom Wechselwirkungsbereich beobachtet. Wir folgen hier der Dar-
stellung in [[Tay72, PS95]]. Die Verwendung des quantenfeldtheoretischen Formalismus selbst ist im
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hier betrachteten nichtrelativistischen Fall freilich dquivalent zur Rechnung im Rahmen der ,ersten
Quantisierung®. Die Fock-Raumtechnik ist allenfalls ein wenig bequemer, weil der Symmetrie bzw.
Antisymmetrie fiir Bosonen bzw. Fermionen durch die kanonischen Kommutator- bzw. Antikommu-
tatorregeln fiir die Feldoperatoren automatisch berticksichtigt wird.

5.1.1 Quantenfeldtheorie im Wechselwirkungsbild

Im folgenden rechnen wir im Wechselwirkungsbild, das fiir die stdrungstheoretische Formulierung
der Streutheorie besonders geeignet ist. Der Hamiltonoperator fiir freie Elektronen lautet (fiir ver-

schwindende duflere Kraftfelder) gemif3

Ho = [ 491,62 ) bie.6), 6.1

und die Zweiteilchenwechselwirkung wird durch den Wechselwirkungsoperator

t)= %fd&fdé’zv(lzl—?czl)qﬂ(t,gl)qﬂ(t,52)4,@,52)4,(;,51) (5.1.2)

beschrieben. Dabei ist V(|X; — X,|) das Wechselwirkungspotential fiir die Kraft zwischen zwei Teil-
chen. Wir betrachten im folgenden im wesentlichen das Yukawa-Potential

V(r)= 4’ exp(Ar) eXp(_Ar), (5.1.3)
4ty

das im Grenzfall A — 0 in das Coulomb-Potential

e
Vir)=-1_ (5.1.4)
dry
zweier Punktladungen ¢ tibergeht.
Der totale Hamiltonoperator ist demnach
H=H,+Hy,. (5.1.5)

Die vollen Bewegungsgleichungen im Heisenberg-Bild fithren auf nichtlineare partielle Differential-
gleichung fiir die Feldoperatoren, die Wir 1.a. nicht geschlossen l6sen konnen. Wir arbeiten daher im
Wechselwirkungsbild (s. Abschnitt , wobeti sich die Operatoren (insbesondere die Feldoperato-
ren) gemafd dem freien Hamlltonoperator 1) und demnach die Zustinde mit dem Wechselwirkungs-
anteil zeitlich entwickeln, d.h. es gilt geméﬁ (1.13.2) und (1.13.3)

g(t,€) = %[¢(t,5),Ho], (5.1.6)

(o) =ity g0 5.7)

Die Bewegungsgleichungen tithren wieder auf dieselben Gleichungen und Losungen fiir die Be-
wegungsgleichungen der Feldoperatoren fiir freie Teilchen, wie wir sie ausfiihrlich in Abschnitt
behandelt haben. Hier schreiben wir die Losungen gleich fiir den ganzen Raum auf, d.h. wir fithren
kein ,Quantisierungsvolumen® ein. Es gilt also

d(t,%) ZJ SPa(p,o)u,(t,%) (5.1.8)
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- 1

wlt8) = el O —E Bl it zp=(o). zap=((): 619

Dabei gelten die Energie-Impulsbeziehung freier Teilchen
EG)=2- (5.1.10)

und die Antikommutatorregeln fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bzgl. der Impuls-
Spin-Eigenbasis

{a(p,0),a(3", 0"} ={a(p,0),a" (3", o)} =0, {a(,0),a"(3",0")} =8V —P")0,p (.1.11)

Fiir unser Streuproblem ist ohnehin die Impuls-Spin-Eigenbasis die bequemere Wahl, denn wir betrach-
ten ja zwei Teilchen, die anfangs mit einem wohldefinierten Impuls aufeinander zufliegen und fragen
nach der Wahrscheinlichkeit, dafl sie nach dem Stof§ mit bestimmten Impulsen weiterfliegen.
Im folgenden ist es allerdings bequemer, zunichst in der Ortsdarstellung weiter zu arbeiten und Raum-
und Zeitkoordinaten symmetrisch zu behandeln und mit x = (x% %) Vierervektoren einzufiihren, wie
es auch spiter in der Relativititstheorie niitzlich ist. Zu dem Zweck definieren wir als vierdimensionales
Potential

U(xy—x3) = V(X — X%,])8 (8, — 1) (5.1.12)

Dann a3t sich der Wechselwirkungs-Hamilton-Operator (5.1.2) in der Form

1
Hy ()= 5 Z J \ d*x; ) d*x, 8[t —(x))°1U(x, —Xz)le,01)@(9@02)4)(962,02)4)(961,01)
0,,0, YR R
o (5.1.13)
schreiben. Dabei haben wir
Pk - -
d(x,0)= ~,(k, o) exp(—ik - X) (5.1.14)
R (27) / kO=E (k)
geschrieben, wobei wir uns der relativistischen Schreibweise fiir das Viererprudukt gemaf3
box=kx°—k-% (5.1.15)
bedienen.
Auflerdem ist es niitzlich, die Fourier-Darstellung des Potentials einzufiihren:
dk « . ~ T
U(x;—x))= | ——=U(k)exp[—ik-(x;—x,)]= V (k). (5.1.16)
ré (270)*
Dabei ist V das Fourier-transformierte Wechselwirkungspotential
V(p)=| &% exp(—ip-X)V(|X]). (5.1.17)

R3
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Wegen der Rotationssymmetrie von V ist auch V rotationssymmetrisch und folglich eine Funktion
von | p|. Fiir das Yukawa-Potential (5.1.3) erhilt man durch eine einfache Rechnung in Kugelkoordina-
ten (Ubung/) und Verwendung des Residuensatzes fiir das Radialintegral

~ qz
V(p)= ———. 5.1.18
(7) P+ A2 ( )

Im Grenzfall des Coulombintegrals, d.h. A — 0, wird V bei p — 0 singuliir. Dies entspricht der Lang-
reichweitigkeit des Coulomb-Potentials im Ortsraum und erfordert eigentlich eine Sonderbehandlung
dieses Falles (s. z.B. [Mes99]])). Wir behandeln daher im folgenden das Yukawa-Potential und betrachten
das Coulomb-Potential immer als Grenzfall des Yukawa-Potentials.

Wir miissen nun aber zunichst das Streuproblem priziser formulieren, bevor wir zur stdrungstheore-
tischen Berechnung beobachtbarer Grofen tibergehen konnen.

5.1.2 Der Wirkungsquerschnitt

Der typische Aufbau eines Streuexperiments besteht gewohnlich darin, dafl zwei Teilchen weit vonein-
ander entfernt auf recht gut festgelegte Impulse p; und p, beschleunigt werden[!] dann aufgrund ihrer
gegenseitigen Wechselwirkung aneinander streuen und schlief8lich die Reaktionsprodukte weit entfernt
vom Reaktionspunkt detektiert werden. Ein solcher Streuprozef heifit elastisch, wenn im Endzustand
genau dieselben beiden Teilchen, freilich mit verdnderten Impulsen (und evtl. verdnderten Spins) auftre-
ten. Wir beschrianken uns in diesem Kapitel auf solche elastischen Streuprozesse. Weiter unterscheidet
man ,Fixed-Target-Experimente®, wo ein Teilchen zu Beginn ruht (d.h. es gilt p, = 0) und ,Collider-
Experimenten®, wo die beiden Teilchen so aufeinander geschossen werden, daff der Schwerpunkt des
Gesamtsystems ruht, d.h. es gilt dann p, = —p,.

Die entscheidende physikalische Grofle zur Quantifizierung von Streuprozessen ist der Wirkungs-
oder Streuquerschnitt. Er soll als ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit dienen, daf§ die Kollision zweier
Teilchen, die mit recht gut definierten Anfangsimpulsen p, und », (und evtl. Spineinstellungen, falls
man polarisierte Projektile und/oder Tragets betrachtet) aufeinandergeschossen werden, nach einer
Reaktion, wenn sich alle (evtl. bei der Reaktion neu entstandenen Teilchen) weit voneinander entfernt
haben, nach dem Stof} ein bestimmter Endzustand vorliegt.

Konkret betrachten wir hier die elastische Streuung zweier Elektronen, die mittels eines Yukawa-Po-
tentials der Form wechselwirkenP} Bei hinreichend groffem Abstand der Elektronen voneinan-
der kdnnen wir annehmen, dafl sich die Elektronen zunichst wie freie Teilchen bewegen. Wir miissen
also die entsprechenden Wellenpakete, die wir zu der quantenmechanischen Beschreibung dieser asym-
ptotisch freien Teilchen verwenden, so konstruieren, daff sie zu Zeiten ¢ ~ 0, tiberlappen, d.h. daf}
bei ¢ ~ 0 der Stof} stattfindet. Zu Zeiten t — —oo sollen hingegen die Wellenpakete an sehr entfernten
Stellen im Ortsraum peaken und Teilchen beschreiben, die relativ scharfe Anfangsimpulse besitzen.

Betrachten wir der Einfachheit halber zunichst ein Fixed-Target-Experiment, d.h. wir nehmen an, daf§
eines der Teilchen mit einem recht gut bestimmten Impuls p, = p,¢, auf ein Teilchen, das bei ¥ = 0

'Im allgemeinen werden die Teilchen nicht in bestimmten Spinzustinden pripariert. Man spricht dann von ,unpolarisier-
ten“ Teilchen. Es gibt freilich auch Experimente mit polarisierten Teilchen, z.B. werden am Relativistic Heavy Ion Collider
(RHIC) am Brookhaven National Lab in New York (teilweise) polarisierte Protonen aufeinander geschossen, um mehr {iber
die Struktur der Protonen zu lernen.

2Wir werden gleich sehen, warum wir zunichst ein Yukawa-Potential betrachten miissen, auch wenn wir eigentlich die
Streuung aufgrund der elektrischen Coulombabstoffung betrachten wollen.
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ruht (p, = 0) geschossen wird. Fiir den Zustand |¢(t)) gilt also

fim |¢ ‘gﬁﬁl’gl ¢p2_o o) ;5 = > |¢m> (5.1.19)

t——00

Der antisymmetrisierte Produktzustand beschreibt dabei genau diese Situation zweier voneinander un-
abhingig priparierter ununterscheidbarer Teilchen.

Da man die stoffenden Teilchen nur ungenau im Ort lokalisieren kann, haben wir beriicksichtigt, daf§
sie in transversaler Richtung mit einer gewissen Abweichung von der z-Achse b = b,¢,+b,¢, losfliegen.
Der entsprechende Einteilchenzustand ist demnach durch

|67,0,()) f Epexp(—ip - by, (7)[poo) (5.1.20)

gegeben, wobei ¢4 (p) eine irgendwie um p = p, = p,¢, stark gepeakte Funktion sein soll. Wir kénnen
uns z.B. eine Gauf$funktion vorstellen. Damit diese Zustinde auf 1 normiert sind, muf3

<¢;31,01(9?)’¢;l,ol(£)>:fR3 &£ ’95;1(2»)(2:1 (5.1.21)

gelten. Die physikalische Bedeutung dieses Zustandes wird klarer, wenn wir die entsprechende Orts-
wellenfunktion betrachten. Nehmen wir zunichst an, es sei gar kein zweites Teilchen vorhanden. Dann
bewegt sich das eine Teilchen frei. Im hier betrachteten Wechselwirkungsbild ist dann dieser Zustand
zeitunabhingig, und der Orts-Spin-Eigenvektor bewegt sich mit dem freien Hamiltonoperator gemif}

{E/,J/;t>:exp(iHot)|§/,cr/;t:O); (5.1.22)

d.h. es gilt fiir den Einteilchenzustand

b, =(%',0'; t|gz$p1’0_ (5.1.23)
Nun ist wegen
. -
H, a):E :0) (5.1.24)

Jo(e.7)= | Eep(ib-D D)0 [Fron)

&5 7 (5.1.25)
:300/JR3 (27_5 3/2¢p1 p)exp|:1p (x _x)_lﬁ]

Da voraussetzungsgemif} ¢+ G0 (p) nur in einer kleinen Umgebung um p = p1 merklich von O verschie-

den sein soll, kénnen wir das Argument der Exponentialfunktion um p = p, entwickeln:

N S 7.1 Y, . th(p—7 I
L i I NV I NN R LT A B AR

Setzen wir diese Niherung in (5.1.25) ein, erhalten wir
- )
- N = t 1Pt
o (t, X )=, [x/—<x+&>}exp<z)—l>, (5.1.27)
m
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wobel
(%)= 5.1.28
$61=8,0 [ L (Pl 5129
Wie wir aus (5.1.27) sehen, beschreibt also (5.1.25) ein freies Wellenpaket fiir ein Teilchen, das sich mit

einem mittleren Impuls p, (also in positiver z-Richtung) fortbewegt. Diese Form wird das exakte Wel-
lenpaket fiir das wechselwirkende Zweiteilchensystem freilich nur fiir £ — —oo haben, wenn sich die
Teilchen weit voneinander entfernt befinden und der Einfluf} des Wechselwirkungspotentials vernach-
lassigt werden kann. Wir konnen auch leicht nachrechnen, dafl der asymptotische Zweiteilchenzustand

(5.1.19) auf 1 normiert ist, wie es sein muf} (Ubungy).
Betrachten wir nun die zeitliche Entwicklung des Zustandes im Wechselwirkungsbild. Gemif} (5.1.7)

und (1.13.5) gile
U0 =Cle,)l(ty)  mit c<t,to>:-zexp<—i | dt/ku’)), (5.1.29

wobei wir statt des Anfangszeitpunktes 7, = 0 in Abschnitt hier einen allgemeinen Anfangszeit-
punkt z, gewahlt haben. Fiir ty — —oo haben wir gemafd (5.1.19)

|4(2)) = C(t,—00) |¢hyy) (5.1.30)

Fiir sehr grofle Zeiten t — oo wird sich |¢(¢)) wieder wie ein System freier Teilchen verhalten, wenn
das Wechselwirkungspotential hinreichend schnell abfillf} und wir betrachten das System in diesem
asymptotisch freien Endzustand

|ou) = C00,—00)[¢i,) =S| i) (5-1.31)

Damit haben wir den fiir die Streutheorie wichtigen Begriff des Streuoperators eingefithrt. Offenbar
ist der Streuoperator S ein unitirer Operator, der einen vorgebenen asympotisch freien Anfangszu-
stand |¢/;,) in den durch die quantentheoretische Zeitentwicklung determinierten asymptotisch freien
Endzustand |¢,,) abbildet. Damit enthilt der Streuoperator alle quantenmechanisch tiberhaupt még-
lichen Informationen iiber den Streuvorgang. Insbesondere sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten
durch die entsprechenden Streumatrixelemente gegeben.

Wir interessieren uns hier fiir die elastische Streuung und die Wahrscheinlichkeit, daf} wir ein Paar von
Elektronen mit bestimmten Impulsen und Spineinstellungen finden, also

<;)1/’a{’]32/"7;|5|¢in>_’2- (5.1.32)

Im realen Experiment lduft nun aber ein Strom von vielen Teilchen mit einem relativ unscharf be-

dw(fhl): dw(ﬁ{’a{;ﬁé’UZ(_sbm 1/d3pZ

stimmten Stofiparameter b und einem relativ gut bestimmten Impuls p, = p,é, (sog. ,Bunches®) aus
einem Beschleuniger auf ein ruhendes Ziel, z.B. eine Metallfolie, in dem sich viele Teilchen befinden.
Wir betrachten hier nur den Fall, dafl jedes Projektilteilchen an lediglich einem Targetteilchen streut
(was ein hinreichend diinnes Target voraussetzt) und keine neuen Teilchen erzeugt werden oder das
Target als ganzes in einen angeregten Zustand tibergeht (elastische Streuung). Der differentielle Streu-
querschnitt soll ein Maf} fiir die Wahrscheinlichkeit sein, dafy zwei an einer solchen Streuung beteiligten

Teilchen weit weg vom Target in einem bestimmten Endzustand =15/, 0/;9!,0"\ gefunden wer-
& 8 f 10915P2»9;) 8

den. Nun wird diese Wahrscheinlichkeit unter den oben beschriebenen Umstinden proportional zur

Die mathematischen Bedingungen werden z.B. in [[Tay72]] genauer betrachtet. Es ist nur wichtig zu bemerken, daf§ diese
Forderungen fiir das Coulombpotential aufgrund seiner Langreichweitigkeit nicht erfiillt sind. Dies ist der Grund, warum
wir das Coulomb-Potential in diesem Kapitel, wie oben beschrieben, als Grenzfall des Yukawa-Potential betrachten. Eine
genauere Behandlung des Coulombspotentials findet sich in der bereits zitierten Lehrbuchliteratur, insbesondere in [[ST93]].
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Abbildung 5.1: Schematischer Aufbau fiir ein (Fixed-Target-) Streuexperiment: Zur Zeit t; — —o0
wird ein Teilchen mit relativ gut bestimmtem Impuls p, = p,¢, und einer Spin-z-Komponente o, auf
ein bei X = 0 in guter Niherung ruhendes Teilchen (p, = 0) mit Spin-z-Komponente o, geschossen,
wobei beide Teilchen so weit voneinander entfernt sind, daf anfangs die Wechselwirkung vernachlis-
sigt werden kann. Aufgrund der relativ gut bestimmten Impulse sind die Wellenpakete aufgrund der
Heisenbergschen Unschirferelation im Ortsraum relativ breit. Allerdings ist die Ortsunschirfe immer
noch klein gegeniiber den makroskopischen Abmessungen des Experiments und auch gegentiiber der
Ortsauflosung des Detektors, der weit entfernt vom Streuereignis bei X ~ 0 Teilchen erfaflt, die mit
einem bestimmten Impuls 5’ und einer bestimmten Spin-z-Komponente bei ihm auftreffen.

Dichte der einfallenden Teilchen und der Teilchen im Target, zur Ausdehnung des Strahlbunches und
der Quelle in z-Richtung sowie zur fiir die Streuung wirksamen Querschnittsfliche sein. Diese trivia-
len Abhingigkeiten dividiert man aus der Wahrscheinlichkeit heraus, was dann die folgende Definition
des Streuquerschnittes ergibt:

N = Anzahl der in den Zustand |¢ f> gestreuten Elektronen

do = (5.1.33)
PProjektil lbunch Prarget ltargetA
Der Zihler dieses Ausdrucks ist hier offenbar durch
N = lbunch/OProjektilf , &b dw(f - l) (5.1.34)
R

gegeben. Dabei sind wir davon ausgegangen, dafl wir die Dichte der Teilchen im Bunch als tiber den
relevanten transversalen Querschnitt des Targets als konstant annehmen kdnnen. Dies ist dann der Fall,

wenn der Bereich von Stoffparametern b groff gegen die transversale Ausdehnung des Targets ist, was

in realen Experimenten praktisch immer der Fall ist. Daher diirfen wir auch iiber alle Stoffparameter &
integrieren, da die Dichte der Targetteilchen (in unserer Rechnung reprisentiert durch die Ausdehnung

des oben konstruierten Wellenpakets) nur iiber einen endlichen Volumenbereich /... A = Vi, Vo

0 verschieden ist, und nur dieser Uberlappbereich trigt zu dem Integral in bei. Weiter ist in
unserer Rechnung entsprechend der Normierung der Wellenpakete im in-Zustand die Dichte auf ein
Teilchen in diesem Volumen normiert, da wir ja unsere Einteilchenzustinde auf 1 normiert haben.
SchliefSlich ist also der Streuquerschnitt durch

do=| &b dw(f—i) (5.1.35)

RZ

gegeben. Zur Auswertung dieses Ausdrucks miissen wir nun (5.1.19) und (5.1.20) in (5.1.32) einsetzen.
Dabei treten die Streumatrixelemente

- —

Sfi:_<;’1/"7{§;’2/"7£|S|E1’U1;/€zaaz> (5.1.36)
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auf. Diese stellen die Ubergangswahrsche1nl1chke1tsamphtuden fiir die Streuung von Elektronen mit

scharf bestimmten Impulsen k und k in einen Zustand mit scharf bestimmten Impulsen p, und p,
dar. Nun ist aber ‘/el, oy /ez, 02> kein auf 1 normierbarer Zustand des Zweiteilchenhilbertraums 7,

sondern ein verallgemeinerter Impulseigenzustand. In der Tat sind die entsprechenden Matrixelemente
Distributionen. Wie wir im nichsten Abschnitt zeigen werden, ergibt sich erwartungsgemifi, daf$ zum
einen eine bestimmte Wahrscheinlichkeit besteht, daf§ die Teilchen gar nicht aneinander streuen, d.h.
daf§ sich die Impulse der beiden Elektronen gar nicht dndern und daf}, auch im Falle eines Streuvor-
ganges, stets Gesamtenergie und -impuls erhalten bleiben. Die Streumatrix besitzt demnach folgende
allgemeine Struktur

S = lpoy +iT, (5.1.37)

wobei die T-Matrixelemente wiederum die Form
Ty; =21 8Wp{+ ps— p1— pa) My, (.1.38)
besitzen. Dabei ist die Wahl der Faktoren 1 in (5.1.37) und 27 in (5.1.38) eine (wie wir spiter sehen

werden, niitzliche) Konvention. Wir haben uns der Bequemlichkeit halber einer vierdimensionalen
Schreibweise bedient. Dabet ist z.B.
22
b= <E > = <P1 /Szm)>. (5.1.39)
P P

Es ist klar, da8 7; und .#; wiederum Funktionen der Impulse und Spin-z-Komponenten der ein-
und auslaufenden Teilchen sind.

Es ist klar, daf} der Einsoperator in nur fiir die extreme Vorwirtsstreurichtung relevant ist,
d.h. in dem kleinen Bereich in p, wo die Einteilchenwellenfunktionen (}5;}1’01(;7) bzw. ¢ ‘52:0,02(15) von
0 verschieden sind. Betrachten wir also nur den geometrischen Bereich auflerhalb dieser Impulsvertei-
lungsbreite um p, = p,é, und p, = 0, miissen wir nur den Anteil mit T beriicksichtigen. Wir werden
weiter unten noch sehen, dafl die Vorwirtsstreuamplitude und dessen Interferenz mit der ungestreuten
einlaufenden Welle gleichwohl wichtig ist.

Betrachten wir aber zunichst den Bereich auflerhalb der Vorwirtsstreuzone und setzen (5.1.38) in
(5.1.32lf5.1.35) ein, erhalten wir

do = dp/d* b, f &b | Pk, J &Sk, f Sr | Pk,
R? R3 R3 R R
XQZS}:,]’U](El 925 975;;1 gl(/@ ¢pz gz GXP[IZ (A‘Ef)] (5.1.40)
><27r//l(]31/,01;p2,02<—k1,01;k2/,02)3<4)(ki—I—ké—p{—pé)
X277«'//1*(;’1/”{;;’2/’0;‘_E1’01?/;z,02)8(4)(/€1+/€2_P{_P§)-

Dabei betrachten wir allgemeiner ein Bezugssystem, in dem beide Teilchen einen einlaufenden Impuls
in z-Richtung besitzen, um gleich die beiden tiblichen Fille eines Fixed-Target- und eines Collider-Ex-
periments abdecken zu kénnen.

Die Integration iiber den Stof$parameter b ergibt

Lbexplib - (ky— k)] = 2m) 8Dk — k). (5.1.41)
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Dabei ist El 1 = (kyy.ky,) der zur Stofirichtung ¢, senkrechte Anteil von ];1 (und entsprechend fiir /;1/)
Wir kénnen nun leicht die 8-Distributionen der Impulse ausnutzen, um die Integration nach d° /_6)2/ und

dzkl i auszufiihren:

do = dp/dp f& Jd/efdkgz
R3 R3
8 0 5 05,
X M (P, 01 P30 — ki, 013k3,07) (5.1.42)
X«//Z*(Z’{’U{j’zl"fé‘—kl’al;kb%)
x STE(k{)+E(ky)—E(3)—E($3)]

><(2”)43(4)(161"‘/62_]7{_]’5)}# o R
ki =ky 1.k, =p{+p,—k]

Die 8-Distribution in der vorletzten Zeile verwenden wir nun bei der Integration nach k. Zunichst
gilt (Ubung!)
m

[y ;|

wobei wir die oben angegebenen kinematischen Beziehungen sowie die Energie- und Impulserhaltung
ki +k, = p + pj aufgrund der verbliebenen &-Distribution verwendet haben. Dies impliziert, dafl
auch k) =k,, ist. Setzen wir dies in (5.1.42) ein, erhalten wir schlielich

do =55 [ 85 [ dhf 05,0 @ ol
17~

>/ 4= 71 7|2 / /
X [ (B,015 505 — kLR <2n>48<4><k1+k2—p1—p2>}.

8 [E(k)+E(R)—E(p))—E(3))] = S(k;, —.,), (5.1.43)

(5.1.44)

Gehen wir nun davon aus, daf§ die Auflésung des Detektors die Impulse der Teilchen im Endzustand

nicht genauer erfassen kann als es der Breite der Zustinde ¢+ b0 ) entspricht, knnen wir {iberall k =

P, und kz = p, setzen aufler in den Wellenfunktionen selbst. Wegen deren Normierung auf 1 erhalten
wir dann schliellich durch Ausfithrung der entsprechenden verbleibenden Normierungsintegrale fiir
den differentiellen Streuquerschnitt

do=dPp!Pp) —2—

|p1— Pl

- - - - 2
|-#(p1> 0155305 — 1033 P2 )| Q) 8D py + pr— pi—p3)- (5.1:45)
Dies werten wir nun fiir die beiden im Experiment tiblichen Fille weiter aus.

Laborsystem

Beginnen wir mit einem Fixed-Target-Experiment. Man nennt das entsprechende Bezugssystem, in dem
das zweite Teilchen ruht, auch Laborsystem, da dies in der Friihzeit der Teilchenbeschleuniger die ein-
zig realisierbare Moglichkeit war, d.h. man schof§ mit Teilchen aus dem Beschleuniger auf ein ruhendes
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Target. Dann ist
p=p, P =0 (5.1.46)
Aufgrund der Impulserhaltung ist also (mit p; = p{)
Pr=pL—Pi- (5.1.47)
Der Betrag von p, ist weiter noch durch die Energieerhaltung festgelegt:

P12+P22—P;2—P2’2>:3<P£2—P£PLcosﬁL>

2m

m

. (5.1.48)

= m3(Pﬁ — P cost) = P{ =P cosI.
wobei wir Betrige von Dreierimpulsen mit dem entsprechenden Groflbuchstaben bezeichen, also z.B.
|p1| = P, setzen. Der Winkel ¢, zwischen der Richtung des einfallenden Teilchens (in unserer Kon-
vention die z-Richtung) und eines der auslaufenden Teilchen heifdt Streuwinkel im Laborsystem. Da
die Impulsbetrige nicht negativ sein diirfen, ist der kinematisch erlaubte Bereich &; € [0, 7/2]. Weiter
giltd®p/ =dP{ P{>d€) mit dem Raumwinkelelement d€2; = dJ; d¢| sind| . Der differentielle Streu-
querschnitt ergibt sich dann durch Integration iiber p,, wodurch die 8 -Distribution fiir die riumlichen
Impulse ausintegriert wird, was sicherstellt, und schliefSlich tiber dP; unter Verwendung von
(5.1.48):

do 4 12,2

— =Q2n)*| A" m* cos T, . (5.1.49)

doy
Man rechnet aufgrund der kinematischen Beziehungen leicht nach (Ubung), dafd fiir den

Impuls des zweiten Teilchens
P, =P, sind =P cos(n/2—;) (5.1.50)

gilt. Daraus schliefft man, dafl p; = p/ und p; stets aufeinander senkrecht stehen. Das rechnet man auch
formal aus der oben hergeleiteten Kinematik nach, aus der sofort p/ - p, = 0 folgt. Die kinematischen
Verhiltnisse sind in Abb. [5.2dargestellt.

Bei der Berechnung des totalen Streuquerschnittes ist zu beachten, dafl bei ununterscheidbaren Teil-
chen iiber den gesamten kinematischen Bereich, insbesondere also auch iiber J; € [0, 7r/2], zu integrie-
ren ist. Dies fithrt aber zur Doppeltzihlung eines jeden mdglichen Streuereignisses, da sich ja mit der
Streuung des einen Teilchens in Richtung von J; dasselbe Streuereignis durch die Detektion des zwei-
ten Teilchens bei 7t /2—3 erneut erfaflt wird. Es ist also entsprechend der Identitit der beiden Teilchen
im Endzustand ein zusitzlicher Faktor 1/2 anzubringen.

Schwerpunktsystem

Betrachten wir nun ein Colliderexperiment, bei dem beide Teilchen mit betragsmifiig gleichen einan-
der entgegengesetzten Impulsen aufeinandergeschossen werden, d.h. es ist’]

1= Pern =—P>- (5.1.51)

*Die Bezeichnung ,,cm* in den folgenden Formeln stammt von der englischen Bezeichnung ,,center-mass frame* oder, was
im relativistischen Fall priziser ist ,center-momentum frame“ fiir das Schwerpunktssystem.
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()

Abbildung 5.2: Kinematik beim elastischen Stof identischer Teilchen im Laborsystem (a) bzw. Schwer-
punktssystem (b).

Aufgrund der Dreierimpulserhaltung gilt dann auch
Pi = Pim =—P1> (5.1.52)

und fiir die §-Distribution, die aus der Energieerhaltung folgt, erhalten wir

P/ Z_PZ
S(E\+E,—E|—E})=8(~m —"em )= " gp/ _p ) (5.1.53)
m 2P,

Dies in (5.1.45) eingesetzt liefert nach Integration iiber d*p, und dP_ unter Beriicksichtigung von
|Z)1_Z72| :zpcm

d 2
dQ‘T = (2ﬂ)4mT|//l|2. (5.1.54)

Es ist klar, daf} wir jedes Streuereignis durch einen entsprechenden Galilei-Boost sowohl vom Labor-
als auch im Schwerpunktssystem aus betrachten kénnen. Da der Gesamt-Hamilton-Operator unter
der vollen Galilei-Gruppe invariant ist, ist das Matrixelement .# selbst ein Skalar, d.h. der Wert fiir

|4 |? in den Formeln fiir den differentiellen Streuquerschnitt in (5.1.49) (Laborsystem) und in (5.1.54)

(Schwerpunktsystem) ist invariant. Damit gilt

d_0—4 G do
do, — lda

(5.1.55)

Zu diesem Resultat kann man auch durch einfache Variablentransformation gelangen. Fiir den Zu-
sammenhang zwischen den Streuwinkeln in den beiden Bezugssystemen ergibt sich nach einer kurzen

Rechnung (Ubung)
1 )
cosd, = % (5.1.56)

Hat man es schliellich mit anfangs unpolarisierten Projektilen und Targets zu tun, ist iiber die vier
Anfangsspinstellungen o, 0, zu mitteln (d.h. man summiert tiber o, und o, und dividiert durch 4).
Interessiert man sich weiter fiir die Polarisation im Endzustand nicht, ist auch noch iiber o] und o zu
summieren.
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5.1.3 Das optische Theorem

Aus der Definition des Streuoperators gemafl (5.1.31) folgt unmittelbar dessen Unitaritit. Daraus er-
gibt sich eine weitreichende Folgerung tiber den totalen Streuquerschnitt. Um diese zu finden, setzen

wir (5.1.37) in die Unitaritdtsbedingung ein und erhalten
:H‘Fock = SST = (]]'Fock + iT)(:ﬂ'Fock - ITT) = ]]'Fock + I(T - TT) + TTT (5157)

oder

TT! = —i(T—T7). (5.1.58)

Daraus konnen wir eine Folgerung tiber die Zweiteilchenstreuung ziehen, indem wir diese Glei-
chung von links mit (1/2’| und von rechts mit |12)” multiplizieren. Dabei haben wir zur Abkiirzung

112)™ := | py, 045 P2, 0, >_ geschrieben. Dann folgt durch Einschieben eines Identititsoperators 1p,  fiir
die linke Seite
(12 TTT’ 12) = Zidl" dNT (V2|12 N (172N TT' 12) . (5159
N=0

Dabei steht das kombinierte Summen-Integralzeichen fiir die Integration tiber die Impulse ]5]” und die
Summation iiber die Spin-z-Komponenten a]’./ (G €{1,...,N}). Setzen wir darin (5.1.38) ein, folgt

(17 TTT| 12) = Zidl” -dN" 2728 ) + py— (p7 + -+ )]
= (5.1.60)
X 8(4)[17{ + Pé —(p1+ Pz)]//11*/2/91//2//,,,]\[//f//l12<—1”2/’...N”-
Fiir die rechte Seite von erhalten wir
- < 12T - TT| 12>_ =278 p{ + py = (p1+ p) [ Myy iy — Moy ). (5.1.61)

Setzen wir also (5.1.60) und (5.1.61) gleich, kénnen wir die gemeinsame §-Distribution kiirzen und
|1’2’>_ =1]12)" setzen. Dann folgt aber

Z j:dl// - dN" e 8Wpl + ps— (P + 4 PR Mgy po | = A7 Im M 1y _yp. (5.1.62)
N=0

Auf der linken Seite dieser Gleichung steht nun in naheliegender Verallgemeinerung von auf
beliebige Streuprozesse 12 — 1”... N” bis auf einen Faktor v, /(27)? der totale Streuquerschnitt fiir
die Streuung zweier Teilchen, wobei alle Prozesse, also elastische und (in allgemeineren Modellen, die
Teilchenerzeugung und -vernichtung erlauben) inelastische, beriicksichtigt werden. Dies liefert dann
das optische Theorem in der Form [[Fee32]

Vel Oror = 227 Im M .15 (5.1.63)

Auf der rechten Seite kommt dabei der Imaginirteil der Streuamplitude fiir elastische Vorwirts-
streuung zu stehen.

Die Herleitung zeigt, daf} der Term auf der rechten Seite von (5.1.63) durch die Interferenzterme beim
Ausmultiplizieren von (5.1.57) zwischen der Moglichkeit, daf} die Teilchen ungestreut aneinander vor-
beilaufen (reprisentiert durch den Einsoperator 1p  in der Streumatrix cf. (5.1.37)) und dem Fall,
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dafl tatsichlich eine Struung stattfindet (reprisentiert durch die Transfermatrix T in(5.1.37)) zustan-
dekommt. In der Definition des Streuquerschnitts haben wir andererseits bewufit nur die wirklichen
Streuprozesse quantifiziert. Nun bedeutet die Unitaritit der Streumatrix aber nichts anderes als die
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit, also die Normierung der Gesamtwahrscheinlichkeit, die sich aus
der Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} keine Streuung stattfindet bzw. daf die Teilchen tatsichlich irgend-
wie aneinander streuen, auf 1. Damit besagt das optische Theorem (5.1.63), daff genau der Anteil von
Teilchen, die tatsichlich irgendeine Form von Streuung ,erleiden, in Vorwirtsrichtung fehlt. In einer
Analogie mit Licht entspricht dies der Schattenbildung bei der Streuung elektromagnetischer Wellen
an einem Hindernis, und daher riihrt der Name optisches Theorem.

5.1.4 Die Born-Reihe

Wie wir im vorigen Abschnitt ausfiihrlich erldutert haben, ist der differentielle Streuquerschnitt fiir hin-
reichend weit von der Vorwirtsstreuzone entfernte Beobachtung gemifl (5.1.45) bzw. (5.1.54) durch das
entsprechende Matrixelement ./ bestimmt. Diese Matrixelemente gilt es also zu berechnen, um aus
unserem quantenmechanischen Formalismus beobachtbare Grofien zu erhalten. Leider ist dies in prak-
tisch allen Fillen nicht exakt mdglich, so daff wir auf Niherungen angewiesen sind. Hier besprechen
wir die Storungstheorie. Die Idee ist, daf} die Wechselwirkung als kleine Storung angesehen werden
kann, d.h. daff fiir die betrachtete Reaktion die potentielle Wechselwirkungsenergie klein gegeniiber
der gesamten kinetischen Energie der streuenden Teilchen ist. Dann konnen wir die S-Matrixelemen-
te gemaf} in eine formale Reihe nach Potenzen des Wechselwirkungs-Hamilton-Operators Hy,
entwickeln. Aus folgt diese Reithenentwicklung aus

S:C(toﬂ—oo,tﬂoo):ﬂcexp[—ij dt HW(t)] (5.1.64)
R

Entwickeln wir also die Operatorexponentialfunktion, erhalten wir

00 Nk oo
S= ]]'Fock+z( kl') f dtl'“J dtkg;HW(tl)"'HW(tk): ]]'fock+iZT(k)‘ (5165)
k=1 : R R k=1

Diese Reihe heifit die Bornsche Reihe. In niedrigster Ordnung, oft auch kurz als Bornsche Niherung

genannt, ist also
iT}E? = —ifR dt’ " (p{,00s 3,03 |Hy (t))] Py 013 a0} (5.1.66)

Um dieses Matrixelement zu berechnen, schreiben wir die antisymmetrisierten Zweiteilchen-Impuls-
Spin-Eigenzustinde mit Hilfe von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren,

|Z’1"7157’2"72>_ = 3T(Z’1>‘71)aT@2’02) 1o, (5.1.67)
T(P1013 b2y 03] = o (Qa(py, 0])a(py, 03),

wobei wir mit dem Index 0 bei |2), angedeutet haben, dafl es sich um den auf die Felder des Wechselwir-
kungsbildes bezogenen Vakuumzustand handelt. Setzen wir dies und den Wechselwirkungsoperator in
der Form ein und verwenden die Modenentwicklung fiir die Feldoperatoren, sehen wir
uns vor die Aufgabe gestellt, Vakuumerwartungswerte von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

zu berechnen. Fiir die fithrende Ordnung ist z.B. der folgende Ausdruck zu berechnen:
O<Q‘a(f){,a{)a(f)z/,aé)aT(k{,&l)aT( 2/’&z)a(kp&2)a(k1>‘}1)aT(ﬁ1s01)3(15;,02)’Q>O- (5.1.68)
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Dabei bezeichnen die k, 5, k{5, &, , die Impulse und Spin-z-Eigenwerte, iiber die in dem Integral fiir
Hy, zu integrieren bzw. zu summieren ist. Da die Berechnung solcher Matrixelemente fiir alle storungs-
theoretischen Betrachtungen entscheidend ist, hat sich eine ausgefeilte Rechentechnik entwickelt, um
diese Arbeit erheblich abzukiirzen. Die wichtigste Entwicklung ist dabei die Feynman-Diagramm-
technik, die wir im nichsten Abschnitt entwickeln wollen.

5.1.5 Das Wicksche Theorem und Feynman-Diagramme

Um uns der Berechnung von Vakuumerwartungswerten der Art (5.1.68) zu nihern, bemerken wir als
erstes, daf§ fiir alle Vernichtungsoperatoren

a(p,0) ), =0 (5.1.69)
und damit auch fiir alle Erzeugungsoperatoren
o (Qaf(p,0)=0 (5.1.70)

gilt. Weiter gelten die Antikommutatorregeln so daf} die Strategie bei der Auswertung der
Vakuumerwartungswerte darin besteht, durch fortgesetzte Anwendung der Antikommutatorregeln
alle Erzeugungsoperatoren nach links und alle Vernichtungsoperatoren nach rechts zu bringen. Ein
solches Produkt von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren nennen wir normalgeordnet, und we-
gen und verschwinden die Vakuumerwartungswerte aller normalgeordneten Produkte.
Wir fithren also die Normalordnungsvorschrift fiir Produkte von Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren ein, wonach der Ausdruck so umzuordnen ist, daff alle Erzeungsoperatoren ganz links und alle
Vernichtungsoperatoren ganz rechts zu stehen kommen. Dabei wird fiir fermionische Operatoren das
Vorzeichen der Permutation beriicksichtigt, die notig ist, um das Produkt von der urspriinglichen Rei-
henfolge in Normalordnung zu bringen. Falls ein Produkt entweder nur aus Erzeugungs- oder nur
aus Vernichtungsoperatoren besteht, soll die Normalordnungsvorschrift das Produkt unverandert las-
sen. Solche Produkte haben offensichtlich stets verschwindende Vakuumerwartungswerte, und zwar
entweder aufgrund von (im Fall von Vernichtungsoperatoren) oder (im Fall von Er-
zeungsoperatoren).

Wir werden nun das Wicksche Theorem [Wic50] beweisen, das die Berechnung der Vakuumerwar-
tungswerte systematisiert. Dazu betrachten wir zunichst den Fall eines Erzeugungs- und eines Ver-
nichtungsoperators. Zunichst ist

3132 - {al,aZ} _3231 =38, +: 3131 5 (5.1.71)

wobei ein in Doppelpunkte eingeschlossenes Operatorprodukt die Normalordnung bezeichnet. Bilden
wir also den Vakuumerwartungswert, erhalten wir

(2faal] ) =5, (5.1.72)

Im Zusammenhang mit dem Wickschen Theorem bezeichnet man diesen Ausdruck auch als Kontrak-
tion eines Paares und bezeichnet es mit hochgestellten Punkten an den zu paarenden Operatoren. Es
gilt also

ajal = ai'aT' =al*al=0, aza;r' =38, (5.1.73)

SFiir Bosonen gelten entsprechende Kommutatorregeln, und die hier entwickelte Diagrammtechnik funktioniert fiir Bo-
sonen genau analog, nur dafl die spiter auftretenden Vorzeichenregelungen fiir Fermionen wegfallen.
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Das Wicksche Theorem beschreibt nun, wie ein beliebiges Operatorprodukt sich durch Kontraktionen
von Operatorpaaren und normalgeordneten Operatorprodukten ausdriicken lifit. Sei also A A, --- A,
ein beliebiges Produkt von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren A (j € {1,2,...,k}). Dann besagt
das Wicksche Theorem, daf§

AA, A =:AA,---A:
+AJAS:A;--- A, - +Permutationen
+ATASASAS Ay -+ A, - +Permutationen
+ e
{AIAEA;'AZ' -+ A7** A7°** 4 Permutationen falls & gerade,
ATASASC AL - A AT A) +Permutationen  falls & ungerade

(5.1.74)

ist. Dabei bedeutet ,,+Permutationen immer die Summation des davorstehenden Ausdrucks iiber alle
moglichen Permutationen der Operatoren in dem davorstehenden Ausdruck, wobei das Vorzeichen
der Permutationen zu berticksichtigen ist.

Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach k. Fiir einen Operator ist die Behauptung trivial.
Fiir zwei Operatoren gilt

AA L AA,: falls A, Vernichter oder beide Operatoren Erzeuger sind, (5.175)
2 AA,:+{A,A,} falls A, Vernichter- und A, Erzeuger ist. o
In allen Fillen konnen wir offenbar schreiben
AA, = A A, +, (2AA,| ), = AA,: +ATAS. (5.1.76)

Falls nimlich in (5.1.75) der obere Fall eintritt, ist die Kontraktion auf der rechten Seite O, und im
letzteren Fall ist
AA, = ala; = —a;alr + {al,a;} = alaz : +aIaJ2r°. (5.1.77)

Nehmen wir nun an, das Wicksche Theorem sei korrekt fiir ein & = 7. Dann ist

A AA L =AA A AL
+AJAS:A; ;A :A L +Perm,
+AJASASPAY (A5---A t A, +Perm,
+ e
ATASASTAL A AY°A, 4+ Perm, falls 7 gerade,
{A;A;A;’Az' AS A A AL +Perm,  falls 2 ungerade.

n+1

(5.1.78)

Dabei bedeutet +Perm,,, dafl iiber alle Permutationen der ersten # Operatoren zu summieren ist.

Falls nun A, ein Vernichter ist, ist unmittelbar klar, dafl dies identisch ist mit der Aussage des Wick-
schen Theorems fiir # = # + 1, denn es ist in dem Fall : Aj ~~A]», tAL = A]-mA]»,An+1 .. Die
zusitzlich im Wicktheorem fiir £ = 7 + 1 gegeniiber auftretenden Kontraktionen mit irgend-
einem der Operatoren A,,...,A, verschwinden allesamt, und damit ist das Wicksche Theorem fiir
diesen Fall bewiesen.

Sei also A, | ein Erzeuger. Dann ist dieser Operator ggf. mit allen davorstehenden Operatoren in

einem Normalprodukt in (5.1.78) zu vertauschen, wobei jedesmal (5.1.76) fiir Paare zur Anwendung
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zu bringen ist. Daraus entstehen aber offensichtlich saimtliche zusitzlichen Kontraktionen {iber Paare
von Operatoren sowie das vollstindig normalgeordnete Produkt wie durch das Wicksche Theorem fiir
k = n+ 1 behauptet, und damit ist die Behauptung vollstindg bewiesen.

Es ist nun klar, daf§ gemaf3 fir Vakuumerwartungswerte von Produkten von Erzeugern und
Vernichtern immer nur die vollstindig kontrahierten Terme in der letzten Zeile (also stets nur falls
k gerade ist) iibrigbleiben. Auflerdem miissen auch noch gleich viele Erzeuger wie Vernichter in dem
betreffenden Term vorhanden sein.

Betrachten wir nun aus den Beitrag n-ter Ordnung zum T-Matrixoperator, ergibt sich aus
dem Wickschen Theorem die folgende Struktur fiir die stdrungstheoretischen Matrixelemente, die
wir gleich in den folgenden Raum-Zeit-Feynman-Diagrammregeln zusammenfassen. Dazu denken
wir uns in jeden Wechselwirkungsoperator in der Form ausgedriickt. Da tiber die #
Zeitargumente der Wechselwirkungsoperatoren zu integrieren ist, konnen wir die §-Distributionen
in weglassen, womit diese Zeitintegrationen allesamt bereits ausgefiihrt sind.

1. Jeder Beitrag der n-ten Ordnung der Storungsreihe (5.1.65) zum 7-Matrixelement

iT]E’i’) =2miM;;8 (P, — Py),
wobei P; (Pf) die Summe der Impulse der einlaufenden (auslaufenden) Teilchen bedeutet, enthilt
n Wechselwirkungs-Hamiltonoperatoren. Jeden Wechselwirkungsoperator stellen wir durch ein
Diagramm der Form

i i d*e )
> - - < :—EU(xl—xz):—z JW 2n) U(k)exp[—ik - (x;—x,)] (5.1.79)

dar, welches die angegebene analytische Bedeutung besitzt. Die gestrichelte Linie steht fiir ein
Wechselwirkungspotential, das zwei eckig gezeichnete Vertexpunkte verbindet. Die Vertexpunk-
te symbolisieren dabei jeweils einen Raum-Zeitpunkt, wobei das Diagramm tiberhaupt wie ein
Raumzeitdiagramm zu lesen ist, bei dem die Zeit von unten nach oben eingezeichnet ist. Die
beiden sufieren einlaufenden Linien symbolisieren die Erzeugungsfeldoperatoren §(x;, ;) und

$f(xy, 0,) und die auslaufenden Linien die Vernichtungsfeldoperatoren §(x;, o) und (x,, o))

im Wechselwirkungsoperator (5.1.13).

2. Fiir jedes Teilchen im (asymptotisch freien) Anfangszustand (Endzustand) zeichne man ganz un-
ten (oben) einen runden Vertexpunkt (den Zeitpunkt ¢; — —oo (bzw. ty — +00) reprisentie-
rend) mit einem aus diesem Punkt auslaufenden (in diesen Punkt einlaufenden) Beinchen, das
mit Impuls-Spin-Argumenten p,o versehen wird und den Erzeugungsoperator af(5,0) (bzw.
den Vernichtungsoperator a(p, o) reprisentiert),

lzwzl, l;,g:L (5.1.80)

3. Man fiige dem Gesamtausdruck einen Faktor 1/x! hinzu.

4. Entsprechend dem Wickschen Theorem entspricht dann der Beitrag zu T}?) der Summe tiber

alle Diagramme, die aus den oben beschriebenen Diagrammelementen entstehen, wenn man al-
le méglichen Verbindungen zwischen Vertexpunkten und/oder dufleren Punkten untereinander
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bildet. Diese Linien stehen fiir die entsprechenden Kontraktionen der Paare von Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren. Dabei konnen alle Diagramme, in denen ein Paar von eckigen Punk-
ten, die durch eine gestrichelte Linie verbunden sind und zusitzlich noch durch eine innere Teil-
chenlinie verbunden werden, weggelassen werden, da die Erzeuger und Vernichter innerhalb ei-
nes Wechselwirkungs-Hamilton-Operators normalgeordnet sind und daher die entsprechenden
Kontraktionen 0 ergeben. Aus demselben Grund kann man Schleifen bildende innere Teilchen-
linien, die am gleichen Vertexpunkt beginnen und enden (sog. ,Tadpolediagramme). Weiter
braucht man nur Diagramme zu berticksichtigen, die jeweils die Vertexpunkte entsprechend der
Pfeilorientierung verbinden, zu beriicksichtigen. Die Verbindung zweier Punkte mit Linien, die
in entgegengesetzter Pfeilrichtung laufen, entsprechen nimlich entweder der Kontraktion eines
Paares mit zwei Vernichtungs- oder mit zwei Erzeugungsoperatoren, die beide verschwinden.
Gleichzeitig kann man alle Diagramme, die topologisch identisch sind, zusammengefaf3sen, weil
sie demselben analytischen Ausdruck entsprechen. Dabei ist fiir jede Topologieklasse beim Bil-
den der Kontraktionen die entsprechende Vielfachheit zu bestimmen, die aus den verschiedenen
kombinatorischen Moglichkeiten der Kontraktionen hervorgeht, die auf eben diese vorgegebene
Topologie fiihren.

5. Esist tiber alle im Diagramm vorhandenen Raum-Zeitpunkte x das Integral [, d*x zu nehmen.

Nun miissen wir uns um die analytische Bedeutung der verschiedenen vorkommenden Kontraktionen
kiimmern. Diese werden der obigen Erklirung wegen durch Linien, die zwei innere und/oder duflere
Punkte verbinden, reprisentiert. Wir sprechen der Kiirze halber von inneren Linien, wenn sie zwei
eckige Wechselwirkungspunkte (mit verschiedenen Raum-Zeit-Koordinaten) verbinden und von duf3e-
ren einlaufenden oder auslaufenden Linien, wenn sie einen runden Punkt mit einer aus diesem Punkt
auslaufenden (bzw. in diesen Punkt einlaufenden) Linie verbinden. Dabei ist wieder zu unterscheiden,
ob der zweite Punkt selbst ein innerer oder duflerer Punkt ist. Wir haben also folgende Fille:

1. Linien, die einen dufleren Vertexpunkt mit einer einlaufenden und einen dufleren Vertexpunkt
mit einer auslaufenden Linie verbinden: Diese stehen fiir die Kontraktion

. (5.1.81)

Linien, die irgendwelche zwei dufleren Vertexpunkte (wobei beide Linien entweder ein- oder
auslaufen) verbinden, verschwinden, weil dann zwei Erzeuger oder zwei Vernichter kontrahiert
werden.

2. Fiir Linien, die einen inneren mit einem dufleren Punkt verbinden, erhalten wir die folgenden

Tadpole=engl. Kauquappe
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beiden Regeln:
W x,0
_|e ~y TeZ _ eXp(_ip'x)
A - (l" (x’()_)a (p’a) - (271_)3/2 805
& P (5.1.82)
® p,o
B exp(+ip~x)3

I =a°(]3>0)¢'(xa&)—w ol

3. Es werden zwei innere Vertexpunkte verbunden. Dies steht fiir die Kontraktion eines zeitgeord-
neten Produkts von Impulsraumfeldoperatoren:

1A =528, 4, = T (1, )Y (32, 0,)- (5.1.83)

Wie wir gleich sehen werden, ist es bequemer, diesen Ausdruck als vierdimensionales Fourier-Integral
auszudriicken. Dazu setzen wir wieder die Modenentwicklung (5.1.8) fiir die Feldoperatoren ein und
berechnen die Kontraktion und werten eines der Impulsintegrale aus. Dies liefert zunichst

-
IA(x; —x,) = O(x) —xg)f d k3 exp[—ik, - (x"—x)] (5.1.84)
r (27) ko=E(h,)
Nun gilt aber
) R ( dky exp[—i(x® —x0)k,]
0o_ .0 0_ .0 _:| 9% 1%
O(x; —x;)exp[—i(x; —x,)E(p)] = 1JR 2w k() i0r (5.1.85)

Diese Formel beweist man, indem man das Integral als Wegintegral in der komplexen py-Ebene betrach-
tet. Es ldfit sich dann mit Hilfe des Residuensatzes ausgewerten, indem man sich den Integrationsweg
durch einen unendlich grofien Halbkreis geschlossen denkt, und zwar fiir x{ —xJ > 0 in der unteren
bzw. fiir x{ —x3 < 0 in der oberen Halbebene (s. Abb. . Wegen der Exponentialfunktionen tragen
dann nidmlich bei dieser in beiden Fillen die Halbkreise nichts zum Integral bei. Beachten wir wei-
ter, dafy beim Schlieflen des Weges in der unteren Halbebene der Integrationsweg im Uhrzeigersinne
(also im mathematisch negativen Sinne) durchlaufen wird und der Pol bei p, = E(p)—10" in der un-
teren Halbebene zu lokalisieren ist, erhilt man gerade (vgl. auch die ausfiihrliche Diskussion
in [[CH10])). In der oberen Halbebene liegen hingegen keine Pole, so dafl das Integral beim Schlieflen

in der oberen Halbebene verschwindet.

Definieren wir also den Propagator in der Viererimpulsdarstellung durch

1

Ally= ———, (5.1.86)
folgt als Diagrammregel fiir die Kontraktion zweier zeitgeordneter Feldoperatoren schliefilich
X150
=80 )30, =0, | X AReplib () 6187)
=iA(x; —x,)8, ,, =18, , 2 exp[—ik - (x; —x,)]- 1.
X202
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Imk,

A

Weg fiir x) —x) <0

Weg fiir x) —x) >0

Abbildung 5.3: Integrationswege zur Auswertung des Integrals : Fiir x9—x9 < 0 muf§ der Weg
in der oberen und fiir x) — x9 > 0 in der oberen ky-Halbebene geschlossen werden, damit aufgrund
der Exponentialfunktion im Integranden die hinzugefiigten rot gezeichneten Halbkreise nichts zum
Integral beitragen. Da der Integrand in nur einen Pol in der unteren Halbebene bei ky = E(p)—
10" besitzt, ergibt sich nach dem Residuensatz nur fiir x{ — x3 > 0 ein von 0 verschiedenes Ergebnis,
und zwar der in angegebene Wert, wobei wir berticksichtigt haben, daf§ der Integrationsweg in
negativer Richtung orientiert ist, was einen Faktor (—2i) im Residuensatz ergibt.

Setzen wir nun in irgendein nicht trivial verschwindendes Diagramm all diese analytischen Ausdriicke
ein, so lassen sich simtliche Raum-Zeit-Integrale geschlossen ausfithren, wenn man die Fourierdar-
stellungen fiir die Propagatorlinien einsetzt. Da auch die auftretenden dufleren Linien gemif3
einer Exponentialfunktion entsprechen, ergibt jede dieser Integrationen iiber ein Raum-Zeit-
Argument x an einem Vertex

d*x exp[i(k + p, — p,) - x]= 2r)*8W(k + p, — ), (5.1.88)
R4

wenn p; dem Viererimpuls der einlaufenden, p, dem der auslaufenden Teilchenlinie und &£ dem Vie-
rerimpuls im Fourierintegral fiir das Potential entspricht. Dabei kann man den Viererimpulsiibertrag
entlang der gestrichelten Wechselwirkungslinie beliebig orientieren, da das Potential I nur vom Betrag
dieses Impulses abhingt. Integrieren wir schliefilich jede dieser §-Funktion iiber diesen zur Wechselwir-
kungslinie gehdrigen Viererimpuls k aus, bleibt schliefllich eine der Gesamtenergie-Impulserhaltung
entsprechende Funktion (27)*8™(P,, — P, ) tibrig, wie wir es bereits oben in angenommen
haben. Diese 8-Funktion kénnen wir also gleich herauskiirzen. Uber simtliche Impulse von Propa-
gatorlinien, die durch die Viererimpulserhaltung an den Vertizes und die Gesamtenergie-Impulsbilanz
nicht festgelegt sind, ist mit f]R‘* d*p/(2m)* zu integrieren. Uber alle Spin-z-Quantenzahlen ¢ an inne-
ren Punkten ist zu summieren.

Jetzt konnen wir die Feynman-Regeln im Impulsraum angeben, die direkt fiir die storungstheore-
tischen Beitrige zu den Matrixelementen .#; gelten. Wir brauchen dabei auch nicht mehr zwischen

eckigen und runden Vertexpunkten zu unterscheiden. Wir haben aufgrund der obigen Uberlegungen
folgende Diagrammregeln fiir die Berechnung der Matrix-Elemente:

* Die Diagramme, die den Beitrag n-ter Ordnung der Bornreihe zum Matrixelement 27ti/; re-

161



Kapitel 5 - Vielteilchensysteme wechselwirkender Teilchen

prasentieren, enthalten » fundamentale Wechselwirkungsdiagrammelemente mit jeweils zwei
Vertices:

k/
=—=U(k,— k). (5.1.89)

An jedem der beiden Vertexpunkte gilt die Viererimpulserhaltung, wie angegeben. Weiter erhalt
jeder Beitrag zu 27'ci,//l]<['z) einen Faktor (27)*/n!.

* Die Einteilchenanfangszustinde im antisymmetrisierten Vielteilchenproduktzutand |z) werden
durch duflere Punkte mit Beinchen symbolisiert, die ganz unten (entsprechend der Anfangszeit
t; — —oo fiir den asymptotisch freien In-Zustand) in das Diagramm einlaufen. Entsprechend hat
man fiir die entsprechenden Teilchen im Endzustand |f) ganz oben duflere Punkte mit aus dem
Diagramm auslaufenden Beinchen anzubringen. Ein dufieres ein- oder auslaufendes Beinchen im
Diagramm besitzt dann aufgrund der obigen Betrachtungen jeweils die folgende Bedeutung:

/

o
p = (27:;//2 (duflere Linie). (5.1.90)
o

Die Viererimpulse an dufleren Linien sind ,on shell“, d.h. es gilt die Energie-Impulsbeziehung

po =E(p)= 1772/(2m) fiir freie Teilchen.

* Es sind alle topologisch verschiedenen Verbindungen von Paaren von Linien entsprechend der
Pfeilrichtung (Kontraktionen) zu bilden, wobei fiir jede Topologieklasse die kombinatorische
Vielfachheit des Diagramms zu zdhlen ist. Zusammen mit dem Faktor 1/#! bezeichnet man die-
sen Faktor als Symmetriefaktor des Diagramms.

Eine innere Linie steht fiir einen (zeitgeordneten) Propagatorﬂ

/
g

P = ié\g/gﬁ(p) (innere Linie). (5.1.91)

o

* Esist Uiber alle Viererimpulse p an inneren Linien, die nicht durch die Energie-Impulserhaltung
an den Vertizes und die Gesamt-Energie-Impuls-Erhaltung festgelegt sind, mit fR4 d*p/(2r)* zu

integrieren. Uber alle Spin-z-Indizes an inneren Vertexpunkten ist zu summieren.

® Diagramme, die sich nur durch Vertauschung einer ungeraden Anzahl von Paaren duflerer Linien
unterscheiden, einen relativen Faktor (—1). Diese Regel riihrt von den Vorzeichenregeln fiir die

’In der hier betrachteten nichtrelativistischen Theorie fiir Streuprozesse stimmen dabei, wie oben gesehen, der zeitgeord-
nete mit dem retardierten Propagator der freien Schrodingergleichung tiberein
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Kontraktionen fermionischer Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren herf’}

* Diagramme mit Propagatorlinien, die die Vertizes innerhalb eines einzelnen Wechselwirkungs-
anteils (also zwei Vertizes mit einer sie verbindenden Wechselwirkungslinie) verbinden, oder ei-
ne geschlossene Schleife an einem einzelnen Vertex (, Tadpole-Diagramm®) konnen weggelassen
werden, weil in diesem Fall die entsprechenden Kontraktionen {iber normalgeordnete Operator-
paare innerhalb eines Wechselwirkungsoperators erfolgen und daher identisch verschwinden.

Diagramme, die wenigstens eine Schleife enthalten, die sich aus einer zusammenhingenden Folge
von Propagatorlinien zusammensetzt, verschwinden ebenfalls.

5.1.6 Anwendung auf das Yukawa- und Coulombpotential

Wir betrachten nun als Beispiel die erste Ordnung der Storungstheorie. Hier liegen aufgrund der Energie-
Impulserhaltung an den beiden Vertices alle Energien und Impulse im Diagramm durch die dufleren
Impulse fest. Wir brauchen also kein Impulsintegral auszufiihren. Es gibt zwei Topologieklassen von
Diagrammen, die sich lediglich durch die Vertauschung der auslaufenden Linien voneinander unter-
scheiden:

(5.1.92)

Bestimmen wir zunichst den Symmetriefaktor im linken Diagramm (,direkter Term®). Dazu denken
wir uns die dufleren Beinchen zunichst noch abgetrennt und zihlen, auf wie viele Arten jedes der
beiden Diagramme wir durch die entsprechenden Kontraktionen zusammengesetzt werden kann. Das
erste einlaufende Beinchen konnen wir mit jedem der beiden einlaufenden Beinchen des Wechselwir-
kungsdiagrammteils verbinden, was einen Faktor 2 liefert. Alle Kontraktionen der anderen dufleren
Beinchen sind dann eindeutig durch die Topologie festgelegt. Dieselbe Uberlegung gilt auch fiir das
zweite Diagramm (,, Austauschterm®). Folglich haben wir insgesamt einen Faktor 2. Jetzt brauchen wir
nur noch die Diagramme von oben nach unten abzulesen und den einzelnen Diagrammelementen die
oben beschriebenen analytischen Ausdriicke zuzuordnen (Ubung!). Dann erhalten wir schlieflich fiir
das linke Diagramm

. (7 r 72 r
~.2:8,,8,15 8, Mé‘ S 8 =—id ., S Vp—p))

171 191

6,04 (27_[)3 056, % 555, 6,0, o]0 aézrz (27_[)3

i,//[(l’l) _

== . (5.1.93)

Dabei haben wir fiir die Spinindizes die Einsteinsche Summationskonvention verwendet.

Das zweite Diagramm ergibt sich daraus einfach durch Vertauschen von (p{,07) mit p,,0) sowie ein
umgekehrtes Vorzeichen aufgrund der Vertauschungsregel fiir duflere Fermionenbeinchen, d.h.

V(p1—pi)

/ 5.1.94
0102 (27-[)3 ( )

in=4i8,, 8
fl 291

8Tn der relativistischen Theorie ergibt sich als weitere Vorzeichenregel, daf} bei einem Diagramm fiir jede geschlossene
Schleife, die nur aus Fermionenpropagatorlinien besteht, ein Faktor (—1) zu beriicksichtigen ist. Man {iiberlegt sich in der
betrachteten nichtrelativistischen Vakuumfeldtheorie leicht, indem man die Feynmanregeln im Raumzeitbereich anwendet,
dafl solche Diagramme stets verschwinden, da hier der zeitgeordnete Propagator mit dem retardierten Propagator iiberein-
stimmt. Da nun in einer Schleife dieser Art wenigstens eine im Zeitargument eines Propagators auftretende Zeitdifferenz
stets negativ ist, liefert dieser Propagator einen Faktor 0.
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In der ersten Ordnung der Storungstheorie (Bornsche Niherung) ist also aufgrund von (5.1.54)

do m? .
d0  4(2n)? 870,830, V(1 = P1) =8y, MZV(P1 )‘
= S 8 VAP P+ S By V2
= 42n)p| Ceie O (Pr=P1)+ 800,801,V (b1 = P2)— (5.1.95)

"~ = > INY7/T =/
28(0{01)8(0&02)3(0501)8(0102)S(UEUI)V(pl - pl)v(pl - pZ):|

Dabei haben wir berticksichtigt, dafy die hier betrachteten Yukawa- und Coulomb-Potentiale gemif3
reelle Fouriertransformierte besitzen. Die um die Indizes gesetzten Klammern im letzten Aus-
druck, dem Interferenzterm, deuten an, daf hier nicht gemafd der Einsteinschen Summationskonventi-
on zu summieren ist. Dies ist der Streuquerschnitt fiir polarisierte Teilchen, d.h. die Spineinstellungen
werden sowohl im Anfangszustand (o, und 0,) prizise festgelegt als auch im Endzustand (o] und 07)
exakt gemessen. Solche Experimente sind sehr aufwendig. Daher werden gewohnlich Streuexperimen-
te mit total unpolarisierten Teilchen durchgefiihrt, und die Spins der gestreuten Teilchen werden nicht
erfafit.

Dann miissen wir iiber die Spinstellungen im Anfangszustand mitteln, wobei jede Spinkombination
gleichgewichtet wird, und iiber die Spins im Endzustand summieren. Dann erhalten wir

do m? VIO VIO

< n > = (V2B =N+ VP =)=V —POV(Bi—B))]. (5.1.96)
cm / unpo

Betrachten wir nun das Yukawapotential ). Dabei beachten wir, dafl im Schwerpunktssystem

1771:_17)2:;cm’ 271/ _pz pcm undpcm_(pc ) ist und daher

5 —% )
(pl _pll)z = 2m£cm(1 —Cos 190 ) 4mE Sll’l <%> s
(5.1.97)

- o )
(51 B = 2B (1 c05b) = o252

gilt. Dabei ist £, die totale Energie im Schwerpunktssystem, also E., = E(p;)+E(p,) = 2E(pey,) =
P2 /m. Setzen wir dies in (5.1.96) ein, erhalten wir schliefflich im Limes A — 0, d.h. wenn wir den
Grenzfall eines Coulomb-Potentials betrachten,

<d0> % [ L o 1 ] 5.1.98)
dQcm unpol_(4Ecrr1)2 sin4(19€m/2) COS4(19cm/2) sinz(ﬁcm/Z)cosz(ﬁcm/Z) . o

Dabei haben wir die vom verwendeten elektromagnetischen Mafsystem unabhingige dimensionslose
Feinstrukturkonstante o (fiir Elektronen oder Protonen ist ¢ = +e und a ~ 1/137), die im hier
verwendeten Heaviside-Lorentzschen Einheitensystem durch @ = ¢?/(47) gegeben ist. Die Formel
heifit Mott-Formel fiir die Streuung zweier unpolarisierter Spin-1/2-Teilchen.

Hitten wir die Streuung zweier unterscheidbarer Spin-1/2-Teilchen betrachtet, hitten wir (bis auf Vor-
faktoren) nur den ersten Term in der Klammer erhalten. Wiirde man nun in einer naiven klassischen
Wahrscheinlichkeitsbetrachtung die Ununterscheidbarkeit der Teilchen lediglich dadurch berticksichti-
gen, dafl wir einfach iiber Wahrscheinlichkeiten der beiden ununterscheidbaren Situationen, die durch

164



5.1 - Zweiteilchen-Streuung

die Diagramme in veranschaulicht werden, summieren, hitten wir die beiden ersten Terme
erhalten (inkohirente Summe). Die Quantentheorie besagt aber, daf§ wir nicht die Wahrscheinlich-
keiten sondern die Amplituden zu addieren und dann zu quadrieren haben, wie es ja auch in unserem
Diagrammformalismus von selbst herausgekommen ist. Dadurch entsteht der Interferenzterm in der
eckigen Klammer von (5.1.98). Das —Zeichen riihrt dabei offensichtlich von der Regel fiir die Vertau-
schung der beiden dufleren Fermionenlinien her. Durch Messung des differentiellen Streuquerschnit-
tes konnen wir also iiberpriifen, dafl z.B. Elektronen tatsichlich Fermionen sind. Wiren sie
namlich Bosonen, hitten wir exakt die gleichen Feynmanregeln erhalten, bis auf die Vorzeichenregeln
fiir die Schleifen und die Vertauschung von dufleren Beinchen, da beim Wicktheorem fiir Bosonen kei-
ne Vorzeicheninderungen beim Permutieren von Erzeugern und Vernichtern auftreten. Es stellt sich
freilich heraus, daf§ Elektronen tatsichlich Fermionen sind.

Weiter miissen wir noch betonen, daff bei der Berechnung des totalen Streuquerschnittes nur der Be-
reich &, € [0,7/2] zu betrachten ist, da wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen der Rest des
Raumwinkels zur selben Konfiguration im Endzustand fithrt. Freilich kann man aber auch tiber ¢, €
[0, r] integrieren und dann das Resultat halbieren.

Es ist charakteristisch, dafl fiir das Coulomb-Potential gemaf3 der totale Streuquerschnitt di-
vergiert. Dies liegt daran, daf§ ein reines Coulombpotential in zweierlei Hinsicht unrealistisch ist: Zum
einen finden sich immer Ladungen in der Umgebung der Teilchen, die zu einer Abschirmung des Cou-
lombpotentials fithren. Das fiithrt dazu, daf$ effektiv doch wieder ein Yukawa-Potential wirksam wird.
Dieses Phinomen heift Debye-Abschirmung und wird in der Spezialliteratur zur Vielteilchentheorie

ausfiihrlich behandelt (s. z.B. [FW71,|AGD76)).

Zum anderen ist die elastische Streuung geladener Teilchen insofern unrealistisch als beschleunigte La-
dungen immer auch elektromagnetische Wellen abstrahlen. Im Bild der (relativistischen) Quantenfeld-
theorie entspricht dies der Erzeugung von Photonen, und selbst bei nichtrelativistischen Elektronen
werden stets auch sehr niederenergetische Photonen abgestrahlt. Ein Detektor fiir Elektronen mifit
die Energie derselben immer nur mit einer bestimmten Genauigkeit AE, so daf$ auch Streuvorginge
mitzuzihlen sind, wo neben der elastischen Streuung auch alle Prozesse zu betrachten sind, bei der
auch niederenergetische Photonen mit einer Gesamtenergie < AE abgestrahlt werden, was aber von
den Detektoren wegen deren endlicher Energieauflosung nicht erfafit wird. Es stellt sich dann heraus,
daf§ bei Berticksichtigung dieses Effekts, ein endlicher totaler Streuquerschnitt resultiert [BN37, PS95]].
Wir konnen darauf in dieser Vorlesung nicht niher eingehen.
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Kapitel 6

Einfiihrung in die relativistische Quantentheorie

In diesem Kapitel wollen wir die Anfangsgriinde der relativistischen Quantentheorie behandeln. Nach-
dem wir die wesentlichen Grundlagen zur relativistischen Raumzeitstruktur sowie die klassische
Elektrodynamik in relativistisch kovarianter Schreibweise zusammengefafit haben, betrachten wir
zunichst die freie Dirac-Gleichung, die nicht wechselwirkende Spin-1/2-Teilchen beschreibt. Wie wir
sehen werden, verlangt die realtivistische Theorie die Einfithrung von Antiteilchen, um die grundle-
genden Forderungen der Mikrokausalitit und Stabilitit des Vakuums erfiillen zu knnen.

Dann wenden wir uns der Quantisierung des freien elektromagnetischen Feldes zu, wobei wir die
charakteristischen Probleme, die aus der Eichinvarianz resultieren, durch die vollstindige Eichfixierung
in der Coulomb-Eichung, beseitigen.

Schliefflich gehen wir mit Hilfe des Prinzips der minimalen Kopplung zur Quantenelektrodyna-
mik, also der Theorie wechselwirkender Elektronen, Positronen (oder Muonen und Antimuonen) und
Photonen iiber. Nach einer Herleitung der Feynmanregeln schlieflen wir die Vorlesung mit einer Be-
rechnung einiger Streuquerschnitte in niedrigster Ordnung der Storungstheorie (Elektron-Positron-
Annihilation zu Muonen, elastische Elektronenstreuung, Compton-Streuung etc.).

6.1 Relativistische Raumzeitstruktur und Lorentzgruppe

Wir setzen voraus, dafy der Leser mit den Grundlagen der klassischen relativistischen Mechanik und
Elektrodynamik vertraut ist. Dieser erste Abschnitt soll dazu dienen, die wichtigsten Grundbegriffe
zu wiederholen und die Notation der Vierervektoren und -tensoren in diesem Teil des Skripts einzu-
fithren. Wir bedienen uns weiterhin des natiirlichen Einheitensystems, indem wir das (modifizierte)
Plancksche Wirkungsquantum und die Lichtgeschwindigkeit zu 1 setzen:

h=c=1. (6.1.1)

Ublicherweise ist es bequem, Massen, Energien und Impulse in MeV oder GeV anzugeben und Lingen

in fm (1 fm = 1 femto-meter = 1 Fermi = 10~"*m). Zur Umrechnung von Zeiten und Lingen zwischen
fm und MeV—! benétigen wir dann lediglich [N*10]

he =197.3269631(49) MeV fm. 6.1.2)

die in Klammern stehenden Ziffern geben dabei die Unsicherheit der Grofie auf die entsprechenden
letzten Dezimalstellen an.
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Die relativistische Raumzeit ist ein vierdimensionaler reeller Punktraum, auf dem eine Fundamental-
form (,Pseudometrik”) der Signatur (1,3) definiert ist, d.h. fiihrt man ein bzgl. dieser Fundamentalform
orthonormiertes Basissystem in einem beliebig gewihlten Bezugspunkt der Raumzeit ein, konnen wir
jeden Raumzeitpunkt umkehrbar eindeutig durch die vier kontravarianten Vektorkomponenten x*
(u €{0,1,2,3}) beschreiben, und die Fundamentalform besitzt die kovarianten Tensorkomponenten

1 0 0 0
O —1 0 O
0 O 0 -1

Der R* mit dieser Fundamentalform heifft Minkowskiraum. Jedes Bezugssystem, in dem die Funda-
mentalform diese Komponenten besitzt, ist ein Inertialsystem. Im folgenden schreiben wir kontrava-
riante Vektorkomponenten auch als Spaltenvektor

xO
xl Xo

() =1 2 =<£> (6.1.4)
x3

Die Fundamentalform definiert das Minkowskiprodukt zwischen zwei Vierervektoren:
x-yi= Py =x00—%.5 6.1.5
Y=gty =Xty =Xy, (6.1.5)

wobei liber gegenstindige gleichnamige Indizes summiert wird (Einsteinsche Summationskonventi-
on) und X - j = x!y! + x?y2 + x’y? das iibliche Skalarprodukt im Euklidischen R bezeichnet. Die
kovarianten Komponenten eines Vektors, die wir in einem Spaltenvektor anordnen, erhilt man durch
yIndexzichen” mit dem Fundamentaltensor,

(xlu) = (g[uvxv) = (xo’_xl,_xZ’_x,’)) = (xO’_;ét), (616)

wobei ein hochgestelltes ¢ an einem Vektor oder einer Matrix die Transposition bezeichnet, d.h. x* ist
der Zeilenvektor (x!,x2, x3).

Entsprechend werden mit g#” die kontravarianten Komponenten der Fundamentalform bezeichnet.
Da fiir jeden Vektor

xt=gMx, = g"g,q%, (6.1.7)
gelten soll, mufl notwendig
1 firu=v
We =8 = 6.1.8
8" 8o o {o fir 11 £ (6.1.8)
sein, so dafd
1 0 0 ©
0 —1 O 0
wy —
E=15 o5 —1 o (6.1.9)
0O 0 o0 -1
ist.
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Die Vektoren x € R* fallen in drei Klassen:

>0 zertartig,
x-x=:x{ =0 lichtartig, (6.1.10)

<0 raumartig.

Eine lineare Transformation des Minkowskiraums, der die Fundamentalform zwischen beliebigen Vek-
toren invariant liflt, heift Lorentztransformation. Wie jede lineare Abbildung wird eine Lorentz-
transformation bzgl. einer Basis durch eine Matrix (A¥ ) reprisentiert, d.h. die kontravarianten Kom-
ponenten eines Vektors transformieren sich gemif§

X't =AM x”. (6.1.11)
Damit nun die Minkowskiprodukte zwischen beliebigen Vektoren ungeindert bleiben, muff gelten
gﬂvx/”y” = gWA'“//AVV/x“/yV/ = glulle“/yvl (6.1.12)
gelten. Da wir dies fiir beliebige x,y € R* verlangen, ist also notwendig
g[uvA’u[u/AvV/ = glu/V/. (6113)
Dafiir konnen wir auch )
u MONAY gAY _ NO
(gyvA /.t/g )A v = AV A v = 8\/, (6.1.14)
schreiben. Dies bedeutet, daff eine Lorentztransformation invertierbar ist und
(A=A (6.1.15)
sein muf$. In Matrix-Vektorschreibweise bedeutet dies
Alt=gAyg, (6.1.16)

Wobei wir Lorentztransformationsmatrizen immer als diejenige Form verstehen, wo der erste Index
oben und der zweite Index unten stehen. Offenbar beschreibt umgekehrt auch jede Matrix A, die
erfiillt, eine Lorentztransformation.

Daraus folgt auch das Transformationsverhalten fiir die kovarianten Komponenten eines Vektors. Es
gilt nimlich

(6.1.16

/ v __ v _ v o _ o O t _\o - ) —1\o
xy_gyvx _gluvA /oxlo_g,uvA pglo xa_(gAg),u xa_x (gA g) 1“ - xa(A ) (6117)

-
Man sagt dazu auch, dafl sich die kovarianten Komponenten kontragredient zu den kontravarianten
Komponenten transformieren.

Entsprechend bezeichnet man Ausdriicke der Art 7% ° als Tensoren (3. Stufe). Ihr Transformations-
verhalten entspricht dem von kontra- und kovarianten Vektorkomponenten, entsprechend der oberen
bzw. unteren Stellung der Indizes. Fiir den Tensor 3. Stufe gilt also z.B.

/

T, = A (AT AT TR (6.1.18)

Die Lorentztransformationen mit der Hintereinanderaustithrung (entsprechend der Matrixmultipli-
kation der dazugehorigen Matrizen) bilden eine Gruppe, denn mit zwei Lorentztransformationen A,
und A, ist auch A, A, eine Lorentztransformation, denn wegen g? = 1 ist

g(A0y) g = gASATg = (gA5g)(gAig) = Ay AT = (A A,) 7, (6.1.19)
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so dafl A, A, die Bedingung (6.1.16) erfiillt.

Die physikalische Bedeutung der Lorentztransformationen wird unmittelbar einsichtig, wenn man
die beiden wichtigsten Spezialfille betrachtet, nimlich

(i) Drehungen der rein riumlichen Basis eines beliebigen Orthonormalsystems und

(i) Gleichformig geradlinige Bewegung eines solchen Bezugssystems gegen ein anderes (,drehungs-
freier Lorentzboost”).

Ein Beispiel fiir Drehungen ist eine Drehung um die 3-Achse um den Winkel ¢ €[0,27):

1 0 0 0

|0 cos¢ sing O
Di#)=|o _gn 4 cosp 0 (6.1.20)

0 0 0 1

Ein drehungstreier Lorentzboost entlang der 3-Achse besitzt die Parametrisierung
coshp 0 0 —sinhp
0 1 0 0

Bm=| ¢ o1 o (6.1.21)

—sinhn 0 0 coshp

Dabei ist 7 € R. Man weist mit Hilfe der Beziehung cosh® 7 —sinh? 7 = 1 leicht nach, dafl diese Matrix
in der Tat die Bedingung (6.1.16) an eine Lorentztransformation erfiillt (Ubung/). Um die physikalische
Bedeutung der Rapiditit 7 zu verstehen, wenden wir (6.1.21) auf die Komponenten eines beliebigen
Vierervektors an:
x%coshn—x>sinh7
1
x" =By(n)x = zz . (6.1.22)
—x%sinh 7 + x> cosh 7

Betrachten wir insbesondere den riumlichen Ursprung des Systems ¥/, indem wir x'! = x"2=x"> =0
setzen. Aus (6.1.22) erschen wir, dafl dieser Punkt im System X die Koordinaten

x'=x*=0, x’=x"tanhyn=1ttanhy (6.1.23)
besitzt. Das bedeutet, daf§ sich 3’ relativ zu ¥ mit der Geschwindigkeit v = tanh 7 entlang der 3-Achse
bewegt. Es ist stets |tanh 7| < 1. Mit Hilfe der folgenden Beziehung lifit sich der Boost (6.1.21) auch
mit Hilfe der Geschwindigkeit v ausdriicken:

hyp=——— =y(v), sinhy=—" (2) (6.1.24)

coshn = :=y(v), sinhp= =oy(v). 1.
1=y 1= ===y

In Analogie zu (6.1.20) bzw. (6.1.21) lassen sich Drehungen um eine beliebige riumliche Achse eines
Orthonormalsystems bzw. Boosts entlang einer beliebigen raumlichen Richtung dieses Orthonormal-
systems angeben. Wir werden spiter insbesondere Boosts in eine beliebige riumliche Richtung benéti-
gen. Richtung und Geschwindigkeit des Boosts konnen wir durch einen dreidimensionalen Vektor o
mit |7| < 1 charakterisieren. Dann lautet der Boost

~ [ —oty
B(v)_<_6y ﬂ+(y_1)5®5/52>. (6.1.25)

170



6.1 - Relativistische Raumzeitstruktur und Lorentzgruppe

Dabei bezeichnet 7 ® b, das dyadische Produkt zwischen zwei Dreiervektoren, d.h. die Matrix mit
den Elementen R o
((Z@ b)z] :dlb], (6126)

und die Multiplikation mit einem Spaltenvektor von links bedeutet also
(E@Z-?)i =a'blc :alzﬁ'c. (6.1.27)
Die Wirkung des Boosts (6.1.25) auf die Komponenten eines beliebigen Vierervektors ist also durch

N y(x°—T-X)
B(v)x = <§ +(y—1)5(5-7)/7— }/7ij> (6.1.28)

gegeben. Wir bemerken weiter, dafl die Drehungen um eine beliebige feste Achse sowie die Boosts ent-
lang einer beliebigen gesten Koordinatenrichtung jeweils abelsche Einparameteruntergruppen der
Lorentzgruppe bilden, denn mit Hilfe der Additionstheoreme der trigonometrischen bzw. hyperbo-
lischen Funktionen ergibt sich sofort (Ubung/)

D5(¢1)Ds(¢) = D5(¢b1+ $2)s  Bs(11)B5(n,) = B3(ny + 1) (6.1.29)

Es ist wichtig zu bemerken, dafl zwar die Drehungen eine Untergruppe der Lorentzgruppe bilden, nicht
aber die Boosts. Die Hintereinanderausfiihrung zweier drehungsfreier Boosts in unterschiedlicher Richtung
sind i.a. weder kommutativ noch drehungsfrei!

Wir machen noch ohne Beweis (der interessierte Leser sei z.B. auf [HeeO2]] verwiesen) einige allgemeine
Bemerkungen zur Sturktur der Lorentzgruppe.

Man bezeichnet die volle Lorentzgruppe auch als O(1,3). Dies sind alle Matrizen, die 6) erfiil-

len und also das Minkowski-Produkt (6 invariant lassen. Die Benennung (1,3) ruhrt daher, daf}
die Komponentenmatrix der entsprechenden Fundamentalform einen positiven und drei negative Ei-

genwerte besitzt wie unmittelbar aus (6.1.3), wo eine ,,pseudoorthogonale® Basis (physikalisch einem
Inertialsystem entsprechend) gewahlt wurde. Aus (6.1.16) folgt

1

A det(A™!) =det(gA’g) = (det g)*det A’ =det A = (detA)* =1. (6.1.30)
e

Es ist also
det A = +1. (6.1.31)

Die stetig mit der Identitit zusammenhingenden Lorentztransformationen miissen also det A = +1
erfiillen. Offenbar bilden alle Lorentztransformationen mit Determinante 1 eine Untergruppe, die man
als eigentliche Lorentzgruppe SO(1,3) bezeichnet.

Nun schreiben wir (6.1.16) durch Multiplikation von links mit A in der Form
Aghlg=1, = Ag\' =g, (6.1.32)

wobei wir im zweiten Schritt die Gleichung noch unter Beriicksichtung von g? = 1, von rechts mit g
multipliziert haben. In Komponentenschreibweise lautet diese Gleichung

ngA“pAVU = &0 (6.1.33)
Setzen wir darin p = o =0, folgt, dafl fiir alle Lorentztransformationen
(M%) >1 = A%>1 oder A% <—1. (6.1.34)

171



Kapitel 6 - Einfithrung in die relativistische Quantentheorie

Die stetig mit der Identitit zusammenhingenden Lorentztransfomationen miissen also A% > 1 er-
tillen. Wie wir weiter unten noch sehen werden, impliziert dies, daf} fiir zeitartige Vektoren solche
Lorentz-Transformationen das Vorzeichen der Zeitkomponente ungeindert lassen. Diese Transforma-
tionen bilden daher offenbar wieder eine Untergruppe, die orthochrone Lorentz-Gruppe O(1,3)!.
Da offenbar die Raumspiegelung

(P¥) = diag(1,—1,—1,—1) (6.1.35)

offenbar orthochron ist aber offenbar det P = —1 gilt, enthilt O(l,.’))T noch Transformationen, die
nicht stetig aus der Identitit hervorgehen konnen.

Die stetig mit der Identitdt zusammenhingenden Lorentztransformationen erweisen sich nun als genau
die Lorentztransformationen die zugleich

detA=+1, A% >1 (6.1.36)

erfiillen. Dies sind die eigentlich orthochronen Lorentz-Transformationen. Als die Schnittmenge
0(1,3)TNSO(1, 3) bilden sie ebenfalls eine Untergruppe, die man als eigentlich orthochrone Lorentz-
Gruppe SO(1,3) bezeichnet.

Die Lorentz-Invarianz einer physikalischen Theorie sollte genauer als Invarianz unter der Transfor-
mationsgruppe SO(1,3)! verstanden werden. In der Tat zeigt sich, daf} die schwache Wechselwirkung
sowohl die Symmetrie unter Raumspiegelungen als auch (mit grofler Wahrscheinlichkeit) der Zeitum-
kehr verletzt (s. z.B. [Nac86]), so dafl nur SO(1,3)! eine Symmetriegruppe der Natur ist, nicht aber
ganze O(1,3) oder die anderen genannten gréferen Untergruppen SO(1,3) bzw. O(1,3)1.

6.2 Das klassische Teilchenbild

In diesem Abschnitt wollen wir die eben besprochenen mehr mathematischen Begriffsbildungen auf
einfachste physikalische Sachverhalte von Teilchen im Rahmen einer klassischen Punktteilchenbehand-
lung anwenden, indem wir Stof§prozesse betrachten. Dies wird uns als Anschauungsbeispiel bei der
Entwicklung der entsprechenden quantentheoretischen Begriffe noch gute Dienste leisten.

6.2.1 Die relativistische Kinematik freier Punktteilchen

Prinzipiell kann die Formulierung der relativistischen Mechanik eines Punktteilchens nach Wahl ei-
nes beliebigen Inertialsystems genau wie die Newtonsche Mechanik durch die Beschreibung der Bah-
nen im dreidimensionalen Euklidischen Raum des durch dieses Inertialsystem definierten Beobachters
erfolgen. Dies ist aber insbesondere zur Formulierung grundlegender Naturgesetze nicht besonders
bequem. Es empfiehlt sich hingegen, die Kinematik und Dynamik der Punktteilchen im vierdimensio-
nalen Minkowskiraum zu betrachten.

Wir beschreiben also die Bewegung eines Teilchens als Trajektorie im vierdimensionalen Minkowski-
raum, d.h. wir fithren einen beliebigen Parameter A fiir diese Weltlinie des Teilchens ein: x* = x#(A).
Spezialisieren wir nun diese Beschreibung auf ein bestimmtes Inertialsystem, mufl sich dieselbe Trajek-
torie auch umkehrbar eindeutig mit Hilfe der dazugehdrigen Koordinatenzeit ¢ = x° angeben lassen.
Dies ist die schwichste Forderung an ein Kausalgesetz. Das bedeutet, daff die Trajektorie die Bedingung

dx®(A)  dt
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erfiillen mufl. Wir verlangen der Bequemlichkeit halber das positive Vorzeichen, damit ein Anwachsen
des Parameters A der positiven Zeitrichtung entspricht.

Weiter ist klar, dafl fiir jede eigentlich orthochrone Lorentztransformation A ebenfalls die Bedingung

(6.2.1) gelten muf, also

dx”
0. 6.2.2
s 622)

Wir wollen nun zeigen, dafl dies nur dann gewihrleistet ist, wenn dx/dA zeit- oder lichtartig ist.

AO

Betrachten wir also zunichst einen raumartigen Vierervektor 4, von dem wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit verlangen diirfen, daff sein riumlicher Teil in 3-Richtung weist, d.h. 2! = 4> = 0 und
a® > 0 ist,[[fund wenden einen beliebigen Lorentzboost der Gestalt (6.1.21) an. Dann ist

a°=a° coshn—a’sinhy (6.2.3)
Angenommen 4° > 0. Da nach Voraussetzung der Raumartigkeit 4 = (a°)*—(4)? < 0, ist 0 > &> > a°.
Verlangen wir also 4'° < 0, miissen wir nur n so wihlen, dafl

a° coshn < a’sinh 7 = tanhy > a°/a’. (6.2.4)

Daa®/a® < 1und tanhz — 1 fiir » — oo, ist eine solche Wahl von 7 stets méglich. Das bedeutet aber,
daf} in der Tat dx/dA fiir unsere Trajektorie nicht raumartig sein darf, damit stets erfulle ist.
Genau dieselbe Betrachtung zeigt, dafy man fiir licht- und zeitartige Vektoren a durch einen eigentlich
orthochronen Lorentzboost das Vorzeichen der Zeitkomponente nicht andern kann, da |tanhz| < 1
fiir jedes reelle 7, so dafl also die Weltlinie eines Teilchens stets so beschaffen sein muf3, daf3 die Tangen-
ten tiberall zeit- oder lichtartig sind. Wir nennen solche Trajektorien im Minkowskiraum schlechthin
einfach zeit- oder lichtartig.

Nehmen wir nun zunichst an, wir hitten eine zeitartige Trajektorie vorliegen. Greifen wir einen belie-

bigen Punkt, charakterisiert durch A = A, heraus. Dann kann man stets einen Lorentzboost der Form
(6.1.28) finden, so dafl dx’/dA|,_ 5, = 0iist. Dazu braucht man nur mit der Geschwindigkeit

- —1
7= j—’; <%> (6.2.5)

zu boosten (Ubung). Wegen der Zeitartigkeit der Trajektorie ist ja |7| < 1! Dies ist das Ruhesystem des
Teilchens, in dem es momentan (also zu dem durch A = A, gegebenen Zeitpunkt) ruht.

Wir konnen uns diese Lorentzboosts nun zu jedem Punkt entlang der Trajektorie ausgefiihrt denken.
Dies definiert mit dem Teilchen mitbewegte Inertialsysteme, und man bezeichnet die in diesen Inerti-
alsystemen gemessenen Zeitelemente dt als die Eigenzeitelemente des Teilchens. Es wire nun dufSerst
mithsam, diese Eigenzeitelemente fiir eine gegebene Trajektorie zu berechnen, wenn man all diese Lor-
entztransformationen tatsichlich ausfithren miifite. Dies ist aber gar nicht notwendig, denn wir kdnnen
aufgrund der Lorentzinvarianz dx’ = (dr,0,0,0) schreiben

dr? =dx’-dx’ =dx - dx, (6.2.6)
und von einem beliebigen Ereignis A, an gezdhlt vergeht also die Eigenzeit
A
dx dx
H=| d\|5—- 6.2.7
W= [ o G 627)

Da weiter offenbar dv/dA > 0 ist, konnen wir auch die Eigenzeit des Teilchens als Parameter der Welt-
linie verwenden.

!Ist das nicht der Fall, kénnen wir zunichst eine riumliche Drehung anwenden, um dies zu erreichen.
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pl 2

Abbildung 6.1:
Raumzeitdiagramm  fiir ~ die
Streuung zweier Teilchen in
zwel (gleiche oder verschiedene)
andere Teilchen. Wir folgen der
Konvention, daf§ die Zeit von
unten nach oben aufgetragen

Dieses Konzept der Eigenzeit ist deshalb wichtig, weil es sich um
eine relativistische Invariante handelt, die eine bequeme kovariante
Formulierung der Teilchenkinemantik und -dynamik erlaubt. Die
kovariante Definition der kinematischen Grofien Geschwindigkeit

und Beschleunigung erfolgt daher in Bezug auf diese Eigenzeit des

Teilchens:
dx _du d?x

dr’ ~ dr  dr?’
In den nicht kovarianten, also anf ein Inertialsystem bezogenen dreidi-
mensionalen GrofSen geschrieben, gilt also

dx dt 1 . 3 dx 1
n=——=yl5) mt 7=—, y=——.
dede  '\3 & T e
Kovariante Bewegungsgleichungen lassen sich am bequemsten aus
dem Hamiltonschen Prinzip in der Lagrangeformulierung bestim-

u= a (6.2.8)

(6.2.9)

men. Fiir freie Teilchen hat man als einzigen Vierervektor # zur
Verfligung, um eine invariante Wirkung zu formulieren. Der einzige
Skalar, der sich aus diesem Vektor bilden 1ifit, ist #% = 1, so daf fiir
ein massives Teilchen

wird, was sich spater bei der
diagrammatischen ~ Formulie-
rung  (Feynman-Diagramme)
der Storungstheorie noch als
niitzlich erweisen wird.

dx“ dx u

Tl (6.2.10)

Ao[x] :—mf dr :—mf dA
den geeigneten Ansatz fiir eine Wirkung darstellt. Wir haben im letzten Schritt die Wirkung wieder
bzgl. eines beliebigen Weltparameters A dargestellt, da die Eigenzeit selbst nicht unabhingig ist. Man
kann als Weltparameter selbstverstindlich auch die Koordinatenzeit ¢ bzgl. eines beliebigen Inertialsy-
stems wihlen, denn die Wirkung ist unabhingig von dieser Parametrisierung der Weltlinie:

Aylx]= —mJ dt \/1——9?2

Das Noethertheorem fiir die Invarianz unter zeitlichen und raumlichen Translationen liefert dann
Energie und Impuls eines freien Teilchens:

(6.2.11)

—

m - mo
E=1"_ 3=_"° 6.2.12)
V1—72 V1—72
Mit (6.2.8) zeigt sich, daf} Energie und Impuls zusammengenommen einen Vierervektor
p=mu=m— (6.2.13)
dr
bilden. Die kovariante Beziehung zwischen Energie und Impuls lautet demnach
pZZEz—Z)zzmz = E(p)=+/m?+ p2. (6.2.14)

Damit konnen wir bereits die Kinematik fiir Stofprozesse relativistischer Teilchen betrachten, die im
folgenden noch wichtig sein wird. Der einfachste Fall ist ein Prozefi, wo zwei Teilchen X, und X, mit
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Viererimpulsen p, und p, aneinander streuen (Anfangszustand) und zwei Teilchen X5 und X, im End-
zustand mit Viererimpulsen p; und p, resultieren. Dies konnen die gleichen Teilchen sein (also wieder
X, und X)), so dafl also ein elastischer Streuprozef} betrachtet wird (z.B. die Elektron-Positron Streu-
ung e, +e_ — e, +e_) oder man hat von den Ausgangsteilchen verschiedene Teilchen im Endzustand
vorliegen (inelastischer Streuprozefl), z.B. Paarvernichtung e, + e_ — 2y. In jedem Falle miissen
Energie- und Impulserhaltung in dem Streuprozef gelten, was sich sogleich vierdimensional kovariant
zusammenfassen 1afit:

Prtp2=p3t Py (6.2.15)

Weiter miissen die Energie-Impulsbeziehungen fiir die jeweiligen Teilchen erfiillt sein, wenn man so-
wobhl die einlaufenden als auch die auslaufenden Teilchen weit ab vom Reaktionspunkt (,Vertex*) be-
trachtet, wo die Wechselwirkung vernachlissigt werden kann (asymptotisch freie Teilchen):

pi=mi, py=my, pi=mi, pi=mi. (6.2.16)

Neben diesen invarianten Massen kann man nun noch drei weitere Invarianten aus den Viererimpulsen
bilden, die man als Mandelstamvariablen?| bezeichnet:

s=(p1+ 0" =05+ 0 t=(pr— 03 =(pr— 1) w=(p1—p) =(pr—p3). (6.2.17)

Diese drei Invarianten sind jedoch nicht unabhingig voneinander. Vielmehr findet man durch Aus-
multiplizieren der Minkowskiquadrate in (6.2.17) sowie Anwendung der Energie-Impulserhaltungs-

gleichung (6.2.15) und der Energie-Impulsbeziehungen (6.2.16)

s+t +u=mi+m;+m;+m;. (6.2.18)

6.2.2 Laborsystem

Fiir die Definition des invarianten Streuquerschnitts bendtigen wir noch die Relativgeschwindigkeit
der Teilchen im Anfangszustand. In der nichtrelativistischen Kinematik ist das einfach die vektoriel-
le Differenz der Dreiergeschwindigkeiten. Dies ist aber im relativistischen Falle keine kovariante, also
vom Inertialsystem unabhingige Definition. Wir definieren daher die Relativgeschwindigkeit des Teil-
chens X, zum Teilchen X als seine Geschwindigkeit im Ruhsystem des Teilchens X,. Dieses Bezugs-
system bezeichnet man gemeinhin als Laborsystem, d.h. es gilt

@by [ O @by | O | _ 0
=l o lr 22 T oo [T 0 , (6.2.19)
lab
0 pz(a) Pz(lab)

wobei Pz(lab) den Dreierimpulsbetrag des einlaufenden Teilchens X, bezeichnet und die Stofirichtung in
die Richtung der 3-Achse gelegt wurde. Die Relativgeschwindigkeit ist demnach definitionsgemifi

(lab)
PZ

Dy = —2—. (6.2.20)
p(lab)

2

Zbenannt nach Stanley Mandelstam *1928
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Dies lafit sich nun offensichtlich auch mit Hilfe kovarianter Ausdriicke schreiben. Aus p, und p, liflt
sich namlich die Invariante

lab
P py=my m% + (Pz(a ))2 (6.2.21)
bilden, und wir kénnen (6.2.20) in der Form

o \/(Pll’z)z_ mim;
rel *— E1E2

(6.2.22)

angeben. Im Laborsystem stimmt diese Definition mit tiberein. Nun stellt zwar kei-
nen manifest kovarianten Ausdruck dar, wir werden aber sehen, daf§ mit Hilfe dieser Definition der
Wirkungsquerschnitt manifest kovariant definiert werden kann. Auflerdem kann man zeigen, dafl fiir
kollineare Lorentzboosts, also Lorentzboosts in Kollisionsrichtung (in unserer Konvention (6.2.19)
also in 3-Richtung) tatsichlich v, = |9, — 3| gilt (Ubung/). Dies ist aber nicht korrekt fiir beliebige Lor-
entzboosts, wenn also die Teilchen im betrachteten Bezugssystem nicht mehr kollinear aufeinandertreffen!
Es ist weiter noch niitzlich, einige Beziehungen zwischen den Mandelstamvariablen und den Grofien
im Laborsystem herzuleiten. Aus (6.2.19) und (6.2.17) folgt sofort

s — mz 7’)’22
Ez(lab) 1 2 (6.2.23)
2my
_ + 27 — — 2
Pz(lab): /(Ez(lab))z_mgz Vs —(m, mzz)nj[s (my—my) ]. (6.2.24)
1

Die Beziehung zum Endzustand lifit sich durch die Mandelstamvariablen ¢ und # ausdriicken:

2 2
m1+m3—t

El) = 6.2.25
3 o (6.2.29)
Zusammen mit (6.2.18) folgt
m2+m?—u
EPD =y 4 g0 g0 - T 4 (6.2.26)
2m,
Entsprechend ergeben sich schliellich die Impulse der auslaufenden Teilchen zu
pliab) _ VIO 4 m3) — t][(my —ms)? — 1]
3 - 2m )
1
6.2.27)
P(lab) _ \/[(ml +my ) —ull(my—my)?—u]
4 2m, '

6.2.3 Schwerpunktsystem

Das Schwerpunktsystem ist definiert als dasjenige System, in dem der Gesamtdreierimpuls verschwin-
det:
(cm) (cm) (cm) (cm)
(em) [ E (em) ([ E (em) [ E (ecm) __
P _<"1cm>’ P _< 'z’cm>’ P _<"3cm>’ P —< 4 cm>' (6228)
1 7 (cm) 2 —p(em) 3 pem) 4 — 5 (cm)
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Daraus ist sofort ersichtlich, dafy die Mandelstamvariable s das Quadrat der Gesamtenergie im
Schwerpunktsystem angibt:

s — (pgcm) + pécm))z — (El(cm) +E§cm)>2 — (pgcm) + p‘(‘cm))z — (E:Ecm) +E§cm))2. (6.2.29)

Zusammen mit den Energie-Impulsbeziehungen ergibt sich fiir den Schwerpunktsimpulsbetrag im Eingangs-
bzw. Ausgangskanal

ey _ YE= 0PI =Gy =y )
2vs , (6.2.30)

ortemy_ V=0 T 1025 =y = g

_ oL |

6.2.4 Relativistisches Punktteilchen im dufleren elektromagnetischen Feld

Wie wir im nichsten Abschnitt noch ausfiihrlich besprechen werden, kdnnen wir das elektromagneti-
sche Feld mit Hilfe eines Vierervektorpotentials kovariant beschreiben. Dazu bemerken wir nur, daf{]

7
“T QxH
ein Vektoroperator ist, d.h. wendet man diesen Operator auf ein beliebiges Tensorfeld an, entsteht ein

Tensorfeld einer um 1 hoheren Stufe als das urspriingliche. Der neu entstande Index ist dabei entspre-
chend seiner Indexstellung ein kovarianter Index. Zur Abkiirzung definiert man daher wie bei beliebi-

(6.2.31)

gen Tensorindizes

i gy =2 6.2.32)
dx

p

Ist A” das Vierervektorpotential des elektromagnetischen Feldes, so sind die Feldstirkekomponenten

in dem Vierertensor zweiter Stufe

F(x)=3,A"—2"A, (6.2.33)

zusammengefafit. Dies erkennt man, wenn man die zeitlichen und raumlichen Komponenten getrennt
behandelt. Fiir ©=0 ist nimlich

d d d a

0 __ a __ a 0__ a 0__ a
fo=0"1fo -~ 9x° _QxA _axOA +8x"A =—£
2 P “ 3 3 (6.2.34)
Fb— Ab _ Xp — Ab _ A% = ¢abe %X/_{C.
STt TA et Taa T VA

Dabei laufen lateinische Indizes stets iiber die raumlichen Indizes {1,2, 3}, und wir verwenden die Sum-
mationskonvention fiir Dreiervektoren und -tensoren wie gehabt auch fiir gleichstindige Indizes; €4
ist das {ibliche volltstindig antisymmetrische Levi-Civita-Symbol im Euklidischen R?. Identifizieren

wir nimlich A° mit dem skalaren und A mit dem iiblichen Vektorpotential der dreidimensionalen Elek-
trodynamik, so folgt (6.2.34) aus den in der Dreierschreibweise geschriebenen Beziehungen

E= —%E—ﬁAO, B=VxA. (6.2.35)

3Es ist sehr wichtig die Indexstellungen in dieser Gleichung genau zu beachten!
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Verhilt sich also A# unter Lorentztransformationen x” = Ax (bzw. x = A~'x") wie ein Vektorfeld, d.h.
gemifd
A¥(x )= A" A (x) = A* A" (A x), (6.2.36)

soist F," ein Vierertensor zweiter Stufe. Mittels der vollstindig kovarianten Indizes geschrieben gilt

F,=3,A,—3,A,=—F, (6.2.37)

w
d.h. wir haben einen antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe. Dieser besitzt offenbar (4-4—4)/2 =16
voneinander unabhingige Komponenten, entsprechend den sechs unabhingigen Feldkomponenten des
elektrischen und magnetischen Feldes E und B in der Dreierschreibweise der Elektrodynamik. Der
Tensor F,, heiflt Feldstirke- oder Faraday-Tensor.

Fragen wir uns nun, wie die relativistische Bewegungsgleichung eines Punktteilchens im elektroma-
gnetischen Feld aussieht, kdnnen wir vom Hamiltonschen Prinzip ausgehen. Fiir das freie Teilchen lau-
tet das Wirkungsfunktional im Lagrangeformalismus gemaf3 in der manifest kovariante Form
geschrieben

d
Sy[x]=—m f d2 ‘?—:g (6.2.38)

Wesentlich ist dabei dafl die Wirkung zum einen lorentzinvariant ist und zum anderen unabhingig von
der Parametrisierung der Weltlinie. Letzteres ist der Fall, weil die Lagrangefunktion eine homogene
Funktion 1. Ordnung bzgl. dx# /dA ist.

Von der nichtrelativistischen Mechanik her wissen wir, daf$ das elektromagnetische Feld iiber das ska-
lare und das Vektorpotential in die Lagrangefunktion eingeht. Skalar- und Vektorpotential haben wir
oben zu dem Vierervektor A“ = (A°, A) zusammengefaft. Es liegt also nahe, die Wechselwirkung durch
den Wechselwirkungsanteil der Wirkung

Swix] :—qf d/lAM(x)dx—M (6.2.39)

dA’
Dies ist eine Lorentz-invariante Grofle, da der Integrand das Minkowskiprodukt zweier Vektoren ist.
Auflerdem ist es ebenfalls in erster Ordnung bzgl. dx#/dA und damit wieder unabhingig von der ge-
wihlten Parametrisierung. Dabei ist ¢ die elektrische Ladung des Punktteilchens. Diese ist also als
Viererskalar anzusehen, wenn Lorentz-invariant sein soll.
Wihlen wir nun fiir A wieder die Zeitkomponente bzgl. eines festen Inertialsystems folgt fiir die Wir-
kung

S[x]:—mjdt L(}?,y_'c’), mit L=—m 1—§Z—qAO(x)+qg(x)-§. (6.2.40)

Aus dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung ergibt sich dann, wie in der nichtrelativi-
stischen Mechanik, die Bewegungsgleichung in Form der Euler-Lagrange-Gleichung

oL_daoLt_, (6.2.41)
dx dt 9%
Nun folgt aus
oL, % .z 6242



6.2 * Das klassische Teilchenbild

Wegen
d - ad - s 2
—A(x)=—=A x-V)A 6.2.43
S )= 2A+ () 6249
folgt fiir die Bewegungsgleichung gemif}
d % d =+ o= J 3 - -
— —=— —A+q(x-V)A —AO——*-A}:O. 6.2.44
mdt<@>+qaz +al D g oA - 6D (6249
Nun gilt
3 5007 S 2\ 7 . . b 3 b 3 >
LG A—G DA =it (LAt =L g
[az(" )=E-V) } ¥ <3x“ Jxb (6.2.45)
2P (V x A = [ x (V x A)]* = (3 x BY*
und 3
E=——A—VA. 6.2.46
3; (6.2.46)
Dies in eingesetzt liefert schliefflich
d/ x S
— =q(E+x xB). 6.2.47
(g o eh 2

Die Anderung dieser relativistischen Bewegungsgleichung gegeniiber der nichtrelativistischen besteht
also lediglich darin, daft man statt des nichtrelativistischen (mechanischen) Impulses 7% den relativisti-
schen Ausdruck einzusetzen hat, denn auf der rechten Seite steht die gewohnte Lorentz-Kraft,
die auf ein Teilchen mit elektrischer Ladung g im elektromagnetischen Feld (E, B) wirkt.

Man kann diese Gleichung in eine manifest kovariante Form bringen, indem man bedenkt, daf}
d ded 1 d

& A o nd

dr = 1—§2dt,

(6.2.48)

gilt. Daraus folgt .
sdx X

R
d/ x d d% Td%
— =" =y1-x—= 6.2.50
dt< 1_;52> dr dr dr2 (6:2.50)

Setzt man dies in (6.2.47) ein und bringt dividiert durch den Wurzelausdruck, so erkennt man, dafl die
entstehende Gleichung wegen (6.2.34) gerade die riumlichen Komponenten der kovarianten Gleichung

(6.2.49)

und somit

d2x# dx”
=qgF* 6.2.51
i dr? 7F"(x) dr ( )
bilden. Dabei ist die zeitliche Gleichung redundant, denn multipliziert man (6.2.47) skalar mit b , erhilt
man (Ubung!) .
ma‘é.i< . >:i< i >:mi£:q§5-ﬁ. (6.2.52)
dt 1—32 dt 1—x2 dr dr
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Dies mit 1/v/1—x2 multipliziert liefert

d2x°  dx =
——=g—-E. 6.2.53
" T ( )
dies entspricht aber genau (6.2.51).
Die riumlichen Gleichungen von (6.2.51) lauten
mS> = <E + B>. (6.2.54)
dr dr

Daf§ (6.2.51) keine vier voneinander unabhingigen Gleichungen sind, folgt auch, wenn man (6.2.51)
mit dx, /d Giberschiebt. Die rechte Seite ergibt wegen der Antisymmetrie des Feldstirketensors 0. Die

d dxlu dx’u
— | —— | =0. 6.2.55
dT< dr dr > ( )

linke Seite ist proportional zu

Da der Ausdruck in der Klammer definitionsgemiaf identisch 1 ist, zeigt dies auch, dafl die vier Glei-
chungen (6.2.51) nicht nur redundant sondern auch einander nicht widersprechen. Dies ist allerdings
durch unsere manifest kovariante Konstruktion des Wirkungsfunktionals bereits im Ansatz gewahrlei-
stet.

Zu der Bewegungsgleichung (6.2.51) gelangen wir iibrigens auch durch eine Anwendung des Hamilton-
schen Prinzips der kleinsten Wirkung auf das manifest kovariant geschriebene Wirkungsfunktional

dx dx,, dx#

d.h. die Summe aus (6.2.38) und (6.2.39), wobei x°(A) als vierte unabhingige Variable betrachtet wird.

Verwenden wir dann fiir den willkiirlichen skalaren ,, Weltparameter® A die Eigenzeit = des Teilchens,

erhalten wir tatsichlich (6.2.51) (Ubung!).

6.3 Das klassische elektromagnetische Feld

In diesem Abschnitt wollen wir in aller Kiirze an die Elektrodynamik und ihre manifest kovariante re-
lativistische Formulierung erinnern. Ausgangspunkt unserer Betrachtungen werden die Maxwellschen
Gleichungen im Vakuum sein, wobei wir Ladungen und Strome fiir Punktteilchen betrachten wollen.
Wir werden alsbald an die Grenzen einer klassischen Theorie von Punktteilchen und Feldern stoflen,
die wie wir sehen werden erst in der quantisierten Theorie gelost werden konnen, wenngleich nur im
Sinne der Stérungstheorie.

6.3.1 Die Maxwellgleichungen im Vakuum

Wir schreiben die Maxwellgleichungen fiir den einfachsten Fall des Vakuums auf, wobei wir uns wie-
der des Heaviside-Lorentzschen Einheitensystems bedienen wollen. Dabei handelt es sich um ein
rationalisiertes Gaufisches Einheitensystem, welches vornehmlich in der theoretischen Hochenergie-
teilchenphysik gebrauchlich ist. Wir verwenden weiterhin auch die niitzliche Konvention, Lingen und
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Zeiten in derselben Einheit zu messen und ¢ = 1 zu setzen. Die Maxwellgleichungen in ihrer urspriing-
lichen Form beschreiben die Dynamik von elektrischen und magnetischen Feldern E und B bei

vorgegebenen Ladungsverteilungen o und Stromdichteverteilungen ;. Bzgl. eines kartesischen Bezugs-
systems lauten sie

2B L
rotE + 3— =0, divB=0, 6.3.1)
dt
- JF - . =
rotB — =5, =7, divE=p. 6.3.2)

Die physikalische Bedeutung des elektrischen und magnetischen Feldes ergibt sich aus der durch sie
verursachten Kraftwirkung auf Probeladungen. Auf eine Punktladung ¢ wirkt demnach die Lorentz-

kraft

-

F=gq(E+3xB). (6.3.3)

Die Maxwellgleichungen zerfallen, ihrer mathematischen Struktur, nach in die in (6.3.1] wiedergegebe-
nen homogenen Maxwellgleichungen, welche das Faradaysche Induktionsgesetz sowie die Nicht-
existenz magnetischer Ladungsdichten beinhalten, und die inhomogenen Gleichungen (6.3.2), die
die Erregung der Felder aus den elektrischen Ladungs- und Stromverteilungen beschreiben, also das
um den Maxwellschen Verschiebungsstrom erginzte Ampéresche Durchflutungsgesetz sowie das
GaufSsche Gesetz umfassen.

Eine sehr wichtige Folgerung aus den inhomogenen Gleichungen ergibt sich, indem man die Diver-
genz des Ampére-Maxwellschen Durchflutungsgesetzes und dann in der entstehenden Gleichung die
Zeitableitung des Gaufischen Gesetzes verwendet. Ohne Bezugnahme auf die Bewegungsgleichungen
tiir die Ladungen und Strome, die wir den Maxwellgleichungen hinzuzufiigen hitten, wollten wir ein
abgeschlossenes physikalisches System beschreiben, ergibt sich dann das Gesetz von der Erhaltung der
elektrischen Ladung:

9P\ givi=o (63.4)

ER J=Y 3.
Daf} diese lokale Gleichung tatsichlich die Erhaltung der Ladung beinhaltet, erkennt man durch Inte-
gration dieser Kontinuititsgleichung tiber ein beliebiges zeitlich unverinderliches Volumen V, dessen
Berandungsfliche wir mit dV bezeichnen wollen und Anwendung des Gauf3schen Integralsatzes:

dQV d 3 - 27 T, -
—_— = =— A- . 6.3.5
o] #seen == #ijen 635)

Dabei haben wir die Flichennormalenvektoren d24 wie in der Vektoranalysis tiblich aus dem betrach-
teten Volumen V' herausgerichtet. Gl. besagt aber nun, daf§ die zeitliche Anderung der im Vo-
lumen V befindlichen elektrischen Ladung allein durch den Fluff elektrischer Ladungen durch dessen
Oberfliche verursacht sein kann. Dehnt man das Volumen auf den ganzen Raum R? aus, ergibt sich auf
der rechten Seite 0, da wir annehmen diirfen, daf die Stromdichte im Unendlichen hinreichend schnell
verschwindet. Demnach ist also die Gesamtladung erhalten, d.h. Qs = const.

Die homogenen Gleichungen kénnen durch die Einfiihrung der Elektrodynamischen Potentiale iden-

tisch erfiillt werden. Aus der Divergenzfreiheit des magnetischen Feldes gemif} der zweiten der Glei-
chungen (6.3.1) folgt die Existenz eines Vektopotentials, so dafl

-

B=rotA (6.3.6)
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gilt. Diese Gleichung ins Faradaysche Induktionsgesetz (6.3.1) (erste Gleichung) eingesetzt liefert dann
- JdA
t E+—>:O. 6.3.7
o < dt €3.7)

Daher muf§ der Ausdruck in der Klammer durch ein Skalarpotential ® darstellbar sein. Folglich lifit
sich also das elektrische Feld durch R

= A

E :—%—grad@ (6.3.8)
ausdriicken. Umgekehrt ist klar, daf$ bei beliebig vorgegebenen Potentialen ® und A die durch 1)
und (6.3.8) definierten Felder B und E die homogenen Maxwellgleichungen identisch erfiillen (6.3.1).
Nun ist es aber auch klar, daf} fiir vorgegebene Felder £ und B die Potentiale ® und A nicht eindeutig
bestimmt sind. Gemif} (6.3.6) konnen wir nimlich den Gradienten eines beliebigen Skalarfeldes y zu
A hinzufiigen:

A'=A+grady. 6.3.9)

Um auch 1) bei vorgegebenem Feld Ezu genligen, miissen wir dann lediglich ® durch
x
P =0——= 6.3.10
3, (6.3.10)

ersetzen. Diese Symmetrie der durch die Potentiale ausgedriickten Gleichungen bezeichnet man als
Eichsymmetrie. Sie wird bei der quantentheoretischen Behandlung der elektromagnetischen Erschei-
nungen noch eine herausragende Rolle spielen.

Wir wenden uns nun auch den inhomogenen Maxwellgleichungen zu. Setzen wir also (6.3.6) und (6.3.8)
in die Gleichungen (6.3.2) ein, so ergibt sich nach Verwendung der in kartesischen Koordinaten giiltigen
Identitit

rotrotA = graddin—M 6.3.11)

die folgende Form des Maxwell-Ampéreschen Gesetzes:

grad <divg+ %) +Dg:;, (6.3.12)
wo wir den d’Alembert-Operator
92
=—— 6.3.13
=20 ( )

eingefiihrt haben.
Offenbar kénnen wir nun (6.3.12) vereinfachen, wenn wir die Nebenbedingung
ae

divA+ 5, =0 (6.3.14)

verlangen. Diese Freiheit lifft uns die oben festgestellte Eichinvarianz. Nehmen wir nimlich an,

Gl. (6.3.14) sei nicht erfiillt, konnen wir neue Potentiale gemif} (6.3.9) und (6.3.10) wihlen und ver-
langen, daf fiir sie (6.3.14) gilt. Dies ergibt fiir das Eichfeld y die Forderung

Oy = _% —divA. (6.3.15)
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Wir werden sogleich sehen, dafy wir fiir diese Gleichung stets eine Losung angeben konnen. Freilich ist

x dadurch noch nicht vollstindig bestimmt, denn wir kénnen immer noch eine Eichtransformation

mit einem Eichfeld ¥ zulassen, fiir das 0§ = 0 erfiillt ist. Die Nebenbedingung schrinkt dann

jedoch die Eichinvarianz auf solche Eichfelder ein. Daher nennt man eine Eichbedingung.
i

Diese spezielle Eichbedingung wird als Lorenz-Eichbedingung bezeichnet'| Wir diirfen also davon

ausgehen, daf$ (6.3.14) erfiillt ist. Dann vereinfacht sich (6.3.12) zu einer einfachen Wellengleichung fur
jede der drei Komponenten des Vektorpotentials A:

OA=. (6.3.16)

Nunmehr bendtigen wir nur noch das Gauflsche Gesetz in seiner Form fiir die Potentiale. Setzen wir

also (6.3.8) in die letzte der Maxwellgleichungen (6.3.2) ein und verwenden wieder die Lorenzeichbe-
dingung (6.3.14), finden wir

-

—div <g—f+gradq>>:—%—A<}:p = 0O0%=p. 6.3.17)

Dabei haben wir im letzten Schritt wieder die Lorenz-Eichbedingung (6.3.14) verwendet.

6.3.2 Die relativistisch kovariante Form der Maxwellgleichungen

Betrachten wir (6.3.16) und (6.3.17) stellen wir fest, dafd wir sie in relativistisch kovarianter Form schrei-
ben kénnen, denn der d’Alembert-Operator (6.3.13) kann wie folgt durch einen Lorentz-invarianten
Operator ausgedriickt werden:

92 2

Y A= ‘9—
dr? dxvdxv

Um (6.3.16) und (6.3.17) durch eine manifest Lorentzkovariante Gleichung auszudriicken, miissen wir

also nur noch Ladungs- und Stromdichte zu dem Vierervektor (;#) = (p, 7 ) und die Potentiale zum Vie-

=gtd,0,=9"d,. (6.3.18)

rerpotential (A*) = (<I>,/_l)) zusammenfassen. Damit reduzieren sich die Maxwellgleichungen, geschrie-
ben mit Hilfe der Potentiale, zu der folgenden inhomogenen Wellengleichung fiir das Viererpotential:

DA“ = ji. (6.3.19)

Freilich miissen sich nunmehr auch das elektrische und magnetische Feld und die bzgl. dieser physi-
kalischen Groflen geschriebenen Maxwellgleichungen relativistisch kovariant ausdriicken lassen. Wir
konnten die oben durchgefiihrten Schritte nunmehr einfach durch die Komponenten des Viererpoten-
tials ausdriicken und die kovariante Form ablesen. Wesentlich einfacher ist es jedoch, die allgemeine
Kovarianz und die Eichinvarianz zuhilfe zu nehmen, um die relativistisch kovariante Form der Felder
zu ermitteln. Gemaf} und sind die Felder durch Ableitungen nach den Raumzeitvaria-
blen gegeben. Durch Ableitungen lassen sich aus den Vierervektorkomponenten die Tensorkompo-
nenten 0, A, gewinnen. Weiter muf} nun aber auch die Eichinvarianz der Felder gewihrleistet sein. Die

Eichtransformation (6.3.9) und (6.3.10) liest sich kovariant geschrieben wie folgt:

At =AF -3¢y, (6.3.20)

*Fiir historischen die Griinde, warum wir hier dem neueren Sprachgebrauch folgen und die Eichbedingung nach dem dini-
schen Physiker Ludwig Lorenz und nicht nach dem hollindischen Physiker Hendrik Antoon Lorentz benennen vgl. [[JO01]]
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Auf den tieferen Grund fiir die wesentliche Vereinfachung dieser Gleichungen im manifest kovarianten
Kalkiil werden wir im nichsten Kapitel noch zurtickkommen, hingt die Eichinvarianz doch eng mit
der Darstellungstheorie der Poincarégruppe zusammen, die wir zum Ausgangspunkt nehmen wollen,
um eine manifest kovariante relativistische Quantentheorie zu formulieren.

Aus den og. Tensorkomponenten lif3t sich nun aber sofort ein eichinvarianter Ausdruck gewinnen,
nimlich der Faraday- oder Feldstirketensor, dem wir bereits in Abschnitt bei der Bewegung
eines geladenen Teilchens in einem vorgegebenen elektromagnetischen Feld begegnet sind:

F,=3,A,—3A,. (6.3.21)

Als total antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe besitzt dieser Tensor auch gerade sechs unabhingi-
ge Komponenten, entsprechend den sechs Feldfreiheitsgraden E und B im ,Dreierformalismus®. Den

Zusammenhang zu E und B konnen wir durch Zerlegung in zeitliche und raumliche Komponenten
ersehen:

n
n n n aAn gAm 1 r o
F,"=4d,A"—3 Am:é’xm_ e =¢€,,,,(totAd), =¢, B".

Relativistisch gesehen haben wir es also nicht mit zwei getrennten elektrischen und magnetischen Fel-
dern zu tun, handelt es sich doch lediglich um Komponenten des kovarianten Faraday-Tensors. Wir
sprechen daher auch lieber vom elektromagnetischen Feld oder der elektromagnetischen Wechselwir-
kung. Besonders iibersichtlich ergibt sich der Zusammenhang zwischen elektrischem und magneti-
schem Feld und dem kovarianten Feldstirketensor mittels ko- oder kontravarianten Komponenten,
wo er als antisymmetrische Matrix wie folgt geschrieben werden kann:

0 —FE! —f? _—F?
E' 0o -—B> B?
E? B} 0 —B!
E?> —B? B! 0

(F*) = (6.3.23)

Das Transformationsverhalten der elektromagnetischen Feldgroflen unter Lorentztransformationen
ist nunmehr ebenfalls offensichtlich. Das Viererpotential transformiert sich als Vektorfeld. Ist also der
Wechsel von einem Inertialsystem zu einem anderen durch die Lorentztransformation gemif (6.1.11),
d.h. im Matrizenkalkiil x" = Ax, gegeben, lauten die Komponenten des Viererpotentialfeldes im neuen
Bezugssystem

A'(x") = A(x) = AMA(AX). (6.3.24)
Eine physikalische Grofle mit einem solchen Transformationsverhalten bezeichnen wir als Vierervek-
torfeld. Entsprechend transformiert sich der Feldstirketensor gemif$

FIP ()= A N FPO (A1), (6.3.25)

also wie ein Tensorfeld zweiter Stufe. Insbesondere ergibt sich daraus fiir einen drehungsfreien Boost

(6.1.25) fiir die elektrischen und magnetischen Feldkomponenten

(6.3.26)
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Nun wollen wir noch die Maxwellgleichungen in kovarianter Form mittels des Feldstirketensors schrei-
ben. Dies hat den Vorteil, daf§ es sich um eichinvariante Gleichungen handelt. Die Maxwellgleichun-
gen miissen sich als Differentialgleichungen 1. Ordnung des Feldstirketensors ausdriicken lassen.
Aus dem Faradaytensor 1iflt sich durch Hodge-Dualisierung ein zweiter antisymmetrischer Tensor
zweiter Stufe bilden, namlich

(F1y* = e#9F,,. (6.3.27)
Dabei sind die Komponenten des Levi-Civita-Tensors dadurch definiert, daf} ¢°'** = 1 und das Sym-
bol ansonsten total antisymmetrisch unter Vertauschung seiner vier Indizes sein soll. Der Levi-Civita-
Tensor ist iibrigens nur ein Tensor bzgl. unimodularer Transformationen, also solchen Transformatio-
nen mit Determinante 1, hinsichtlich der Lorentzgruppe also nur bzgl. der SO(1,3), denn offenbar gilt
fiir beliebige Transformationsmatrizen A

T = A N AP AT e = det At (6.3.29)

Unter allgemeinen linearen Transformationen handelt es sich genau genommen um eine Tensordichte.
Fiir die total kovarianten Komponenten gilt aufgrund derselben Uberlegung

€ uypo = det g €/7P7 = —eP7. (6.3.29)
Es ist wichtig zu betonen, daff die hier festgelegte Konvention nicht einheitlich in der Literatur einge-
halten wird, so daf} bei Vergleich von Formeln aus verschiedenen Quellen Vorsicht geboten ist. Wir
folgen der Konvention in [PS95]].
Wir kénnen nun also aus dem Fardaytensor und seinem Dual durch Kontraktion mit dem Vierergra-
dienten J, zwei Vektorausdriicke bilden. Aufspalten dieser Gleichungen in riumliche und zeitliche
Komponenten und Vergleich mit den Maxwellgleichungen ergibt dann deren relativistisch
kovariante Form (Ubung!)

d(FH =0, g F* =" (6.3.30)

Die Kontinuititsgleichung (6.3.4), die wie oben gezeigt dem Satz von der Erhaltung der elektrischen
Ladung entspricht, ergibt sich aus der zweiten Gleichung sofort durch eine weitere Kontraktion mit J,
und der Tatsache, dafl der Feldstirketensor antisymmetrisch und die partiellen Ableitungen miteinan-
der kommutieren, d,d, = 3,9, in der Tat sofort

3,j* = 8,0,F* =o. (6.3.31)

Wir wenden uns nun einigen einfachsten Grundlagen der Losungstheorie der Maxwellgleichungen, die
uns spiter in der Quantenfeldtheorie noch niitzlich sein werden, zu.

6.3.3 Losung der quellenfreien Maxwellgleichungen

Beginnen wir mit dem Fall des ladungs- und stromfreien Raums, also der Form sich im freien Raume
ausbreitender elektromagnetischer Wellen. Betrachten wir dazu die Wellengleichung (6.3.19) fiir das
Viererpotential, wobei allerdings darauf zu achten ist, daf§ die Lorenzeichbedingung (6.3.14) als Ne-
benbedingung erfiillt sein muf3. Kovariant geschrieben lautet sie

3,A" =0, (6.3.32)
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Wie im Anschluf an (6.3.15) bemerkt, legt jedoch diese Bedingung das Viererpotential fiir den quellen-
freien Fall noch nicht eindeutig fest. Vielmehr haben wir noch die Freiheit, durch eine Eichtransfor-
mation A, — A, +J, 7 eine Komponente des Viererpotentials zu eliminieren. Um auch dies Lorentz-

kovariant zu formulieren, verlangen wir
n, Ak =0, (6.3.33)

wobei 7# ein von 0 verschiedener Vierervektor ist. Je nach Wahl eines zeit- oder raumartigen Vektors
nennt man eine solche Eichbedingung eine zeit- bzw. raumartige Eichbedingung. Wie wir im nichsten
Abschnitt sehen werden, ist eine natiirliche Wahl (z#) = (1,0,0,0). Dann verlangen wir also A’ = = 0.
Diese Wahl nennt man in der Literatur auch die Strahlungseichung. Zusammen mit (6.3.32) folgt
daraus, dafl in dieser Eichung auch

divA=0 (6.3.34)

gilt.
Schreiben wir nun das verbliebene Dreierpotential in Form eines Fourierintegrals

A(t,%) J exp 1/ex) mit  w(k)=|k|, (6.3.35)
R4/ (2n 32w(k
folgt fiir die Komponenter|
(8% +k*)d =0, (6.3.36)
also R . R R R .
a(t,k)=a,(k)exp[—icw(k)t]+ay(k)exp[+iw(k)t] mit w(k)=|k| (6.3.37)
Die Nebenbedingung verlangt dann nur noch
k-d(k)=0. 6.3.38)

Seien also ?(E ,a) mit @ € {1,2} zwei zu k senkrechte voneinander linear unabhingige reelle Polarisa-
tionsvektoren, so ist die allgemeine Losung der quellenfreien Maxwellgleichungen (in Strahlungsei-

chung) also durch mit
2 - - - -
Z? { /e)exp[—la)(/e)t +ikX]+ A, ,(k)exp[+icw(k)t +ik§]} (6.3.39)

gegeben. Fiir das folgende ist es bequem, diese Vektoren zueinander orthogonal zu wihlen, und zwar
so, dafd fiir a € {1,2}
é(k,a)-é(xk,a)=(£1)*8,, (6.3.40)

und

(B xR = £k Ak a)= (e (+ha) (6.3.41)

ist. Wihlen wir also willkiirlich zu vorgegebenem k die Vektoren ?(2,2) = ?(—/;,2) 1L k. Setzen wir
dann

ek, 1) =(k,2) x k, (6.3.42)

>Der Sinn fiir die spezifische Wahl des Integralmafles wird sogleich noch deutlich werden.
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so erfiillen die so definierten Polarisationsvektoren die Bedingungen (6.3.40) und (6.3.41) (Ubung!).

Jedenfalls zeigt (6.3.39), daf$ nur zwei der urspriinglich vier Komponenten des Viererpotentials phy-
sikalisch sind: nimlich zwei voneinander linear unabhingige transversal polarisierten Wellen. Um
wenigstens die Exponenten in (6.3.35) kovariant zu machen, konnen wir dies auch in der Form

2 -

;Z(k,a) {Aak)expl—ikx]+ By(k)exp[+ik]f, o (6.3.43)

A(t, %) :f L
B 3/ (2r)200(k)

mit A (k)=A,(k), B,(k)=A,,(—F)

o4

schreiben.

Dabei sind die beiden linear unabhingigen Polarisationsvektoren durch die folgenden linearen Glei-
chungen bestimmt und ansonsten frei wahlbar

keb(k)=0, n,e5(k)=0. (6.3.44)

Da die A reelle Felder sind, muf bei reeller Wahl von € noch gelten

- -

B, (k) =A% (k). (6.3.45)
Die endgtiltige Form der Losung der freien Maxwellgleichungen lautet somit also

$e L - -
Ab(x) = f = b (k)| A, (k) exp(—ikx) + Ay (k) exp(+ikx) ],
R4/ (2m)32¢0(k) a=1

oy 6346)

Die spezifische Gestalt von A a(é ) mufl durch Anfangsbedingungen festgelegt werden. Wir werden je-

doch fiir die Quantenfeldtheorie lediglich diese allgemeine Losungsform der freien Maxwellgleichun-
gen bendtigen.

6.3.4 Losung der Maxwellgleichungen bei vorgegebenen Quellen

Wenden wir uns nun der Losung der Maxwellgleichungen bei vorgegebenen Ladungen und Stréomen zu.
In Lorenz-Eichung haben wir lediglich die Wellengleichung zu l6sen. Wir gelangen zum Ziel,
wenn wir eine Greensche Funktion des d’Alembert-Operators finden kénnen, d.h. eine Funktion
G, die

0,G(x —x') = 8®(x —x") (6.3.47)

erfiillt. Dann wird offenbar durch
Al (x) = f d*x'G(x —x')j*(x") (6.3.48)

gelost. Daf§ wir die Greensche Funktion in der spezifischen Gestalt als Funktion von x — x” ansetzen
konnen, ergibt sich daraus, daf die rechte Seite von lediglich von dieser Koordinatendifferenz
abhingt. Wir suchen ohnehin nur eine partikulire Losung der Gleichung. Die Greensche Funktion
selbst ist freilich nur bis auf eine Funktion, die die quellenfreie Wellengleichung erfiillt, bestimmt.

Hier wollen wir die retardierte Greensche Funktion aufsuchen, die der physikalischen Situation ent-
spricht, dafl zu einer bestimmten Zeit ¢, irgendwelche Quellen ,eingeschaltet” werden. Die Kausali-
tatsbedingung der Physik verlangt dann, daf$ A# (genauer gesagt die eichinvarianten Feldkomponenten
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F ) retardierte Funktionale der Quellen sein miissen, d.h. A(¢,x) kann nur von den Quellen zu
fritheren Zeiten ¢’ < t abhingen. Dies wird durch den Ansatz

G(x—x")=0(t —t)g(x—x") (6.3.49)

erreicht. Wie wir gleich sehen werden, bestimmt dies g eindeutig.

Um G zu bestimmen, setzen wir z = x — x” und schreiben

3 - -
G(z)= d'k G(2° k) exp(ik - 7). (6.3.50)
(2m)?
Aus folgt dann
J? 22\ (.0 b)Y — 8,0
<8@%z+k>G@,ky_8@). (6.3.51)

Aufler bei z° = 0 besitzt die Gleichung die Losung

~ -

G(2°, k) = Aexp[—icw(k)z°] + B exp[+iw(k)z°], (6.3.52)

wobei A und B fiir z° < 0 und z° > 0 jeweils unabhingig zu bestimmende Konstanten sind. Wegen des

Ansatzes (6.3.49) ist A = B =0 fiir z° < 0. Wir diirfen weiter annehmen, daf§ G(z°, /;) als Funktion von
2% bei z° = 0 stetig ist. Durch Integration von (6.3.51) bzgl. z° {iber ein sehr kleines Intervall (—e, ¢)
ergibt sich daraus die Sprungbedingung fiir die Ableitung:

d 7 F a2
500" = 5560 b =1, (6.3.53)
Dies in eingesetzt ergibt
A+B=0, —i(A—B)w(k)=1, (6.3.54)
d.h. .
A=—B=_1_ (6.3.55)
2c(k)
Es ist also
. 0 d3l_é T N0 T 7\ 0
G(z)=10(z") | ———— {exp[dez—lw(k)z ]—explikz +iw(k)z ]} (6.3.56)
(27)32w(k)

Dieses Integral existiert freilich nicht im iiblichen Sinne und ist als Distribution aufzufassen, wie es fiir
eine Greensche Funktion i.a. auch zu erwarten ist. Die Distribution ldfit sich in geschlossener Form

ermitteln. Dazu wihlen wir fiir die E-Integration ein Kugelkoordinatensystem (K, d, ¢) mit der Po-
larrichtung in Richtung von Z und fiihren einen regulierenden Faktor exp(—eK) mit € > 0 ein. Dann
1st

. oo 1
g(z)= ﬁ J dKKJ du exp(—eK)[exp(iKzu —iK z°) —exp(iK zu +iK z°)], (6.3.57)
7= Jo —1
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wobei wir K := |k| a)(/e benutzt, # = cos¥ gesetzt und die triviale Integration iiber ¢ ausgefiihrt
haben. Bei endlichem Regulator ¢ > 0 ist

1 € €
= — . 6.3.58
8(z) 4r2z [62+<ZO—Z)2 62+(zo+z)2] ( )
Fiir € — 07 ergibt sich
1
g(z)= 4—[3(20—2)—8(204—2)]. (6.3.59)
nz
Es ist also
G(z)= —é‘( —z) (6.3.60)
4z
oder kovariant geschrieben
G(2) = —0(2,)8 (2, 7). (6.3.61)
2r #

Wir bemerken, dafl (6.3.61) bzgl. eigentlich orthochroner Lorentztransformationen ein Skalar ist. Dies
kann man auch bereits an (6.3.56) sehen, denn wir konnen diese Gleichung auch in der kovarianten
Form

4
G(z)=i0(z%) = fw (‘ziﬂ/;

schreiben. Dabet haben wir die Identitit

O(E*)278 (k - k) [exp(—ik - z) —exp(+ik - 2)] (6.3.62)

1

-
T Sk —|k) (6.3.63)

O(k)S (k- k) = S[(K°) —k*] = 3

verwendet.

Setzen wir nun (6.3.60) in (6.3.48) ein, ergibt sich schliefflich die gesuchte Lésung der Maxwellgleichun-
gen bei vorgegebenen Ladungs- und Stromverteilungen:

. _ —>_—>/ -/
A”(t,)?):f Pl K=XLE) (6.3.64)
R}

4rt|x —X'|

wobei charakteristischerweise die Quellen zu dem zum betrachteten Aufpunkt X gehdrigen retardier-
ten Zeitpunkt
t=t—|X—X'| (6.3.65)

ret

zu nehmen sind, zeitliche Anderungen des elektromagnetischen Feldes aufgrund sich zeitlich indernder
Quellen also mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Daher wird die hier betrachtete Greensche Funkti-
on genauer auch als retardierte Greensche Funktion und die Potentiale als die retardierten
Potentiale bezeichnet. Wir werden spater noch mit andersartigen Greenschen Funktionen zu tun ha-
ben, die sich von der retardierten durch eine Losung der homogenen Wellengleichung unterscheiden.

Wir miissen schlieflich noch die innere Konsistenz unserer Herleitung sicherstellen indem wir nach-
weisen, daf§ die Lorenzeichbedingung (6.3.32) erfiillt ist. Dazu schreiben wir (6.3.64) in der unintegrier-

ten Form

/ 8 / / - / 8 /
840 = [ &' G )/"(x)z—fd“x/"(x)a )
xH
L (6.3.66)
= -|—f d4x/G(x—x/)3]#(x ) =0.
dx'H
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Im letzten Schritt haben wir die fiir die Losbarkeit der Maxwellgleichungen notwendige Kontinuitits-
gleichung (6.3.31), die dem Gesetz von der Erhaltung der elektrischen Ladung entspricht, verwendet.
Hieraus wird bereits der enge Zusammenhang der Kontinuititsgleichung fiir den Strom und der Eich-
invarianz deutlich. Wir werden im nichsten Abschnitt diesen Zusammenhang aus Sicht des Noether-
schen Theorems noch genauer ausarbeiten.

6.3.5 Kanonische Formulierung der Elektrodynamik

Wie jedes dynamische System konnen auch die elektromagnetischen Felder und ihre Quellen mit Hil-
fe des Hamiltonschen kanonischen Formalismusses behandelt werden (s. Abschnitt[4.3.5). Wir gehen
vom Viererpotential als elementarem Feld zur Beschreibung des elektromagnetischen Feldes aus. Das
Wirkungsfunktional fiir die freien Felder sollte ein quadratisches Funktional sein. Setzen wir es als
Lorentz-invariante GrofSe an, konnen wir zudem sicher sein, daf§ wir kovariante Gleichungen erhal-
ten. Zudem sollte die Wirkung auch eichinvariant sein. Dies legt es nahe, fiir das freie Feld den Ansatz

1
%, :_ZF”VFMV’ F,uv: gpAv_avA/l (6.3.67)
zu wihlen. In der Tat, variieren wir das Wirkungstunktional
SolA, 1= J d*x.%,, (6.3.68)
erhalten wir . .
55 =— f dxFRSE, = J d'xF™(3,84,— 3,84 ) (6.3.69)

Vertauschen wir im letzten Term die Summationsindizes und verwenden die Antisymmetrie des Feld-
starketensors F#”, ergibt sich nach einer partiellen Integration

SSO:_fd4XFﬂvay3Av:+f d4x3AV3#F"”. (6.3.70)

Da wir weiter dem Hamiltonschen Prinzip gemif$ die A” unabhingig voneinander variieren diirfen,
wird die Wirkung also stationir, wenn

8§=0=,F* =0 (6.3.71)

ist, und das sind in der Tat die Maxwellgleichungen (6.3.30) fiir den quellenfreien Raum (j# = 0),
denn der ersten Gleichung ist bereits durch den Ansatz des Feldstirketensors als Viererrotation eines
Vektorpotentials Rechnung getragen.

Die Wechselwirkung mit vorgegebenen dufleren Quellen j# wird durch Hinzufiigen des Terms

<.

mnt

—A,;" (6.3.72)
Rechnung getragen. Denn dann ist die Variation der Wirkung durch
88=88,+088,, = f dx84"(3,F — ") (6.3.73)
gegeben, und das Hamiltonsche Prinzip verlangt das Verschwinden der Klammer, also
3, F* =", (6.3.74)
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und das ist in der Tat die kovariant geschriebene Form der inhomogenen Maxwellgleichungen (6.3.30).
Wir miissen weiter noch die Eichinvarianz des Wirkungsfunktionals {iberpriifen’} Das freie Funktional
8o ist eichinvariant, denn es hingt nur vom eichinvarianten Feldstirketensor F,, ab. Der Wechselwir-
kungsterm verlangt allerdings eine gesonderte Untersuchung, denn hier tritt das Vektorpo-
tential selbst auf. Fithren wir also eine Eichtransformation durch, wobei die dufleren Quellen
ungeindert bleiben. Nun ist

Sl A ] =—f dted " :_J d'x (A, +9,x)i" :—j dhx (A4 —x3,j*).  (63.75)

Dies stimmt fiir beliebige y nur dann mit S;, [4 ] iiberein, wenn

3,j* =0, (6.3.76)

also j# ein erhaltener Strom ist. Dies haben wir ja bereits oben mehrfach festgestellt: Die Maxwell-
gleichungen sind nur konsistent, wenn der elektromagnetische Viererstrom die Kontinuititsgleichung

(6.3.76) erfiillt.

6.3.6 Anwendung des Noether-Theorems auf die Elektrodynamik

Nun kénnen wir die feldtheoretische Version des Noether-Theorems, wie in Abschnitt dargestellt,
auf die Elektrodynamik anwenden.

Definieren wir den kanonischen Energie-Impuls-Tensor des freien elektromagnetischen Feldes gemif$
(4.3.86), wobei wir wir hierbei tiber simtliche Feldfreiheitsgrade zu summieren haben summieren (in
unserem Falle also iiber die vier Vektorkomponenten A#), erhalten wir unter Anwendung der Einstein-
schen Summationskonvention

%,

1
O = "2 VAP — L o® =F FIYAP + —g¥'F__FFY, 6.3.77
can 3(3#14/0) Og P +4g po ( )

Dieser Ausdruck ist allerdings nicht eichinvariant und besitzt daher a priori keine physikalisch ein-
deutige Interpretation. Andererseits definiert dieser Tensor wegen der Translationsinvarianz in Raum
und Zeit, die aufgrund der Diskussion im Anschluf} an Gl. gewihrleistet ist, wenn die Lagran-
gedichte nicht explizit von den Raum-Zeit-Koordinaten abhingt, die Erhaltungsgrofien Energie und
Impuls

P'(t)=| P36 (x). (6.3.78)

can
R3

Dies ist ein zeitunabhingiger Vektor, weil die lokale Form des Erhaltungssatzes
J,Okn =0 (6.3.79)

gilt, wie man auch direkt aus der Definition (6.3.77) des kanonischen Energie-Impuls-Tensors unter Be-
riicksichtigung der Maxwellgleichungen achweist (Ubung!). Wegen seiner Eichabhingigkeit
konnen aber die Komponenten ©% nicht ohne weiteres als Energie- oder Impulsdichte des elektroma-
gnetischen Feldes interpretiert werden.

®Um eichinvariante Gleichungen zu erhalten, geniigt es streng genommen, daf§ die Variation der Wirkung eichinvariant
ist. Daf3 das Wirkungsfunktional selbst eichinvariant ist, ist dafiir zwar hinreichend aber nicht notwendig.
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Nun bleiben aber alle Folgerungen ungeindert, wenn wir einen neuen Energie-Impuls-Tensor der Form
OF = Ofy + J,0FH (6.3.80)

mit einem beliebigen in den Indizes o und y antisymmetrischen Tensor dritter Stufe co?*” definieren,

denn dann gilt wegen dieser Antisymmtrie und wegen (6.3.79) auch
2,01 =o. 6.3.81)

Auflerdem bleiben Energie und Impuls ungeindert,

&% 9, wf” =0, (6.3.82)
R3 £

denn wegen ® = 0 ist der Integrand eine reine Dreierdivergenz und kann daher mit dem Gauf3schen
Integralsatz in ein Oberflichenintegral {iber eine im unendlichen gelegene Oberfliche umgeformt wer-
den. Da wir stillschweigend annehmen, daf} die Felder im Unendlichen hinreichend schnell verschwin-

den, folgt daraus (6.3.82). Wir konnen also statt (6.3.78)
PY(t)= f &% 0%(x) (6.3.83)
R3

schreiben. Wir miissen nun nur noch ein solches «w?*” mit den vorausgesetzten Eigenschaften finden,

so daf§ ein eichinvarianter Ausdruck wird. Dies ist fiir
wPH = FHPAY (6.3.84)
der Fall. Fiir die Losungen der Feldgleichungen ist niamlich
d,0"* =F*°J A", (6.3.85)

und dies in (6.3.80) eingesetzt liefert unter Beriicksichtigung von (6.3.77) den eichinvarianten symme-

trischen Energie-Impuls-Tensor oder auch Belinfante-Tensor [Bel39]]
1
W _ FEPF Y 4 PO 1Y
O = FHE" + 1F,, F*"g". (6.3.86)

Fiir die Energie- und Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes erhalten wir dann gemaf3 (6.3.83),

im Dreierformalismus ausdriickt
e=0%= %(Ez +BY), §I=0%=(ExB)y = (P*)= f &£% <§> (6.3.87)
R3

Dabei bezeichnet P# der Gesamtenergie-Impulsvierervektor des freien elektromagnetischen Feldes.
Wir erhalten also die aus der Elektrodynamikvorlesung bekannten Ausdriicke fiir die Energie- und

Impulsdichte. Dabei heifit S auch Poynting—Vekto

Die Boosts und Drehungen behandeln wir in der Relativititstheorie am besten gemeinsam, denn sie
bilden zusammen genommen ja die eigentlich orthochrone Lorentzgruppe SO(1,3). Die Drehungen

"Es ist klar, daf§ es sich dabei um einen Dreiervektor, nicht jedoch um die Raumkomponenten eines Vierervektors handelt.
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wirken auf die Raum-Zeit-Koordinaten gemif} (4.3.100). Dies schreiben wir aber geschickter in der

Form

Sxt =8¢ x, (6.3.88)
wobei
8% =8¢ =8¢% =0, 8¢, =—e"nSg. (6.3.89)
Fiir einen Boost mit der infinitesimalen Geschwindigkeit 87 erhilt man gemif$ (6.1.28) unter Beach-
tung, dafl y = 1+ 0(87?)
3v-X
Sx)=—( . . 6.3.90
@x)=—(32.5) (6390
In Komponenten ergibt dies fiir 2, b € {1,2,3}.
3¢Oo:390“b =0, é\guoﬂ:—va”’, S¢y=—38v" (6.3.91)
Die sechs Parameter fiir eine infinitesimale Lorentztransformation lassen sich also in einen antisymme-
trischen Tensor 8¢, =—J&'¢, , zusammenfassen. Dann ist
Sot, =g 8¢, (6.3.92)

Es ist auch leicht nachzuweisen, daf§ A“, = 8# + (8 ¢H), bis auf Groflen zweiter Ordnung in den
8¢#  die Bedingung (6.1.33) fiir eine Lorentz-Transformation erfiille (Ubimg

Da das elektromagnetische Viererpotential ein Vektorfeld ist, gilt im Sinne unserer allgemeinen
Schreibweise (4.3.69) fiir infinitesimale Transformationen fiir Feldtheorien im Lagrangeformalismus

Sxt =89! x¥, SAH=35¢" A (6.3.93)

Da sowohl die Lagrangefunktion (6.3.67) als auch wegen det A = 1 das Vierervolumenelement d*x unter
Lorentztransformationen invariant sind, liegt tatsichlich Symmetrie unter Lorentztransformationen

vor, wobei in (4.3.88) S Q# = 0 gesetzt werden kann. Wegen (4.3.88) bedeutet dies, dafy der Ausdruck

%3% e (6.3.94)
mit dem kanonischen Boost-Drehimpuls-Vierertensor
4P — FHPAY —FMAM 4 OLE x” —OL xP (6.3.95)
ein erhaltener Strom ist, d.h. es gilt fiir alle Losungen der Maxwell-Gleichungen
dJan =0, (6.3.96)

was man auch leicht direkt nachrechnet (Ubung). Nun ist aber, wie oben beim Energie-Impuls-Ten-

sor, (6.3.95) nicht eichinvariant. Verwenden wir allerdings die Bezeichnungen (6.3.84) und ersetzen
den kanonischen Energie-Impuls-Tensor gemif} (6.3.80) durch den symmetrischen, folgt nach einigen
einfachen Umformungen (Ubung/)

C[L;I\;p — QM xY — @M xP + ao(wtf,uvx,o _CQU/“PXV)_ (6.3.97)

8Tn Wirklichkeit handelt es sich bei den Parametern 84 nicht um infinitesimale Geschwindigkeiten sondern um Rapi-
ditdten. Man sollte also eigentlich 87 = 877 schreiben. Wegen |7] = tanh# = 7 + 0(5*) stimmen aber fiir infinitesimale
Transformationen wegen 87 = 8 ¥ + 0(87%) die infinitesimale Rapiditit und die infinitesimale Geschwindigkeit {iberein
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Die vollstindige Divergenz besitzt nun aber genau die Eigenschaften, die wir oben beim kanonischen
Energie-Impuls-Tensor verwendet haben, um zum symmetrischen Energie-Impuls-Tensor {ibergehen
zu konnen. Statt J/5° erfiills also auch der Belinfante-Boost-Drehimpuls-Tensor

TP = @MY — @M xP (6.3.98)

die Kontinuititgleichun J,/#*¢ = 0, und da ©” eichinvariant ist, trifft dies auch fiir diesen Tensor zu.
Fiir u = 0 ergeben sich die erhaltenen Groflen durch Integration iiber X. Die rein riumlichen Kom-
ponenten sind ein antisymmetrischer Dreiertensor zweiter Stufe, der mit Hilfe des dreidimensionalen
Levi-Civita-Symbols ¢#4¢ auf den Drehimpulsvektor abgebildet werden kann, der im Sinne der Hamil-
tonschen Formulierung der Feldtheorie (und, wie gleich sehen werden, damit auch in der kanonische
quantisierten Version!) die Drehungen erzeugt. Die zeit-raumlichen Komponenten ergeben die entspre-
chenden drei Erzeugenden fiir Boosts:

1 -
]a — Egabcj 3 de]Obc’ (6.3.99)
R
K”’:f &% Jo0, (6.3.100)
]sz

In dreidimensionaler Vektorschreibweise gilt dann (Ubung)

-

f=J % (X x S), (6.3.101)

R3

ﬁ:J d35c’[e?c—t§]. (6.3.102)
R3

In vierdimensional kovarianter Schreibweise ergibt sich daraus der zeitlich erhaltene antisymmetrische
Boost-Dreh-Tensor

T = f &% ], (6.3.103)
R3

6.4 Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Bei der kanonischen Quantisierung des elektromagnetischen Feldes gehen wir im Prinzip genauso vor
wie in Abschnitt bei der Quantisierung des Pauli-Spinorfeldes. Allerdings ergeben sich aufgrund
der Eichinvarianz der Elektrodynamik charakteristische Schwierigkeiten bei der kanonischen Quan-
tisierung. Das wird schon aus der Tatsache verstiandlich, dafl wir ja das elektromagnetische Feld mit
den vier Komponenten eines Vektorfeldes beschreiben, wobei aber Felder, die sich nur um den Vie-
rergradienten eines Viererskalarfeldes unterscheiden, dieselbe physikalische Situation beschreiben. Bei
der Losung der ladungs- und stromfreien Maxwell-Gleichungen haben wir gesehen, dafl von den vier
Feldfreiheitsgraden nur zwei physikalische Bedeutung besitzen. In der oben besprochenen Strahlungs-

eichung sind dies die beiden voneinander unabhingigen Komponenten des Dreiervektors A, der die
Nebenbedingung V - A = 0 (Transversalititsbdingung) erfiillt.
Formal dufiert sich die Uberzihligkeit von wenigstens einer Feldkomponente darin, daf§ der kanoni-

sche Feldimpuls zu A#

— 8"% 70
HH_Q(QOA#)_F . (6.4.1)
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ergibt. Es ist also IT, =0, so dafy wir &yA° in der Hamiltondichte
H=TL A~ (6.4.2)

nicht durch die kanonischen Impulse ausdriicken kénnen. Der Grund dafiir ist, wie oben bereits ver-
mutet, die Eichinvarianz und die Redunandanz zweier Feldfreiheitsgrade.

Da die IT, gemdf§ offensichtlich keine Vekrorfelder sind, geht in der Hamiltonschen Formulie-
rung des kanonischen Formalismusses fiir Felder die manifeste Lorentz-Invarianz ohnehin verloren.
Dabher verfolgen wir hier die Strategie, die Eichung vollstindig zu fixieren und nur mit den verbleiben-
den physikalischen Feldfreiheitsgraden zu arbeiten. Wie wir in Abschnitt gesehen haben, ist eine
bequeme Eichfestlegung fiir das freie Feld die Strahlungseichung, d.h.

A°=0, V.A=o0. (6.4.3)
Damit ist das Problem mit dem fehlenden kanonisch konjugierten Feldimpuls zu A° gelést, denn wir

haben diesen Freiheitsgrad durch die E1chﬁx1erung eliminiert. Die zweite Gle1chung besagt dann, daf3

A transversal ist, d.h. bei ebenen Wellen ist A orthogonal zum Wellenvektor k, der die Ausbreitungs-
richtung der Welle festlegt.

Da wir nun ohnehin endgiiltig die manifest kovariante Schreibweise verlassen haben, konnen wir nun
auch in der jetzt bequemeren dreidimensionalen Schreibweise weiterrechnen. Die Lagrangedichte ist
eichinvariant, und es gilt

= S(E B (644)

Die Felder E und B haben wir dabei durch A auszudriicken. Unter Berticksichtigung der Eichbedin-
gungen (6.4.3) gilt .

E:—Q/_{—%Ao:—/_{ E:%X;{. (6.4.5)
Zusitzlich muf$ auch noch die zweite Eichbedingung in 3) erfiillt werden. Diese fordern wir als
Nebenbedingung. Die Lagrange-Dichte fiir die eichfixierte Theorle lautet also

175 = = .
£=3 [A2 —(Vx A)z] mit V-A=0. (6.4.6)
Die kanonischen Feldimpulse sind dann
M= aif —A=_E, (6.4.7)
JA
und die Hamilton-Dichte lautet folglich
%:ﬁﬁ-g:%(ﬁuéz):%[ﬁu(% < A7]. (6.4.8)

Diese Hamilton-Dichte stimmt mit der oben aus dem Noether-Theorem bestimmten Energiedichte
des elektromagnetischen Feldes (6.3.87) {iberein, wie es sein muf3. Die Hamiltonschen kanonischen
Gleichungen lauten gemifl (4.3.57)

A;:g{f—%- afii =TI, (6.4.9)
o1l 2(VII)
fi_| 9% _§. % =AA=—V x(V xA). (6.4.10)
JA J(VA)
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Dabei haben wir im letzten Schritt die Nebenbedingung V-A=0 berticksichtigt. Mit (6.4.7) und
B = V x A, erhalten W1r daraus in der Tat die quellenfreien Maxwell-Gleichungen, also (6.3.1) und

mit o =0und j ] = 0. Es ist also wichtig, daf} die Elektrodynamik nur unter Einhaltung beider
Eichbedin ungen (6.4.3) durch die Hamiltondichte (6.4.8) beschrieben wird. Kombiniert man (6.4.9)

und 6.4.10b, erhilt man fiir das Feld 4 die Wellengleichung. Mit der Nebenbedingung V-A=0]lauten
also die Bewegungsgleichungen

(B?—AN)A=pA=0, V-A=0. (6.4.11)

Nun kénnen wir die kanonische Quantisierung problemlos durchfithren. Dazu ersetzen wir die Fel-
der I und A durch Feldoperatoren und verlangen die entsprechenden kanonischen Kommutatorre-
lationen analog zu (4.3.64).

Wir quantisieren das elektromagnetische Feld mit bosonischen Quantisierungsregeln also mit Kom-
mutatoren. Wir werden dabei sehen, dafl eine Quantisierung mit fermionischen Quantisierungsre-
geln, also mit Antikommutatoren, zu unphysikalischen Folgerungen fiihrt. Dies ist Ausdruck des sehr
grundlegenden Spin-Statistik-Theorems der relativistischen Quantenfeldtheorie, demzufolge
Teilchen mit ganzzahligem Spin stets als Bosonen und solche mit halbzahligem Spin stets als Fermionen
quantisiert werden miissen. Wir konnen im Rahmen dieser Vorlesung nicht niher auf diesen Sachver-
halt eingehen. Ein Standardwerk der Spezialliteratur zu diesem Thema ist [SW64]]. Eine sehr gute Be-
handlung des Theorems im Zusammenhang mit der Theorie der unitiren Darstellungen der eigentlich
orthochronen Poincaré-Gruppe (die durch die Lorentz-Gruppe und die raumzeitlichen Translationen
durch Hintereinanderausfithrung erzeugt wird) ist in [Wei95]] zu finden.

Wir schreiben also statt der Felder A und der dazugehorigen kanonisch konjugierten Impulse I Ope-
ratoren, die wir als Feldoperatoren im Heisenberg-Bild der Zeitentwicklung interpretieren. Wir
miissen aber die Nebenbedingung

V.-A=0 (6.4.12)

berticksichtigen.

Nun ist die naive kanonische Kommutatorregel

[A“(t,)?),l’[b(t,i)] =i8°8C)(*—7) (inkompatibel zu {6.4.12)) (6.4.13)

offenbar nicht mit dieser Nebenbedingung vertriglich, wie man sofort durch Anwenden des Operators
V; auf beiden Seiten von (6.4.13) erkennt.

Wir verzichten also zunichst auf die Erfiillung der Nebenbedingung und postulieren neben der kano-
nischen Kommutatorregel (6.4.13) auch noch die anderen beiden Regeln

[A“(e,%), A% (1, 5) | =[ (¢, %), (2, 5) | =0. (6.4.14)

Definieren wir dann den Hamilton-Operator durch naives Einsetzen von Feldoperatoren in die Ha-

milton-Dichte (6.4.8), erhalten wii

H = sz &£ % [ﬁz +(V x R)z] . (6.4.15)

9Wir haben den Strich an den Hamiltonoperator gesetzt, weil dieser weiter unten noch eine Anderung erfahren wird, die
aber nichts an den folgenden Rechnungen mit Kommutatorrelationen indern wird.
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Es ist dann mit Hilfe der Kommutatorrelationen (6.4.13) und (6.4.14) leicht zu zeigen, daf} die Hei-
senberg-Bewegungsgleichungen fiir die Feldoperatoren mit den klassischen Analoga (6.4.9) iiberein-
stimmen,

1

A= - [A,H/:I = ﬁ, o= - [H,H/] =AA. (6.4.16)
i i
Kombiniert man beide Gleichungen, gilt auch wieder
OA =0. (6.4.17)

Losen wir nun diese Gleichung unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung (6.4.12), ergibt sich in ge-
nauer Analogie zum klassischen Fall (6.3.46) die Modenentwicklung

e _ d3/_€> 2 o 7 7 . i 7 .
Ax) = JRs m azz; €, (k) I:aa(k) exp(—ikx)+al (k) exp(—i—l/ex):lkozw(/;):'g' . (6.4.18)

Dabei sind die Polarisationsvektoren € a(Z) reell gewihlt und erfiillen die Bedingungen (6.3.40(6.3.42).
Aus den kanonischen Feldkommutatoren (6.4.13) und (6.4.14) ergeben sich nach einigen Rechnungen

die Kommutatorregeln (Ubung)

[a.B1as(m)] =0, [a,B)al(5)]= 8,580 —F). (6.4.19)

Dies sind nun genau die Kommutatorregeln fiir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren von Bose-
Teilchen, die einen zusitzlichen diskreten Freiheitsgrad, die ,Polariation” € {1,2}, besitzen. Dieser
Polarisationstreiheitsgrad ist analog zu den Spin-z-Komponenten bei den Weyl-Fermionen. Man nennt
die in diesem Sinne dem elektromagnetischen Feld zugeordneten ,Teilchen® Photonen. Wir konnen
nun den Fock-Raum fiir Vielteilchenzustinde ganz analog wie bei den nichtrelativistischen Weyl-Fer-
mionen aufbauen. Freilich ist die Besetzungszahlbasis hier durch die vollstindig symmetrisierten
Produkte von N € {0,1,2,...} Photonen-Impuls-Polarisations-Eigenzustinde gegeben. Mit dem
Vakuumzustand, der durch

a,(k)|Q) =0 (6.4.20)
bestimmt ist, sind diese Besetzungszahlzustinde durch

- -

- + - N - N - N
|/e1,a1;k2,a2;...;/eN,aN> :aT(/el,al)aT(/ez,az)---aT(/eN,aN)|Q) (6.4.21)

gegeben.
Beachten wir nun die erste Gleichung von folgt durch einfache Rechnungen (Ubung/), daf die

Losungen (6.4.18) zwar die kanonischen Kommutatorregeln (6.4.14) erfiillen, wihrend (6.4.13) durch
die mit der Nebenbedingung (6.4.12) vertrigliche Kommutatorrelation

]

(A, (e, 5)] = A2, 7), A"

o OPE (e RRN  re oo . L 642D
=i (0= el 9] =ity
ersetzt wird. Dabei haben wir die auch sonst noch niitzliche Polarisationssumme
N N alb
Ze“(k,a)eb(k,a):é\“b—i (6.4.23)
a k2
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verwendet, die sich durch direktes Nachrechnen mit Hilfe von (6.3.40(6.3.42) ergibt.
Der Ausdruck auf der rechten Seite von (6.4.22) bezeichnen wir kurz als

abi=y _ d3]_€> ab _ kok? ab 8B)(z _=\__ Rab/z
397(x) = ) exp(lk x)=388V(x—y)— 38 (X). (6.4.24)
g (27) k2 I

Um schliefilich noch & ﬁb zu berechnen bemerken wir, daf$

3 al,b -
S“b(f):f d'k kﬁk exp(ik - X); = (6.4.25)
I p (2P B2
ab > & k apb G)=
A8” (X)=— e ——k%k exp(lk X)=+d,d,0")(%). (6.4.26)
7

Dies kénnen wir formal als die Gleichung eines elektrostatischen Potentials fiir eine Ladungsdichte, die
durch die rechte Seite von Gl. (6.4.26) gegeben ist, ansehen. Die Losung kennen wir aus der Elektrody-
namikvorlesung (s. auch [[CH10]):

aﬂb(z):f d“’—aaa (% ):f dz' 89E 3/ — (6.4.27)
I R} 4r|Xx —x) “ R}

1’47'c|x—x’|

Offenbar kénnen wir darin die Ableitungen nach x’ durch Ableitungen nach X ersetzen und dann die
Integration mit diesen Ableitungen vertauschen. Nach Ausintegration der 8-Distribution erhalten wir

dann schliefilich

Sib(%)=3,3,—— (6.4.28)
I 4m le

Wegen finden wir also schliellich

J? 1
dxadxb 4r|x —9|

2
J S (6.4.29)

O —7) =880 Dyadyb 4mli—j)|

_34b8 ( y)

Wie wir nun zeigen wollen, ist dies aber fiir die Giiltigkeit der Bewegungsgleichungen irrelevant. Dazu
setzen wir die Modenentwicklung (6.4.18) in (6.4.15) ein. Nach einiger Rechnung (Ubung) liefert dies

-

H=| ¢ @[ag(é)aa(/‘é)ﬂa(ié)a;(/?)]. (6.4.30)

R3 a=1,2

Dieser Ausdruck erweist sich nun aber als problematisch. Bilden wir nimlich den Vakuumerwar-
tungswert dieses Hamiltonoperators, ergibt sich wegen des zweiten Terms der nicht wohldefinierte
Ausdruck

(2

Dabei haben wir verwendet. Im Vakuumerwartungswert ergibt also der zweite Term in
ein divergentes Ergebms Dies ist nur das erste Beispiel einer ganzen Reihe von in der relativisti-
schen Quantenfeldtheorie auftauchenden divergenten Ausdriicken. Diese resultieren aus dem naiven
Ubergang von klassischen Feldern zu Feldoperatoren, die in die Hamiltondichte (im Gegensatz zum
nichtrelativistischen Fall!) als Operatorprodukte an demselben Raum-Zeit-Punkt eingehen, und diese

- - ‘

aa(k)ai(k)‘ﬂ = ) ’Q )~ 89(0). (6.4.31)
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Produkte sind aufgrund der Kommutatorregel (6.4.22) bereits nicht wohldefiniert. Die in (6.4.30) ent-
haltene Divergenz lifit sich allerdings recht einfach beseitigen. Dazu beachten wir, daf§ wir den zweiten
Term in der eckigen Klammer formal in die Form

[a,(k),a1(k) ] +al(k)a, (k) ~ 8(0) +af,(k)a, (k) (6.4.32)

bringen konnen. Der Kommutator ist zwar nicht wohldefiniert, aber die Singularitit, ist proportional
zum Einheitsoperator, bildet also in nur eine additive mit allen Operatoren kommutierende
(allerdings unendliche) additive Konstante zur Gesamtenergie. Definieren wir also den endgiiltigen
Hamilton-Operator als normalgeordnetes Produkt der Feldoperatoren, erhalten wir

H= d3k S [kfaf (k)a, (k). (6.4.33)
a=12
Dann ist das Vakuum ein Energie-Eigenzustand zum Eigenwert 0,
H|Q) =0, (6.4.34)
und die Energie ist positiv semidefinit, denn fiir irgendeinen Fock-Raumzustand gilt

(v |a§(/2)aa<2)| ) = (a,(k)¥ a,(k)¥)>0. (6.4.35)

Hitten wir beim Quantisieren statt der Bose- Fermi-Vertauschungsregeln verwendet, hitten wir bei die-
sem Vorgehen einfach eine identisch verschwindende Energie erhalten. Daher mu/s das elektromagne-
tische Feld mit Bose-Vertauschungsregeln quantisiert werden, was die Anwendung des oben erwihnten
Spin-Statistik-Theorems auf das elektromagnetische Feld (bzw. das Photonenfeld) ist.

Der Einphotonenzustand ist ebenfalls ein Energieeigenzustand (Ubung):

>:|E||/2,a>. (6.4.36)

Der Energieeigenwert ist dabei also |/;|, und fiir freie Photonen gilt die Energie-Impulsbeziehung fiir
masselose Teilchen,

=k = K =(k)P—k=0. (6:4.37)

Schliefflich betrachten wir noch die iibrigen oben aus dem Noether-Theorem resultierenden Erhal-
tungsgroflen, die gleichzeitig die infinitesimalen Erzeugenden fiir Translationen und Lorentztrans-
formationen (d.h. Boosts und Drehungen) sein miissen. Verwenden wir wieder die naive Quantisie-
rungsregel und fithren gleich die Normalordnung durch, was wieder zur Subtraktion der divergieren-
den Vakuumerwartungswerte dieser Grofien fiihrt, erhalten wir durch Quantisierung von fir
den Gesamtimpulsoperator (Ubung)

P=| &%:E(x)xB(x) d3k k> al( (6.4.38)
R3 a=1,2

Fiir den Drehimpuls- und Boostoperator lautet die quantisierte Fassung von (6.3.102) unter Bertick-
sichtigung der Normalordnung (Ubung)

j=i| &k [ai(z)iaa(/;)} x k, (6.4.39)
RS g=12 dk

f(:if Y |E|[a§(é)iaa(12)}—t13. (6.4.40)
R =12 dk



Kapitel 6 - Einfithrung in die relativistische Quantentheorie

6.5 Das Verhalten der Felder unter Poincaré-Transformationen

Um die Lorentz-Invarianz des Quantisierungsverfahrens zu tiberpriifen, miissen wir zeigen, daf die

so definierten Operatoren H und P zeitliche bzw. raumliche Verschiebungen und J und K Boosts er-
zeugen, d.h. daf} die Kommutatoren der Feldoperatoren A“(x) mit diesen die Lie-Algebra der eigent-
liche orthochronen Poincaré-Gruppe reprisentierenden Operatoren infinitesimalen Transformatio-

nen entsprechen, wie sie fiir das klassische Feld A(x) zu erwarten sind.

Es ist einfacher, anstelle mit der Impulsraumformulierung (6.4.33) und (6.4.38}{6.4.40) direkt mit den
Raum-Zeitformulierungen der Erhaltungsgrofien

H=| &% E : |:I:i2(x)+ Ez(x)] 5 6.5.1)
w2
P=| &£%:ExB:, 6.5.2)
R3
R=| &% [E@+B(0]:i P, 6.5.3)
w2
J=| £3xx:E(x)xB(x): (6.5.4)
R3

zu arbeiten.
Betrachten wir zunichst die riumlichen Translationen. Sie sollten durch den Operator

—

Up(a) =exp (—iZ- P) (6.5.5)

gegeben sein. Um zu zeigen, dafl sich der Vektorpotentialoperator entsprechend transformiert beachten
wir, dafl fiir eine infinitesimale Translation

AR = Ug(82)A* (R UL(8) = A*(F') +ida” [A"(?c’), Pb], (6.5.6)

wobei X’ = X — 84 ist. Es sollte freilich dieselbe Transformationsregel wie fiir die klassischen Felder
gelten, also

A (%) = A“(%). (6.5.7)

Um den Kommutator zu berechnen, bendtigen wir die Kommutatorrei eln zw1schen A%(X’) mit dem

elektrischen und magnetischen Feld I—*i(y) und E(y) Da die Gréﬁen Wegen des Noether-
Theorems zeitunabhingig sind, geniigt, es, wenn wir die Kommutatorrelatlonen der Felder zu glei-

chen Zeiten bestimmen. Wegen E=—A=-MundB=VxA folgen diese Regeln unmittelbar aus
(6.4.14) und (6.4.22),

[A“(2,%),EP(2,5) ]| = _iajb(z_ ) [A%eE), B (x,5)]=0. (6.5.8)

Berechnen wir also unter Verwendung von (6.5.2) zunichst den Kommutator
i[ A6, %), P4 =i | T [ A%, R),EN(,5)B(1,5) ] (6.5.9)
R3

Dabei konnten wir die Normalordnungsvorschrift in (6.5.2) weglassen, weil diese nur einen um eine
reine Zahl verschiedene additive (divergente) Konstante zu P4 hinzufiigt, die im Kommutator keinen
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Beitrag liefert. Verwenden wir nun (6.5.8) folgt, nach einigen kleineren Umformungen

i[A“(t,a?),Pd]:f &5 P840 (3 —5)B(1,7)

R3
(6.5.10)
(X2 . - . 97 1
edacBC(t,x>_ d3y €dbCBC(I,x) —
R dyedyb 4r|x—yl|

Zur Berechnung des verbleibenden Integrals fithren wir eine partielle Integration bzgl. 3/9y? aus
und schreiben die Ableitung d/dy* als —d /d x*. Diese Integration konnen wir zudem noch aus dem
Integral herausziehen. Weiter gilt

0B (1,%) = 9, A" (t,%)— 3,A%(¢, ), (6.5.11)

was nach den besagten Umformungen

d? 1 d 1
= Py ———=AAY(1,5) =—8,A%(,3) (6.5.12
Ay*dyb An|X —5|  Ix Jgs  4m|i—3| (£,7) A% (LX) ( )

f 3(135; fdbCBC(t,)_é)
R

liefert. Dabei haben wir wieder beachtet, dafl —1/(47t|x—)|) die Greensche Funktion des Laplace-Ope-
rators und dafy V- A = 0 ist. Verwenden wir schliefflich nochmals d6.5.11[) in d6.5.10[) finden wir unter

Anwendung von (6.5.12)

i[ A“(2,%), P ]| = G A%(2, ). (6.5.13)
Dies in (6.5.6) eingesetzt ergibt schliellich
A1, %)= AN, %)+ 8a% A% (1, 7)) = A%(t,% + 8F) = A*(1, %), (6.5.14)

und dies entspricht genau der Behauptung (6.5.7).

Mit exakt denselben Schritten weist man nach, dafl auch die zeitlichen Translationen und die Drehun-
gen, dargestellt durch die Operatoren

-

U(6) =explitH), Up(p) = exp(—ig-T) (65.19
die von der klassischen Therie her zu erwartenden Transformationsregeln fiir infinitesimale Transfor-
mationen (Ubung/)
t'=t—8t, ¥ =% A(()=Ax)=Al' +8t,7)=A(t",¥)+StA(t, %), (6.5.16)
=t ¥=%—83x% A(,3)=(1,—83x)A(t,%)

— AR =8 x A, R)+[(8 x X)-V/A(, )] (65.17)
Fiir die Boosts ergibt sich aufgrund der Eichfixierung eine Besonderheit.

Dies erkennen wir schon am klassischen Fall. Betrachten wir also zunichst ein klassisches quellenfreies

Vierervektorpotential A# in der Strahlungseichung. Es gilt voraussetzungsgemifl V-A=0und A°=0.
Als Vierervektorfeld verhilt es sich unter einem Boost wie folgt

APy = A A'(x), x""=A¥ x". (6.5.18)
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Fiir eine infinitesimale Transformation ist also gemif} (6.3.90) und wegen A° =0

—8%-A(x')

! x/ AV VA, 1 : .
A7) <A(x’)+t’(877-V) (x/)+(377-9?)3t/A(x’)> (6.5.19)

Es ist leicht zu sehen, dafl die drei riumlichen Komponenten die Transversalititsbedingung
v/ A (x") = 0 erfiillen, aber die Nebenbedingung A’° = 0 ist nicht erfiillt. Dies ist aber auch gar nicht
notwendig, denn es gentigt, wenn diese Nebenbedingungen bis auf eine Eichtransformation (6.3.20)
erfiillt sind. Wir kommen darauf gleich noch zurtick.

Fiihren wir nun den Lorentz-Boost in der quantisierten Theorie aus. Der Boost ist durch

—

Ug(7) = exp(i7} - K) (6.5.20)

gegeben, wobei K in 1} angegeben ist. Nach einiger nicht ganz einfacher Rechnung (Ubung) ergibt
sich fiir den relevanten Kommutator

i[85 -KAR)|=(87-%)3,A(x) + (85 - %’)A(x’)—ﬁ’f &5 44t ) ———.  (6.5.21)
R? 4r|x’—y]
Dies stimmt mit dem aus der klassischen Theorie zu erwartenden Transformationsgesetz nur bis auf

eine (infinitesimale) Eichtransformation mit dem Eichfeld

8n(x’):377-f d3)71_§(t/,37) ! (6.5.22)

R3 47'E|9_C)/—:)—))|

tiberein. Im geboosteten Bezugssystem ergibt sich demnach die nichtverschwindende 0-Komponente

A/o(x/) =3,8n(x") =83 J. &y K(l’/,j_;) (6.5.23)

R3 47T|9_5/—37|.

Nun erfiillt aber das Vektorfeld aufgrund der Bewegungsgleichungen die Wellengleichung, und folg-

lich ist A(t/,j_f) = ij_&(t/,j_f) Da weiter 1/[47|x’ — | bis auf das Vorzeichen die Green-Funktion des
Laplaceoperators ist, ergibt sich schliefflich

A% )=—87 - A(x), (6.5.24)

und das entspricht gerade dem klassischen Resultat (6.5.19).

Bis auf eine Eichtransformation verhilt sich also das in der Strahlungseichung quantisierte elektroma-
gnetische Feld unter Boosts analog zum klassischen Vektorpotential in der Strahlungseichung. Wie wir
spiter sehen werden, hingt fiir eine Quantenelektrodynamik geladener Teilchen die S-Matrix nicht
von einer Eichtransformation der entsprechenden Quantenfelder ab, sofern die Theorie eichinvariant
formuliert wird. Die formale Darstellungstheorie der Poincaré-Gruppe (s. z.B. [Wei195]]) zeigt, dafd
eine Quantenfeldtheorie fiir masselose Vektorteilchen, die mit einem Vierervektorfeld reprisentiert
werden, sich unter Lorentz-Transformationen notwendig stets nur modulo von Eichtransformationen
wie ein Vektorfeld transformatiert. Theorien mit masselosen Vektorteilchen miissen also notwendig
eine lokale Eichsymmetrie wie die Elektrodynamik aufweisen.
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6.6 Das freie Dirac-Feld

Mit dem Ziel, eine in sich konsistente relativistische Wellenmechanik zu konstruieren, stellte Dirac
nach dem Vorbild der nichtrelativistischen Schrodinger-Gleichung eine relativistische Wellengleichung
auf, die die Zeitableitung nur in erster Ordnung enthilt. Aus Griinden der Lorentzsymmetrie muf3-
ten auch die Ortsableitungen in erster Ordnung in die Gleichung eingehen. Auflerdem mufSte aus der
Gleichung auch die Massenschalenbedingung —(0 + m?)¢(x) = 0 folgen. Es zeigte sich, dafl dieses
Programm nur mit einem vierkomponentigen Dirac-Spinorfeld ¢ mit der Hilfe von vier Dirac-
Matrizen y# moglich war:

(i0,y* —mly)g =0. (6.6.1)

Zur Abkiirzung hat Feynman seine ,Slash-Notation® eingefiihrt: ¢ := y# 3/1. Multiplizieren wir nun
die Dirac-Gleichung (6.6.1) mit i + m1,, erhalten wir

(=@ —m?1,)¢ =0. (6.6.2)

Damit dies der Massenschalenbedingung entspricht, verlangen wir

' =o 6.6.3)
bzw. noch allgemeiner
{r,r"} =2g""1,. (6.6.4)
Es ist klar, daff aus tatsichlich folgt:
2 v 1 y 12
I =y"y"3,d,= St 8.8,=¢"9,81, =01, (6.6.5)

In einer 2 x 2-Blocknotation lautet eine fiir unsere Zwecke besonders bequeme Realisierung¥der Dirac-

Matrizen _
o [0 1, [0 o
y _<]12 2 r=(_ (6.6.6)

mit den bekannten Paulimatrizen

01:<? é), 02:<? _Oi>, 03:<é _01> (6.6.7)

Die Antikommutatorrelationen (6.6.4) folgen sofort aus den Antikommutatorrelationen fiir die Pauli-
matrizen (Ubung!)
{af,ak} = 2871, (6.6.8)

Wir notieren weiter noch die Pseudohermitezitiat der Diracmatrizen
0 0 0. u. 0
Yoyl =yt oyt =y Oyl (6.6.9)

Das Verhalten unter Lorentztransformationen konnen wir herleiten, indem wir fordern, dafl die
Dirac-Gleichung forminvariant unter Lorentztransformationen ist. Dabei soll sich das Feld linear trans-
formieren:

x'=Ax, ¢'(x')=S(A)(x). (6.6.10)

%Dies ist die chirale oder Weyl-Darstellung.
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Um S(A) zu finden, bemerken wir, dafl

8/ 3 ng 3 :(A—l)v

T Oxlk Oxle Y

gilt. Setzen wir dies in die Diracgleichug fiir das transformierte Feld ein, erhalten wir

(id —m)/ () =[i(A") 18, — m | S(A)(x). (6.6.12)

£, (6.6.11)

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit S$~!(A) folgt die Diracgleichung fiir das transformierte
Feld, wenn
AT, ST A S =7 = ST A S(A) = A*y. 6.6.13)

Wir berechnen zunichst S(A) fiir eine infinitesimale Lorentztransformation
A=1+4+8w, A =8F +8w,. (6.6.14)

Aus der Eigenschaft der Lorentztransformation, dafl es Minkowskiprodukte zwischen beliebigen Vie-
rervektoren invariant [ifit, folgt

gIWA'“pAVU = &0 (6.6.15)
Setzen wir darin (6.6.14) ein, ergibt sich aus dieser Bedingung, daf§
dw,,=—dw,, (6.6.16)
ist. Wir setzen nun
1 1
S(N=1,+ §3ww)/”", ST A =1,— gaa)wy#”, (6.6.17)
wobei y#" = —y"¥ eine geeignete 4 x 4-Matrix bezeichnen soll, die im Diracspinorraum wirkt. Bei der

Matrixinversion haben wir nur die erste Ordnung in & w berticksichtigt. Um nun y*” zu bestimmen,
wenden wir diesen Ansatz auf (6.6.13) an, wobei wir wieder bis zur ersten Ordnung in 8 w entwickeln.
Nach kurzer Rechnung (Ubung!) folgt

[y, P71 =4(g"“ y” — g y?)=2({y",y"}y* — v {r",v°})
=20y Py I=Ir%0y% v 1

Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, dafy y°7 = —y?# ist. Wir kdnnen also

r?? =[rfy?] (6.6.19)

setzen. Fiir endliche Lorentztransformationen folgt durch Anwenden der Matrix-Exponentialfunktion

(6.6.18)

1 v
S(A) =exp <§a)w}/f‘ > . (6.6.20)
Aus der Pseudohermitezitit und (y°)? = 1 folgt
Yoy =yof ==y 6.6.21)

und damit

STHA) =y°ST(A)y°, (6.6.22)
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6.6 + Das freie Divac-Feld

d.h. S(A) ist pseudounitir. Es ist wichtig zu bemerken, dafl S(A) nicht wirklich unitar ist. Dies weist
schon darauf hin, daf§ eine Einteilchenquantentheorie auf der Basis der Diracgleichung widerspriichlich
in sich selbst ist, denn in einer solchen Quantentheorie sollten alle eigentlich orthochronen Lorentz-
transformationen unitdr dargestellt werden. Dies ist aber nicht der Fall, wie wir nun zeigen wollen.

Betrachten wir zunichst einen Boost in der Richtung 7 (72 = 1). Die entsprechende Matrix besitzt die
Form
AG)— cosh7 —n'sinhn 6693
()= —nsinhy coshy Py(7)+ P, (1) (6.6.23)
mit den Projektionsoperatoren (reelle 3 x 3-Matrizen)

Die Boostgeschwindigkeit ist v = sinh7/coshn = tanh#. Entwickeln wir fiir ein infinitesimales &7
(6.6.23) bis zur ersten Ordnung, finden wir die Exponentialdarstellung

Ag(7) =exp(ii-K) mit 7 =7, (6.6.25)

- /0 ¢
K =il é ) (6.6.26)
€

0 fir p=0,
nf fir pe{1,2,3}, (6.6.27)

wobel

Fiir die infinitesimale Transformation ist
8x°=—87%-% &x/=—8n/x° = w0 =—Wo, = {

Um die Darstellungsmatrix S(Ag) zu finden, bendtigen wir fiir die Boosts also

0 fiir =0
=y Oyt —yity ¥ = = 6.6.28
rErrery {2y°y# fir we{1,2,3}. ( )
Damit wird . . ,
s @™ = Jwoy ¥ ==y iy = =i £, (6.6.29)
Unter Verwendung der Darstellung ist
L_i, o _1f(G 0
xX= 2}/}/ =5 <O _(}’>' (6.6.30)

Es ist wichtig zu bemerken, daf} diese Matrix antihermitesch und folglich die Darstellung der Boosts
Sp[77]=: $;(n) = exp(—in7 - x) (6.6.31)

nicht unitir is{"'] Wir werden unten sehen, daf§ die Lorentztransformationen erst fiir die Quanten-
feldtheorie unitir realisiert werden. Wir konnen (6.6.31) explizit auswerten, denn es gilt

R L DI &
(im-x)'=-(y'n-y)y=—(n-y°"=—. (6.6.32)

4 4 4
"Die gruppentheoretische Analyse der Darstellungen der eigentlich orthochronen Lorentzgruppe zeigen, daf§ es keine
nichttrivialen endlichdimensionalen unitiren Darstellungen der Lorentzgruppe bzw. der dazugehorigen Uberlagerungsgrup-
pe SL(2,C) gibt. Dies liegt daran, daf die Lorentzgruppe im Gegensatz zur Drehgruppe nicht kompakt ist. Die Drehgruppe
SO(3) bzw. deren Uberlagerungsgruppe SU(2) ist hingegen kompakt, und wie wir gleich zeigen werden, wird die Drehgruppe

in der Tat durch unitdre Transformationen dargestellt.
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Kapitel 6 - Einfithrung in die relativistische Quantentheorie
Summiert man also die Exponentialreihe (6.6.31) auf (Ubung/), folgt

Sp(?) =7° [cosh< > y —s1nh< > . }7] .
Dies kann man einfacher in der Form

Ss() =y mit U= <STZ;IZ;’;/2§;>

schreiben. In den Komponenten der Vierergeschwindigkeit des Teilchens
< coshn > 1 < 1 > < 1 >
w=|{_ . = S)=rl=
n sinhn J1—o2 \v v

ausgedriickt ist (Ubung!)

(6.6.33)

(6.6.34)

(6.6.35)

(6.6.36)

Wenden wir uns nun den Drehungen zu. Diese transformieren definitionsgemif$ nur die rdumlichen

Komponenten untereinander, d.h. in ( ist
W =W =—w;g=0, w; = —6]-klgol fur j,ke{1,2,3}.
Fiir infinitesimale Drehungen folgt daraus in der Tat
X0=x0 X =xl 4k Slxk =] —(8F xR .
Durch Exponentiation folgt daraus die endliche Drehung zu

-/ -

X'=n(n-X)—singnxx+coseP|(n)X mit 7n=

Weiter 1st

yk = _<[0j60k] [ofogk]> — i ikl <%l :1> 4kl

Wir notieren noch ;

IV Gkl k1 Rl _1/e" 0
=€yt = f’ yYrt <o az>-

Mit folgt daraus
. 1 , 2
Sp(@) =exp <§wlw}/'“ > =exp <1g0 . Z) .

(6.6.37)

(6.6.38)

(6.6.39)

(6.6.40)

(6.6.41)

(6.6.42)

Dies macht die hier verwendete Weyl-Darstellung der Diracmatrizen bequem: Der Spinoperator ist

Block-diagonal mit den Spinmatrizen o/ /2 auf den Diagonalbldcken. Da die 5. hermitesche Matrizen

sind, werden Drehungen gemaf3 (6.6.42) in der Tat unitir dargestellt.
Ublicherweise definiert man statt der y+”

v 1 v 1 v
ot =§V“ =5W,V 1s
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6.6 + Das freie Divac-Feld

so dafl die Darstellungsmatrix einer beliebigen SO(1, 3)!-Transformation mit Hilfe der sechs Parameter

w,, =—w,, in der Form

1 y 1 y
S(a)[uv) =cexp <§wluv}/lu ) =exp <—Za)#v0/‘ > . (6644)

Der Zusammenhang zu x und 5 ergibt sich dann aus (6.6.30) bzw. (6.6.41) zu

i 1 1 i 1
Xﬂzi[}/a,yO]ziaﬂoz_EJOa’ Zazéfabcybczzfﬂbco_bc. (6.6.45)
Nun kommen wir auf die Diracgleichung (6.6.1) und den Dirac-Spinor ¢ zuriick. Beziiglich Drehungen

setzt sich in unserer chiralen Darstellung der Diracmatrizen der Dirac-Spinor aus zwei Weyl-Spinoren

gemaf}
_ 5L>
= < : (6.6.46)

zusammen. Dabei sind die &; € C? zweikomponentige Weylspinoren, die sich wegen (6.6.42{6.6.46)
unter Drehungen auch als solche transformieren. Dies weist schon darauf hin, daf§ ein Dirac-Feld stets
zwei Spin-1/2-Teilchen beschreibt. Wie wir unten sehen werden, entspricht das einem Teilchen und
dem dazugehérigen Antiteilchen.

Aus der Struktur der Dirac-Darstellung der Lorentzgruppe, die sich aus beliebigen Produkten von
Boost- und Drehmatrizen bzw. ergibt, folgt, dafy Lorentzskalare mit Hilfe des Di-

rac-adjungierten Zeilenspinors

)= ¢ix)y° (6.6.47)
gebildet werden miissen. In der Tat ist dann wegen aufgrund von (6.6.22)
7 ()= ¢ = TS M)y = Gy °STA)° = Px)S (). (6.6.4)

Daraus folgt sofort, dafl

& (x)(x") = d(x)(x) (6.6.49)
gilt, also ¢ ein Skalarfeld ist. Ebenso folgt aus li daf3

()= lx)rH d(x) (6.6.50)
ein Vektorfeld ist.

Als nichstes leiten wir aus der Dirac-Gleichung die entsprechende Gleichung fiir den Dirac-adjungier-
ten Spinor her. Dazu miissen wir nur (6.6.1) hermitesch adjungieren und mit dem Dirac-Adjungierten
darstellen:

_ —,
)y (=i d T —m)=o0. 6.6.51)
Dies von rechts mit y° multipliziert liefert wegen der Pseudohermitezititsrelation

¢(X)(—i7— m)=0. (6.6.52)

Bilden wir die Viererdivergenz von (6.6.50), folgt mit der Dirac-Gleichung (6.6.1) und ihrer Adjungier-

ten (6.6.52)

3,j* =0, (6.6.53)
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Kapitel 6 - Einfithrung in die relativistische Quantentheorie

d.h. die dazugehorige Ladung

Q= J &Px;%x) = J xS (x)h(x) (6.6.54)

ist erhalten. Insofern wihnte sich Dirac schon am Ziel, eine konsistente Einteilchen-Interpretation fiir
seine Wellengleichung analog zur nichtrelativistischen Quantenmechanik gefunden zu haben. Aller-
dings ergeben sich fiir die ebenen Wellen, die Losungen fiir Teilchen mit bestimmtem Impuls entspre-

-

chen sollen, stets Losungen mit postiver und solche mit negativer Frequenz cw = +E(k). Es stellte sich
weiter heraus, daf} fiir die relativistisch konstruierbaren Wechselwirkungen (allen voran die elektro-
magnetische) bei einer Anfangswellenfunktion, die nur aus der Superposition von Moden mit positi-
ven Frequenzen (also in der Einteilcheninterpretation positiven Energien) gebildet wird, vermoge der
Zeitentwicklung zu spiteren Zeiten stets Moden mit negativen Frequenzen beigemischt werden. Die
Projektion auf Moden positiver Frequenz ist also nicht vertriglich mit der Zeitentwicklung, so daf$ die
Moden mit negativer Frequenz notwendig zum Einteilchenhilbertraum der Wellenfunktionen hinzu-
gefligt werden miissen. Dies hat nun notwendig zur Folge, daf3 die naive Interpretation der Diracglei-
chung im Sinne der Einteilchenwellenmechanik zu einer Theorie fiihrt, fiir die der Hamilton-Operator
nicht nach unten beschrinkt ist, d.h. es existiert kein stabiler Grundzustand. Diracs genialer Ausweg
war es, zu postulieren, dafl im Grundzustand alle Zustinde mit negativer Energie besetzt sind. Dieser
Dirac-See sollte sich dann in hochenergetischen Reaktionen bemerkbar machen, die ein Elektron aus
dem See herausschlagen konnen. Dieses Loch im Diracsee verhilt sich dann wie ein Teilchen mit der
Elektronenmasse aber positiver Ladung. Auf diese Weise gelangte Dirac (allerdings nach einigen inter-
pretatorischen Komplikationen) zur Vorhersage der Existenz von Antiteilchen. Diese Lochertheorie
ist dquivalent zu der quantenfeldtheoretischen Auffassung, die wir als nichstes entwickeln werden. Der
Einfithrung des Dirac-Sees entspricht in der Quantenfeldtheorie einfach der Feynman-Stiickelberg-
Trick und die nachfolgende Normalordnung der Observablen wie Energie, Impuls, Ladung usw.

Das Vorgehen entspricht genau dem beim elektromagnetischen Feld: Wir stellen als erstes eine lorentz-
invariante Lagrangedichte auf, gehen zum (nicht manifest kovarianten) Hamiltonformalismus tiber
und deuten die kanonischen Feld-Poisson-Klammerbeziehungen zu Antikommutatoren um. Es stellt
sich namlich heraus, daf Kommutatoren fiir Dirac-Teilchen nicht zum Ziel fithren (insbesondere ergibt
sich kein nach unten beschrinkter Hamiltonoperator). Dies ist eine weitere Manifestation des oben
erwihnten Spin-Statistik-Theorems, wonach Teilchen mit halbzahligem Spin["?|stets Fermionen sind.
Um die Quantisierung des Feldes vorzubereiten, stellen wir zunichst die Lagrangedichtefunktion auf.
Da die Feldgleichung eine Differentialgleichung erster Ordnung ist, darf die Lagrangedichte die Ablei-
tungen nur linear enthalten. Da wir freie Teilchen beschreiben wollen, muf die Lagrangedichte eine
Bilinearform des Dirac-Spinorfeldes sein, und damit die Lorentzinvarianz sichergestellt ist, sollte sie
ein Skalarfeld ergeben. Dadurch werden wir auf die Lagrangedichte

L =¢id —m)g (6.6.55)

gefiihrt. Da ¢ € C* ist, kdnnen wir wieder ¢ und Z als voneinander unabhingige Felder betrachten
und getrennt voneinander variieren. Die Euler-Lagrangegleichungen ergeben dann in der Tat die Dirac-

Gleichung (6.6.1) und die daraus folgende Gleichung fiir das Dirac-adjungierte Feld (6.6.51).

Zum Ubergang zum Hamilton-Formalismus, bendtigen wir als nichstes die kanonisch konjugierten

Dirac-Teilchen haben, wie wir oben anhand des Verhaltens der Dirac-Spinoren unter Drehungen gesehen haben, Spin
1/2.
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6.7 - Quantisierung des freien Dirac-Feldes

Feldimpulse. Es ergibt sich
2 : — Jd¥
=" =i¢y°’=i¢f, T="==0. (6.6.56)
X 3¢
Auf den ersten Blick sieht dies fatal aus, da offenbar der kanonische Impuls zum adjungierten Feld
verschwindet. Scheinbar sehen wir uns vor dhnliche Probleme gestellt wie oben beim elektromagne-
tischen Feld. Dies ist aber lediglich Folge der besonderen Struktur der Lagrangedichte. Man konnte
dies beheben, wenn man den Ausdruck in ¢ und ¢ symmetrisiert, was nur um eine totale Divergenz
von (6.6.55)) verschieden wire, was im Variationsprinzip keine Anderung fiir die Feldgleichungen er-

gibt. Wesentlich ist nur, daff wir die Hamiltondichte mit dem Feldimpuls und dem Feld und seinen
raumlichen Ableitungen ausdriicken kénnen, und das ist in der Tat der Fall:

A =T)— L =iy’ —id(d +im) = J(—i7 - V+m)p =—Iy°F -V +im)d.  (6.6.57)
Die kanonischen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen lauten

S

SH > . . H Vs
—°(F7-V+im)g, = —¢=H<—}/o}/-v+1m>. (6.6.58)

V=S 8

Multiplikation der ersten Gleichung von links mit iy® und Zusammenfassen der Terme auf einer Sei-
te liefert wieder die Diracgleichung (6.6.1). Multiplikation der zweiten Gleichung von rechts her mit
iy? und Zusammenfassung der Terme liefert die Gleichung fiir ITy°. Aufgrund der besonde-
ren Struktur der obigen Lagrangedichte ergibt sich der Zusammenhang zwischen Feld und
kanonisch konjugiertem Impuls nicht aus den kanonischen Gleichungen. Es ergibt sich aber keine In-
konsistenz, diese Beziehung einfach als Nebenbedingung zu fordern, d.h. wir konnen

I =idy°=igt (6.6.59)

setzen.

6.7 Quantisierung des freien Dirac-Feldes

Die Quantisierung des Diracfeldes erfolgt nun dadurch, dafl wir ¢ durch einen Operator ¢ ersetzen.
Wir fordern nun aber wegen des Spin-Statistik-Theorems keine kanonischen Kommutatorregeln son-
dern kanonische Antikommutatorregeln. Wie wir sehen werden, ist dies kein Widerspruch zur all-
gemeinen quantentheoretischen Dynamik, denn die Observablen werden stets durch Funktionen aus
einer gerade Anzahl von Fermionenfeldoperatoren aufgebaut; insbesondere die Hamiltondichte ist ei-
ne bilineare Form in den Feldern. Wie wir zeigen werden, erfiillt der dazugehorige Hamiltonopera-
tor die korrekten Kommutatorrelationen mit den Feldern, so daff sich aus der Quantendynamik wie-
der die Dirac-Gleichung fiir den Feldoperator ergeben wird, wie es sein mufl. Wir verlangen also die
Antikommutator-Relationen zu gleichen Zeiten

(6,8, (63} =0, {d, (6, ), (£,7)} =i {d, (6, %), 4] (1,7)} =i8,,80GE=7).  (6.7.1)

Die a,b €{1,2,3,4} numerieren dabei die Dirac-Spinorkomponenten durch.

Wir berechnen nun die Modenentwicklung nach ebenen Wellen. Wir erwarten fiir die Teilchen und An-
titeilchen jeweils zwei Spinfreiheitsgrade (insgesamt also vier Feldfreiheitsgrade fiir jede Impulsmode).
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Wie in der relativstischen Teilchenphysik tiblich, wird der Spin im Ruhsystem des Teilchens gemessen.
Es sei also o = #1/2 der Eigenzustand zum Spinoperator ¥ fiir k£ = 0. Es ist sehr zweckmiflig und

bequem, die tibrigen Zustinde durch einen drehungsfreien Lorentzboost in Richtung von E, d.h. durch

Ag(—n) - , 6.7.2)

=k mit n:arcosh<ik)>, n=

o o o 3

zu definieren. Dieses Programm fithren wir nun aus. Dazu definieren wir zunichst die Feldmoden mit
positiver Frequenz durch

(6.7.3)

1 .
)= ———=cxp(—ik - x)|,,_

ur (x .
ot (27 )2E () o

Die korrekte quantenfeldtheoretische Modenentwicklung mufy mit dem Feynman-Stiickelberg-Trick,
der einfach darin besteht, den Feldmoden mit negativer Frequenz einen Erzeugungs- statt einen Ver-
nichtungsoperators zuzuordnen, wie folgt aussehen

() :f d%Z[ wu(ky0)ity , (x)+ b1 (k0 )0k, 0 (x)]. 6.7.4)

+

Damit diese Funktion die Dirac-Gleichung erfiillt, miissen die Spinoren # und v offenbar den Glei-
chungen

(F—m)u(k,0)=0, (F+m)o(k,0)=0 mit k°=E(k) (6.7.5)

geniigen. Es ist klar, daf} beide Gleichungen mit der Onshell-Bedingung £° = (E) vertriglich sind,

denn multipliziert man die Gleichungen jeweils mit £ 4, erhilt man die Forderung &% = (k°)> k2=

m?.

Fiir £ = 0 erhalten wir die Gleichungen
y°u(0,0)=u(0,0), ¥°v(0,0)=—0(0,0). (6.7.6)

Setzt man die Diracmatrix y° ein, erhilt man die linear unabhingigen Lésungen

1 0
u(0,+1/2)=ym Cl) = Vmu'(0,41/2), u(0,—1/2)=+/m é =:Vmu'(0,—1/2),
° ! 6.7.7
| . 6.7.7)
v(0,4+1/2)=ym _Ol = /mv'(0,+1/2), ©(0,—1/2)=+/m é = Vmv'(0,—1/2).
0 —1

Die etwas u e wohnte Normierung ist bequem, wie wir gleich noch sehen werden. Jetzt fiihren wir
den Boost (6 ) aus. Mit ( .6.36 erhalten wir dabei unter Berticksichtigung von y = E(k)/m :=E /m
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und den Eigenwertgleichungen 1) fiir die Felder bei k =0

- 1

Mk,O' = ——\m M/ »0 ),

(E:0)=\ gy B 00) .
- 1

o.0) =\ 3y BP0

Es ist wichtig zu bemerken, daf} dies i.a. keine Eigenzustinde des Spinoperators 3° sind, da ¥° i.a.
nicht mit dem Boost Sy(77) kommutiert. Vielmehr besitzt konstruktionsgemifl das Teilchen in seinem
Ruhsystem eine wohldefinierte Spin-z-Komponente o € {£1}.

Fiir ein masseloses Teilchen wird

1.,
u(k,o)= ?,{éu (0,0), 679)
= E(—%W(O, o).

In diesem Fall reprisentieren diese Zustinde fiir Teilchen, die sich in z-Richtung bewegen, Zustinde
mit bestimmter Helizitit. Die Helizitit ist dabei als die Projektion des Spins auf die Impulsrichtung
definiert, d.h. der entsprechende Operator ist

h= k;z. (6.7.10)
k]
Es ist leicht zu zeigen, dafl h mit den y# vertauscht. Fiir b=k ¢, ist also
hu(k’,,0) =ou(k’é;,0), ho(k’e,0)=cv(k’é;,0). (6.7.11)

Fiir masselose Teilchen sind also # und v Eigenzustinde der Helizitit in dem Bezugssystem, in dem
k || & ist, zu den Eigenwerten o € {—1/2,+1/2}.
Fiir praktische Rechnungen bendtigen wir noch die folgenden ,Pseudoorthogonalititerelationen®

a(k,0)u(k,0')=2m8, 1 T(k,0)v(k,0')=—2m8, ., (6.7.12)
(k0 )o(k,o') =5k, 0)u(k,0') =0, (6.7.13)
w(k, o) u(k,o')=2ES,, ., ov(k,o)v(k,o’)=2ES,,, (6.7.14)
(ko) v(—k,0") = v(k, o) u(—k,o’) =0. (6.7.15)

Diese Gleichungen lassen sich unmittelbar mit einfachen Manipulationen mit den Diracmatrizen und
den Eigenwertgleichungen y°#(0,0) = #(0,0) und y°v(0, o) = —v(0, o) herleiten. In der letzten Glei-
chung ist es wichtig zu beachten, daf§ die Dreierimpulse in diesen Formeln zueinander entge-
gengesetzt gerichtet sein miissen, d.h. das Argument in einer der beiden Funktionen muf —F sein!

Zur Berechnung der Antikommutatorrelationen fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ver-

suchen wir die Modenentwicklung l) nach a(/;, o) und bT(/;, o) aufzuldsen. Aus der Definition der
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Feldmoden folgt (Ubung!)

3z« . _ G)L_ L/
J;md X u/;,+(x)uk,)+(x)_ —SV(k—Fk"), (6.7.16)

P ul (x)ud (x)= —=exp(AE)SD(k + k). (6.7.17)
R3 k,+ k! + 2E(/€)

Multiplizieren wir also die Modenentwicklung (6.7.4) mit #; +(x) bzw. mit ui (x) und wenden
: +
(6.7.14) und (6.7.15) an, erhalten wir

a(k,o)= fRs Pz MT(/E,a)ug (x)db(x),
b(k, o) fRS % df(x) ;@)

Mit Hilfe der Antikommutatorrelationen fiir die Felder (6.7.1) und der Orthogonalititsrelationen (6.7.14
6.7.15) erhalten wir daraus die Antikommutatorrelationen fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsope-

ratoren

{a(k,0),a(k',0")} = {b(k,0),bl(k",0")} = 8Dk —k")d
{a(k, 0),a(k’,0")} = {b(

{a(k,0),b(k",0")} = {a(

Zur Berechnung des Hamiltonoperators miissen wir, wie oben beim elektromagnetischen Feld, die
Hamiltondichte normalordnen. Dabeli ist zu beachten, daf§ wir diesmal die fermionischen Antikom-
mutatorregeln zu beriicksichtigen haben, d.h. es gilt z.B.

(6.7.18)

k,0),b(k', o)} =0, (6.7.19)
k,0),bi(k’,0")} =0.

:a(é,a)aT(lzl,al) :—aT( O )a(/e o), (6.7.20)

d.h. der normalgeordnete Ausdruck erhilt zusitzlich das Vorzeichen der Permutation, die notig ist, um
die Normalordnung aus der urspriinglichen Operatoranordnung herzustellen.

Fiir die Lsung der Feldgleichungen lautet die Hamiltondichte gemif}
A =: P(—iy - v+ m) :=: P(iy°d t —id + m)P(x) :=: $1id ¢ : . (6.7.21)

In diese Gleichung die Modenentwicklung (6.7.4) eingesetzt, iiber X integriert und die Orthogonali-
titsbeziehungen (6 6.7.15) angewandt, liefert dann den positiv semidefiniten Hamiltonoperator

H:f &3 = d3k ZE ) [ (k,0)+n,(k, 0)] (6.7.22)
1%
Ebenso findet man den Ladungsoperator gemaf3
Q:f Pz T ::f Sk Z[na(é,a)—nb(é,a)]. (6.7.23)
1% R3 o

Man beachte, daf wegen der fermionischen Normalordnungsvorschrift Q nicht positiv definit ist, wie
es der hermitesche Ausdruck unter dem Normalordnungssymbol suggeriert. Es ist also wieder nicht
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die totale Teilchenzahl die Noetherladung der Phaseninvarianz sondern die ,Nettoteilchenzahl®, also
die Differenz zwischen der Anzahl der Teilchen und der Anzahl der Antiteilchen, ganz analog wie beim
beladenen Bosefeld. Die Besetzungszahloperatoren sind dabei durch

n (ko) =al(k,0)alk,o), n,(k,o)=bl(k,o)bk,0) (6.7.24)

definiert.
Das Energieeigenwertproblem lift sich wieder wie beim harmonischen Oszillator 13sen, nur daf} jetzt
wegen der Antikommutatorregeln a?(k, o) = b*(k, o) =0 gilt, d.h. die Fockbasis ist durch

|k, 00}, {5 (R 00} = [ 1T (R o) <0 b (R, )] R) )
ko (6.7.25)
mit nﬂ(/_é,o), nb(/_é,a) €{0,1}
gegeben. Dabei ist |2) wieder der Vakuumzustand, der eindeutig durch
Vk,o: a(k,o)|) =b(k,o)[Q) =0 (6.7.26)

definiert ist. Es kann also jeder Einteilchenzustand hdchstens von einem Teilchen besetzt sein. Die
Antivertauschungsregeln haben somit das Paulische AusschlieSungsprinzip zur Folge.

6.8 Poincaré-Symmetrie der quantisierten Dirac-Theorie

Die Symmetrieanalyse des quantisierten Diracfeldes erfolgt analog wie beim elektromagnetischen Feld
in Abschnitt Wir berechnen zunichst den kanonischen Energie-Impuls-Tensor des Diracfeldes
zu

2% -
O =% 94 — L8 =iyt d— LS, 6.8.1)
RN ¢ by

Fiir den Energie- und Impulsoperator erhalten wir in der quantisierten Theorie unter Berticksichtigung
der Normalordnungsvorschrift

P, = f $% 00 = f &% i(x)id, d(x)s, (6.8.2)
R3 R3

wobei wir die Beziehung @}/O = ' verwendet haben.
Um die entsprechenden Ausdriicke fiir die Drehimpuls- und Boostoperatoren zu erhalten, miissen wir

die entsprechenden infinitesimalen Transformationen
Drehungen: 8x°=0, 83¥=—8¢xX, &8¢ :i3g3~§1¢, (6.8.3)
Boosts: 8x°=—8n-X, S¥=—87%t, S¢=—id7-%¢, (6.8.4)

mit den entsprechenden Erzeugern fiir die Dirac-Spinordarstellungen fiir Drehungen und Boosts

(6.6.41) bzw. (6.6.30) im allgemeinen kanonischen Noether-Formalismus aus Abschnitt anwen-
den (s. Gl. (4.3.89) fiir die Ausdriicke fiir die erhaltenen Stréme, wobei wir hier stets £ = 0 setzen
konnen). Daraus ergeben sich die gesuchten Drehimpuls- und Boostoperatoren (Ubung!) zu

-

j= fRS &% ;qﬂ(x)[z x <—i6)+i] d(x), (6.8.5)

K=| &% :4f(x)[i£3+iV+ 2] (). (6.8.6)
R3
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Beachten wir nun noch, daf} der kanonische Feldimpuls durch gegeben ist, so erhalten wir aus
den Antikommutatorregeln fiir die Felder (6.7.1), dafi sich die Dirac-Feldoperatoren unter Lorentz-
transformationen wie die klassischen Felder verhalten, wie es sein muf3.

Um dies zu beweisen, betrachten wir zunichst zeitliche und raiumliche Translationen. Sie sollten durch
den unitiren Operator

Uy(a) =exp(ia - P) (6.8.7)
gegeben sein. Fiir eine infinitesimale Transformation folgt dann
J'(x')= UT(é‘a)Q)(x/)UTr(Sa) =¢(x')+i8a* [P#, (l)(x/)] +0(84%). (6.8.8)

Anwenden der fiir irgendwelche drei Operatoren A, B und C geltenden Gleichung
[AB,C]=A{B,C}—{A,C}B 6.8.9)

liefert unter Verwendung von (6.8.2) und den gleichzeitigen Antikommutatorregeln (6.7.1) nach einfa-
cher Rechnung (Ubung!)

[P ()] =—=id, d(x"). (6.8.10)

Von der Theorie des nichtquantisierten Diracfeld erwarten wir nun, dafl es sich unter infinitesimalen
Translationen gemif$

=x—38a, $(x)=dx) ="+ 8a) = P(x') + 8at I, P(x") (6.8.11)
verhilt. Der Vergleich mit zeigt unter Verwendung von (6.8.10), dafl dies tatsichlich der Fall ist.

Die Rechnung fiir Drehungen und Boosts verlduft genau analog. Die unitiren Transformationen lauten
in diesem Fall]

Up(3) =exp(—ig-J), Up(7) = exp(+i7 - K), (6.8.12)

und die entsprechenden Kommutatorrelationen lauten (Ubung!)
(1,96 ]| ==[F x (V) + Z] (=),
(K, g(x)|=—[i&'q, +itV — %] ("),

Dies fithrt dann zu dem von den klassischen Feldern her zu erwartenden Verhalten unter infinitesima-
len Drehungen bzw. Boosts

(6.8.13)

3x°=0, 8%=—85x%, Y()=(1+85xV+id3-T)¢(x),

/ - (6.8.14)
Ox0=—87-%, 8F=—07" Y()=(1+57'3+x"V—i¥)d(x").

x4

Dies zeigt, daf$ die quantisierte Dirac-Feldtheorie tatsichliche eine unitire Darstellung der Poincaré-
gruppe liefert. Da sich die Feldoperatoren wie ihre nichtquantisierten Analoga wie lokale Felder unter
diesen Transformationen verhalten, haben wir wieder eine lokale Quantenfeldtheorie vor uns. Wie
wir oben gesehen haben, fithrte zugleich die Quantisierung als Fermionenfeld gemif3 auch zu
einem positiv semidefiniten Hamiltonoperator. Lokale Observablen, wie der Energie-Impuls-Ten-

sof Y| oder der erhaltene Strom (6.6.50), die durch bilineare Ausdriicke in den Feldoperatoren gege-

ben sind, kommutieren auch stets, wenn die Raumzeit-Argumente raumartigen Abstand haben. Dies

3Man beachte die auf Konventionen beruhenden Vorzeichen!

“Streng genommen miifSten wir durch Hinzufligen einer geeigneten Viererdivergenz analog zum Vorgehen beim elektro-
magnetischen Feld den kanonischen Energie-Impuls-Tensor noch symmetrisch unter Vertauschung der Indizes machen, um
einen physikalisch sinnvollen Energie-Impuls-Tensor zu erhalten, aber fiir das jetzige Argument ist dies unerheblich.
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folgt unmittelbar aus der Relation und den Kommutatorregeln zu gleichen Zeiten sowie der
soeben nachgewiesenen Lorentzkovarianz dieser Ausdriicke. Da kommutierende Observablen kom-
mutierende, also unabhingig voneinander wohldefinierte Werte annehmen kdnnen, bedeutet dies, dafy
Messungen, die auf eine Umgebung in Raum und Zeit beschrinkt sind (also sog. lokale Messungen),
keine Auswirkungen auf andere lokale Messungen, die in einem raumartig dazu gelegenen Raumzeit-
bereich stattfinden, haben konnen. Es konnen also insbesondere auch keine Informationen iiberlicht-
schnell ausgetauscht werden, wie es dem relativistischen Kausalitdtsprinzip entspricht. Man bezeichnet
die Vertauschbarkeit lokaler Observablen auf raumartigen Raumzeitabstinden daher auch als Mikro-
kausalitit. Die Diracfelder ergeben also eine lokale, mikrokausale Quantenfeldtheorie mit positiv
semidefinitem Hamiltonoperator und besitzt somit eine physikalisch sinnvolle Bedeutung im Sinne
der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantentheorie. Dies ist, wie schon mehrfach
betont, fiir eine Einteilcheninterpretation des unquantisierten Dirac-Feldes fiir den Fall wechselwirken-
der Teilchen nicht méglich. In der Tat zeigt sich, dafl bei relativistischen Streuprozessen neue Teilchen
erzeugt und vernichtet werden konnen, und daher erweist sich die Quantenfeldtheorie als die (bislang
einzige) adiquate Beschreibung relativistischer Streuprozesse.

6.9 Die diskreten Symmetrietransformationen P, C und T

In diesem Abschnitt betrachten wir die diskreten Symmetrietransformationen der raumlichen Spie-
gelung (Paritit) P, der Ladungskonjugation (Vertauschen aller Teilchen mit ihren jeweiligen Anti-
teilchen) C und der Zeitumkehr oder Zeitspiegelung fiir Dirac-Teilchen. Es wird sich herausstellen,
daf} die Zeitumkehrtransformation antiunitir realisiert werden mufi.

Wir bemerken noch, daf} die schwache Wechselwirkung die einzelnen Symmetrietranformationen C,
P und T ebenso wie die kombinierte Transformation CP verletzt. Allerdings kann man zeigen, daf§
jede lokale, mikrokausale Quantenfeldtheorie mit stabilem Grundzustand invariant unter der kombi-
nierten Transformation CPT sein mufl. Bislang gibt es keine Hinweise einer Verletzung dieser CP T -
Invarianz. Der Beweis geht auf Pauli und Liiders zuriick (fiir eine ausfiihrliche Darstellung vgl. [SW64]]).

6.9.1 Raumspiegelungen

Nach dem Wigner-Theorem mufl bei diskreten Symmetrietransformationen untersucht werden, ob
die Transformationen als unitirer oder antiunitirer Operator realisiert werden miissen. Dies lafit sich
am einfachsten an der Heisenbergalgebra von Orts- und Impulsoperatoren untersuchen. Da wir uns
hier nur mit massiven oder masselosen Diracteilchen beschiftigen, ist dies auch im relativistischen Kon-
text unproblematisch, da fiir solche Felder sowohl ein Orts- als auch ein Impulsoperator existiert, die
die Heisenberg-Kommutatorrelationen erfiillen.

Die Raumspiegelung sollte folgendermaflen auf Orts- und Impulsoperatoren operieren:
¥ =U(P)XUT(P)=—%, p' =U(P)pUT(P)=—p. (6.9.1)
Die Kommutatorrelationen transformieren sich gemafl
.
[X;’P;‘]:[—Xi,—l’j]:[Xi,pj]=13ij- (6.9.2)

Andererseits mufd sich dies aus der kanonischen Kommutatorrelation fiir x und p durch die Ahnlich-
keitstransformation mit U(P) ergeben:

[Xi»p;-] =U(P) [Xi’P]'] Uf(P)=U(P)is;; UT(P) =48, (6.9.3)

215



Kapitel 6 - Einfithrung in die relativistische Quantentheorie

wobei das obere Vorzeichen fiir einen unitiren, das untere fiir einen antiunitiren Operator gilt. Es muf3
also die Raumspiegeltransformation notwendig durch einen unitiren Operator dargestellt werden.

Der Diracspinoroperator sollte sich unter der Parititstransformation gemaf3
Dp(t,7) = UPYH(E, 2)UT(P) = 7, S(PYb(2,—5) (6.9.4

A A
transformieren. Dabei ist S(P) eine Spinortransformationsmatrix, die $*(P) = 1 erfiillt und 7, ein

Phasenfaktor. Da U(P) unitir ist, mufl fiir ¢, die Diracgleichung gelten, d.h. es muft
STUPYid —M)S(P)Y(t,—%) = STUP)y°8, —iF -V — m)S(P)(t,—%) =0 (6.9.5)
sein. Fiir den Operator ¢ gilt voraussetzungsgemifl die Diracgleichung
(id —m)b = (iy°3, +if - V—m)y =0. 6.9.6)
Daraus folgt nun aber (6.9.5), wenn
STPYOS(PY=1°, STUP)FS(P)=—F bzw. S$HP)y“S(P)=DPH " (6.9.7)

gilt. Dabei ist (P# ) = diag(1,—1,—1,—1). Es ist klar, daf} aufgrund der Antikommutatorrelationen der
y-Matrizen,

{rsr't =2¢"1, (6.9.8)

die Matrix . .
S(P)=5"1(P)=4° (6.9.9)

sein muf. Man rechnet auch leicht explizit nach, daf} diese Matrix tatsichlich (6.9.8) erfiillt.

6.9.2 Ladungskonjugation

Die Ladungskonjugationstransformation C soll Teilchen und Antiteilchen vertauschen. Da ¢ Teilchen
vernichtet und Antiteilchen erzeugt, mufl ¢~ umgekehrt Antiteilchen vernichten und Teilchen erzeu-

gen. Dies ist aber auch fiir den Operator t})t der Fall. Dabei steht das hochgestellte ¢ fiir Transposition
im Spinorraum. Die Ladungskonjugationsoperation vertauscht mit Orts- und Impulsoperator, woraus
aus den Heisenbergschen Vertauschungsrelationen auf analoge Weise wie oben beim Raumspiegelungs-
operator folgt, daf} sie unitir realisiert werden mufi. Es ist also

bo(t,%) = UC)(t, FUNC) = SOV (1, 7). (6.9.10)
Da U(C) unitir ist, mufl fiir §~ wie fiir ¢ die Diracgleichung gelten, d.h.
$7HC)id —m)S(C)d' (¢,7) =0. (6.9.11)

Andererseits gilt fiir den Dirac-adjungierten Operator

— —

(2, %)(id +m)=0, (6.9.12)

und durch Transponieren bzgl. des Spinorraums folgt daraus
(d" +m)d'(¢,x)=0. (6.9.13)
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Der Vergleich von d6.9.11b mit d6.9.13[) zeigt, daf} die Matrix Y (C) die Gleichung

SO S(C)=—(r") (6.9.14)
erfiillen muf. In unserer Darstellung der Dirac-Matrizen gilt
(r*)" = (=1)"r*, (6.9.15)
und wie man leicht nachrechnet, erfiillt
S(CY=iy%°, S7Y(C)=iy’?==3(C) (6.9.16)

die Relationen (6.9.14).

6.9.3 Zeitumkehr

Die Zeitumkehrtransformation muf§ wie folgt auf Orts- und Impulsoperatoren wirken:
U(T)xUT(T)=%, U(T)pUT(T)=—p. (6.9.17)

Eine analoge Rechnung wie oben beim Parititsoperator ergibt, dafl die Zeitumkehrtransformation
antiunitir zu reprisentieren ist. Da ein antiunitdrer Operator mit einer Adjunktion der zhnlichkeit-
stransformierten Operatoren einhergeht, mufy die Wirkung der Zeitumkehrtransormation auf den
Dirac-Feldoperator durch

br(6,2) = U(T)(e, HUT(T) = 081N (=1, %) (6.9.18)

gegeben sein. Aus der Giiltigkeit der Diracgleichung fiir {)(z,x) folgt wegen der Antiunitaritit von
u(r)
(—id" —m)d (2, %) =0. (6.9.19)

Dies in (6.9.18) eingestzt, liefert die Bedingung
STV +m)S(TY (—t,%) =0. (6.9.20)
Ein Vergleich mit ergibt, dafl
ST ==, STHDOF ST =7 & SO ST) =T ") 69.2)

mit der Zeitumkehrmatrix (7)) = diag(—1,1,1,1). In unserer Darstellung der Diracmatrizen (6.6.6)
sind y°, ! und y? reell und y? rein imaginir. Zusammen mit (6.9.15) folgt dann aus (6.9.21)

ST )yyHS(T) =—y*. (6.9.22)
Es ist sofort klar, daf} R R
S(M=SNXT)=y’ (6.9.23)
mit
Y =y =iy%'y?y’ (6.9.24)

diese Gleichung erfillt.
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Alternativ kénnen wir aber wegen (6.9.10) auch

A A

$r(t,3) = nrne S(T)SH(Cpe(—1,%) (6.9.25)

schreiben. Da sich ¢~ von ¢ nur um eine unitire Transformation unterscheidet, konnen wir die Zeit-
umkehrtransformation auch mit dem Ansatz

(%) = 0y S'(T)p(—1,%) (6.9.26)

realisieren. Offenbar ist bis auf eine Phase 7

A

$(T)=7n8(T)S(C) = nysiy®y = ny'y°. (6.9.27)

Die Standardwahl der Phase ist 7 =1, d.h.
STy =iy'y® = §N(T). (6.9.28)

Setzt man (6.9.26) in die Bewegungsgleichung (6.9.19) des Operators (¢, %) ein, erhalten wir durch
Vergleich mit der Diracgleichung, die voraussetzungsgemif} fiir §)(z, x) gilt, die Bedingungen

STy S(TYy=y°, S UT)7*$'(T)=—F. 6.9.29)

In der Dirac-Darstellung und der chiralen Darstellung der Diracmatrizen sind y°, y! und - reell und

y? rein imaginidr, d.h. wir kénnen in der Form
STy = (=1 = ()’ (6.9.30)

schreiben. Man weist durch direkte Rechnung nach, daf (6.9.28) in der Tat diese Bedingungen erfiillt.
(6.9.29

Alternativ konnen wir auch das konjugiert Komplexe von (6.9.29) bilden. Wegen [SA’/ (] = - (T)
ergibt sich fiir diese Bezichungen dann die Form

ST S(T)=(0), STUTWS(T)=—7" = SN D S(T)=P(y")  (6.931)

mit dem Raumspiegelungsoperator (P* ) = diag(1,—1,—1,—1).

6.9.4 Sesquilinearformen der Diracfelder

Fiir die Modellbildung fiir Wechselwirkungen sind die Kombinationen ¢I'{ wichtig, wobei I' irgend-
welche 4 x 4-Matrizen sein konnen. Solche bilinearen Formen kénnen nimlich in der Wechselwir-
kungslagrangedichte mit anderen Feldern geeigneten Wechselwirkungstermen zusammengesetzt wer-
den. Dabeti ist aber noch die relativistische Invarianz, also die Invarianz unter eigentliche orthochronen
Lorentztransformationen sowie evtl. unter den oben besprochenen diskreten Transformationen wich-
tig.

Aus dem in Abschnitt[6.8]besprochenen Transformationsverhalten der Feldoperatoren und wegen
folgt sofort, daf3

S=¢d (6.9.32)

ein Skalarfeld unter eigentlich orthochronen Lorentztransformationen ist. Wegen ist es auch
ein Skalarfeld bzgl. Raumspiegelungen.
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Ebenso ist _

VH =yt (6.9.33)
ein Vektorfeld sowohl unter eigentliche orthochronen Lorentztransformationen als auch unter Raum-
spiegelungen. Man spricht in diesem Zusammenhang genauer von einem polaren Vektor.

Aus den Diracmatrizen lifit sich die Matrix

5__:0.1.2 3 __ 1 % o
Y= = eV YY (6.9.34)

bilden. Aus der zweiten Form konnen wir vermuten, dafl sie sich wie ein Skalar unter eigentlich ortho-
chronen Lorentztransformatinen verhilt, was sofort aus der Transformationseigenschaft der Dirac-Ma-
trizen und det A = 1 fiir A € SO(1,3)! folgt. Unter Raumspiegelungen wechselt der Ausdruck allerdings
sein Vorzeichen, denn es ist offenbar det 2 = —1. Folglich ist der Ausdruck

P =y (6.9.35)

ein pseudoskalares Feld.
Ebenso ist

AF =y (6.9.36)

ein Axialvektorfeld, d.h. es transformiert sich unter eigentlich orthochronen Lorentztransformatio-
nen wie ein Vektorfeld, aber unter Raumspiegelungen mit einem zusitzlichen Vorzeichen, d.h. es gilt

<f§°<t,f>> 2, <—”:°<“‘7“>> 6937)
A(1,3) +A(t,—%) ) B

Schliefilich ist noch )
S# =dot  mit o‘”:i[}/*‘,}/v] (6.9.38)

ein antisymmetrisches Tensorfeld zweiter Stufe.

Da die fiinf Matrizen
L, v v* yHy>, ot (6.9.39)

linear unabhingig sind (Ubung!) und insgesamt 1+ 1+ 4+ 4 + 6 = 16 Matrizen vorliegen, kann man
alle anderen moglichen Sesquilinearformen, die man aus dem Dirac-Spinor bilden kann, aus den oben
definierten Formen durch Linearkombination zusammensetzen. Die Feldoperatoren S, V#, A# und
T sind zudem noch selbstadjungiert (Ubung/).
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Kapitel 7

Einfiihrung in die Quantenelektrodynamik

In diesem Kapitel legen wir die Anfangsgriinde der Quantenelektrodynamik (QED) dar. Sie stellt das
paradigmatische Beispiel fiir eine relativistische lokale Quantenfeldtheorie dar. Gleichzeitig ist sie die-
jenige Theorie, fiir die die priziseste Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment erreicht
werden konnte (z.B. fiir das anomale magnetische Moment des Elektrons auf 12 signifikante Dezimal-
stellen).

Wir wihlen hier den Weg der nicht manifest kovarianten Quantisierung in der Coulomb-Eichung
der spinoriellen QED, also der Theorie fiir elektromagnetisch wechselwirkende Dirac-Fermionen.
Wir werden zum Schluf} unter Ausnutzung der Eichinvarianz, die das wichtigste Prinzip unseres mo-
dernen Verstiandnisses der elementaren Wechselwirkungen ist, manifest kovariante Feynman-Regeln
erhalten. Fiir die manifest kovariante Operatorquantisierung (Gupta-Bleuler-Formalismus) der QED
sei auf [Nac86| [Wei195, Kug97]] verwiesen.

Die Erweiterung des Eichprinzips auf nichtabelsche Eichfelder, der das Standardmodell der Ele-
mentarteilchen zugrundeliegt, kann hier leider nicht berticksichtigt werden und ist Gegenstand der
Vorlesung ,,Quantenfeldtheorie.

7.1 Klassische Elektrodynamik als Eichtheorie

Wir betrachten nun die Elektrodynamik von Dirac-Teilchen. Damit haben wir die QED im engeren
Sinne vor Augen, die die elektromagnetische Wechselwirkung von Elektronen, Positronen und Photo-
nen zum Gegenstand hat. In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns zunichst mit der Beschreibung der
entsprechenden klassischen Feldtheorie.

Wir gehen von der Lagrangedichte freier Dirac-Teilchen

Ly=¢(id —m)d (7.1.1)
aus (vgl. Abschnitt[6.6). Dort haben wir gesehen, daff der Strom

Jf=dytd (7.1.2)

aufgrund der Dirac-Gleichung

(d—m)p=0, ¢Gd +m)=0 (7.1.3)
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der Kontinuititsgleichung

3,j*=0 (7.1.4)

gentigt und folglich die dazugehorige Ladung
Q=| &Fx¢y° (7.1.5)
R3

erhalten ist.

Von der klassischen Elektrodynamik wissen wir, daf} die elektromagnetische Stromdichte der Konti-
nuitdtsgleichung gentigen mufl, damit bei Anwesenheit von Ladungen und Stromen die Eich-
invarianz gewihrleistet ist. Hier leiten wir nun die entsprechenden Feldgleichungen fiir die Wechsel-
wirkung zwischen dem elektromagnetischen Feld und dem Spinorfeld aus der Forderung der lokalen
Eichinvarianz her. Die Lagrangedichte freier Dirac-Teilchen ist unter der globalen Eichtrans-
formation

gb(x) — ¢/ (x) =exp(ia)d(x), d(x)— ¢'(x)=exp(—ia)d(x) (7.1.6)
invariant, und (7.1.2) ist der dazugehorlge Noetherstrom. Die Transformation bzw. die durch sie re-

prisentierte Symmetrie heifit dabe ,global®, weil der Gruppenparameter o dabei nicht von den Raum-
zeitkoordinaten x abhingt.

Diese Invarianz unter der Transformationsgruppe U(1) geht nun zunichst verloren, wenn wir statt des
konstanten Transformationsparameters o eine von den Raum-Zeit-Koordinaten x abhingige Transfor-
mation

d(x) = ¢ (x) = expligy (x)]h(x),  (x) = P(x) = exp[—igy (x)]d(x) (7.1.7)

betrachten, denn dann ergibt sich die Ableitung

% gb x) = explig y (x)][d,¢(x) +igd, x (x) - (x)]. (7.1.8)
Wir konnen aber die Ableitung wie folgt zu einer kovarianten Ableitung verallgemeinern:
Dﬂgb(x):[gy +igA,(x)]d(x). (7.1.9)

Wir erlauben dazu, daff sich zugleich mit (7.1.8) auch das Eichfeld A, transformiert. Dann kénnen wir

verlangen, daf§

D¢/ (1) =[3, +igAL () Hexpliga(x)]g(0)} ~ expliga(@ID, g(x)  (.1.10)
ist. Fiihrt man die Ableitung aus (Ubung/), ergibt sich fiir das transformierte Eichfeld
Al (x)=A,(x)— 3, x(x), (7.1.11)

also in der Tat die von der klassischen Elektrodynamik bekannte Eichtransformation des Viererpo-

tentials des elektromagnetischen Feldes (6.3.20).
Damit ist aber der Ausdruck

L, ien= PGP —m) (7.1.12)

wie gewiinscht invariant unter der lokalen Eichtransformation

b(x) = ' (x) =expligr (DY), $x)— F (x) = expl—igy (0)]¢(x), (7.1.13)
A ()= Al (x) = A, (x)— 3, x (x).
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Damit das Eichfeld dynamische Photonen beschreibt, miissen wir noch den eichinvarianten Term fiir
freie masselose Vektorfelder als , kinetischen Term® zur Lagrangedichte (6.3.67) hinzuaddieren. Damit
haben wir die Lagrangedichte der Quantenelektrodynamik

1 S e =
"%:_ZF,UVFIU +¢(13_m)¢_quu]1u mit ]/“l:(]b}/’usb, F,UVZQ,UAV_QVAM (7114)

aus dem Prinzip der Eichinvarianz hergeleitet. Da die zugrundegelegte Symmetriegruppe U(1) abelsch
ist, bezeichnet man die QED als abelsche Eichtheorie. Damit ¢ Elektronen als Teilchen und Po-
sitronen als Antiteilchen beschreibt, mufl ¢ = —e = —v/47ma gesetzt werden. Dabei ist @ ~ 1/137 die
Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante.

Um eine eindeutige Losung der Feldgleichungen zu erhalten, miissen wir wie schon im Fall freier Felder
(vgl. Abschnitt [6.4) die Eichung fixieren. Hierzu wihlen wir die Coulomb-Eichbedingung

divA =0, (7.1.15)

die zwar nicht manifest Lorentz-kovariant ist, dafiir aber auch im Falle wechselwirkender Felder eine
vollstindige Eichfixierung gewihrleistet, wie wir gleich sehen werden. Fiir das elektromagnetische Feld
ergeben sich dann wie fiir freie Felder die beiden dreidimensional transversalen Feldfreiheitsgrade
als die dynamischen Feldfreiheitsgrade, und folglich enthilt die mittels der Modenentwicklung nach
ebenen Wellen im Wechselwirkungsbild quantisierte Theorie keine unphysikalischen Freiheitsgrade
mehr, denn es treten nur Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir die dreidimensional transversa-
len Feldfreiheitsgrade auf.

Das Feld A°, welches schon deshalb kein unabhingiger dynamischer Freiheitsgrad sein kann, weil wie
im Falle freier Felder der dazugehorige kanonische Feldimpuls identisch verschwindet, 13t sich auf-
grund der Feldgleichungen als Funktional des elektromagnetischen Stromes ¢ # eliminieren. Es ergibt
sich als instantanes Coulombpotential aus der Ladungsdichteverteilung der Elektronen und Positro-
nen. Dies scheint der Einstein-Kausalitit zu widersprechen, denn in einer relativistischen Feldtheorie
kann es keine sich instantan ausbreitenden Wirkungen geben. Wie wir aber unten zeigen werden, stellt
die Eichinvarianz der Theorie sicher, dafl in der Tat beobachtbare Grofien stets retardiert auf duflere
Storungen reagieren, wobei die Wirkungsausbreitung stets unterhalb der Lichtgeschwindigkeit bleibt.
Dabet heben sich die scheinbaren Effekte des instantanen Coulomb-Terms gegen andere unphysikali-
sche Terme aus der iibrigen Wechselwirkung weg.

Ein Vorteil der Coulomb-Eichung (insbesondere in nichtrelativistischen Anwendungen auf Atome und
Molekiile mit vielen Elektronen oder in der Theorie des kondensierten Zustandes) ist andererseits die
Méoglichkeit, zunichst das (iiber die naive Storungstheorie hinausgehende!) Problem des gebundenen
Zustandes mittels des Coulomb-Anteils des Hamiltonoperators niherungsweise zu 16sen und dann das
dynamische Photonenfeld stérungstheoretisch zu berticksichtigen. Dies fithrt dann einerseits zu Kor-
rekturen der gebundenen Zustinde (z.B. die Lamb-Shift, die zur Aufhebung der Entartung bestimmter
Energieniveaus in Atomen fithren und die zur Entwicklung der modernen Renormierungstheorie fiir
die QED Ende der 194Qer Jahre durch Feynman, Schwinger, Tomonaga und Dyson gefiihrt hat),
andererseits aber auch zu Groflen wie der Intensititsverteilung von Spektrallinien aus Strahlungsiiber-
gangen des Atoms.

Um die Theorie zu quantisieren, leiten wir die Bewegungsgleichungen fiir das elektromagnetische Feld
her, indem wir die Wirkung

S[A, ¢, ] = N d*x £ (x) (7.1.16)
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funktional nach A# differenzieren:

;:f ZQ#FW_q]'VéO, (7.1.17)
,u

In zeitliche und riumliche Komponenten aufgespaltet folgt unter Verwendung der Eichbedingung
(7.1.5)

AA® =—4;°, (7.1.18)
OA = gj — VA (7.1.19)

In der Tat ergibt sich daraus sofort als Losung fiir A°

C4r |Xx —X/|

=/
Ax)= ij 3 &%’ LX) mit o =;° (7.1.20)
R

Die Vertriglichkeit der Gleichung (7.1.19) mit der Eichbedingung (7.1.15) folgt aus der Kontinuitits-

gleichung, denn es ist
divOA = gdivj — gAA° gdiv]+ q0,;° = q9,j" =0. (7.1.21)

Hier zeigt sich der bereits oben mehrfach erwihnte wichtige Zusammenhang zwischen lokaler Eich-
invarianz und Stromerhaltung: Die Stromerhaltung ist eine notwendige Bedingung fiir die Konsistenz
der eichfixierten Bewegungsgleichungen mit der Eichbedingung (7.1.5), und die Moglichkeit, diese

Nebenbedingung zu fordern ist ihrerseits allein durch die Eichinvarianz der Theorie gerechtfertigt.

Schlieflich lautet nach der Eichfixierung mittels der Coulombeichbedingung die Wirkung
122 1= - — — o
S= f d*x [EA + EA AA+ G(id —m)d— %Aogb}/ogb +gA- gb;/gb] (7.1.22)
R4

Dabet ist fiir Ay die Losung einzusetzen. Auflerdem ist stets die Eichbedingung zu
berticksichtigen, von der wir eben gezeigt haben, dafl sie konsistent mit den Bewegungsgleichungen
ist. Wir konnen nunmehr die Spinorelektrodynamik kanonisch quantisieren und Stérungstheorie
betreiben wie wir es im nichtrelativistischen Fall in Kaptitel |5/gezeigt haben.

Betrachten wir noch die physikalische Bedeutung unserer klassischen Theorie. Da der Wechselwir-
kungsterm

mnt =

L =—qA, by (7.1.23)

keine Ableitungen enthilt, behilt auch im wechselwirkenden Fall der Strom dieselbe Form wie fiir
freie Dirac-Felder: _
i =dytd. (7.1.24)
Der elektromagnetische Strom ist durch
].ellrln =q7" (7.1.25)

gegeben. Dies wird insbesondere klar, wenn wir die Feldgleichungen (7.1.17) mit Hilfe der Komponen-
ten des Faraday-tensors

F,=3,4,—3A, (7.1.26)
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ausdriicken. Dazu bilden wir die ,zeit-riumlichen” und ,raum-riumlichen“ Komponenten

Fyj=A;—9A,=—A/ -3 A°=F/,

C . (7.1.27)
F]k = Q]Ak — akA] = —ajAk + gkA] = Gk]l(rOtA)l = —ijlBl.
Dies in die Feldgleichungen eingesetzt ergibt die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
g 3 = g . = -0
rotB — EE = Jems  DVE = 0.0 = Jom- (7.1.28)

Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind die Integrabilititsbedingung fiir ihre Herleitbarkeit aus
den elektromagnetischen Potentialen ® = A° und A:

- Jd - = - - =S C -

E=—2A-Ve, B=Vxde Vx(E+LB)=0, dvB=0 (7.1.29)
Die Formulierung durch die vier Maxwell-Gleichungen (7.1.28) und (7.1.29) fiir die eichinvarianten

beobachtbaren Felder £ und B zeigt nochmals explizit die Eichinvarianz der Theorie.

7.2 Spinor-QED in Coulombeichung

Wir quantisieren die QED gleich im Wechselwirkungsbild. Die Rechnungen fiir die freien Feldopera-
toren haben wir bereits in den Abschnitten |6.4| und [6.7| durchgefiihrt. Wir fassen die entsprechenden
Resultate aber hier nochmals iibersichtlich zusammen und leiten die im folgenden benétigten Feyn-
man-Regeln, also die freien Green-Funktionen fiir Photonen und Dirac-Teilchen und die strungs-
theoretischen elementaren Wechselwirkungsvertizes her.
Der freie Lagrangedichteoperator ist durch den Anteil der vollstindigen Lagrangedichte gege-
ben, welcher bilinear in den Feldern ist,

1

% = 558 + %f\ AR+ PiEd — m). (7.2.1)

Die kanonischen Feldimpulsoperatoren sind demnach

- %, = %,
I =-—"2=A 0H=—"=i}° (7.2.2)
A ae
und die freie Hamiltondichte
1=2 1+ .= >
= EHi—EA-AA—HeyO(V-?qLim)LL. (7.2.3)

Hierbei verzichten wir auf die Normalordnung.

Die kanonischen Antikommutatorregeln fiir das Diracfeld und die Kommutatorregeln fiir das Photo-

nenfeld in Coulombeichung kénnen wir direkt (6.7.1) bzw. [6.4.22|entnehmen:

(68,4, () =0, (62, My(e,3)} =i {1, (6, %), 4} (1,5)} =18, 8P GE—3),

4 . . ‘ 7.2.4
(AR A )] =0, [A(3),A 5 | =8 G —7). 724
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Die Modenentwicklungen der Felder lauten dann gemifl (6.7.4) und (6.4.18)

b(x) = fRz diz[C(E,a)u(é,a)u,;+(x)+d*(é,a)v(é,a)ug (x)], (7.2.5)

A(x)= f d%Ze(/e A [ B A, (x) +al (k, Ay (x):|. (7.2.6)

Dabei haben wir wieder die Modenfunktlonen (6.7.3) verwendet und fiir die Elektronen- bzw. Positro-
nenvernichtungsoperatoren c(k o) und d(/e o) geschrieben.

Als nichstes berechnen wir die freien Propagatoren des Dirac-Feldes und des elektromagnetischen
Feldes. Wie im nichtrelativistischen Fall treten sie bei der Anwendung des Wick-Theorems bei der st6-
rungstheoretischen Auswertung von Matrixelementen aus, wenn Operatoren aus Wechselwirkungsbei-
tragen zu verschiedenen Raum-Zeit-Punktem kontrahiert werden. Diese treten aufgrund der Dyson-
Wick-Entwicklung (Bornsche Reihe) gemif} [5.1.65stets als zeitgeordnetes Produkt auf.

Der Elektron-Positron-Propagator

Wir berechnen zunichst den Elektron-Positron-Propagator

G, (0 =)= (2|74, ()b, ) |ﬂ>
=0(x°—»°) <

(7.2.7)

0)]2)=00° =2 b, 01, )|),

wobei das zusitzliche Vorzeichen beim zweiten Term von den Fermionenvertauschungsregeln bei der
Zeitordnung herriihrt. Wir berechnen zunichst die Vakuumerwartungswerte. Da der Feldoperator im
hier betrachteten relativistischen Fall stets eine Summe aus Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren
ist, sind beide Beitriage von Null verschieden. Es ist klar, daf§ zum ersten Term nur die Teilchen (Ver-

nichtungsoperatoren ¢(k,0)) und zum zweiten Term nur die Antiteilchen (Vernichtungsoperatoren

d(k, 0)) beitragen. Setzen wir also die Modenentwicklung 1} ein, erhalten wir nach einer einfachen
Rechnung (Ubung!)

.
)= | S e esplik () ,
R (270)2E (k) kO=E(R)=v k2+m?

— Pk .
Q4,014 (0)|2) = f =S (k= L), expl+ik - (x—)] .
R (27T)32E(k) RO=E (k)= k2+m?

(7.2.8)

Dabei haben wir die auch im folgenden noch niitzlichen Spinsummen der Dirac-Spinoren

- - -

S uk,oVialk,o)=F+m, > v(k,0)0(k,0)=k—m (7.2.9)

o o

verwendet, die am einfachsten mit Hilfe der expliziten Darstellung der Spinoren (6.7.7) und (6.7.8) und
den Antikommutatorregeln (6.6.4) bewiesen werden (Ubung!).
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Unter Verwendung der folgenden Formeln fiir die Heaviside-Einheitssprungfunktion

i dk®  exp(—ik°t)

O(t) exp[—iE(k)t] = .
¥ —E(k)+10 (7.2.10)
T [ dE®  exp(—ik®t)
O(—t)exp[+iE(k)t]=—i1 Rzm
erhalten wir
— ) d*k 4+ m exp[—ik-(x—7v)]
O =) (M0 ))Q>:1fw (27) 2E(R) kz—E(E)+ic>y+ ’ 721
- [ d*R E(R)°—F -7 —m exp[—ik%(x"—)°)—ik - (R —F)]
—@(yo_xo><ﬂ'¢b(y)%(x))Q>_IJR4 (27)* ZE(/;) ko_i_E(/;)_ioJr
~ f dtk —kOy°+ 7k —m exp[—ikO(x°— %) +ik - (R —7)]
r¢ (27)* 2E(k) kO + E(k)—i0+

_ _if d*k E+m exp[—ik-(x—7v)] . 72.12)
(

+ Q) 2E(R) RO+ E(R)—i0+

Dabei haben wir im letzten Schritt £ durch —k substituiert. Fuigen wir beide Teile gemif} li zum

Propagator zusammen, erhalten wir nach einigen einfachen Umformungen (Ubung!)

dt : :
Gdb(x—y):fw WGab(/e)exp[—de-(x—y)] mit (7.2.13)
~ ml
Gop(k) = —g _+m2 Ji)idob - (7.2.14)

Meist gibt man den Elektron-Positron-Propagator auch einfach als Spinormatrix an, ohne die Indizes
explizit zu schreiben,

__bam
k2 —m?2 410+
Man rechnet unter Verwendung der Modenentwicklung (6.7.4) auch leicht nach, daf§ die ,anomalen

Propagatoren® verschwinden:

(174,63 0] = (2

G(k) = (7.2.15)

T.h. ()b, 0)]2) =0. (7.2.16)

Der Photonenpropagator

Der zeitgeordnete Photonenpropagator, den wir fiir die Feynmanregeln der Storungstheorie benétigen,
ist durch
AR (x—y) = (AT AL A D)) 7217

definiert. In der hier verwendeten Strahlungseichung ist A° = 0 und folglich
AP=AP=AY=0 fir a€{1,2,3}. (7.2.18)
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Die Raum-Raum-Komponenten berechnen wir mit Hilfe der Modenentwicklung (7.2.6) in analoger
Weise wie eben beim Elektron-Positron-Propagator. In der Energie-Impulsdarstellung ergibt sich (Ubung/)

apb
ap= (5B )

L2 ) k24i0+
Im folgenden ist es bequemer, die Gleichungen (7.2.18) und (7.2.19) in die kovariante Schreibweise zu

bringen. Dies wird durch Einfithrung eines zusitzlichen konstanten Vierervektors U# = (1,0,0,0)
ermdglicht. Der Grund dafiir ist, dafl wir dann die Strahlungseichbedingungen V- A =0und A° =0

in die dquivalente manifest kovariante Form

(7.2.19)

J,A¥=0, U,A*=0 (7.2.20)
bringen kénnen. Zunichst ist
0 falls ©=0 oder v=0,
—g+ U*UY = 7.2.21
8 {3”" falls  u,ve{1,2,3}. ( )
Auflerdem gilt
0 falls w=0
kt—(k-U)U* = ’ 7.2.22
( ) {/e” falls  we{1,2,3} ( )
und _
k2= (U-k?—Fk%. (7.2.23)
Damit ist
y /e“—(/e-U)U“][/e"—(/e-U)Uﬂ) 1
A,U — [ oMY u v_[
| (k) < g+ Utu (U -k —k2 k2 +i0+ 7224
1 [ W+/e2U”UV—(/e-U)(k/‘UV—l—/eVU“)—I—/e“kV} o
k2400t (k-UR—k2 :

Dabei haben wir das Symbol L als Index an den Propagator geschrieben, um zu betonen, daf§ es sich um
einen sowohl im Sinne der Vierer- als auch der Dreierimpulsvektoren um einen transversalen Propgator

handelt, denn offenbar gilt
k, A (k)= U,A" (k) =0. (7.2.25)

Um die Feynman-Regeln fiir die Storungstheorie herzuleiten, bendtigen wir zunichst den Wechsel-
wirkungsanteil des Hamilton-Operators. Dieser ist einfach durch 7, , = —%, . gegeben, wobei fiir A,

die Losung (7.1.20) der Bewegungsgleichung fiir diese Feldkomponente einzusetzen ist, d.h.

e K 1 - - 2 . -\ e -
H,, = f &% [—qA(x)-j(x) |+ 5 j &7 | @7 T, 00,7 (7.2.26)
R? 2 Jrs R3 4r|x — x|
mit dem Viererstromoperator des Dirac-Feldes
j(x) = blx)r (). (72.27)
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k

< =iAM (k)
CAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY
H“ v

p
g < ® =1 Nab(p)
a b

......... [ _I_Y#YVASM(/Q)

Abbildung 7.1: Die Feynmanregeln der QED fiir die inneren Linien (Propagatoren) und Vertizes in
kanonischer Quantisierung in Coulombeichung.

Fiir das Folgende ist es bequem, den zweiten Term mit Hilfe des Propagators fiir ein statisches Cou-
lomb-Feld

AL (x—x")=8(x°—x°) exp[—ik - (x —x')] (7.2.28)

UrUY Jd“k UrUY
(

4rt|x — X' 27)* (k- U)?— k2
G
A5:u](/€)
in die Form
H;, = f &% [ gA(x)-j( f Fx | d g AL () () (7.2.29)
R3 R3 R3

zu bringen.

Die Herleitung der Feynman-Regeln erfolgt wortlich wie in Abschnitt Wir kénnen sie sogleich
am Wechselwirkungs-Hamilton-Operator ablesen. Wir stellen sogleich die Diagrammregeln
fiir die inneren Linien (Propagatoren) und Vertizes in Abb.[7.1]zusammen.

Diese Feynmanregeln sind nun nicht nur unbequem sondern auch unintuitiv, denn aufler Wechselwir-
kungen von geladenen Dirac-Teilchen (hier Elektronen und/oder Positronen), die aus zwei Dreierver-
tizes und einer sie verbindenden den transversalen Propagator AT reprasentierenden inneren Linie
entstehen, gibt es auch Beitrige von gleichartigen Diagrammen (oder Unterdiagrammen in einem gro-
fleren Gesamtdiagramm) in der letzten Zeile von (Abb.[7.1), die einen statischen Coulomb-Propagator
beinhalten, der einer instantanen Fernwirkung wie in der nichtrelativistischen Physik entspricht. An-
dererseits ist allerdings ein solcher Anteil auch im transversalen Propagator enthalten, allerdings
mit umgekehrtem Vorzeichen. Fiir jeden Diagrammanteil mit vier dufleren Elektron-Positron-Linien
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k
_<_ A MY C AUV
= 1Afoul(k) bzw. 1A§Cyn(/€)
NN N NN \NNNNN\»
“ %
p
® < ® =1 Nab(p)

Abbildung 7.2: Die endgiiltigen Feynmanregeln der QED fiir die inneren Linien (Propagatoren) und
Vertizes in Coulomb- bzw. Feynman-Eichung.

haben wir also auch ein Diagramm mit zwei Dreiervertizes, die durch einen transversalen Propagator
verbunden sind. Da der transversale Propagator insbesondere auch transversal zu U ist, konnen wir
tiir die Dreiervertizes einfach

(7.2.30)

setzen. Auflerdem konnen wir auch das Diagram mit vier Elektron-Positronlinien aus zweien solcher
Vertices und durch einen statischen Coulombpropagator zusammengesetzt denken. Daf$ dabei auch die
kombinatorischen Faktoren beim Zusammensetzen eines Diagramms mit gegebener Topologie korrekt
werden, wird durch den Faktor 1/2 in der Diagrammregel fiir den Vierervertex sichergestellt.

Insgesamt konnen wir uns also den Dreiervertex gemif (7.2.30) interpretiert denken und die Vierer-
vertizes, die einen statischen Propagator enthalten, einfach dadurch beriicksichtigt denken, dafl wir die
Photonenlinie durch den Propagator

Al (k)= A (k) + Al (k) =

cou

1 [gw_(k'U)(k”‘U”+kVUf‘)—kf‘/eV] 7231

k240t (k-U)2—k2

ersetzen. All diese Uberlegungen gelten auch, wenn duflere Elektronen- bzw. Positronenlinien invol-
viert sind, da sich stets der transversale und der statische Photonpropagator addieren, wenn Viererver-
texteile in den involvierten Diagrammen vorkommen, die durch diese Propagatoren verbunden sind.
Fiir duflere Photonenlinien gelten diese Regeln sowieso, da fiir jeden Photonenimpuls k die Polari-
sationsvektoren definitionsgemif3 €’y (/;)U# = 62(/;) = 0 erfiillen und daher auch in diesem Fall der

urspriingliche Dreiervertex durch (7.2.30) ersetzt werden darf. Insgesamt gelangen wir zu den Feynm-
anregeln in Coulomb-Eichung gemifd Fig.

Daf} wir beim Photonenpropagator den Term in der zweiten Klammer ebenfalls weglassen diirfen,
macht man sich am einfachsten in der Formulierung der Feynman-Regeln im Raum-Zeit-Bereich klar.
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a a

1 — — 1 = (5 o
} +"’”:Tz£@>”““”“> * *P’”‘mw’ ) r
Elektronen Positronen g (i
a a +/€,a = +/e,a —m‘a(k
- _ 1 e o
Abbildung 7.3: Die Feynman-Regeln der QED fiir die dufSeren Linien.
Definieren wir nimlich
d'e 1
A(x)= —_— —ik - x),
Ao) f d*k 1 ik ) o
x)= exp(—ik - x),
2 e Q) (B2 0N [(k-UP—k2] P
so kénnen wir den Photonenpropagator (7.2.31) im Raum-Zeit-Bereich in der Form
AR (x)=—g" Ax)+[UFI(IHU" + 3 UH)— 343”17 (x) (7.2.33)

schreiben.

Der Propagator taucht immer als Kontraktion von Photonenfeldoperatoren im Zusammenhang mit
erhaltenen Stromen auf, also in Ausdriicken der Form

f d'x | d'yi (0" (x—)j,0):
R* R

Die Ableitungsoperatoren d* und J” kdnnen wir als Ableitungen nach Komponenten von x bzw.
von y schreiben und dann durch partielle Integration auf die Strome tiberwilzen. Dann ergeben sich
Viererdivergenzen von erhaltenen Strémen, d.h.

3,j* =o. (7.2.34)

Die Terme vom zweiten Beitrag zum Propagator verschwinden also aufgrund der Stromerhaltung iden-
tisch, und daher kénnen wir den entsprechenden Beitrag auch in der Impulsraumform weglas-
sen. Wir diirfen also in den Feynmanregeln in Abb. [7.2|statt des Photonenpropagators in Coulomb-
Eichung den Photonenpropagator in Feynman-Eichung

X v _ gl‘”

verwenden.

Die dufleren Linien (s. Fig.[7.3) reprisentieren, analog wie in der nichtrelativistischen Theorie, die asym-
ptotisch freien Elektronen, Positronen bzw. Photonen im Anfangs- oder Endzustand eines Streupro-
zesses. Die geraden dufleren Linien reprisentieren Elektronen (fiir die die Pfeile auf der Linie und der
Impuls in die gleiche Richtung weisen) bzw. Positronen (fiir die die Pfeile auf der Linie und der Im-
puls in die entgegengesetzte Richtung weisen) und die Wellenlinien Photonen. Die entsprechenden
analytischen Ausdriicke ergeben sich aus den Normierungsfaktoren der in gegebenen Moden-
funktionen der Einteilchenzustinde zu gegebenem Impuls und gegebener Spineinstellung bzw. Polari-
sationsrichtung.
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7.3 Der invariante Streuquerschnitt

Die Definition des Streuquerschnittes erfolgt genau wie im nichtrelativistischen Fall. Allerdings miissen
wir in der relativistischen Theorie diese Definition im Hinblick auf die Festlegung auf das Laborsystem
prazisieren. Wir definieren also zunichst den Streuquerschnitt fiir einen Prozef3, bei dem zwei Teilchen
im Anfangszustand (z.B. zwei Elektronen, zwei Positronen, ein Elektron und ein Positron oder ein
Elektron (bzw. Positron) und ein Photon) miteinander stoflen, wobeti jetzt aber im Endzustand belie-
big viele Teilchen produziert werden kénnen, solange die fundamentalen Erhaltungssitze von Energie,
Impuls, Drehimpuls und elektrischer Ladung erfiillt sind. Freilich gibt es auch immer noch die elasti-
sche Streuung| und den entsprechenden elastischen Wirkungsquerschnitt, aber auch inelastische
Prozesse (wie z.B. Bremsstrahlung e ™ +¢~ — et +¢~ +y oder Paarvernichtung e* +e~ — y+f]

Das T-Matrixelement wird iiber das S-Matrix-Element wie im nichtrelativistischen Fall zu

definiert. Fiir die Matrixelemente .#; wihlt man nun eine vom nichtrelativistischen Fall etwas abwei-
chende Konvention. Jedes asymptotisch freie Teilchen im Anfangs- oder Endzustand liefert gemaf3 den

Feynmanregeln (Abb. fiir die entsprechenden dufleren Linien stets einen Faktor 1/4/(27)*E(p)
(mit E(p) = 4/ m? + p? bei Elektronen und Positronen bzw. 1/4/ (27)3 |E| bei Photonen). Es ist tiblich,

auler dem Faktor (277)*8 (4)(Pf — P;) auch noch diese Faktoren auszusondern und nur den Restfaktor
als 4y ; zu bezeichnen. Betrachten wir also einen Prozef} mit zwei Teilchen mit Viererimpulsen p; und
P, im Anfangs- und 7 Teilchen mit Viereripulsen p]/- (7 €{1,...,n}) im Endzustand, definieren wir

Ty; =(2m)'8® <p1 + 12 —Zzy‘) My
/=1 ) (7.3.2)
1 1 1

V2r)2E(py) v/ (27)2E(5y) H J@RP2EGR))

Die Matrixelemente .#; sind dann manifest kovariante skalare Funktionen der beteiligten Viere-

X

rimpulse. Deshalb spricht man auch genauer von invarianten Matrixelementen.

Der invariante Streuquerschnitt ist dann im Laborsystem genau wie im nichtrelativistischen Fall
durch die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte dividiert durch den Fluf der auf das ruhende Target,
d.h. Teilchen mit dem Viererimpuls p, = (m,0,0,0), zulaufenden Teilchen mit Viererimpuls p, =

-

(E(p), p) und die Dichte des ruhenden Teilchens definiert.

Wir benétigen also zunichst die Dichte fiir die Teilchen. Fiir Elektronen oder Positronen erhalten wir
sie z.B. iber deren Ladungsdichte, also die Zeitkomponente des erhaltenen Stromes , wobel
wir in der quantisierten Theorie die Normalordnung zu berticksichtigen haben. Mit Hilfe der Mo-
denentwicklung ergibt dies unter Verwendung des Wickschen Theorems fiir Elektronen bzw.

!genannt Meller-Streuung fiir e™ + e~ — ¢~ + ¢~ bzw. et +e™ — et + T, Bhabba-Streuung fiir e™ + et — ¢~ + " und
Compton-Streuung fiir e”+y — e~ +y bzw. et +y et +y

2Es ist eine gute Ubung sich zu iiberlegen, warum es aufgrund der Energie-Impulserhaltung den Prozef§ e* 4+~ — y nicht
geben kann! Dabei ist zu beachten, dafl die Viererimpulse asymptotisch freier Teilen stets ,,on shell* sind, d.h. es gilt p? = m?
fiir Elektronen und Positronen bzw. k2 =0 fiir Photonen im Anfangs- bzw. Endzustand.
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Positronen
e = (0]e(h ) 90040 G0 0) = 5,
B ) (7.3.3)
er = (]d(h0): 1 000): G0 0) =

Dabei ergibt sich das Vorzeichen bei den Positronen aus der Vorzeichenregel beim Normalordnen fiir
Fermionen. Fiir Photonen haben wir keinen teilchenzahlartigen erhaltenen Strom, so dafl wir die Ener-
giedichte verwenden, wobei wir wieder normalordnen miissen, um die unendliche Vakuumenergiedich-

te abzuzichen,
€, = <Q Q> = ] . (7.3.4)

Da ein Photon mit Impuls k die Energie |Z| besitzt, ist also die Dichte fiir ein Photon ebenfalls

-

a(k,a)% (A 419 x AP ]l Er)

1
&= anp

(7.3.5)

Es zeigt sich also, dafl bei unserer Normierungskonvention alle Einteilchenzustinde einer einheitlichen
Dichte von |o| = 1/(27)® entsprechen.

Der Fluff im Laborsystem ist also durch

-

1
J=lolvwe = Pl (7.3.6)

(2m) E(py)
definiert. Nun konnen wir aber die Relativgeschwindigkeit v, die stets als die Geschwindigkeit eines
der einlaufenden Teilchen, gemessen im Ruhsystem des anderen Teilchens definiert ist, in die kovariante
Form

B e plmP—mE (- paP—(mymy)

Viel — > - = = (737)
E(p) £ Eym,

bringen, wobei wir benutzt haben, daf§ p, = (m,,0,0,0) ist und damit

Tleal = 1 \/(P1'p2/m2)2—7ﬂf_ 1 V(pi-pp—(mymy)? ! (7.3.8)
“= anys E, " 20 Eym, T @nfEm,
Mit erhalten wir also fiir den differentiellen Streuquerschnitt
do = e, |(2n) 8w <p1 +py— Za) 1Tfl d3p]

(7.3.9)

wf e e
4\/ (p1° p2)* —(mymy)? j=1 (277:)32E(Z7].’)'

=(2 )3“><p + Za)

Wir bemerken zunichst, daff der so definierte Wirkungsquerschnitt invariant unter Lorentz-Trans-
formationen ist, denn die &-Distribution, die Matrixelemente .# i und der invariante Strom im Nen-
ner sind Lorentz-Skalare. Es bleibt nur noch zu zeigen, dafl auch die Impulsraumvolumenintegrale
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_ 1 3
* P.0= (27)2E(p) e [ *P, JarERD Tu(p>0) “ “
Eleks P ”
| ektronen | ositronen +k,a = +k a = Vary2il (k»
_ 1 - — L (7
+ p,o = (27:)321?(})%“(‘0’0) } * b0 v/ (27:)121'5(;’)7}“([),0-)

Abbildung 7.4: Die Feynman-Regeln der QED fiir die dufSeren Linien bei der Berechnung der invari-
anten Matrixelemente M ;.

invariant sind. Dies sicht man aber sofort an der folgenden manifest kovarianten Schreibweise,

3"/

Jdp L3018 (p)> —md). (7.3.10)

Da dp%d*p/ = d*p, invariant ist, und im Integranden nur Invarianten stehen, ist also in der Tat das
Integralmaf} auf der linken Seite dleser Gle1chung ebenfalls eine Lorentz-Invariante. Insgesamt ist also
der differentielle Streuquerschnitt (7.3.9) in der Tat ein invarianter Wirkungsquerschnitt.

Bei der Berechnung des totalen \Vlrkungsquerschmtts muf} man die Impulsintegrale ausfithren und
ggf. die Mehrfachzihlung von Zustinden im Falle, daf§ identische Teilchen im Endzustand auftreten,
berticksichtigen, d.h. ist eine Teilchenspezies k£ im betrachteten Endzustand 7,-mal vorhanden, ist der
totale Streuquerschnitt durch (7,!) zu dividieren.

Die invarianten Matrixelemente ./, kénnen nun mit den folgenden Feynmanregeln berechnet wer-
den: Der Beitrag der Bornschen Reihe (im relativistischen Kontext auch als Dyson-Wick-Reihe be-
zeichnelﬂ) der n-ten Ordnung zum Matrixelement i.#; ergibt sich wie im nichtrelativistischen Fall
wie folgt:

1. Man zeichne alle topologisch verschiedenen Diagramme mit dufleren Beinchen entsprechend
dem betrachteten Anfangs- und Endzustand des Streuprozesses, die 7 Vertizes beinhalten. Al-
le Diagramme erhalten einen Faktor 1/7! (der aus der Exponentialreihe der Born-Entwicklung
stammt). Jedes Diagramm erhilt einen kombinatorischen Faktor, der zihlt, auf wie viele Arten
die Kontraktionen ausgefiihrt werden kénnen, um das Diagramm der vorgegebenen Topologie
zu erhalten.

2. An jedem eey-Vertex gilt Energie- und Impulserhaltung. Ebenso gilt Energie- und Impulserhal-
tung fiir den gesamten Prozef3, also die Viererimpulserhaltung fiir das Gesamtdiagramm. Uber al-

SBemerkenswerterweise hat Feynman diese Regeln ohne Riickgriff auf die formale Quantenfeldtheorie aus intuitiven
Uberlegungen hergeleitet und dabei seine Diagrammtechnik entwickelt. Gleichzeitig hatte Schwinger mit sehr formalen Be-
trachtungen die Strungstheorie ausgearbeitet. Beide haben auf einer berithmten Konferenz auf Shelter Island (New York)
ihre Resultate vorgetragen und waren sehr erstaunt, dafl sie auf vollig verschiedenem Wege zu den gleichen Resultaten ge-
langten. Dyson hat dann iiber die quantenfeldtheoretische Betrachtungsweise, die der hier prisentierten Darstellung sehr
dhnlich war, die Erklirung nachgeliefert. Wick hat dann in diesem Zusammenhang zu der Entwicklung der invarianten Sto-
rungstheorie durch sein bereits oben bei der nichtrelativistischen Theorie besprochenen Theorems zur Berechnung von Va-
kuumerwartungswerten von Feldoperatoren beigetragen. Fiir eine umfassende Darstellung der historischen Entwicklung sei
auf [Sch94]], das auch die parallele Entwicklung in Japan (Tomonaga) und die Schweizer Beitrige (Belinfante, Pauli et al.)
gebiithrend wiirdigt, verwiesen.
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le nicht durch diese Erhaltungssitze festgelegten Viererimpulse ist zu integrieren mit [ wi A/ (2m)t.
Jeder Schleife im Diagramm entspricht ein solches Viererimpulsintegralf}

3. Zwei Diagramme, die sich nur durch Vertauschung zweier duflerer Fermionenlinien unterschei-
den, haben ein relativ zueinander verschiedenes Vorzeichen. Jede geschlossene Schleife in einem
Diagramm, die aus einem zusammenhingenden Zug von Fermionenpropagatorlinien besteht,
ergibt ebenfalls ein zusitzliches Vorzeichen.

4. Dieinneren Linien und der eey-Vertex besitzen die in Abb angegebene anlytische Bedeutung.

Bei den dufleren Linien sind in den Ausdriicken von Abb.|7.3|die Faktoren 1/4/(27)32E(p) weg-
zulassen (vgl. Abb.[7.4).

7.4 Beispiele fiir QED-Wirkungsquerschnitte

In diesem Abschnitt wollen wir die einfachsten Beispiele fiir die storungstheoretische Berechnung von
Wirkungsquerschnitten in der QED behandeln. Dabei beschrinken wir uns auf Diagramme ohne
Schleifen, die sogenannte Baumgraphenniherung. Zunichst betrachten wir die Kinematik fiir Zwei-
teilchenstreuprozesse, d.h. Kollisionen zweier Teilchen mit zwei Teilchen im Endzustand.

7.4.1 Kinematik fiir Zweiteilchenstreuprozesse

Im folgenden wollen wir Zweiteilchenstreuprozesse der allgemeinen Art 142 — 1’ + 2/ betrachten.
Dabher leiten wir zunichst den Ausdruck fiir den invarianten differentiellen Streuquerschnitt im
Schwerpunktssystem und die dabei benétigten kinematischen Beziehungen zwischen den Energien
und Impulsen her. Ausgangspunkt ist Gl. {7.3.9). Die Viererimpulse schreiben wir in der Form

E E E/ . [ E
n=(3) n=(5) #=() #=(5) 74

Dabei sind die Energien stets die On-Shell-Energien der Teilchen, also E; = 4/m? 4+ P2 mit P = |
usw. Die Gesamtschwerpunktsenergie ist durch die Mandelstamvariable

s=(pi+p) =(E +E) = (p1+p5) =(E{+ Ey) (7.4.2)

gegeben. Eine etwas lingere Rechnung (Ubung) zeigt, dall der im Nenner von (7.3.9) auftretende inva-
riante Strom durch

1=/ (py- palP = (mymyP = /5P (7.43)
gegeben ist.

Die vierdimensionale 8-Distribution integrieren wir aus, indem wir iiber d’ p, den riumlichen Anteil
ausintegrieren, was keinerlei neue Faktoren erzeugt. Den zeitlichen Anteil der 8-Distribution integrie-
ren wir aus, indem wir noch das Integral iiber |p;| = P’ ausfiihren. Dazu bemerken wir, dafl

P'dP' = E|dE| = E;dE, (7.4.4)

*In den vielen Fillen sind diese bei der Auswertung dieser Schleifen enthaltenden Diagramme der Stdrgungstheorie auftre-
tenden Integrale divergent. Allerdings lassen sich diese Divergenzen systematisch und physikalisch sinnvoll beseitigen. Dies

ist Gegenstand der Renormierungstheorie und kann in dieser Vorlesung nicht behandelt werden (vgl. die bereits zitierten
Lehrbiicher der Quantenfeldtheorie und [[Hee02]]).
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ist, wobei wir E{ = 4/ m{z +P?und E) = 4/ m;z + P72 beriicksichtigt haben. Daraus erhalten wir

P'(E! + E})
d(E{ 4+ E)) = —2 24P’ (7.4.5)
E\E,
und damit PR
PP’ = 2 4(E + E)). (7.4.6)
E{+E,

Damit ist die 8-Distribution in (7.3.9) sofort ausintegriert, und unter Beriicksichtigung von (7.4.3)
ergibt sich schliefilich

do 1 P’ 2 747)
dQ 64n2s P fi o
Dabei ist das Raumwinkelelement durch
dQ=dd dg sind (7.4.8)

gegeben. Die Kugelkoordinaten & und ¢ des Schwerpunktsimpulses im Endzustand p’ beziehen sich
dabei auf die durch die Richtung des Schwerpunktsimpulses im Anfangszustand p bestimmte Polarach-
se.

Das tiber die Spins in Ausgangs- und Endzustinden summierte invariante Matrixelementquadrat ist
ein Lorentz-Skalar und kann daher nur von den drei Mandelstam-Variablen

s=(p1+ ) =(p1+ ) (7.4.9)
t=(pi—p1) =(p—p5), (7.4.10)
w=(pi—py) = (pr— 1)’ (7.4.11)

abhingen. Wegen der On-Shell-Bedingungen fiir die Viererimpulse sind diese drei Variablen allerdings
nicht voneinander unabhingig, sondern es gilt die Bezichung (Ubung)

s+t+u:m%+m§+m;2+m;2. (7.4.12)

Betrachten wir nun noch den Zusammenhang zwischen den Mandelstam-Variablen und den kinema-
tischen Parametern im Schwerpunktsystem. Dies sind die Betrige der Schwerpunktsimpulse P und P’
im Eingangs- bzw. Ausgangskanal und der Streuwinkel, der durch p - p” = PP’ cos & definiert ist. Mit

(7.4.1) finden wir zunichst
s =(E,+E,)* =(E]+E))*. (7.4.13)

Setzen wir darin die Energie-Impulsbeziehungen ein, finden wir nach einiger Rechnung den Zusam-
menhang zwischen s und den Schwerpunktsimpulsen bzw. -energien

s +m? —m? s+ m3;—mj
politmiom o stm o 7.4.14
! 2.5 ? 2/5 o
E/_S-l—Miz_méz E —S+m§2_m;2
s omy o skmy —m (7.4.15)
24/5 2y/s
— + 2[s— —m,)?
o VIs—(my+m)?][s —(m;—m,)?] (7.4.16)
2y/s
s —(m! +m))2|[s —(m| —m))?
o Vs = (mi 4 myPls — (mi — mi)] (7.4.17)

2y/s
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Daraus ergibt sich auch der physikalische Wertebereich fiir s zu
s > max[(m; + my)?, (m] + m))*]. (7.4.18)

Der Streuwinkel ist mit ¢ verkniipft durch (Ubung!)
t=(p— ) =(E,—E)’ —(p—p')’ = t,—4PP'sin’ <§> ) (7.4.19)

Daraus ergibt sich der grofite bzw. kleinste Wert fiir ¢ fiir & =0 bzw. ¢ = = z1f)

T

2y/s

2 2

1 —my) = (my—m
2y/s

Also ist ¢ bei vorgegebener Schwerpunktsenergie £ = /s eine monotone Funktion des Streuwinkels
¥, so dafy man ¢ als invariantes Maf} fiir den Streuwinkel im Schwerpunktssystem auffassen kann.

2
to:<E1—E{>2—<P—P’>2:[(’” )} _(p—PY,

(7.4.20)

tlz(El—E{)z—(P+P’)2:[(m )} —(P+ P

742 e"4+e o ut+u

Einer der am einfachsten zu berechnenden Prozesse ist die Paarvernichtung von einem Elektron mit
einem Positron zu einem u*-u~-Paar. Dabei betrachten wir nicht zu hohe Energien, so daff wir die
schwache Wechselwirkung vernachlissigen konnen und nur den dominanten rein elektromagnetischen
Ubergang zu betrachten brauchen. Dazu miissen wir nur wissen, daf} sich die Muonen im Hinblick
auf die elektromagnetische Wechselwirkung exakt genauso verhalten wie Elektronen und Positronen.
Der einzige Unterschied ist die Masse (m, = 0.511 MeV, m = 105.7 MeV).

Wir beginnen mit der Berechnung des invarianten Matrixelements, indem wir das Diagramm ent-
sprechend den Feynmanregeln in Abb.[7.2lund[7.4Jauswerten. Das Diagramm in Abb. [7.5]ist von oben
nach unten und entgegen den Pfeilrichtungen der dufleren Fermionenlinien zu lesen. Dann miissen
wir uns nicht um Dirac-Indizes kiimmern, denn es ergibt sich gleich der richtige Ausdruck im Sinne
der Matrix-Vektor-Schreibweise. Es ist klar, daf§ wir jetzt bei den Dirac-Spinoramplituden zwischen
Elektronen/Positronen bzw. Muonen unterscheiden miissen. Dann ergibt sich

. . -/ -/ _lg v CN—y v -
My =i proo )y ol P02 e (—iq)ole, Py o)y (e, pryoy).  (7.4:21)

1+ p)?+10*
Dabei ergibt sich der Symmetriefaktor daraus, dafy wir einen Vorgang in zweiter Ordnung der St6-
rungstheorie betrachten (Faktor 1/2! = 1/2). Beim Quadrieren des Wechselwirkungs-Hamilton-Ope-
rators entsteht ein zusitzlicher Faktor 2 aus der binomischen Formel. Die Kontraktionen lassen sich
nur auf eine Weise bilden, da ¢ und e verschiedene Teilchen sind und an den Vertizes nur jeweils eine
dieser Teilchensorten auftreten kann| Fassen wir ein wenig zusammen, erhalten wir

. R
M = e%u(u, pi,01)yHv(u, by, 05)0(e, Py o)y ule, r, 01) f : (74.22)

SWir folgen hier der Bezeichnungsweise in [[N*10]).
®Man mache sich klar, daf§ ein Wechselwirkungsterm £, = ¢’ A > der zwar von der Spinor- und Lorentzstruktur her
Sinn ergibt, aufgrund der von der Eichinvarianz notwendigen Stromerhaltung widerspricht, denn es ergibe sich ein Beitrag

zum Strom q'¢,y ¢ ,.
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Abbildung 7.5: Diagramm in niedrigster Ordnung der Storungstheorie zur Berechnung des invarianten
Matrixelements fiir die Paarannihilationsreaktion et + e~ — ut 4+ u~.

wobei wir ¢ = —e verwendet haben. Dabei haben wir die Mandelstamvariable

s=(p1+p)=(p1+ ) (7.4.23)

2
u
sein muf8. Das ist sofort physikalisch klar, weil s das Quadrat der Gesamtenergie im Schwerpunkt sein

mufS. Im giinstigsten Falle wird das 4 u~-Paar in Ruhe erzeugt, so dafy man eine Gesamtenergie von
2m , autbringen mufl. Freilich kann man diese Bedingung auch formal aus der Viererimpulserhaltung

eingefiigt. Den i0"-Term kdnnen wir dabei vernachlissigen, weil aufgrund der Kinematik s > 4m

und den on-shell-Bedingungen p{z = péz = mi nachrechnen. In der Tat ist im Schwerpunktsystem
p{=—p,=—p’, und damit wird

s=[2E,(p"} =4(m, + ") > 4m’, (7.4.24)

Wir interessieren uns nun fiir den Streuquerschnitt fiir ein unpolarisiertes Paar von Elektronen und
Positronen im Eingangskanal und interessieren uns auch nicht fiir die Polarisation der Muonen im
Endkanal, d.h. wir miissen das Matrixelement quadrieren und dann iiber die Spins im Eingangskanal
mitteln und {iber die Spins im Endkanal summieren. Wir erhalten dann das spingemittelte Matrixele-
ment

— 1
| M ;2 = ZSZ | ;P (7.4.25)
pins

Dabei haben wir iiber die Spins von Elektron und Positron im Anfangszustand gemittelt (Faktor 1/4)
und iber diejenigen im Endzustand summiert. Weiter bemerken wir noch, dafl wegen

()" =yry a=uly (7.4.26)
fiir das Bilden des Konjugiert komplexen
[ayto) = o ()5t =2y )y °u (7.4.27)
gilt. Verwenden wir dann fiir die Spinsummen (7.2.9), erhalten wir

4

- e g8y
2 _ Hyou

Al =

tf[(ﬂ +M)yH (g —M)V*‘/] tr [(lﬁ1 +m)y (fh— m)y”'] : (7.4.28)
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Die Dirac-Spuren lassen sich ohne Probleme mit den Formeln in Anhang (oder auch mit Hilfe
von Computeralgebrasystemen, z.B. unter Verwendung des Tracer-Pakets in Mathematica) auswer-
ten. Das Resultat ist

(Pr- 03)(P1 - Do)+ (P P Papy) +MP(py - po)+ m*(py - ph) +2m>M>

52

[y =3¢

(7.4.29)

Eliminieren wir die Viererimpulsprodukte zugunsten der Mandelstamvariablen
(P14 p2)* =2m" +2py - py =2M"+2p} - p,

(pr— PP =m? +M>—2p, - p = m* + M*>—2p,- p}, (7.4.30)
(p1—p3) =m>+M*—2p, - py=m*+M*—2p, - p|

S

t

"
unter Verwendung der Beziehung
u=2m*+M)—s—t, (7.4.31)

erhalten wir schlieflich
4

2e
= 5—2(52 +2st+21%).  (7.4.32)

2t
|12 = Siz{52+2[(m2+M2)2+(s—2m2—2M2)t+zz}

Dabei haben wir im letzten Schritt den ultrarelativistischen Limes s > M2, m? betrachtet. Wir rechnen
im folgenden der Ubersichtlichkeit halber in diesem Limes weiter. Fithren wir den Streuwinkel ¢ im
Schwerpunktsystem ein, ergibt sich

t =—2P,Pl(1—cos®) = —%(1 —cosd), (7.4.33)
wo P, = | p,| usw. bedeuten sollen. Daraus folgt fiir das Matrixelement
| A s i* = e*(14 cos® ) = 1672 a*(1 4 cos® F). (7.4.34)

Fiir den invarianten Streuquerschnitt liefert (7.4.7| mit @ = e?/(47) das wohlbekannte Resultat

do  o? )
—=— 9). 7.4.35
dQ  4s (1 cos™5) ( )
Die Winkelabhingikeit ist charakteristisch fiir Spin-1/2-Teilchen. Der totale Streuquerschnitt ergibt
sich durch Integration (mit x = cos ) zu

4o
3s

L2
o(s):Zrcf 1dxz(quxz): (7.4.36)

Die Resultate (7.4.35) und (7.4.36) stimmen gut mit Messungen der JADE-Kollaboration am DESY [[B*85]]
tiberein (s. auch [PS93]]). In diesem Paper werden die Abweichungen der Winkelverteilungen vom Re-
sultat aufgrund der schwachen Wechselwirkung untersucht, und es werden QED-Korrekturen
der nichsthoheren Ordnung 0(a?) beriicksichtigt.
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/ /

»; /P/z
=
k
P1 2] P1 2]

Abbildung 7.6: Die Diagramme zur Megllerstreuung in fiihrender Ordnung gemif} ,moderner” Feyn-
manregeln.

7.4.3 Meller-Streuung

Als weiteres Beispiel betrachten wir nun die elastische Elektronenstreuung (Meller-Streuung) [Mgl32]].
In fijhrender Ordnung mit den kovarianten Feynmanregeln gemif} Abb. [7.2und[7.4haben wir in fiih-
render Ordnung die beiden in Abb.[7.6|gezeigten Diagramme zu beriicksichtigen. Unter Beachtung der
Vorzeichenregel fiir das Austauschdiagram erhalten wir

i 1_ / / — / /
— My ==u(py, o)y u(py,0)u(pr,03)y,#(p2 07)
e t

i (7.4.37)
- ;E(Pé’ o)y u(pro)u(pr, ‘7{)}’#”(?2’ 7)-
Dabei haben wir wieder die Mandelstamvariablen
t=(pi—p) =(pr—p)'s w=(pi—p) =(ps—p1) (7.4.38)

eingefiihrt.

Zur Bildung der Spinsummen der betragsquadrierten Amplitude konnen wir wieder die tiblichen Re-
geln gemif§ Abschnitt|C.1]fiir Diracmatrizen und die Spinsummenregeln verwenden. Wir geben
sogleich wieder das tiber die Spins im Anfangszustand (Endzustand) gemittelte (summierte) Resultat an,

A B =l g+ ) Tl + )y g+ )]

— %tr[(yﬁl +m)yH(p,+ m)}/v(]b; +m)y,(p,+m)y,]
,, (7.4.39)

+ #tr[( Pt )y g+ Yy Tl (B, 4 m)y g+ )]

— (B, + M, + ) (B )

Die Dirac-Spuren sind wieder schnell mit Hilfe des Computeralgebrapaketes Tracer berechnet, und

aus (7.4.7) ergibt sich der differentielle Streuquerschnitt zu

da_ a?
dQ  st242

|:(t2 +tu+u? Y —4m? (P + )+ 4m (P —tu + 142)] . (7.4.40)

Wir bemerken, daf$ dieser Ausdruck symmetrisch bzgl. Vertauschen der Mandelstam-Variablen ¢ und
u ist, was die Ununterscheidbarkeit der Elektronen im Anfangs- und Endzustand widerspiegelt.
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Die kinematischen Beziehungen (7.4.14{7.4.20) vereinfachen sich wegen m, = m, = m{ =m,=m zu
YA g
s =4E?, =—4P? sm2<5>, u :—4P20032<5>. (7.4.41)

Der differentielle Streuquerschnitt im Schwerpunktssystem ergibt sich daraus mit der allgemeinen For-
mel (7.4.7) zu
do  |MplP @ 2EP—m?P] 4 3 (E2—m?)? < 4
dQ  256m2F2  4E2 (E2—m2)2 |sin*@  sin?d  (2E2—m?2)2 \sin? ¢

+ 1>] (7.4.42)

Betrachten wir noch den ultrarelativistischen und den nichtrelativistischen Limes E > m bzw. P2 =
E? —m? < m?. Das ergibt

2

do o’ < 4 21 >
dQYESm E2 \sin*@  sin?9 4/’
do *m? [ 4 3
-— = < . 4q -2 + ﬁ(Pz/m2)>
dQr<m 4P* \sin*@ sin” ¢

Der nichtrelativistische Limes stimmt mit unserem Ergebnis aus der nichtrelativistischen Streutheorie

(5.1.98) tiberein, wie man nach einiger Rechnung mit den Winkelfunktionen zeigt und bedenkt, dafl in
der nichtrelativistischen Formel E__ = P?/(2m) bedeutet.

(7.4.43)

Wir sehen, dafl dieser Ausdruck fiir P — 0 sowie fiir alle Schwerpunktsenergien fiir ¢ — 0, ¢ divergiert.
Ebenso divergiert der totale Streuquerchnitt. Dies rithrt daher, daff die Photonen masselos sind, denn
es ist gemif3 (7.4.19) und (7.4.12)

t =—2P*(1—cos®), u=—P*(1+cos?), (7.4.44)

und dies sind gerade die im Nenner des Photonpropagators auftretenden kinematischen Groflen. Die-
se Infrarotdivergenzen lassen sich beseitigen, indem man die endliche Energieauflosung des Detek-
tors beriicksichtigt und bedenkt, daf} aufgrund ihrer Masselosigkeit beliebig viele sehr weiche Photo-
nen emittiert werden konnen, deren Gesamtenergie kleiner als die Energieauflésung des Detektors ist.
Summiert man all diese Beitrige auf, erhilt man ein endliches von der Energieauflosung des Detektors
abhingiges Resultat fiir den totalen Streuquerschnitt [BN37,[Wei95, PS95/]. Von dem divergenten kine-
matischen Bereich fiir § — 0, v abgesehen, stimmt die Mgllersche Formel hervorragend mit

dem gemessenen differentiellen Streuquerschnitt tiberein.

7.4.4 Bhabha-Streuung

Unter Bhabba-Streuung versteht man die elastische Elektron-Positronstreuung, also den Prozef§ et +
e~ — et 4 ¢7. Die beiden Diagramme besitzen wieder ein relatives Vorzeichen, weil das zweite Dia-
gramm aus dem ersten durch Vertauschen der einlaufenden Elektronenlinie mit der auslaufenden Po-
sitronenlinie hervorgeht, also zwei Fermionenerzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren vertauscht
werden. Wir haben also

2 2
. et _ _ . et _ —
M= 17u1/}/”u17}2yﬂ7}2/, 1My =—1—uyy vy0yy, 0. (7.4.45)
s

Dabei haben wir zur Abkiirzung u,; = #(p,,o,) usw. geschrieben. Das Betragsquadrat ist demnach

| My P =AM A\ A+ M+ MM (7.4.46)
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Abbildung 7.7: Diagramm in niedrigster Ordnung der Storungstheorie zur Berechnung des invarianten
Matrixelements fiir die Bhabba-Streuunge™ + e~ — et +e™.

Bilden wir nun die Spinsummen, um den Streuquerschnitt fiir unpolarisierte Teilchen zu erhalten,
finden wir wie bei der MQ)ller-Streuung

Dot = —tr [(p+m)r (p +m)y 1e(p,— m)y (P, —m)n]
spins
8e* 4,2, 2 2
:7[8”2 +s 4 u—4m(s—t+u),
ot
Z|=//lz|2 S ul(py+m)y (py—m)y" Tul(p,—m)y,(p, +m)y,]
spins
4 (7.4.47)
:8%[8m4+t2+142+4m2(s—t—14)],
s
ot
2%1%2 [(#1 +m) M(ﬁl+m>}/v(¢2_m)}//j(¢/2_m)}/v:|
spins
8e
—[12m* —8m*u + u?]
st
=M M,.
Der Wirkungsquerschnitt ist damit gemaf3 durch
dO_ . 1 2 az 1 2 2\2 2
d_Q_f)"-—TCZS‘ Fil= 25{ [(s—2m Y+ (v —2m")" +4m t]
+lz[(t—2m2)2+(u—2m2)2+4m25:| (7.4.48)
s

+ % [(u —2m*? —4m*(u —2m2):| }

gegeben. Unter Verwendung der allgemeinen kinematischen Beziehungen (7.4.41), die freilich auch hier
gelten, folgt

d_O'_ (Z2 (E2+P2)2 _ 8E4—m4
dQ T 16E2| Ptsin*(9/2) P2E2sinX(9/2)

(7.4.49)
2E*+m*  4PAE2+P?) . 2<z9> 4P* 4<ﬁ>]
+ sin .

E4 E* 2

242
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Abbildung 7.8: Diagramm in niedrigster Ordnung der Storungstheorie zur Berechnung des invarianten
Matrixelements fiir die Compton-Streuunge™ +y — e~ +7y.

Im nichtrelativistischen Limes erhalten wir den Rutherfordschen Streuquerschnitt fiir die Coulomb-
Streuung zweier (unterscheidbarer!) Teilchen,

do a’m?

do o om? 7.4.50
dQ P<m 16P4sin*($/2) ( )

und im ultrarelativistischen Limes

do ot /9 4 2 1 do +(0
~ _ v _ N_( 7). 7.4.51
d2psm P2 <2><sin419 sin2ﬁ+4> <dQ>M0ttCOS <2> ( :

7.4.5 Compton-Streuung

Schliefllich berechnen wir den Streuquerschnitt fiir die Compton-Streuung, also die elastische Streu-
ung eines Elektrons mit einem Photon e~ +y — e~ + y. In niedrigster Ordnung ist das invariante
Matrixelement durch die beiden Diagramme in Abb.7.8|gegeben.

Das rechte Diagramm unterscheidet sich dabei vom linken lediglich durch die Vertauschung der dufie-
ren Photonenlinien. Da Photonen Bosonen sind, gehen also beide Diagramme mit demselben Vorzei-
chen in das Matrixelement ein. Mit Hilfe der Feynman-Regeln lesen wir das Matrixelement unmittelbar
ab zu

“u(p,0)e, ok Je, o(B)+{(k,a) — (R}, (7.4.52)

My =T Y |

Zur Berechnung des unpolarisierten Streuquerschnitts gehen wir wieder wie in den vorigen Beispie-
len vor. Zusitlich zu den Spinsummen fiir die Elektronenanfangs- und Endzustinde bendtigen wir nur
noch die Summe iiber die Polarisationszustinde fiir die Photonen. Wegen der Stromerhaltung diirfen

wir gemaf dafiir einfach
Zelu,a(/e)ev,a(k) _)_gyv (7453)

a

setzen.

Weiter definieren wir die Mandelstam-Variablen zu
s=(p+ky t=(p—p) u=(p—Fk), (7.4.54)

243



Kapitel 7 - Einfithrung in die Quantenelektrodynamik

Fithren wir dann das Betragsquadrat von (7.4.52) aus und mitteln iiber den Elektronenspin und Photon-
polarisationen im Anfangszustand und summieren tiber diese Grofien fiir die Teilchen im Endzustand,
erhalten wir die Spur

— 4

‘//sz:e—tr (]b+m)[

4 s —m? n—m?2

y(p+E+m)yyt R’ —F+ m)y“]

/ (7.4.55)

s—m? u—m?

Auch diese Spur lifit sich wieder leicht mit Hilfe von Tracer berechnen. Als Funktion von s und #
ergibt sich mit e? = 47a

2 3207
i [6m® —m* (35> + 14su + 3u?)

= m2P(u—m?y 7.456)
+ m*(s + u)(s> + 6su 4+ u?)— su(u® + 5?)].

-,

Ublicherweise gibt man den Streuquerschnitt fiir die Comptonstreuung im Laborsystem an, in dem
das Elektron vor dem Stof8 ruht. Der Zusammenhang zwischen den Mandelstamvariablen und den

Viererimpulsen von Elektron und Photon vor dem Stof3, p = (m2,0)", k = (e = |E l, k ) bzw. nach dem
- =/ 7 7
Stofd p' =(E"' =/ m2+ p2,) , k' = (' = |k'], k") ist
s=(p+kP=m’+2mew, u=(p—Fk)Y=m*—2mo'. (7.4.57)

Aus der Viererimpulserhaltung folgt weiter p’ = p + (B — k’). Durch Quadrieren erhalten wir daraus
nach einfachen Umformungen

m<i/—l> =1—cos¥, (7.4.58)

W w

wobei ¢ den Winkel zwischen dem Impuls des einlaufenden und dem des auslaufenden Photons be-
zeichnet.
Die allgemeine Formel fiir den differentiellen Streuquerschnitt ist allerdings im Schwerpunkt-
system gegeben. Fiir den hier betrachteten Fall fiir den spin- und polarisationsgemittelten Streuquer-
schnitt hidngt das quadrierte Matrixelement offenbar nicht vom Winkel ¢ ab, und wir erhalten den
differentiellen Streuquerschnitt im Laborsystem am einfachsten, indem wir zunichst

dQ,, =2ndd_, sind_,

iiber die Mandelstamvariable ¢ ausdriicken. Aus (7.4.19) folgt wegen P, = w_,, = w!

cm cm

dt = =202 dd, sind, = dQ = —det. (7.4.59)

C()Crl’l

Nun ist aber wegen (7.4.16)

s—m?  mw
= = 7.4.60
Im Laborsystem gilt
t=(k—FkY==2k k' =—2wc'(1—cos?), (7.4.61)
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und unter Zuhilfenahme von (7.4.58) findet man nach einfacher Rechnung (Ubung)

di = 2040 sin 9 = — 2072, (7.4.62)
7
Mit folgt schliefilich
/7 \2
do,. = < © > do, (7.4.63)
ow
und liefert dann unter Zuhilfenahme von den differentiellen Streuquerschnitt im Labor-
system
do 1 (o' 2
—= — | 7.4.64
dew 64m2<w> ’/%fl ( )

Setzen wir schliefllich (7.4.57) in (7.4.56) ein, erhalten wir nach einigen Umformungen unter Verwen-
dung von (7.4.58) den Klein-Nishina-Streuquerschnitt fiir die Compton-Streuung [KN29]]

do & [\ [w o )

—=—— — +——sin"F ). 7.4.65

dQ 2m2<a)><w’ w > ( )
In diesem Fall kénnen wir auch den totalen Streuquerschnitt berechnen. Dazu driicken wir o’ ver-

moge (7.4.58) durch den Streuwinkel ¢ aus und integrieren (7.4.65) tiber & € [0, 7] und multiplizieren

mit 27t fiir die p-Integration. Nach lingeren Umformungen ergibt sich dann

2ra 4 8 1 8 1
=—|(1———= )In(l+x)+-+-———— 7.4.66
7 mzx[< x x2> a1 +x) 2 x  2(1+x)? ( )

- 2
= 29 (7.4.67)

Im nichtrelativistischen Limes w < m, also x < 1, ergibt eine Reihenentwicklung von (7.4.66)

8a?

T 3m2

o (1—x). (7.4.68)

Der erste Term in der Klammer entspricht dem Thomson-Wirkungsquerschnitt fiir die klassische
Streuung von elektromagnetischer Strahlung an einer Punktladung der Ladung +e.

Im relativistischen Limes, d.h. x > 1, ergibt die Entwicklung von (7.4.66)

o="2 (141Inx). (7.4.69)
m2x
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Anhang A

Gauflintegrale

Die Gauf3sche Wahrscheinlichkeitsverteilung spielt sowohl in der mathematischen Statistik als auch der
Physik eine wichtige Rolle. Daher werden hiufig Integrale tiber Gaufiverteilungen benétigt. In diesem

Anhang leiten wir einige der wichtigsten damit zusammenhingenden Formeln her.

A.1 Das eindimensionale Gauflintegral

Wir beginnen mit der Berechnung des Integrals
I :J dx exp(—x?).
Es 1af3¢ sich mit folgendem Trick geschlossen auswerten. Dazu schreiben wir

I’ = f dx exp(—xz)f dy exp(—y?) = f d*x exp(—%2).
—o0 —o0 R2

2

Substituieren wir darin Polarkoordinaten X = r(cos ¢,sin @), d°x = r dr dg, erhalten wir

= TT.

21 o)
> = J dgpf dr r exp(—rz) =27 1exp(—rz)
0 0 2 0

oo
r=l

Dal >0, folgt also
I=/m.

Dieses Resultat konnen wir nun verwenden, um auch das allgemeinere Integral

I(a,b):J dx exp(—ax*+bx), a,beC

(A.1.1)

(A.1.2)

(A.1.3)

(A.1.4)

(A.1.5)

zu berechnen. Damit das Integral konvergiert, muf offenbar Rea > 0 sein. Mit einer quadratischen

Erginzung folgt zunichst

Ia,b) = exp<f—:>f; dx [—a <x _ %)2]
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Durch die Substitution y = /a[x — b /(2a)] finden wir unter Verwendung von (A.1.4)

b? o2 7T b?
I(a,b)=exp <E> ‘/i; f_ dy exp(—y?) = \/;exp <E> . (A.1.7)

Die Gaufiverteilung schreibt man am bequemsten in der Form

1 (x —x,)? .
P(x)= —_ t >0, eR. A.1.8
(x) e exp< 502 mit o Xg ( )

Mit erhilt man nach einigen einfachen Umformungen, dafl diese Funktion normiert ist, d.h.
JOO dx P(x)=1. (A.1.9)
Den Erwartungswert der Verteilung erhilt man aus
JOO dx (x —xg)P(x) = (x) — x5 =0 = (x) = x,. (A.1.10)
Um die Standardabweichung zu berechnen, gehen wir von der erzeugenden Funktion
F(z):foo dx exp[—z(x—xo)z]:I(Z,O): \/g (A.1.11)

aus. Durch Ableiten nach z folgt

Fo=— [ artemxfep[ater]=—p 2 A
o z\ z
Daraus ergibt sich
szz«x—xo)z):f dx (x —xo)*P(x) = 0. (A.1.13)

Die Gauf3verteilung (A.1.8) beschreibt also eine Zufallsgrofie x mit Mittelwert x, und Standardabwei-
chung Ax = 0.

A.2 Mehrdimensionale Gauflintegrale

Mehrdimensionale GaufSintegrale kénnen leicht auf den eben behandelten eindimensionalen Fall zu-
riickgefiihrt werden. Sei dazu A € C"*” eine selbstadjungierte Matrix (A" = A), fiir die die Bilinearform
X' AX positiv definit ist. Dann fragen wir nach dem Integral

](/i) =| d"xexp (—J?IAAf) . (A.2.1)
R~

Aufgrund des Satzes von der Hauptachsentransformation kénnen wir stets eine unitire Matrix U
mit Determinante 1 finden (also U € SU(»)), sodaf}

A'=UAU" = diag(A,,..., A,). (A.2.2)
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Wegen der oben vorausgesetzten Selbstadjungiertheit und positiven Definitheit von A sind die Eigen-
werte positiv reell (4, > 0). Substituieren wir nun

y= U%, d”y =det Udx, (A.2.3)

erhalten wir
I( A): d"yexp <—Z Akx/§>. (A.2.4)
R~ k=1

Dabei haben wir verwendet, dafl man fiir jedes y, den Integrationsweg in der komplexen Ebene beliebig
deformieren konnen, weil die Exponentialfunktion iberall analytisch ist. Mit (A.2.4) ist aber das mehr-
dimensionale GaufSintegral auf das Produkt von einzelnen Gauflintegralen zurtickgefiihrt. Verwenden

wir (A.1.6) mit b =0, erhalten wir also

IA)= | — A25
(A) 4 ( )

1_[ Ay = det A’ = det 4, (A.2.6)
k=1

Nun ist aber

d.h. wir erhalten das Resultat

1(A) = (A.2.7)
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Anhang B

Einige Integrale mit Bose- und Fermiverteilungen

In diesem Abschnitt wollen wir einige hdufig gebrauchte Integrale im Zusammenhang mit Bose- und
Fermiverteilungen berechnen sowie Formeln fiir die Summation iiber fermionische und bosonische
Matsubara-Frequenzen des Imaginirzeitformalismusses der thermischen Feldtheorie bereitstellen.

B.1 Integrale zum idealen Gas

Wir beginnen mit der Berechnung des fiir die Behandlung des idealen Fermigases bendtigten Integrals

(4.5.56).

Wir betrachten dazu allgemeiner das fermionische Integral

_expx
dx 1.1
f 1 +expx)?’ ®-11)
Wir fithren es zunichst in eine Reihe iiber, indem wir den Bruch mit exp(—2x) erweitern
_exp(=x)
dx x” . 1.2
=], o o1
Um dies in eine Reihe zu entwickeln, betrachten wir zunichst die geometrische Reihe
= 1
k _k
glg)=2 (=1)q" = ——. (B.1.3)
2 P
Durch Differentiation ergibt sich daraus
g'(q)= Z =—> (—D*k+1)q". (B.1.4)
(P £ k=0

Verwenden wir diese Formel in (B.1.2) mit ¢ = exp(—x), erhalten wir

o

IF(n):Z(—l)k(/e-i- 1)LOO x” exp[—(k + 1)x]. (B.1.5)

k=0

Das Integral unter der Summe 1af3¢ sich bequem mit Hilfe der erzeugenden Funktion

:foodx exp(—xz)= = (B.1.6)
0

z
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berechnen. Es folgt durch Ableiten unter dem Integral

o0 !
J x" exp(—zx) = (—1)"G"(z) = iy (B.1.7)
0 zn+l
Dies in mit z = k + 1 angewandt ergibt
Joo:mﬁé(_nk fir ne{2,3,...). (B.1.8)
F ~ (k + 1)n sy

Die Reihe selbst lif3t sich mit Hilfe von Fourier-Reihen 16sen. Dazu betrachten wir die Fourierreihe
fiir die Funktion f(x) = x” im Intervall x € [—7, 7r]. Es gilt

f(x)= i f;eexp(i/ex) mit fk:ifj dx f(x)exp(—ikx). (B.1.9)

/e:—OO

Um die Koetfizienten zu berechnen, verwenden wir wieder eine erzeugende Funktion:

G(z)= L J‘ dx exp(—izx) = Sm(ﬂz). (B.1.10)
2w J_, TZ
Daraus folgt
G"(z) = =) f dx x” exp(—izx). (B.1.11)
2r J_,
Wir erhalten die Koeffizienten in durch
fo=1"G"(k) fiir k0. (B.1.12)
Fiir & =0 folgt
.1 (7 0 falls 7 ungerade,
1o :—J dx x" = n (B.1.13)
"o, T falls 7 gerade.

n—+1

Es ist klar, daf§ fiir gerade (ungerade) # durch Zusammenfassen der Reihenglieder mit entgegengesetz-
tem Vorzeichen reine Cosinus- bzw. Sinusreihen entstehen. Wir geben nun einige dieser Reihenent-
wicklungen an, die im offenen Intervall (—, ) gelten.

) (_1)k+1
x = ZZ sin(kx), (B.1.14)
k=1 k
2 00 1\k
x2:%+4z( klz) cos(kx), (B.1.15)
k=1
s (= 6
x _2; . 7 —E>sm(/ex), (B.1.16)
4 00 1\k
x4:%+82( klz) <7‘cz—%>cos(/€x). (B.1.17)
k=1



B.1 - Integrale zum idealen Gas

Nun konnen wir die Reihen in auswerten. Um etwa (4.5.56) zu beweisen, miissen wir gemaf3
(B.1.8) in (B.1.15) x = O setzen. Das liefert

Y G AR S G VAN
; D I u TS (B.1.18)

2 oo _1k
o:”_+4z(k2> N
3 k=1

Damit haben wir 1(2) = 72 /6. In (4.5.56) integrieren wir aber iiber die ganze reelle Achse, und da der
Integrand in dem Fall symmetrisch ist, verdoppelt dies das Resultat.
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Anhang C

Formeln fiir die QED

In diesem Anhang stellen wir einige Formeln fiir die stérungstheoretische Berechnung von Matrixele-
menten in der QED zusammen.

C.1 Dirac-Spinoren

Im Zusammenhang mit der Dirac-Gleichung haben wir die Dirac-Matrizen y# eingefiihrt. Viele beno-
tigte Formeln konnen wir allein aufgrund der Antikommutatorregeln

{rsrfy=2¢" (C.1.1)
herleiten. Oft bendtigen wir die Pseudohermitezititsrelationen
Yoy’ = ()t (C.1.2)

Im Zusammenhang mit den Feynmanregeln sind manchmal die Kontraktionsidentititen

}/H}ﬂ“ =4, (C.1.3)
vy vt ==2y", (C.1.4)
vy Pyt =4g"", (C.1.5)
v Y Yyt ==2yyPy". (C.1.6)

Beweis: die erste Identitit folgt unmittelbar aus (C.1.1)

v 1 v v
Yyt =gy = 8w irt ' = g =3+, =4 (C.1.7)

Daraus folgt die zweite Identitit durch einmaliges Anwenden der Antikommutatorrelation (C.1.1)

v v v v v " v M v
Y vt =yv Ay =y 1= 2,8 vty = 2y =4y =2y (C.1.8)
Auf diese Art konnen wir fortfahren. Beweisen wir noch :

v y " v v v v
v Y Yyt =y Ryt =yl = 2Py 2y P = 2{y Py = 4 (C.1.9)

Der Beweis folgt dann auf exakt analoge Weise (Ubung!).
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Schliefllich benétigt man oft die Spur von Dirac-Matrixprodukten. Dazu bemerken wir, daf§ aufgrund
der expliziten Darstellung der Dirac-Matrizen (6.6.7)

try =0. (C.1.10)
Aus der Vertauschbarkeit von Matrizen unter der Spur folgt unter Zuhilfenahme der Antikommuta-
torregeln
1
tr(y”}/v):Etr({y*’,}/v}):g”vtr]l:4g/”. (C.1.11)
Aus der Blockgestalt der Dirac-Matrizen gemifd (6.6.7) folgt, daff ein Produkt aus einer ungeraden An-

zahl von Dirac-Matrizen stets eine solche Blockgestalt hat, d.h. die Blécke auf der Diagonalen solcher
Produkte sind identisch 0 und damit insbesondere auch die Diagonalelemente der Gesamtmatrix selbst,

d.h. es gilt

tr| y#y”...y® | =0 firalle neN. (C.1.12)
2n+1

Fiir vier Dirac-Matrizen gilt
w(y Py Pyt ) =4(g" e —g"g” + 8" g"). (C.1.13)
Zum Beweis verwenden wir wieder die Antikommutatorregeln, (C.1.11):
a(rfy yPy?) = 2848 —u(y Yy Py ") = 88 g =8¢ g +u(y Yy ty”)
=8(g"gf" —g"fg" + g g ) —tr (Y yPyyt).

Die letzte Spur ist wegen der Vertauschbarkeit von Matrizen unter der Spur gleich der Spur auf der

linken Seite der Gleichung, und Vereinigen dieser Terme ergibt schliefilich (C.1.13).

Bei der Berechnung von Spinsummen oder Mittelwertbildung iiber die Spins bei der Berechnung un-
polarisierter Wirkungsquerschnitte benotigt man noch die Spin-Summen {tiber die Elektron- und Po-

sitronamplituden
Z 14(/;, a)ﬁ(/_é,a) =F+m, Zv(/_e;, G)E(E,a) =f—m. (C.1.15)

g

(C.1.14)

Diese Formeln beweist man am einfachsten durch Rechnen mit der expliziten Darstellung (6.7.7) und
(6.7.9).

C.2 Polarisationsvektoren fiir Photonen

Nur die beiden transversal-raumartigen Feldfreiheitsgrade eines (asymptotisch) freien Photons sind
physikalische Feldfreiheitsgrade. Entsprechend gibt es zu jedem Impuls & eines Photons zwei aufein-

ander orthogonale und zu k orthogonale Polarisationsvektoren. Fiir die in diesem Skript verwendeten
linearen Polarisationszustinde fiir elektromagnetische Feld in Strahlungseichung, das den Eichbedin-
gungen

A%(x)=0, V-A(x)=0 (C.2.1)

genligt, ergeben sich daraus zwei reelle Polarisationsvektoren

-

“(kya) mit E©(k,a)=0, ac{l,2). (C.2.2)
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C.2 - Polarisationsvektoren fiir Photonen

Die Orientierung der Vektoren ?(/Z, 1) und ?(E ,2), b=k / |E|,ist so gewihlt, dafl sie in dieser Reihen-
folge ein rechtshindiges kartesisches Koordinatensystem bilden, d.h. es ist

A
- — - - - -

Sk, ) x &k, 2) =k, k,2)xk=2k,1), kxe(k,1)=2k,2). (C.2.3)

Auflerdem soll die folgende relative Orientierung fiir die Polarisationsvektoren zu k bzw. —k gelten:

- -

é(k,a)-é(—k,a")=(—1)*8,,- (C.2.4)
Fiir die Polarisationssumme gilt
- N alb
Z e“(k,a)fb(k,a):c?“b—k_,k . (C.2.5)
a=12 k2

Bei der Berechnung von Ubergangsmatrixelementen ./ #; fiir Streuprozesse, bei denen dufiere Photo-
nenlinien in den entsprechenden Feynman-Diagrammen auftreten, kann bei der Summation tiber die
Polarisation im Endzustand bzw. beim Mitteln tiber die Polarisationen im Anfangszustand aufgrund
der Eichinvarianz der QED die Polarisationssumme durch

Z 6'“(/;, a)ev(/_é, a)——g? (C.2.6)

ersetzt werden.
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