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Der freie Kreisel I
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Kreisel: starrer Korper, der in einem Punkt befestigt wird = kann sich nur noch
um diesen Punkt drehen

Befestigung im Schwerpunkt = auch im Schwerefeld der Erde kriftefreie
Bewegung (,freier Kreisel®)

rechne mit korperfesten Komponenten

kann korperfeste kartesische Basis so wéhlen, dass @;. « = diag(A, B, C) ist
(Haupttragheitsachsen)

Haupttrdgheitsmomente A, B, C
falls alle drei Haupttragheitsmomente verschieden: unsymmetrischer Kreisel
falls A= B # C: symmetrischer Kreisel

falls A= B = C: Kugelkreisel (Kérper muss aber keine Kugel sein, z.B. ist
homogener Wiirfel auch ein Kugelkreisel!)
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Der freie Kreisel 11

» Lagrangefunktion

(D

» hier: O = 0"
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Der freie Kreisel 111

» verwende zur Parametrisierung der Rotation die Drehmatrix D:
é.(t)=8Dj(t), D'=D7', detD=+1 2)

» fiir Euler-Lagrange-Gleichungen: benétige generalisierte Koordinaten, die D
parametrisieren = Euler-Winkel
> zuerst aber direkte Anwendung des Prinzips der kleinsten Wirkung
A A A oA N
» variiere D um 0D =D6K; D + 6D €S0O(3)

A A~

6K=D(1+6K)
DSR)(D+D6R)=(1+6KRNHD'D(1+6K) 3)
=1+6R"+6R+0(BRYH=1.

. X 1
GR+6R"=0=6K,,=—06Kpy=€4pc0k. & 6k, = EeabcaKab 4)
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Der freie Kreisel IV

» Ok, drei Freiheitsgrade der (infinitesimalen) Rotation
> ©,,=6, > S
0L=0, w, dw,,

» Definition der Winkelgeschwindigkeit
A ATA / / / 1 /
Q=D'D, @ =—€jne; & fj=—€u,

> Variation 6w’ < 69}

A A A A A A A A A d A A A A A A A
6V =6D"D+D"6D=6K"D"D + DTE(DM() =—6KROY +Q'6K+6K.

» Komponentenschreibweise:

6, =Q,6Ka1 — 0Ky o 2, + 0Ky
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Der freie Kreisel V

> fiir6w”:

1
’ %
50)n :—56,1“59161

1 .
:_Eenkl(5Kkl + 6Ky, — 6 Ko )
1 .
:_Eenkl(gKkl +25KalQ;cu)‘
> mit (4) folgt

€nk16Ki1 = Enk1€ck18ke =(8nc0kx — O nib ek =26k, (10)
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Der freie Kreisel VI

» und mit (6)

/ /
5Kalea = _eckaedalwc6kd

=€cka€ala,bkq an
=(8cabr1—0c10ka)w,5ky
:w’c5k06kl—w’15kk.
mit (10) und (11) in (9)
6w, =—0ky+€pp w0k, (12)
» Variation der Wirkung (+partielle Integration)
b 1)
68 =f dte’ o' s’ =J dte’ o' (—6k,+€pp)6k,)
5] t (13)

1 2]
=f dt@, o, (~5k, +e,nkw’15k,’c)=f dt(0' 6 + o' x &) k.
[ 3]
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Der freie Kreisel VII

>
>

muss fiir beliebige 0 k(¢) verschwinden:
Eulersche Kreiselgleichungen
@’Q""Q,X@,Q/:O. (14)

rotierende Bezugssysteme: kovariante Zeitableitung von Vektorkomponenten
bzgl. rotierendem kartesischem Basissystem

D,V =V +0 xV & V=—(2V/)=2D,V); (15)

mit J’ =0’w (Gesamtdrehimpuls)
j=o0 (16)
Eulersche Kreiselgleichung fiir freien Kreisel <> Drehimpulserhaltung

folgt auch aus Noether-Theorem fiir Rotationsinvarianz, da freier Kreisel
abgeschlossenes System ist!
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