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Gleichheit von trager und schwerer Masse
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Newtonsche Mechanik: Bewegung eines Massenpunktes in homogenem
Schwerefeld
d?x 5
mz =m8
auf beiden Seiten der Gleichung steht fiir , die Masse“ m, kiirzt sich also heraus
in Schwerefeld haben alle Teilchen gleiche Beschleunigung
eigentlich: auf linker Seite ,,tridge Masse®, auf rechter seite ,,schwere Masse“

Gleichheit beider Arten von Masse ist fundamentales Naturgesetz
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Aquivalenzprinzip
> Myig = Mschwer = M impliziert Aquivalenzprinzip: solange man (in kleinen
Regionen) das Schwerefeld als homogen annehmen kann g = const

» Bewegung im Schwerefeld dquivalent zur kriftefreien Bewegung, beschrieben in
einem gleichmiRig beschleunigten Bezugssystem

v

seien 5‘ Koordinaten des Teilchens in Inertialsystem

» freies Teilchen: .
£=0
> X:Koordinaten des Teilchens in glm. beschleunigtem Nichtinertialsystem
N B
=X—=gt
E=x-2¢

v

Bewegungsgleichung im beschleunigten System:
2 3 =

E=0=X%-2g=>X=¢2
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Einstein und das Aquivalenzprinzip

SPACE

> kein Experiment kann unterscheiden, ob es im Ruhsystem der Erde in deren
Gravitationsfeld stattfindet oder in beschleunigtem Bezugssystem im leeren
Raum stattfindet

» gilt nur fiir hinreichend homogene Gravitationsfelder
> & giiltig fiir kleine Raum-Zeit=Bereiche
» Gravitation lokal dquivalent zu beschleunigtem Bezugssystem
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Gravitation = Gekriimmte Raumzeit

in Ruhe rotierend
> messe Umfang und Durchmesser eines Kreises
» Beobachter in Ruhe: % =m=3,1415...
> Beobachter in rotierenden System: Lorentz-Kontraktion des Einheitsmalistabes
e'<e
= U’'>U,aberd =d
=>Y>n
» Geometrie nicht euklidisch fiir beschleunigten Beobachter

» Aquivalenzprinzip: Gravitation = gekriimmte Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit
(Allgemeine Relativitdtstheorie, ART)
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Aquivalenzprinzip bei Newton

> Beobachter kann nicht entscheiden, ob er sich in einem Inertialsystem unter
Einfluss eines homogenen Schwerefeldes befindet oder in einem gleichmiaRig
beschleunigten Bezugssystem ohne Schwerefeld

> = lokale Aquivalenz von Gravitations- und Trigheitskriften
» umgekehrt: in homogenem Schwerefeld frei fallendes Bezugssystem

2 - 1—)
=X——
3 581

ist Inertialsystem:
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Einsteins Aquivalenzprinzip in der Relativitdtstheorie I

> Einstein 1915: relativistische Fassung des Aquivalenzprinzips:
in jedem Raum-Zeit-Punkt existiert ein lokales Inertialsystem mit ,,Minkowski-
Koordinaten“ £, wo
ds?=c%dr? = Nyyd&Hde”
mit (1,,,) = diag(1,—1,—1,—1) gilt

> Bewegungsgleichung fiir Teilchen in diesem lokalen Inertialsystem

dzev
dr2

» transformiere auf beliebige generalisierte Raumzeitkoordinaten x“: £# = £#(x)

> dann ist mit Metrik g,z

otr ogy
45 = dEHAE" =1y 0o 0= el = gypdad?
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Einsteins Aquivalenzprinzip in der Relativitidtstheorie II

> Metrik i.a. nicht mit flacher Raumzeit vertrédglich < i.a. gekriimmte
pseudo-Riemannsche Raumzeit

» und
dEn  ogH dxe
dr  dxe dr
d2gH o9&k d?x 0%t dx®dxf
dr2  dxe dr2  9xedxP dr dr
> mit
oxT _ ., _0x 0gt
dxe % QEuPxa
folgt

Jx7 d?EH _ d?x7 N oxr 2%&* dx?dxP —0
otndz2r2 dr2  9Er9xedxP dr dr
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Einsteins Aquivalenzprinzip in der Relativitidtstheorie III

bzw. mit Christoffel-Symbolen

. oxT grem

ap = gEw g xad xP
:>d2x7+ , dx®dxP _

dr2 @B dr dr

> Bewegungsgleichung in beliebigem beschleunigten Bezugssystem
dquivalent to Bewegung in Gravitationsfeld!
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Christoffelsymbole aus Metrik

» Metrik ozu pe
g(xﬁ :T’uVaxa axﬁ

v

Inverse Metrik < kontravariante Metrikkomponenten

g'uvgvp :55

v

aus Ableitung der Metrik nach x7 ergibt sich nach einiger Rechnerei

1
r;fv = 2 pa(aﬂgwf + avg,ua - acrg,uv)

v

bendtige die lokal inertial Koordinaten £* nicht

v

formuliere alles im Tensorformalismus

v

Tensoren beziehen sich hier auf beliebige allgemeine
Koordinatentransformationen

» ART ist kovariant unter allgemeinen Koordinatentransformationen
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Transformation von Tensorkomponenten I

> betrachte beliebige neue Koordinaten x*, die sich umkehrbar eindeutig durch
die alten Koordinaten x” berechnen lassen

» Transformation und ihre Umkehrung ,hinreichend oft“ stetig partiell
differenzierbar

> Definition: kontravariante Vektorkomponenten (obere Indizes) transformieren
sich wie die Koordinatendifferentiale:

/

/ Jx# ,
A L B | S S B TP R T
dx¥ =dx P =dx 6Hx

> beliebige kontravariante Tensorkomponenten

THieHe = (3, F1)(@,, B)- (8, XM THiMa-Hx
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Transformation von Tensorkomponenten II

> kovariante Vektorkomponenten V, transformieren sich so, dass fiir beliebige
kontravariante Vektorkomponenten W#

V,WH=V, WH = 7,(3,7 )W

» Gleichung gilt fiir alle W* =

folgt
‘/‘u/ = (a‘u/ x“) ‘/‘u

> entsprechend fiir beliebige kovariante Tensorkomponenten 7, ,, ..,
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Transformation von Tensorkomponenten III

» man kann auch beliebige ,gemischte Komponenten“ verwenden:
5 V. _ (3 .U =V P y
T,”, =@ux"2,%" )3y xP)T, ",
» mit Metrik: Umrechnung zwischen ko- und kontravarianten Komponenten

‘/H:g‘uvvv’ Vv:gl‘”"v;l
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Tensoranalysis |
» Skalarfelder

» Tensorfeldkomponenten
T (%)= (8,8 )8,8") T (x).
» kovariante Ableitung
VuV'=g, V41 VP
VuVy=8,V,—T0 V,

» verhalten sich korrekt wie Tensorfeldkomponenten daher kovariante Ableitungen

» fiir Skalarfelder
Vup=0,9.

> es gilt die Produktregel fiir kovariante Ableitungen
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Tensoranalysis 11

> insbesondere ist Skalarfeld ¢ = V#U,
2,9 =V, =(V, V1)U, +V*(V,U,)=(2,V")U,+ V*(,U,)
> andererseits ¢ = g, V#U"” und damit

Vp8ur=0
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Paralleltransport

> infinitesimale Parallelverschiebung: Vektorkomponenten bzgl. inertialer
Koordinaten £¢ dndern sich nicht
» = kovariante Ableitung definiert Parallelverschiebung eines Vektors entlang

Kurve x(A)
dx* dv,
EVuV,, =0=> s :Flvapde“
» geometrisch: der Winkel zwischen V und Tangentenvektor dx dndert sich nicht
= Komponente in Richtung des Tangentenvektors konstant
» Gleichung fiir Teilchen in Gravitationsfeld: Tangentenvektoren an Weltlinie
werden parallel transportiert = Geoddten in der Raumzeit!
» vergleiche Paralleltransport entlang A— D - C mit A— B — ¢

-
D e 5ADCAa_5ABCAa:RéaﬁyAEdlxﬁdZXY
W=
g ) > mit Krimmungstensor

§ _a716 & 10 &
R apy —6ﬁl"ay—3yl"a,3 +F6ﬁ1"§r—1"671"5ﬁ
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Gleichung fiir Gravitationspotential (Newton) I

> Gravitationspotential von Massenpunkten m; an Orten X;

¢(»?)=—Gi e

— X —X;
j=1 J

» G:Newtonsche Gravitationskonstante

> fiir kontinuierliche Massenverteilung mit Massendichte p

p(X))
|X—%/|

¢(5c’)=—Gf d3x’
R3

> Aquivalent ist lokale Form der Gleichung fiir ¢ (analog zur Elektrostatik!)

Ap(R)=47Gp(X)
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Gleichung fiir Gravitationspotential (Newton) II

» Potential fiir Gravitationskraft auf Probemasse M am Ort X:

V(X)=M¢(3), ﬁ:—%q&:—Gf Ex'p(R) o
R3

» NB: Vorzeichen des Potentials impliziert (wegen M >0 und p > 0), dass
Gravitation immer anziehend ist
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Einstein-Feldgleichungen der Gravitation I

> Aquivalenz von Trigheit und Gravitation
» lokal sind Gravitationskrifte dquivalent zu Tragheitskraften

> Mak fiir Tragheit in Relativitdtstheorie: nicht Masse sondern Energie = Quelle fiir
Gravitationsfelder ist die Energie-Impuls-Verteilung der Materie

» Gravitationswirkungen < Kriimmung der Raumzeit

» Ricci-Tensor und Ricci-Skalar
Rﬁﬁ = garRa/}yE = Ra/jag , R= gﬂgRﬁﬁ = Rﬁﬁ
» Einsteinsche Feldgleichungen

Gop =g _ R gap _ 87 rap
2 c4

» T%P: Energie-Impuls-Tensor
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Einstein-Feldgleichungen der Gravitation II

» T9: Energiedichte der Materie; T%/ = ¢ g/ mit g/ Impulsdichte der Materie;
T4b: beschreibt Spannungen in Materie

» Bianchi-Identitit: V,G*f =0
» = lokale Energie-Impuls-Erhaltung: V, T =0
> Analogie in Elektrodynamik: Eichinvarianz <= Ladungserhaltung: V,, j# =0

> J.A. Wheeler:
Spacetime tells matter how to move; matter tells spacetime how to curve!
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Schwarzschild-Losung

» Vakuumldsung fiir kugelsymmetrisches Gravitationsfeld (analog zu Coulomb-
Feld in E-Dynamik)
» Birkhoff-Theorem: Metrik statisch
2 2 s\ 2.2 IS\ L2 22 2 2
ds“=cdr :(1—7)0 dt —(1—7) dr®—r(d¥° +sin“ 0dy~)

» Schwarzschildradius: rg=2GM/c?

> falls Materieverteilung auf Kugel mit Radius < rg beschrédnkt: ,schwarzes Loch!*
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Experimentelle Bestidtigung der ART

» Precession of Perihel des Merkur
(Perihel=sonnennichster Punkt der Merkurbahn um Sonne)

» Periheldrehung um ~5600” pro Jahrhundert

» nach Korrektur von Stérungen durch andere Planeten
43” pro Jahrhundert nur durch Einsteins ART erkldrbar!
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Experimentelle Bestidtigung der ART

» Lichtablenkung durch Gravitation

Observed position
during the eclipse

>

Real posidon

{ same as the observed position
~when there & no eclipse)

The Sun during
an eclipse

» Licht (wie alle ,Materie“) um 1,75” an Sonne abgelenkt
» zuerst von Eddington gemessen = ART korrekt!
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