H. van Hees Wintersemester 2024 /2025

Ubungen zur Theoretischen Physik 1 fiir das Lehramt L3
Lésungen zu Blatt 13

Aufgabe 1: Schwerpunktsberechnungen
Der Schwerpunkt eines Kérpers K ist durch

:—f& 1)

gegeben. Dabei ist p(x) die Massendichte des Korpers, und M die Gesamtmasse.

Das Trigheitsmoment um die x5-Achse durch den Schwerpunkt ist

O35 = J.K Fxp(E)[(x—xy)* + (3 —x0)’] 2)

Berechnen Sie den Schwerpunkt und das Trigheitsmoment ©5; folgender homogener (o = const) Korper
mit Gesamtmasse M:

(a) der Halbkugel vom Radius a

cosgsind

X(r,0,9)=7rsingsin? |, re[0a], F€[0,7/2], ¢€[0,2x] 3)
cos¥

Hinweise: Berechnen Sie zunichst das Volumen V' der Halbkugel und damit p =M/ V.

Das Volumenelement in den hier verwendeten Kugelkoordinaten ist d>x = dr d dg »2sin 9.

Losung: Mit der angegebenen Parametrisierung der Halbkugel ergibt sich zunichst das Volumen

21
f drf dg@J dg »? smﬁ—z—ﬁa3 4
und damit p = 3M /(2ra?). Fiir den Schwerpunkt folgt daher
B - /2 cosgsin ¢ 3
Eszﬁf drf dgpf dd r?sindr [ singsind | = =aé,. Q)
M Jo 0 0 cos 8

Das Trigheitsmoment um die x;-Achse ist
M
O3, =— f de dt? dgor sin’ ¢ = Ma )

(b) des geraden Kreiskegels vom Radius 2 und Hohe 54

Rcosg
X(R,p,z)=| Rsing |. 7)
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Dabei ist z € [0,4], ¢ €[0,27r] und fiir jedes z ist R € [0,az/h] (warum?).

Hinweis: Berechnen Sie zunichst wieder das Volumen des Kegels und damit p = M/ V. Das Volu-
menelement der hier verwendeten Zylinderkoordinaten ist d° = dRd¢ dz R.

Lésung: Fiir den geraden Kreiskegel ergibt sich entsprechend

h 27 az/h
= f dzf do dRR = Z22) ®)
0 0 3

und p = 3M /(7a®h). Der Schwerpunkt ist demnach

27 az/h Rcos % 3
X, =— o f dng dRR( R sm(p = Zhgz )
und das Trigheitsmoment um die x;-Achse
M h az/h 2n 3
053 = —J dz f de dpR’ = —Ma*. (10)

Aufgabe 2: Satz von Steiner

Wir legen zunichst den Ursprung eines korperfesten kartesischen Koordinatensystems in den Schwer-

punkt des Korpers, d.h. es gilt
f Prp(x)% =0. (11)
\%
Der Trigheitstensor um den Schwerpunkt ist dann durch
G)ﬁ) :fv P p(E)F287* — 7 xF) (12)
definiert.

(a) Seidann 7 der Ortsvektor eines beliebigen anderen festen Punktes P in diesem Korper. Wie hingen
der Trigheitstensor @;I/:) bzgl. dieses Punktes

@f}? = f ) Prp(E(EF =78 —(x; — 1) (x,— 1] (13)

©)

mit dem Trigheitstensor ®j , um den Schwerpunkt zusammen?

Lésung: Wir multiplizieren die Produkte in der eckigen Klammer aus und verwenden (11):

%= f Prp(ER)(E* =287+ 728, — (x5, — %7 — 07y + 77)]
(14)
:fvd xp(f)[(§2+72)3j/€ —(xjxp +7;73)].

Nun fassen wir die Terme in der Klammer anders zusammen und beachten, dass [ v Pxp(x)=M
die Gesamtmasse des Korpers ist:

@?;) :J d3x,o(9_c')(5523]~/€ —x]-xk)+M(7"23]~,€ —7;73) :@ﬁe) +M(723]~/€ —7;73). (15)
v



(b) Das Trigheitsmoment um eine Achse in Richtung 7 (mit |7| = 1) durch den Schwerpunkt bzw.
durch den Punkt P ist durch

@;S)ZGﬁ)n]-nk bzw. @;P):®§I;)njnk (16)

gegeben (wobei hier die Einsteinschen Summenkonvention gelten soll).
Was folgt aus der oben hergeleiteten Beziehung zwischen @ﬁ? und GE.I;) fiir diese Tragheitsmomente

um zwei zueinander parallele Achsen.

Bemerkung: Die entsprechende Beziehung zwischen den Trigheitsmomenten ist als Satz von Stei-
ner bekannt (Jakob Steiner, 1796-1863) oder Parallelachsen-Theorem bekannt.

Lésung: Setzen wir (15) in ein, folgt
@g) = @E.i)njnk —i—M(?zé‘]»knjnk —7; rkn]-nk)
=0 + M7 — (7 7)) (17)
=0 + M[72—(7-7)].

Man macht sich anhand einer Skizze klar, dass A = 4/ 72— (7 - 7)? der senkrechte Abstand des Schwer-
punkts zur Drehachse der Richtung 7 ist, d.h. das Trigheitsmoment um eine Achse durch einen beliebi-
gen Punkt P setzt sich aus dem Trigheitsmoment um eine parallele Achse durch den Schwerpunkt § und
dem Trigheitsmoment eines Massenpunktes der Gesamtmasse M im Schwerpunkt um die Achse durch
den Punkt P zusammen.

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
https://itp.uni-frankfurt.de/ hees/theol1-13-WS2425/index.html


https://itp.uni-frankfurt.de/~hees/theo1-l3-WS2425/index.html

