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Ubungen zur Theoretischen Physik 1 fiir das Lehramt L3
Blatter 748 (Probeklausur)

Aufgabe 1 (10 Punkte): Grundlagen der Mechanik
Erldutern Sie stichpunktartig anhand der folgenden Fragen die Grundlagen der Mechanik.

(a) (3 Punkte) Wie werden Raum und Zeit in der Newtonschen Mechanik beschrieben?

Losung: Newton nahm an, dass es einen absoluten Raum und eine absolute Zeit gibt, die unab-
hingig vom physikalischen Geschehen sind. Mathematisch wird die Zeit als ein die Kausalfolge von
Ereignissen charakterisierender reeller Parameter und der Raum als dreidimensionaler euklidischer
affiner Punktraum beschrieben.

(b) (4 Punkte) Wie lauten die Newtonschen Axiome?

Losung: Lex I: der absolute Raum definiert ein Inertialsystem, in dem Massenpunkte, die nicht mit
irgendwelchen anderen Massenpunkten wechselwirken, sich gleichférmig geradlinig fortbewegen
oder in Ruhe beharren, d.h. sie bewegen sich mit konstanter Geschwindigkeit.

Lex II: die Beschleunigung eines Massenpunktes ist proportional zur auf ihn einwirkenden Kraft.
Die Proportionalititskonstante ist die (trige) Masse: F = ma.

Lex III: Krifte werden stets durch Wechselwirkungen zwischen Paaren von Punktmassen hervor-
gerufen. Bezeichnet F,, die auf Teilchen 1 aufgrund der Wechselwirkung mit Teilchen 2 ausgetibte

Kraft, so iibt Teilchen 1 auf Teilchen 2 die entgegengesetzte Kraft Fy; = —F,, aus. Die Gesamtkraft
auf ein Teilchen ist durch die vektorielle Summe der Paarwechselwirkungen mit allen anderen Teil-

chen gegeben:
Fi=2 By )
kA1

(¢) (3 Punkte) Wie lisst sich ein Inertialsystem konkret festlegen?

Ein beliebiges Bezugssystem kann durch eine Uhr und drei gegeniiber dem absoluten Raum ruhen-
de nichtkomplanare starre Stangen, die in einem beliebigen Punkt im Raum befestigt sind, definiert
werden, wodurch sich die Orte von Punktteilchen als Funktion der Zeit eindeutig durch entspre-
chende Ortsvektoren, die einen euklidischen Vektorraum bilden, beschreiben lassen. Ein solches
gegeniiber dem absoluten Raum ruhendes Bezugssystem ist ein Inertialsystem.

Allerdings zeigt sich, dass Newtons absolute Zeit und der absolute Raum empirisch nicht bestim-
men lassen. Vielmehr kénnen Bewegungen von Korpern immer nur relativ zu anderen K6rpern,
die man in der oben beschriebenen Weise zur physikalischen Realisierung eines Bezugssystems ver-
wenden kann. Ob ein so definiertes reales Bezugssystem ein Inertialsystem ist, kann nur empirisch
festgestellt werden. Die Naturgesetze gelten in allen Inertialsystemen, die sich gegeneinander gleich-
formig geradlinig bewegen und nicht relativ zueinander rotieren. Es gibt demnach kein in irgendei-
ner Weise bevorzugtes Inertialsystem und damit auch keinen absoluten Raum.

Nach unserer heutigen Erkenntnis, d.h. Einsteins Allgemeiner Relativititstheorie kann man ein In-
ertialsystem immer nur lokal, also fiir hinreichend kleine Raum-Zeit-Bereiche festlegen. Ein lokales
Inertialsystem ldsst sich stets als frei fallendes, nicht rotierendes Bezugssystem realisieren.



Im Rahmen des Standardmodells der modernen Kosmologie wird durch jedes lokale Ruhsystem
der kosmischen Mikrowellenhintergrundstrahlung ein Inertialsystem realisiert.

Hinweis: in dieser Teilaufgabe geniigen qualitative Aussagen. Sie miissen keine mathematischen
Herleitungen referieren.

Aufgabe 2 (10 Punkte): Allgemeine Galilei-Transformation

Wir betrachten die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes in einem Inertialsystem. Die allgemeine
Transformation von einem Inertialsystem zu einem anderen lautet

A

t'=t—a, ¥=DE—5t—b). )

Dabei parametrisieren 4 € R eine zeitliche und b € R? eine riumliche Translation, ¥ einen Galilei-Boost
und D € SO(3) eine Drehung. Wir bezeichnen diese Galilei-Transformation mit G(a, &, v, D).
Wir schreiben die Transformation in Operatorschreibweise als

(t',7) = Gla, b,7,D)(t,) (3)

(a) (5 Punkte) Zeigen Sie, dass die Hmteremanderausfuhrung zweier Galilei-Transformationen G; =
G,G, mit G; = G(ay, bl,'vl, 1) und Gz G(ay, b ,vz,Dz) wieder eine Galilei-Transformation

ist. Berechnen Sie dazu die Parameter a5, b , U3 und D3, indem sie die Transformationen (¢',x") =
G,(t,X)und (t”,X") = G,(¢/,X") konkret ausfiihren.

Losung:

-

G; = G(as, by, 05, D5) = G(a; +ay, by +D1_1(172_’5241)’51 +D1_1’52aD2D1) “)

Beweis: Wir fiihren die beiden Galilei-Transformationen in der angegebenen Reihenfolge aus:

t/ t t—ay

2 )1=G )=l A o . -, 5
<x> 1<x> <D1(x—7)1t—b1)> ®)
)—5// — M2 3—5// )—5// - l/\)z()?/—‘?_fzt/— bz)

6)
_ t_ﬂl_ﬂz
<D2D1(9_5 — 0t — b)) —D,[V)(t —ay)— 172]> '

Dies sollte wieder eine Galilei-Transformation G sein:

"\ t\ t —ay
() =8)~ o a1 "

Vergleicht man (7) mit (6), folgt

ﬂ3 = ﬂl +ﬂz, (8)
Dy, = Dy, + Dy, (10)

Db, :D3b1 +D2(172_5241)- (11)



Multiplikation der beiden letzten Gleichungen mit der Drehmatrix ZA); = lA); = lA)l_llA)z_ !ergibt
schlie8lich

az =aq+a,, (12)
D,=D,D,, (13)
7, =7, +15; D), (14)
by = by + D\ (by— Bra,). (15)

(b) (5 Punkte) Verwenden Sie (4), um die Umkehrtransformation der Galileitransformation G,, indem
Sie die Parameter fiir G, so bestimmen, dass G,G; =1 = G(O 0,0, ]l) ergibt.

Lésung: G, ist die Inverse von G, wenn a; =0, D =1,9;,= =0. Mit !’I 5) folgt daraus
D,=D;", (17)
%,==D, 3, (18)

by =—D\(B,a, + by). (19)




Aufgabe 3 (10 Punkte): Kreisbahnen beim Keplerproblem

Betrachten Sie die Bewegung eines Planeten um die als ,unendlich schwer® angenommene Sonne, d.h. die
Bewegungsgleichung im Gravitationsfeld mit der im Ursprung des Bezugssystems festgehaltenen Sonne:

pid = M -
mx:FG:—}/ mx. (20)

)
(a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass der Drehimpuls L = m% x ¥ erhalten ist.
Lésung: Es gilt .
Z:m(?cx?ch?cx?c;):p?fo:O. (21)
(b) (2 Punkte) Wie lautet der Energiesatz? Geben Sie dazu das Potential der Gravitationskraft an.

Losung: Es ist

E= %5&’2 + V(). 22)
Das Potential ist durch _ _
Fo=—VV (23)
definiert. Wegen der Rotationssymmetrie ist V = V/(7) mit » = X und damit
= - X, = yMm
VV(r)=(Vr)Vi(r)==V'(r)=—F; = X (24)
r r
und damit o o
V/(r):u = V(r):—y m' (25)
72 r
Der Energiesatz lautet
E=mi-X+x%-VV(E) =X [mx+VV(Z)] =% -[mx—F;]=0. (26)

(¢) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass eine mit konstanter Winkelgeschwindigkeit e durchlaufene Kreisbahn

mit Radius ¢ = const
acos(wt)

x(t)=|( asin(wt) |, (27)
0

eine Losung der Bewegungsgleichung ist, indem Sie dies als Ansatz in (20) einsetzen. Bestimmen
Sie daraus fiir vorgegebenen Radius a4 die Winkelgeschwindigkeit v und damit die Umlaufzeit 7' =
2n/w.

Lésung: Die Geschwindigkeit und Beschleunigung ergeben sich zu

—sin(wt) cos(wt)
X=aw| cos(wt) |, *=—aw?| sin(wt)|=—cw’%. (28)
0 0

Dies in die Bewegungsgleichung (20) eingesetzt ergibt wegen » = |X| =a

M M 2 3
ma? =" o =4[ , T=""—on | 2. (29)
a3 a’ w yM




(d) (3 Punkte) Erldutern Sie die 3 Keplerschen Gesetze anhand dieses Spezialfalls.

Losung: Das 1. Keplersche Gesetz besagt, dass ein Planet auf einer Ellipsenbahn um die Sonne
lauft, die sich in einem der Brennpunkte dieser Ellipse befindet. Eine Kreisbahn ist ein Spezialfall.

Das 2. Keplersche Gesetz besagt, dass der Radiusvektor des Planeten in gleichen Zeiten gleiche
Flichen tiberstreicht. Dies folgt allgemein aus dem Drehimpulserhaltungssatz. Mit und
folgt

wlo]. (30)

Die Anderung der Fliche pro Zeit ergibt sich fiir die Kreisbahnldsung zu

S O A
A:—|x><x|:—:d—w:const. (31)
2 2m 2
Das 3. Keplersche Gesetz besagt, dass T2 /4 fiir alle Planeten gleich ist, wobei T die Umlaufdauer
des Planeten und a die grofle Halbachse der Bahnellipse ist. In unserem Fall ist entsprechend 4 der
Radius der Kreisbahn. Weiter ist 7 = 27t /. mit folgt

47?2 4n?sd T2 472
= = = —==—
w? yM a’>  yM

T? (32)

und dies hingt in der Tat nicht von irgendwelchen Parametern des Planeten oder dessen Bahn ab.

Aufgabe 4 (10 Punkte): Massenpunkt auf rotierendem Kreis

Ein Massenpunkt bewege sich reibungsfrei auf einem um die x;-Achse mit kon-

X stanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden Kreis im homogenen Schwerefeld der
Or Erde F; = —mge; (also mit dem Potential V' = mgx;). Die Parametrisierung
lautet
%, ) acosy cos(Q2t) —sin(Q2z) O\ [facosg
X = D;(ft) 0 = sin(Q2r) cos(2t) O 0 , (33)
asing 0 0 1/ \asingp
Xy
und die Lagrange-Funktion ist durch
L=T—-V= %az(¢2+ﬂzcosz @)—mgasing. (34)
gegeben.

Hinweis: Sie miissen die Lagrange-Funktion nicht herleiten!

(a) (4 Punkte) Wie lautet die Bewegungsgleichung fiir ¢(t)?
Losung: Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus der Fuler-Lagrange-Gleichung

dor . aL

— = = —. 35
diidg ¢T3, 2



Der kanonisch konjugierte Impuls zu ¢ ergibt isch mit (34) zu

aL )
=_—= ) 36
und damit !
po= ma’ = == =—ma’Q’sin g cos p —mgacos ¢. (37)

de

(b) (4 Punkte) Berechnen Sie die Hamilton-Funktion (Energie) und zeigen Sie explizit, dass sie erhalten
ist. Warum weif§ man das auch ohne Rechnung?

Lésung: Die Hamilton-Funktion ist durch
H:pqﬁgp—L:7ﬂ2(§02—QZCOSZ§D)+mgdSIH§D (38)

definiert. Sie ist erhalten, weil L nicht explizit von der Zeit abhingt. In der Tat ergibt sich
H = m¢(a’§+a*%sin ¢ cos p 4 gacos ). (39)
Mit der Bewegungsgleichung (37)) folgt dann in der Tat
H =0, (40)
wie zu erwarten.

(¢) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Gleichgewichtslage des Massenpunktes.

Losung: In der Gleichgewichtslage ist ¢ = ¢y = const und damit ¢ = 0. Aus der Bewegungsglei-
chung (37) folgt, dass dies fiir cos ¢y =0, also ¢y = 7/2 oder ¢, = 37/2 der Fall ist.

Bemerkung: Ob es sich um stabile oder instabile Gleichgewichtslagen handelt, erkennt man am
effektiven Potential, das man aus abliest:

2
V(o) = mgasingp—%ﬂz cos? . 41)

Stabile Gleichgewichtslagen sind die Minima des Potentials. Die notwendige Bedingung fiir ein
Minimum ist

V() = mgacos gy + ma’ QP sin g, cos 9, = ma cos po(g +a sin g;) =0. (42)

€

Die Nullstellen ergeben sich aus

T 3
cos@y =0 = ¢ = 7 =5 (43)

oder, falls 202? > g ist, aus
g +aQsing, =0 = ¢y; = n+arcsin<i>, Po4 :2ﬂ—arcsin<i>. (44)
a? a?

Um zu bestimmen, ob jeweils ein Minimum oder Maximum vorliegt, berechnen wir die 2. Ablei-
tung
Vi(py) =—mgasin g, + ma* Q% (cos® gy —sin? @;). (45)



Damit ist V/i(7/2) = —ma(g + a$?) < 0, d.h. das Potential besitzt bei ¢, = 7/2 stets ein Ma-
ximum, d.h. es liegt dort immer eine instabile Gleichgewichtslage vor. Weiter ist V/(37/2) =
ma(g —a?). Damit ist V,;(377/2) > 0 falls a2? < g, und nur dann liegt bei ¢, = 37/2 eine stabile
Gleichgewichtslage vor.

Fiir go3 und g4 ist jeweils singg 5/, = —g/(a$?) und damit cos? Posja = 1— g%/(a*Q*). Damit

ergibt sich
m
Ver(903) = Veti(pos) = o5 (@ — 7). (46)
Da dies nur Losungen von sein kdnnen, wenn a*Q? > g ist, sind also ¢o; und ¢, stabile
Gleichgewichtslagen.
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