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Aufgabe 1 [10 Punkte]: Formeln mit div, grad und rot

Im Folgenden seien A⃗und B⃗ Vektor- undφ undψ ein Skalarfelder, die mindestens einmal partiell nach den
kartesischen Komponenten x j des Ortsvektors r⃗ differenzierbar seien. Zeigen Sie dann unter Verwendung
des Nabla- oder Ricci-Kalküls, dass die Gleichungen

div (A⃗× B⃗) = B⃗ · rot A⃗− A⃗ · rot B⃗ , (1)

grad (A⃗ · B⃗) = A⃗× rot B⃗ + B⃗ × rot A⃗+(A⃗ · ∇⃗)B⃗ +(B⃗ · ∇⃗)A⃗, (2)
grad (φψ) =φgradψ+ψgradφ, (3)

div (φA⃗) =φdiv A⃗+ A⃗ · gradφ, (4)

rot (φA⃗) =φrot A⃗− A⃗× gradφ, (5)

div (A⃗× B⃗) = B⃗ · rot A⃗− A⃗ · rot B⃗ , (6)

rot (A⃗× B⃗) = A⃗div B⃗ − B⃗div A⃗+(B⃗ · ∇⃗)A⃗− (A⃗ · ∇⃗)B⃗ (7)

gelten, sowie, falls A⃗ mindestens zweimal stetig differenzierbar ist,

rot rot A⃗= graddiv A⃗−∆A⃗ (∆A⃗ nur in kartesischen Koordinaten einfach berechenbar!) (8)

Lösungen: (1):

div (A⃗× B⃗) = ∇⃗ · (A⃗× B⃗)

= ∇⃗ · (A⃗× B⃗c + A⃗c × B⃗)

= (∇⃗× A⃗) · B⃗ −∇⃗ · (B⃗ × A⃗c )

= (∇⃗× A⃗) · B⃗ − (∇⃗× B⃗) · A⃗

= B⃗ · rot A⃗− A⃗ · rot B⃗ .

(9)

(2)

[grad (A⃗ · B⃗)]a = ∂a(Ab Bb ) = Bb∂aAb +Ab∂aBb

= Bb (∂aAb − ∂b Aa)+Bb∂b Aa +Ab (∂aBb − ∂b Ba)+Ab∂b Ba

= Bbεab c (rot A⃗)c +(B⃗ · ∇⃗)Aa +Abεab c (rot B⃗)c +(A⃗ · ∇⃗)Ba

= [B⃗ × rot A⃗+ A⃗× rot B⃗ +(B⃗ · ∇⃗)A⃗+(A⃗ · ∇⃗)B⃗]a .

(10)

(3)
grad (φψ) = ∇⃗(φψ) = ∇⃗(φψc )+∇(φcψ) =ψ∇⃗φ+ψ∇⃗φ=ψgradφ+ψgradφ. (11)

(4)
div (φA⃗) = ∇⃗ · (φA⃗) = ∇⃗ · (φA⃗c )+ ∇⃗ · (φc A⃗) = A⃗ · ∇⃗φ+φ∇⃗ · A⃗= A⃗ · gradφ+φdiv A⃗. (12)

(5)

rot (φA⃗) = ∇⃗× (φA⃗) = ∇⃗× (φA⃗c )+ ∇⃗× (φc A⃗) = (∇⃗φ)× A⃗+φ∇⃗× A⃗=φrot A⃗− A⃗× gradφ. (13)



(6)

div (A⃗× B⃗) = ∇⃗ · (A⃗× B⃗) = ∇⃗ · (A⃗× B⃗c )+ ∇⃗ · (A⃗c × B⃗)

= (∇⃗× A⃗) · B⃗ −∇⃗ · (B⃗ × A⃗c )

= (∇⃗× A⃗) · B⃗ − (∇⃗× B⃗) · A⃗

= B⃗ · rot A⃗− A⃗ · rot B⃗ .

(14)

(7)

[rot (A⃗× B⃗)]a = εab c∂b (εcd e Ad Be )
= (δadδb e −δaeδb d )(Be∂b Ad +Ad∂b Be )
= Bb∂b Aa −Ba∂b Ab +Aa∂b Bb −Ab∂b Ba

= B⃗ · ∇⃗Aa −Badiv A⃗+Aadiv B⃗ − (A⃗ · ∇⃗)Ba .

(15)

(8)

[∇⃗× (∇⃗× A⃗)]a = εab c∂b (εcd e∂d Ae )
= (δadδb e −δaeδb d )∂b∂d Ae

= ∂a∂b Ab − ∂b∂b Aa

= ∂adiv A⃗−∆Aa

= (graddiv A⃗)a −∆Aa .

(16)
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