Prof. C. Greiner, Dr. H. van Hees Wintersemester 2015/2016

Ubungen zur Nichtgleichgewichtsthermodynamik - Blatt 3

Aufgabe: Diffusion im 3D Gitter

Wir betrachten einen Markovschen Random Walk in einem dreidimensionalen kubischen Gitter mit Git-
terabstand 4, d.h. ein Teilchen kann sich auf den diskreten Gitterplitzen [ = 37 /;a¢; bewegen. Wir

wollen weiter annehmen, dafl das Gitter endlich ist und in jeder Richtung N (d.h. insgesamt N°) Gitter-
punkte besitzt, d.h. /; €0,...,N —1 und ferner periodische Randbedingungen annehmen.
Der Random-Walk erfolge in diskreten Zeitschritten ¢, = nt, und der Zufallsprozef sei ein Markov-

Prozef3, d.h. die Wahrscheinlichkeiten, daf$ sich das Teilchen nach 7 + 1 Zeitschritten am Gitterpunkt ]
befindet, ergibt sich aus der Kenntnis der Verteilung nach 7 Zeitschritten gemaf3
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Poa(D= 2w, (1)

Z/

Wir nehmen weiter einfachheitshalber an, dafl sich das Teilchen mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit
1/6 vom Gitterpunkt /’ zu einem der 6 benachbarten Gitterpunkte bewegen kann.

Um P, fiir beliebig vorgegebene Anfangswahrscheinlichkeiten Py zu finden, definieren wir die erzeugende
Funktion

P(l,2)=> P, (2" < P(I)= [d‘fnp(i z)] . @)
n=0 z=

(2) Zeigen Sie mit Hilfe von (1), daf} die erzeugende Funktion das lineare Gleichungssystem

—sz (|I"\PI",z) = Py(1) 3)
erfiillt.
(b) Wir definieren nun die dazugehérige ,Greensche Funktion® G(/, Iy, z) durch die Gleichung
G(l, 1y, 2) —ZZ ,z):é‘%. @)
Erkliren Sie, warum dann die Losung der Gleichung () durch
P(l,2)=">"G(l, b, 2)Po(Ly) 6)

gegeben ist.

(c) Betrachten Sie nun G(Z , Z;, z)= é(z) und @( |Z ') als N* x N*-Matrizen und zeigen Sie, daf§ formal
die Green-Funktion durch
G=(1—z®)™" (6)

gegeben ist.



(d) Zeigen Sie weiter, daf3
- 1 =

da(l)= i exp(ig!).

mit den gemif} den periodischen Randbedingungen gewihlten § genau N° Eigenvektoren von @

bilden, d.h. es gilt

“)
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wa al'y= A@)bs(0) ®)
mit den Eigenwerten

3
7) = %Zlcos(aqk). )
=

Zeigen Sie weiter, daf} die ¢-(/) eine orthonormiertes Basis von Vektoren im N 3-dimensionalen
unitiren Vektorraum bilden, wobei das Skalarprodukt wie tiblich durch

(&1 1¢2) Z¢ (10)

definiert istll
(€) Zeigen Sie nun, daf§ daraus wegen (6)

(11)

folgt.

(f) Fir grofle N kann man nun von Summen iiber ¢ zu Integralen {ibergehen:

3 2n/a 2n/a 2r/a d3—’
1/N° a f d f d f dg, = 3f 7 12
(1/ )Z—> 2n) J, q1 . 92 . q; =4 . 2n) (12)

Zeigen Sie nun, dafd fiir Po(i )=38 ;33

-

7 dn 7 _ 3 qu ne= L
p(I)= [ dznG(l,Oz)]Z:O_a f[ o G X @D (13)

gllt Fiir grofle 7 tragen nur kleine ¢ bei. Zeigen Sie dafy man mit der Niherung A"(g) ~ (1 —
a’q?|6)" ~ exp(—na’d*/6) fiir P, auf eine Gauf}-Verteilung mit <Z> =0 und <ll- l]-> = &;na’[3

kommt (wie aus dem zentralen Grenzwertsatz zu erwarten).

(g) Zeigen Sie, daf die Riickkehrhaufigkeit

ZP G(1,0,z=1)— (14)

in 3 Dimensionen endlich ist. Wie sieht es damit in 1 oder 2 Dimensionen aus?

Homepage zu Vorlesung und Ubungen:
http://fias.uni-frankfurt.de/ hees/neq-therm-W315/

'Die Ahnlichkeit zur Quantentheorie ist nicht zufillig sondern unvermeidlich ;-))


http://fias.uni-frankfurt.de/~hees/neq-therm-WS15/

