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1 Komplexe Zahlen

Eine komlexe Zahl z kann als Vektor in einer zweidimensionalen Ebene (Gauflsche Zahle-
nebene) dargestellt werden. ZweckméBiger ist die folgende Darstellung einer komplexen Zahl

zi=x+iy (1)

mit der Definition i?> = —1 und z,y € R. Wie bei reellen Zahlen ist eine Addition und eine

Multiplikation definiert:

Addition: 21 + 29 = (wl + $2) + i(yl + y2) = z9 + 21, (2)
Multiplikation: z1z9 = (1'11'2 — ylyg) + i(l‘lyg + yll‘g) = 2921. (3)

Dabei entsteht die Multiplikationsformel durch formales ,,Ausmultiplizieren“ und Berticksichti-
gung der Definition i = —1. Sowohl die Addition als auch die Multiplikation sind kommutativ,
d.h. es kommt nicht auf die Reihenfolge der Rechenoperationen an. Zusétzlich ist die komplexe
Konjugation

z=z"=x—1y (4)



als Spiegelung an der z-Achse definiert. Mit der Abbildung 148t sich der Betrag der kom-

plexen Zahl
|z| = Vzrz = /22 +y2 >0 (5)

ermitteln. Der Betrag entspricht in der Gaufischen dem Abstand des Punktes (z,y) vom Ur-
sprung. Mit Hilfe des Betrages 148t sich fiir z # 0 4 i0 := 0 das Inverse einer komplexen Zahl
berechnen: ) .
-1 ? z .Y
Inverse z _;_g_aﬁ—i—y?_lx?—i—y?' (6)
Aufgrund des Vektorcharakters einer komplexen Zahl in der Gaufischen Zahlenebene kann man
alternativ auch die Polardarstellung

2 = rleos(¢) + isin(9)] (7)

verwenden. Dabei ist r = |z| der Betrag der kopmlexen Zahl und ¢ der Winkel, der durch
cos¢ = z/|z| und sin¢ = y/|z| bestimmt wird. Dieser Winkel heifit auch Argument der
komplexen Zahl. Definiert man fiir ¢ den Bereich [0, 27[, so ist der das Argument eindeutig
durch

6= argz = arccos (%') falls y >0, ®)
2w — arccos f’j falls y <0

gegeben.

Man unterscheidet bei einer komplexen Zahl den Realteil

Rez = x = rcos(¢), (9)
welcher der Projektion auf die z-Achse entspricht, und den Imaginérteil

Imz =y = rsin(¢), (10)

welcher mit der Projektion auf die y-Achse zu identifizieren ist.

Die Multiplikation in Polardarstellung entspricht der reellen Multiplikation der ,,Léngen*
und einer Addition der ,,Winkel“:

2122 = Tlrg[cos(gﬁl + ¢2) + iSiIl(d)1 + ¢2)] (11)

mit 7; = |2;| und cos(¢;) = x;/|z;| und sin(¢;) = y;/|z;|. Dies zeigt man durch Ausmultiplizieren
und Anwendung der Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen (vgl. die
Ubungen):

cos(¢1 + ¢2) = cos(¢1) cos(¢pz) — sin(¢q) sin(p2),

12
sin(¢1 + ¢2) = sin(¢q) cos(gz) + cos(¢q) sin(pa). (12)

Die n—te Potenz (fiir n € N) einer komplexen Zahl z = r[cos(¢) + isin(¢)] lautet somit
2" = r"[cos(n¢) + isin(ng)]. (13)

Analog kann man fiir z # 0 die n—te Wurzel ziehen, z.B. lautet eine Quadratwurzel
_ o\ L (o
Vz =/ |cos 5 + isin 5 )| (14)

Wie schon im Reellen ist allerdings das Wurzelziehen nicht eindeutig!



Beispiele zur Rechnung mit komplexen Zahlen:

Im folgenden seien z;,y; € R.

zi+iyr _ zitiyn me—iye _ (zixetyiye)+i(yiza—z1y2)

] 1 —
i) &£ = - . .
) 2 w2ty T waty2 z2—iye z3+y32

N

i) 3(z+2")=3(z+z) =2 =Rez

—_

(z—2)=2 =y =Imz

iii) 5 oh

iv) zzz*2* = z2%22" = |2|* = r*

2 Elementare komplexe Funktionen

Da Addition und Multiplikation auf den komplexen Zahlen definiert sind, kann man folgende
Summe bilden (mit 0! = 1):

2 3 4 5 6 7 8 x _n
z z z z z z z
1+z+—+§+j+§—l—a+?+§+ =y = (15)
n

Die enstehende komplexe Funktion

[e.9] n

exp(z) = ¢ = Reexp(z) + ilmexp(z) = Z %
n=0 """

(16)

wird als ,,Exponentialfunktion® bezeichnet und ist fiir alle komplexen Zahlen z ## 0 definiert.
Die Exponentialfunktion hat die Eigenschaft

> z—l—z _
exp(21+22)22(1 2)" Zn‘zk' zlzgk:--'

n=0

(17)
27 X, 2k
= Z I > )= exp(z1) exp(z2).
n=0 k=0
Fir z = i¢ mit ¢ € R 148t sie sich leicht aufteilen in Real- und Imaginérteil
— (i9)" _ A A = G )%2” = (=)t
ZO ;" 1+¢—3—§+—~-—ZO n +Z Gt DT (18)

Da z = exp(i¢) eine komplexe Zahl vom Betrag 1 = 2z* ist, d.h. fiir ¢ aus dem Intervall [0, 27|
gerade den Einheitskreis darstellt, gilt

n_42n

Reexp(ig) = ;[exp(ub) + exp(—ip)] = cos ¢ = Z 1))¢ = cos(—¢) (19)
n s2n+1

Imexp(i¢) = 21 [exp(ip) — exp(—ig)] = sin¢ = Z 217i+¢1)' = —sin(—9) (20)

fir die Reihenentwicklung und Symmetrie von cos ¢ und sin ¢.



Weitere Folgerungen:

" 1
e:zexp Z;:Z;

n=0 n=0

o on
&0 :— exp(0 Z (21)

n=

1"
¢'? = exp(ig) = cos(¢p) + isin(¢)

und
cos® ¢ + sin? ¢ = exp(ip) exp(—i¢p) = 1. (22)
Die Polardarstellung der komplexen Zahlen 148t sich folglich auch in der Form
z = r[cos(¢) + isin(¢)] = rexp(ip) (23)

schreiben. Damit wird die Multiplikation gegeniiber der Darstellung mit trigonometrischen Funk-
tionen vereinfacht:
2129 = riroel(®1192) (24)

mit r; = |z, cos(¢;) = /|2, sin(¢;) = y;/|z;]. Es ergibt sich daraus sofort auch (L1).
Eine n-te Wurzel von z berechnet sich als
Vz = r et (25)
fiir z # 0. Diese ist aber nicht eindeutig bestimmt, denn die Gleichung
w' =z (26)

besitzt fiir w # 0 gerade n verschiedene Loésungen. Dazu bemerken wir, dafl mit ¢ = argz €
[0, 27| fiir alle k € Z auch

rexp(ip + 2wik) = r exp(i¢) exp(27ik) = rexp(i¢)[cos(27k) + isin(27k)] = rexp(ip) = z (27)
ist. Damit sind neben auch alle Zahlen

w = Yrexp (12127F) (28)

Losungen der Gleichung . Dabei ist definitionsgeméf die n-te Wurzel einer reellen positiven
Zahl als die positive Losung der entsprechenden Gleichung eindeutig definiert. Voneinander
verschiedene Losungen der Form gibt es aber nur fir k£ € {0,1,...,(n — 1)}. Fir k = n
erhélt man wieder die Losung wg usw. Im Spezialfall z = 1 ist offenbar » = 1 und ¢ = 0. Dann
ergeben sich die n-ten Einheitswurzeln geméf zu

<27rik‘
Wy, = exp
n

> mit ke {0,1,2,...,(n— 1)} (29)

In der Gaufschen Zahlenebene bilden sie die auf dem Einheitskreis gelegenen Eckpunkte eines
regelmiafligen n-Ecks, wobei einer der Eckpunkte auf der x-Achse bei z = 1 zu liegen kommt.

Fiir n = 2 sind die beiden Wurzeln fiir beliebiges w # 0 geméf durch
wo= vz =vrew (5

b+ o . .

wy = /T exp <1¢+27r1> = \/rexp (f) exp(im) = —/rexp (1¢> = —wyp

gegeben, denn es ist exp(im) = cos(w) + isin(7) = —1.



Beispielaufgaben
Im folgenden seien a,b € R, n € Z.

i) Zeigen Sie in der Polardarstellung: i = e/™/2 = el(7/24n2m)

Losung: e™/2 = ei(m/24n2m) — oim/2612m0 — cog(/2) +isin(m/2) = 0 +1i = i.

ii) Zeigen Sie: cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

Losung: Setze ein cos(a 4 b) = (el(@H0) 4 e=1a+b)) /2 sowie cos(a) = (' +e71¢) /2, cos(b) =
(e'® 4+ ¢71) /2 und zeige die Identitit durch Ausmultiplizieren.
iii) Zeigen Sie: et = —1.

Losung: et'™ = cos(£7) +isin(£m) = —1 +i0 = —1.

3 Differentialrechnung in einer reellen Variable

Sei z eine reelle kontinuierliche Variable und f(z), g(x) beliebige Funktionen. Dann ist die
Ableitung von f(z) durch

- Az—0 Az (31)

definiert. Falls der Limes Az — 0 von existiert, heiffit f differenzierbar im Punkt x. Es gilt
weiterhin fiir die Summe von zwei differenzierbaren Funktionen

Lp) 0] = L s+ Lot 32)

Fiir das Produkt zweier Funktionen gilt die Produktregel

L @g@)] = | 5@ @) + 1(z) | 5 900 (33)
und fiir einen Quotienten die Quotientenregel
d [f@)] _ f@)g(@) - f(z)g (x)
] e 3

Fir die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen f[g(x)], d.h. bilde erst = ab auf g(z) und
sodann das Ergebnis g auf f(g), 1a8t sich die Kettenregel

d _[d d _dfdg
o =[g00] ] = 33 (3)
anwenden. Hohere Ableitungen der Ordnung n € {2,3,4, ...} sind durch
qr d dn—l
@f(x) = 1z ldx"lf(x)] (36)

definiert.



Beispiele

d , .2

i) z° =2z
ii) %x“ =az® ! fiira € R, z > 0.
iif) fre” = o YnZo ma” = Xaly me T = Yong e = €.
iv) %eix = iel® = i(cosx +isinz) = —sinx +icosx = %cosx + i% sin
= %cosx = —sinz, %sinx = CcosT

Fiir den natiirlichen Logarithmus, definiert als Umkehrfunktion von e* durch
In(e®) = "% =z,

folgt mit z = e”

d d d dz d

@x =1= e In (&%) = [dz ln(z)} (dx) = [dz ln(z)} z=1.

Damit haben wir die Ableitung des Logarithmus’ zu

d 1
£1H(Z) = ; ful“ z>0

bestimmt.

Beispiele zur Differentiation
Berechnen Sie die Ableitungen der Funktionen (a;, bj, ¢ € R):
i) f(x) = arx! + azx? + agx® + agw!?
Losung: f'(x) = a1 + 2asx + 3azz? + 12a42'"

i) f(z) =tanz = S2L [$sung:

sy cosz  sinz(—sinz) cos?(z) sin?(z) 1
fw) = cos T cos?(x)  cos?(x) cos?(x)  cos?(x)
iii) f(r) = cos®*(ax) = f'(x) = —3acos®(ax)sin(azx).

iv) f(z) =22 = f'(z) = (22 — 223)e ",

v) Beweisen Sie die Quotientenregel:

4 [1le)) _ alte) - oo
dz [ g(x) '

flx) _

Losung: Schreibe 75 = f (7)[g(x)]~! und nutze die Produkt- und die Kettenregel:
_ ['(@)g(z) = fz)g'(x)

%{f(l’) lg@)]™"} = f'(@)lg(2) "] = f(2)g'(2)[g(2)] 7

92(x)

(37)

(38)

(40)

(41)



4 Integralrechnung in einer reellen Variablen

Das Integral einer Funktion f(x) iiber das Interval [a, b] ist definiert als:
b o
[ ) de =l 3 (s (12

mit dz = (b—a)/n und x; = (i — 1)dz + a . Die Funktion f heifit integrabel im Interval [a, b],
falls der Limes in existiert.

Sei F(x) die durch F'(x) = f(z) definierte Stammfunktion zu f(z). Dann gilt:

b
/a dz f(z) = F(b) — F(a) = F(z)| . (43)

a
Beispiele
== F(z) = 152 M+ C

=sin(z) = F(x) = —cos(x) + C

) f(x)
) f(@)

iii) f(z) =2"'=1/2 = F(z) =In(x) + C
) f(x) =1In(z) = F(z) = z[ln(z) = 1]+ C
) f(@)

=e"= Fx)=e"+C
mit einer (hier reellen) beliebigen Konstanten C.
Additivitat des Integrals:
b c c
[ o s@+ [ o @) = [ do @) (44)
fira<b<e

4.1 Partielle Integration

Die partielle Integration folgt aus der Produktregel fiir die Ableitung [f(x)g(z)]" = f'(x)g(z)+
f(@)g'(x) :

b b b b
| e (@@ = Y@e@)| = [ r@e@+ [def@g@ @)

oder

b b b
| 4 f@e@) = @) - [ de fa)g @) (46)




4.2 Beispiele zur partiellen Integration:

i)
w/2
/ dz xsin(x)
0
Setze f'(z) = sin(x) und g(x) = z. Dann gilt nach Integration: f(x) = — cos(z), ¢'(z) =1,
also:
w/2 /2 /2 /2
/ dz zsin(z) = [—z cos(x)] —/ dz(—cos(z)l) = sin(z)| =1.
0 0 0 0
i)

& 1

o0
/ dx ze ™% = ——e
0

mit f/(z) = e * und g(z) = x.

/dx—e“—O—i— / dz e” x:——e_ax

0 a

iii)

o
/ dz sin(z)e”** = —cos(z
0

/OOO dz (—cos(x))(—a)e™**
=1 —a/ dx cos(x)e

=1 —a[sm e |0 — / dz sin(z)(—a)e™ "]

mit f/(z) = sin(x) und g(x) = e,

4.3 Die Substitutionsmethode

Die Substitutionsmethode beruht auf der Kettenregel der Differentiation:

[ @ s = | (ab) L (47)

mit z = g(x) und 2’ = ¢'(x) = d%(x) oder (in alternativer Form)

b b 9(b)
[z d@stan = [ ax ELoton = [ ag s10) (43)



Beispiele fiir die Anwendung der Substitutionsmethode
Im folgenden seien a,b € R.

i) [Pz ava? +1=?

Setze z = x? + 1. Dann ist 2/ = 22 = dz/dz oder dx = dz/(2x). Die Grenzen sind:
2q = 2(1) = 2, 2z, = 2(2) = 5. Dann gilt:

/dxx\/aﬁ—/%dzx\f /dz\f — 232 :é(\/ﬁ—\/g)

2

ii) fiir b > a ist

b 1 (b—a+1)
[a Ly
a z—a+1 1 U

firu=z—a+1 = du=dz,u(a) =1, ub)=b—a+1

i) [SdeVvIta=[]duu=2 3/2‘

_ 2
3
firu=2+1 = du=dz, u(0) =1, u(3) =4.

(b—a+1)
=Inb—a+1)

1
@e -y =4

iv)
cosh(b)

b 1
/ dz sinh(z) cosh™(z) = / du u™ = ———um+Y)
0

cosh(0) m+1

fir u = cosh(z) = du = dxsinh(z)

v) fir b < mw/2:

cos(b) d COS(b)
/ dz tan(z / dz sin(z) / o In(u) In[cos(b)]
COS fL' cos(0) U 1
mit u = cos(x) = du = —dzsin(x)
vi)
™ cos() 1 -1 2
/ dz sin(z) cos?(z) = —/ duv?= —-ud| =2
0 cos(0) 3 1 3
fiir u = cos(z) = du = —dzx sin(x)
vii) b > /2
b (b%2—2) (p2-2)
/ Ay —% 3/ du g2 = 3(b% — 2)1/2
V2 Vet -2  2Jo Vu 0

mit u = 22 — 2 = du = 2z dz, u(v/2) = 0, u(b) = b* — 2.



5 Polynome

Ein Polynom ist eine endliche Reihe in 2", d.h.
f(z) = Z a;x’ (49)

mit (im allgemeinenen) komplexen Koeffizienten a;. Die Ordnung des Polynoms ist n € N, d.h.
die hochste Potenz mit nicht verschwindendem Koeffizienten a,, # 0.

Von besonderem Interesse in vielen Problemen der Physik und Mathematik sind die Nullstellen
von f(z): Der Fundamentalsatz der Algebra sagt aus, dafl ein Polynom der Ordnung n genau
n Nullstellen z;(i = 1,..,n) in den komplexen Zahlen hat. Diese Aussage fithrt auf die explizite
Darstellung

n

f@)=an(x —21)(x — 22) - (x — 2p) = an H(m - 2i), (50)

i=1

wobei die gleiche Nullstelle z; mehrfach auftreten kann.

Beispiel
fla) = (z = 1Dz —i)*(z — iv2)?

Das Polynom ist von der Ordnung n = 7, hat also 7 Nullstellen in den komplexen Zahlen. Hier
treten die Nullstellen 2y, = 1 zweifach, die Nullstelle z3/4/5 = 1 dreifach und die Nullstelle

267 = iv/2 zweifach auf.

Berechnung der Nullstellen von f(x)
i) fx)=x—a = z1=a

i) f(x) =2 +pr+q=0
Hier fithrt die Methode der ,,quadratischen Ergdnzung” zum Ziel. Dazu bemerken wir, dafl

(x4 p/2)? = 2% + pr + p?/4 (binomische Formel!) ist, d.h.

2

2 2
O S e

Daraus ergeben sich durch Wurzelziehen die beiden Lésungen

2

p p
$1/2:—§:|: Z—q

Falls p, q € R, sind die Lésungen entweder beide reell falls p?/4 — ¢ > 0 ist. Falls ¢ = p/4,
haben wir die doppelte Nullstelle 1 = xo. Fiir p?/4 — ¢ < 0 haben wir zwei einfache
zueinander konjugiert komplexe Nullstellen.

10



iii) Es ist ein bertihmtes Resultat der Algebra, daf i.a. fiir Polynome bis einschlieflich 4. Gra-
des geschlossene Loésungsformeln dhnlich der Losungsformel fiir die quadratischen Glei-
chung existieren. Diese sind aber sehr uniibersichtlich. Daher ist es i.a. sinnvoller, solche
Polynomgleichungen numerisch zu lésen. In einfachen Féllen kénnen wir eine Nullstelle
z1 erraten und dann einen Linearfaktor x — z; ausklammern. Der andere Faktor ist dann
ein Polynom von einem um 1 geringeren Grad, und wir kénnen versuchen, die iibrigen
Nullstellen dieses Polynoms zu berechnen usw.

11
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