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Mathematische Methoden der Physik fiir das Lehramt L3 - Losungen 11

Aufgabe 1 [10 Punkte]: Vektoreigenschaft des Kreuzprodukts

Wir wollen zeigen, dass sich die kartesischen Komponenten des Kreuzprodukts unter Basistransforma-
tionen von einer kartesischen rechtshindigen Basis zu einer anderen solcher Basis wie Vektor, also einer
Drehung

mit 7' € SO(3), so dass
(g]XEk>EZZ(EJ/XE;)EZ/:6]kl (2)

mit dem total antisymmetrischen Levi-Civita-Symbol €, mit €53 = 1.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass 7, = €. - ¢, gilt.

Losung: / / / .
ea'eb:ea'Tbec:cheﬂ'ec:ché\ac: ab (3)

c

(b) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass daraus folgt, dass sich die Komponenten des Vektors a bzgl. der beiden
Basen gemif}

a
1 A
= Taw o o= o)) = T @
/
a3
bzw. umgekehrt
ay=Tya; = a=T"d 5)

A A
transformieren. Dabei ist 77 die zu T transponierte Matrix.

Losung:
§ ai=¢ -d=¢aye,=(¢ ¢)a, =T a 6)
=€ iRy = (¢ - ep)ap = Ljpay,
und
T 15— (3 = Tond = 7"«T / 7
ap=¢,-a=¢-aje; = e)a,=Tya,=(T")a;. @)

(c) (4 Punkte) Beweisen Sie damit, dass fiir die Komponenten des Vektorprodukts ¢ =a x b ebenfalls

/7 /_
¢'=Tc bzw. c; =Ty ®)
gilt.
Hinweis: Fiir die Komponenten des Kreuzprodukts bzgl. der rechtshindigen kartesischen Basis gilt
= gl C= e - (ﬂ]b/eg] X gk) = dj b/egl . (E] X E/e) = éljkglajb/e' (9)
Beweis:
C]/- = EJ/ .C= E]/ .d/eblg/e X gl = dkblgjl- '(Tk’/eg/:g/ X TI’ZEZ//) = (T/e’/edk)(Tl’lbl)E]/' (E/:e’ X EZ/,) = Ejk’l’ﬂ//g/b[//' (10)




Aufgabe 2 [10 Punkte]: Vektoreigenschaft des Nablaoperators

Ein Skalarfeld ®(%) = &(x) transformiert sich unter der oben beschriebenen Drehung kartesischer rechts-

hindiger Basen gemif

(%) = O(x) = /()

und die Komponenten eines Vektorfeldes gemifd

Zeigen Sie, dass der Operator

sich in seiner Wirkung auf Skalarfelder und Vektorfelder wie ein Vektor verhilt, d.h. dass
(@) ..grad®(x)= 6@(55) = Ejajé(g) ein Vektorfeld ist, d.h. dass
(1060 =7, 48

gilt.
Losung:

-

~ X; ~ ~
&Y (x) =8, 5= 9:9(x) = T};€,9,9(x) =¢;3,8(x) = V&(%).
(b) ...divA(%) = V- A(X) = §A;(x) ein Skalarfeld ist, d.h. dass
JA;(x) = A, (x)

1st.

Losung:

Ix;
FAL (X)) 73 Ty AY(x) = Ty, Ty A (x) = 8, 0 A (x) = FA(x).

Dabei haben wir verwendet, dass
T, Ty =(,-€)(€,-€)=¢-¢=35
ist.
(©) ...rotzzl)(f) =V x /_1)(9_5) ein Vektorfeld ist, d.h.

rotA = ¢i€ik1 A () = €€, T AL (X))

1st.
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Losung:

Ix
fkabg /
= €, Chab ﬂchdacAd(ﬁ)
= €1€tap T Toc Tpa 9 A4 (x)
=66, (& x¢) Ty T, Ty A, (x)
=¢¢; - (e, Xed)é’Ad(g)

¢ erap 0 AL (X)) =8, 23, Ty A (x)

(20)
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