H. van Hees Wintersemester 2025/2026

Mathematische Methoden der Physik fiir das Lehramt L3 - Losungen 5

Aufgabe 1: Freies Teilchen mit linearer Reibung

Ein Teilchen bewege sich entlang einer (horizontalen) Geraden unter dem Einfluss einer zur Geschwin-
digkeit proportionalen Reibungskraft F = —myv. Zur Zeit t = 0 befinde es sich am Ort x, und starte
dort mit der Geschwindigkeit v,.
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Stellen Sie die Bewegungsgleichung des Teilchens mittels der Newtonschen Bewegungsgleichung
F = ma auf.

Losung: Daa =9 =% ist, gilt
ma=mv=mi=F=—myv=—myx, y>0. )

Da in diesem Fall die Kraft nicht vom Ort abhingt, kdnnen wir also zunichst eine Bewegungsglei-
chung fiir die Geschwindigkeit aufstellen:

U =—y7. 2

Losen Sie die Bewegungsgleichung unter Berticksichtigung der oben angegebenen Anfangsbedin-
gungen.

Lésung: Zunichst [6sen wir die Gleichung fiir die Geschwindigkeit (2). Dazu schreiben wir ¢ =
dv/dt und multiplizieren die Gleichung formal mit dz:

dv =—ywodz. 3)

Wir kénnen nun alle Terme, die v und dv enthalten auf die eine und alle, die ¢ und d¢ enthalten, auf
die andere Seite bringen, d.h. die Differentialgleichung, lasst sich durch , Trennung der Variablen®
l6sen. Man erhilt

d
= yde. @)

v
Die Losung der Differentialgleichung ergibt sich nun, indem wir unter Beriicksichtigung der An-
fangsbedingung v(0) = v,-integrieren. Dabei muss man die Integrationsvariable in v’ bzw. ¢t" um-

benennen, da v und ¢ jetzt jewelils als obere Grenzen des Integrals auftreten:

J dv— ln< > fdt y =—yt = v(t)=vyexp(—yt). (5)

Nun gilt ¥ = v, und durch eine weitere Integration folgt damit unter Berticksichtigung der An-
fangsbedingung x(0) = x, =0

x(t)—xg=x(t f dt’v(t f dt’vyexp(—yt") = —exp<v>
14

t'=t

= D[ —exp(—y1)]. (6)
Y

t'=0

Wie weit kommt das Teilchen im Limes t — oo?

Lasung: Mit (6) folgt
lim x(¢)= 2. @)
[—00 }/

Das Teilchen bewegt sich also aufgrund der Reibung nur um eine endliche Strecke vom Ausgangs-
punkt weg.



Aufgabe 2: Freier Fall mit linearer Reibung

Ein ruhendes Teilchen im homogenen Schwerefeld der Erde werde zur Zeit ¢ = 0 aus der Hohe 4 los-
gelassen. Wir berticksichten die Luftreibung, wobei wir wieder eine zur Geschwindigkeit proportionale
Reibungskraft annehmen, d.h. es wirke insgesamt die Kraft F = —myv —mg mit g = 9,81m/s>.
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Stellen Sie die Bewegungsgleichung auf.

Lésung: Da die Kraft wieder nur von der Geschwindigkeit und nicht vom Ort abhingt, konnen wir
wie bei der vorigen Aufgaben zunichst eine Bewegungsgleichung fiir die Geschwindigkeit aufstellen

ma=mvo=F=—myv—mg => v =—yv—g. 8)

Losen Sie die Bewegungsgleichung unter Berticksichtigung der Anfangsbedingungen.

Lésung: Auch hier kann man die Bewegungsgleichung wieder durch Trennung der Variablen [6sen:

do

=dz. 9)

dv=—(yv+g)dt = — =
yv+g

Integriert man wieder unter Berlicksichtigung der Anfangsbedingung v(0) =0

v t
—f do’ ,1 :f dt/:>—lln<w)+g>:z
0 }/7) +g 0 7/ & (10)

yv+g::wﬂ—y0:>vw)szmm—rﬂ—ll

=

Durch eine weitere Integration, wieder unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung x(0) = A
folgt

x(t)—h :JO dt’v(t') = %fo dt'[exp(—yt')—1]
g

=2 [—l exp(—yt’)— t’}t

14 Y t’=0
(11)
=& e+ o1}
=>x(t)=h— g {t + l|:exp(—)/1t)— 1]}
Y Y

Welche Endgeschwindigkeit erreicht das Teilchen hochstens? Tipp: Berechnen Sie den Grenzfall

t — o0.
Lésung: Es gilt gemif3

Vo = lim fu(t):—g = |o(2)| < §’ (12)
Y Y
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denn |v(¢)] ist offenbar eine monoton wachsende Funktion und nihert sich daher dem Grenzwert
|vso| von unten her asymptotisch an.



(d) Knobelaufgabe: Zeigen Sie, dass im Limes y — 0 wieder die Losungen der Bewegungsgleichungen
fiir den freien Fall ohne Luftwiderstand herauskommen.

Losung: Betrachten wir zuerst (10). Fiir y — 0 haben wir es mit einem unbestimmten Grenzwert
der Art ,,0/0% zu tun. Hier hilft immer die Taylor-Entwicklung von Zihler und Nenner. In unserem
Fall brauchen wir nur

exp(—yt)=1—yt + O(y?). (13)
Damit folgt aus

o6) = 1=yt +07) =D =—glt +0(1)] = —gt. (14)

Fiir den Ort miissen wir die Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion offenbar noch eine wei-
tere Ordnung berticksichtigen:

r’e? 3 1 yt? 2
exp(—yt)=1—yt+ 5 +0(0y’) = —[exp(—yt)—1]=—t+ > +0(y). (15)
14

Dies in (11) eingesetzt, liefert

g (rt ) ., 8,2
x(t)=h }/(2 +ﬁ(7/)>y—>oh zt. (16)

Man erhilt also, wie zu erwarten, im Grenzfall y — 0 die Losungen fiir die Bewegungsgleichungen
unter Vernachlissigung der Luftreibung.
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