H. van Hees Wintersemester 2025/2026

Mathematische Methoden der Physik fiir das Lehramt L3 - Losungen 4

Aufgabe 1: Integration durch Substitution

Berechnen Sie die folgenden Integrale durch geeignete Anwendung der Substitutionsregel:

(@) [ dx(2x —1)exp(x?—x)

Losung: Substituieren wir # = x>

— x, folgt d# = dx(2x — 1) und damit

f dx(2x —1)exp(x? —x) = f duexpu =expu+ C =exp(x’*—x)+C. 1)

(b) fdxlnx/x

Lésung: Substituieren wir # = Inx, folgt d# = dx/x und damit

Jdxlnx/x:fduu:%%2+cz%lnzx—i—C. 2)

(¢) [dx1/+/x2+1, Tip: Substuieren Sie x = sinh #

Lésung: Es gilt dx = d# cosh # und damit

1
dxl/\/xz—l—l:fducoshu—:fdu:u+C:arsinhx+C. ?3)
J Vsinh? u +1

(d) [dxtanx

Losung: Wegen tanx = sinx/cosx empfiehlt sich offenbar die Substitution # = cosx und damit
du = —dx sin x. Damit folgt

fdxtanx:fdxsmx :—fdul:—ln|u|+C:—ln|cosx|+C. 4)
"

COSs X

(e) Die obere Halbellipse mit Hauptachsen 4 > 0 und & > 0 ist durch

y:b 1—— ()

mit x € [—a,a ] gegeben. Berechnen Sie den Flicheninhalt der Ellipse.
Tip: Substituieren Sie x =a cos .
Losung: Der Flicheninhalt ist offenbar das Doppelte des Fliacheninhalts der durch (5) beschriebe-

nen Halbellipse, d.h.
a xz
A=2b f dxy|[1—=. ©)
— a?

Substituieren wir x = a cos ¢, ist dx = —dgasin ¢ und das Intervall x € [—a,4] wird umkehrbar
eindeutig auf das Intervall ¢ € [0, 7] abgebildet, d.h.

0 bid
A:—Zabf dgosinf/J\/l—coszgo:—i-Zabf dgsin? @. 7)
s 0



Dabei haben wir im zweiten Schritt die Integrationsgrenzen vertauscht, was den Faktor (—1) kom-
pensiert und benutzt, dass wegen 1—cos? ¢ = sin” ¢ und sin ¢ > 0 fiir ¢ € [0, 7] die positive Wurzel

korrekt ist, d.h. 4/1—cos? 9 = +sing.

Das Integral berechnen wir mit Hilfe der Doppelwinkelformel fiir den cos:

cos(2¢) = cos? 9 —sin® ¢ = 1—2sin’ ¢ = sin’ ¢ = %[1 —cos(2¢)] ®)

und damit i . pmr
A:abf de[1—cos(2¢)] :ab[gp—isin(Zgo)] = rab. ©9)

0 =0

y=by1—x2/a?

Aufgabe 2: Integration durch partielle Integration
Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe der partiellen Integration

Losung: Die Formel fiir die partielle Integration lautet
fdxz/(x)v(x): u(x)v(x)—f dxu(x)v’(x). (10)
(@) [dxxsinx

Losung: Offenbar ist es hier am einfachsten, #’(x) = sinx und v(x) = x zu setzen, denn dann ist

#(x)=—cosx und v'(x) = 1. Mit folgt dann

fdxx siInX = —Xx cosx—f dx(—cosx) =—xcosx +fcosx =sinx —xcosx + C. (11)

(b) [dxxexpx
Losung: Mit #’(x) = exp x und v(x) = x folgt # = exp x und v’(x) = 1 und damit
Jdxxexpx:xexpx—fdxexpx:(x—l)expx—l—C. (12)

() [dxx"Inx mitn €N

Losung: Hier setzen wir #'(x) = x” und v(x) = In x. Damit wird #(x) = x"*1 /(n+1) und v’(x) =

1/x,d.h.
n 1 n+1 1 n
dxx”lnx = ——x""'lnx— | dx X
n—+1 n+1
1 1
:_xn+11nx_—xn+1_+_c (13)
n+1 (n+1)2
1

= mx"“[(n +1)Inx—1]+C.



(d) [ dxlnx, Tip: Schreiben Sie den Integranden als 1-1n x und wenden Sie die offensichtlich einfachste
Wahl fiir " und v bei der partiellen Integration an.

Losung: Wir setzen #’(x) = 1 und v(x) = In x. Damit wird #(x) = x und v(x) = 1/x. Folglich ist
delnx:xlnx—fdx:xlnx—x+C:x(lnx—l)+C. (14)

Wir hitten auch einfach in (13) 7 = 0 setzen kdnnen.

(e) [dxsinxexpx

Losung: Hier setzen wir #’(x) = exp x und v(x) = sin x, d.h. #(x) = exp x und v’(x) = cos x. Dann

wird
fdxsinxexpx:expxsinx—fdxexpxcosx. (15)
Im verbliebenen Integral wenden wir nochmals die partielle Integration an mit #'(x) = expx,
v(x) = cosx. Dann ist #(x) = expx und v'(x) = —sinx, d.h.
fdxexpxcosx:expxcosx-{-fdxexpxsinx (16)

Setzen wir dies in (15) ein, folgt
f dx sinx exp x = exp x(sinx —cos x) — f dx sinx exp x. (17)
Addieren wir hier das Integral und dividieren durch 2, folgt

: 1 :
J dxsinxexpx = 5 SXp x(sinx —cosx). (18)
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