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Aufgabe 1 [10 Punkte]: Vektoreigenschaft des Kreuzprodukts
Wir wollen zeigen, dass sich die kartesischen Komponenten des Kreuzprodukts unter Basistransformatio-
nen von einer kartesischen rechtshändigen Basis zu einer anderen solcher Basis wie Vektorkomponenten
verhalten. Dabei ist mit der Drehmatrix T̂ = (Tk j )

e⃗ j = Tk j e⃗
′
k (1)

mit T̂ ∈ SO(3), so dass
(e⃗ j × e⃗k ) · e⃗l = (e⃗

′
j × e⃗ ′k ) · e⃗

′
l = ε j k l (2)

mit dem total antisymmetrischen Levi-Civita-Symbol ε j k l mit ε123 = 1.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass Tab = e⃗ ′a · e⃗b gilt.

(b) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass daraus folgt, dass sich die Komponenten des Vektors a⃗ bzgl. der beiden
Basen gemäß

a′j = T j kak ⇔ a′ =





a′1
a′2
a′3



= T̂ a (3)

bzw. umgekehrt
ak = T j ka′j ⇔ a = T̂ Ta′ (4)

transformieren. Dabei ist T̂ T die zu T̂ transponierte Matrix.

(c) (4 Punkte) Beweisen Sie damit, dass für die Komponenten des Vektorprodukts c⃗ = a⃗× b⃗ ebenfalls

c ′ = T̂ c bzw. c ′j = T j k ck (5)

gilt.

Hinweis: Für die Komponenten des Kreuzprodukts bzgl. der rechtshändigen kartesischen Basis gilt

cl = e⃗l · c⃗ = e⃗l · (a j bk e⃗ j × e⃗k ) = a j bk e⃗l · (e⃗ j × e⃗k ) = εl j k e⃗l a j bk . (6)



Aufgabe 2 [10 Punkte]: Vektoreigenschaft des Nablaoperators

Ein Skalarfeld Φ(x⃗) = Φ̃(x) transformiert sich unter der oben beschriebenen Drehung kartesischer rechts-
händiger Basen gemäß

Φ(x⃗) = Φ̃(x) = Φ̃′(x ′) (7)

und die Komponenten eines Vektorfeldes gemäß

A′(x ′) = T̂ A(x). (8)

Zeigen Sie, dass der Operator

∇⃗= e⃗ j∂ j = e⃗ j
∂

∂ x j
(9)

sich in seiner Wirkung auf Skalarfelder und Vektorfelder wie ein Vektor verhält, d.h. dass

(a) (3 Punkte) ...gradΦ(x⃗) = ∇⃗Φ(x⃗) = e⃗ j∂ j Φ̃(x) ein Vektorfeld ist, d.h. dass

e⃗ j∂ j Φ̃(x) = e⃗ ′k∂
′

k Φ̃
′(x ′) (10)

gilt.

(b) (3 Punkte) ...div A⃗(x⃗)≡ ∇⃗ · A⃗(x⃗) = ∂ j Aj (x) ein Skalarfeld ist, d.h. dass

∂ j Aj = ∂
′

k A′k (11)

ist.

(c) (4 Punkte) ...rot A⃗(x⃗) = ∇⃗× A⃗(x⃗) ein Vektorfeld ist, d.h.

rot A⃗= e⃗ jε j k l∂kAl (x) = e⃗ ′kεkab∂
′

a A′b (x
′) (12)

ist.
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