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Aufgabe 1 (Eigenschaften des statistischen Operators)

In der Vorlesung wurde der allgemeine statistische Operator p fiir einen gemischten Zustand ein-
gefiihrt. Im Heisenbergbild ist er zeitunabhingig! und besitzt die Form

p:Zdij|aiat1><aj,t1|a (1)
ij

wobei die |a;,t1) die Eigenzusténde des zu einer Observablen A zur Zeit t; gehorigen Operators
A(t1) bezeichnet. Die d;; sind dabei so gewéhlt, dal p hermitesch ist. Die Wahrscheinlichkeit, daf
zur Zeit to eine beliebige Observable B den Wert by besitzt, ist dann

P(br,t2) = (b, t2 |p| bk, t2) (2)

wobei |by, t2) der Eigenvektor von B(t2) zum Eigenwert by, ist.

(a) Zeigen Sie, dafl aufgrund der Hermitezitét von p folgt, daf
dij = dj;. (3)

(b) Zeigen Sie aus den Eigenschaften der Wahrscheinlichkeiten P(by,t2), dal p ein positiv semi-
definiter Operator und

Trp:Zdiizl (4)

sein muf.

Hinweis: Fiir die Wahrscheinlichkeiten gilt

0 < Pbp,ta) <1, Y Plbg,tz) =1. (5)
k

(c) Zeigen Sie, dal der Fall des reinen Zustandes, der durch einen normierten Zustandsvektor

[, t1) =D eiltr) |ais tr) (6)

)

charakterisiert ist, durch die Form

dij = cl-c;k» (7)

der Koeffizienten d;; gegeben ist und daff ein so definierter statistischer Operator die Eigen-
schaften aus den vorigen Teilaufgaben erfiillt.

! Aus der allgemeinen Bewegungsgleichung fiir einen Operator im Heisenbergbild folgt, dal dp/dt = 1/(ih) [p, H]+
(0p/0t)expt = 0, also p i.a. explizit zeitabhéngig sein muf! Ein Gleichgewichtszustand zeichnet sich dadurch aus,
dafl p nicht explizit zeitabhangig ist, also mit H kommutiert und folglich eine Funktion der Erhaltungsgrofien des
Systems sein mu8f.



(d)

Wie jeder hermitesche Operator besitzt auch p ein vollstdndiges Eigenvektorsystem |p;) zu
Eigenwerten p;:
p=> pilpi) (pil- (8)
i

Zeigen Sie, dafi p; > 0 und >, p; = 1.

Zeigen Sie, daf} ein positiv semidefiniter hermitescher Operatorp mit Tr p = 1 genau dann
der im Sinne von Teilaufgabe (c¢) zu einem reinen Zustand gehorige statistische Operator ist,
wenn er die Projektoreigenschaft

P =p 9)
erfiillt.

Hinweis: Uberlegen Sie, was fiir die Eigenwerte von p aus der Projektoreigenschaft folgt!



