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Notation für relativistische Quantenmechanik

Im folgenden verwenden wir in den Übungen „natürliche Einheiten” mit c = 1 und ~ = 1. Vierer-
vektoren bezeichnen wir mit einfachen Symbolen, z.B. x = (xµ) = (t, ~x), während Dreiervektoren
mit einem Pfeil bezeichnet werden. Griechische obere oder untere Indizes laufen von 0 bis 3, latei-
nische von 1 bis 3. Die Minkwoskimetrik definieren wir durch (gµν) = (gµν) = diag(1,−1,−1,−1)
(„Westküstenkonvention”). Lorentztransformationen werden durch Matrixelemente Λµν gege-
ben. Sie erfüllen die Bedingungen

Λ0
0 ≥ 1, gµνΛ

µ
ρΛ
ν
σ = gρσ, det(Λµν) = +1. (1)

Dabei wird stillschweigend über gleichnamige Indexpaare, von denen stets ein Index oben und der
der andere unten zu stehen kommt, von 0 bis 3 summiert (Einsteinsche Summationskonvention).
Invariante Produkte von zwei Vierervektoren x und y werden wie folgt notiert

x · y = gµνx
µyν = x0y0 − ~x · ~y, (2)

wobei
~x · ~y = x1y1 + x2y2 + x3y3 (3)

das gewöhnliche Euklidische Skalarprodukt von Dreiervektoren bedeutet. Weiter definieren wir
für Vierer- bzw. Dreiervektoren

x2 = x · x, ~x2 = ~x · ~x. (4)

Der Punkt im Minkowski- oder euklidischen Produkt kann auch weggelassen werden.

Aufgabe 1 (Lorentzinvarianz)

(a) Zeigen Sie, daß der Ausdruck unter Lorentztransformationen

x · p := gµνx
µpν = x0p0 − ~x · ~p (5)

invariant ist.

(b) Zeigen Sie, daß das Integralmaß

d̃3~p :=
d3~p

2E(~p)
(6)

mit E(~p) =
√
~p2 +m2 eine Invariante unter Lorentztransformationen ist, indem Sie argu-

mentieren, warum
d4pΘ(p0)δ(p2 −m2) (7)

eine Invariante ist und die p0-Integration ausführen.

bitte wenden!



Aufgabe 2 (Kommutatorrelationen für Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren)

In der Vorlesung wurden Feldoperatoren durch

φ(t, ~x) =
∫

d3~p

(2π)32E(~p)

[
a(~p) exp (−ip · x) + a†(~p) exp (+ip · x)

]
p0=E(~p )

(8)

nach Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren für Impulseigenzustände eines Klein-Gordon-
Teilchens zerlegt. Es wurden weiter die gleichzeitigen Vertauschungsrelationen

[
φ(t, ~x), φ̇(t, ~x ′)

]
= iδ(3)(~x− ~x ′),

[
φ(t, ~x),φ(t, ~x ′)

]
= 0,

[
φ̇(t, ~x), φ̇(t, ~x ′)

]
= 0 (9)

hergeleitet.

(a) Zeigen Sie unter Verwendung von (8), daß für die Erzeuger und Vernichter die Kommuta-
torrelation [

a(~p),a†(~p ′)
]

= (2π)3 2E(~p) δ(3)(~p − ~p ′) (10)

folgt.

(b) In der Vorlesung wurde gezeigt, daß der Operator für den Gesamtimpuls durch

~P = −
∫

d3~x : φ̇(t, ~x)~∇φ(t, ~x) : (11)

gegeben ist, wobei die Doppelpunkte die Normalordnung des Operatorprodukts anzeigen.
Zeigen Sie, daß dieser Gesamtimpulsoperator vermöge der Erzeuger und Vernichter durch

~P =
∫

d3~p

(2π)32E(~p)
~p a†(~p)a(~p) (12)

gegeben ist.


