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Einfiihrung

Mit diesem Skript versuche ich eine in sich geschlossene Behandlung der statistischen Physik.
Es wird vorausgesetzt, dafl der Leser mit den Grundlagen der Quantentheorie vertraut ist. Eine
darauf aufbauende Erkldrung der Vielteilchentheorie im Feldoperatorformalismus ist allerdings
enthalten.

Die Grundlegende Idee, systematisch statistische Konzepte in der Physik anzuwenden geht vor
allem auf Boltzmann im 19. Jh. zuriick. Die wesentliche Bestédtigung der atomistischen Struktur
der Materie (und auch der Felder) ist allerdings eine Errungenschaft des 20. Jahrhunderts, vor
allem die bertihmten Arbeiten Einsteins tiber Schwankungserscheinungen (Brownsche Molekul-
arbewegung, kritische Opaleszenz).

FEinen wesentlichen Fortschritt in der kohdrenten und in sich konsistenten Darstellung der stati-
stischen Physik hat meiner Meinung nach die Anwendung informationstheoretischer Methoden,
die auf Shannon (1948) und vor allem Jaynes zuriickgehen. Die Idee ist, daf es neben den grund-
legenden Axiomen der mathematischen Statistik auch eines Konzeptes bedarf, wie eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung einem System unter der Voraussetzung, dafi bestimmte restringierende
Informationen iiber den Zustand des Systems vorliegen, moglichst objektiv zu wéhlen ist. Hier
hat sich das Jaynessche Prinzip des geringsten Vorurteils als duflerst schlagkréftig erwiesen: Den
Begriff der Entropie als Maf} fiir die fehlende Information bei gegebener Wahrscheinlichkeits-
verteilung fiir bestimmte Ereignisse von Shannon nutzend wird eine solche Verteilung gesucht,
die bei Einschrinkung auf die vorliegende Information, in der Physik meist durch Erwartungs-
werte von Observablen gegeben, die Entropie maximal macht. Wie wir sehen werden, ist dieses
Konzept nicht auf Gleichgewichtszustédnde beschrinkt, sondern ermoglicht vielmehr eine konsi-
stente Herleitung von Transportgleichungen, die (Quanten-) Transportvorginge zu beschreiben
imstande sind.

Dieses Skript ist wie folgt aufgebaut: Im ersten Abschnitt ist eine in sich geschlossene Einfiihrung
in die mathematische Statistik und die Informationstheorie enthalten. Im zweiten Kapitel werden
diese Konzepte auf die Quantenstatistik angewendet. Im dritten Kapitel werden zunéchst die
allgemeinen Aussagen der phanomenologischen Gleichgewichtsthermodynamik hergeleitet und an
den einfachsten Beispielen idealer Quantengase exemplifiziert.

Wir schlieffen unsere Betrachtungen mit einer Einfihrung in die Konzepte der Nichtgleichge-
wichtsthermodynamik, insbesondere in der Néhe des thermodynamischen Gleichgewichts nebst
einigen klassischen Anwendungen zur Theorie der Schwankungserscheinungen wie die Brownsche
Bewegung.
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Kapitel 1

Statistik und Informationstheorie

In diesem Kapitel ist eine in sich geschlossene, wenngleich kurze, Einfithrung in die mathemati-
sche Statistik und die Informationstheorie enthalten, auf deren Grundlage im néchsten Kapitel
die statistische Physik entwickelt wird.

1.1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Die Statistik versucht, allgemein gesprochen, Ereignisse von Experimenten zu beschreiben, de-
ren Ausgang unvorhersehbar ist. Die Unkenntnis iiber den Ausgang des Experiments kann dabei
verschiedene Ursachen haben, von denen wir aber zunéchst abstrahieren wollen. Die grundlegen-
de intuitive Idee ist es, eine Beschreibung der ,,mittleren Haufigkeit” des Auftretens bestimmter
Resultate des Experiments zu erreichen, wenn das Experiment nur hinreichend oft ausgefiihrt
wird.

Diese sehr vagen Ideen haben schliellich im Laufe der Zeit zur Entwicklung der mathematischen
Statistik auf axiomatischer Grundlage durch Kolmogorov gefiihrt, und wir verfolgen nun das
Ziel, diese Grundlage im Hinblick auf konkrete Anwendungen zu verstehen. Dazu bedienen wir
uns des klassischen Beispiels eines Zufallsexperiments, namlich dem Werfen eines Wiirfels.

Zunéchst miissen wir angeben, welche méglichen Resultate ein einzelnes Experiment haben kann.
Wir nennen die Menge €2 der moglichen Resultate eines einzelnen Experiments die Menge der
Elementarereignisse. In unserem Beispiel des Wiirfelspiels ist die Menge der Elementarereignisse
durch die mogliche Augenzahl gegeben, die bei einem Wurf des Wiirfels herauskommt 2 =
{1,2,3,4,5,6}.

Manchmal kommt es jedoch bei einem Spiel z.B. nur darauf an, ob eine ,,6” gewiirfelt wurde oder
nicht. Es kann auch sein, dafl es uns nur interessiert, ob die Zahl gerade ist oder nicht. Solche
,Versuchsresultate” bezeichnen wir als FEreignis. Jedes Ereignis kann dabei als eine Teilmenge
von {2 angesehen werden. So ist etwa das Ereignis, daf} eine ,,6 und nur eine 6” gefallen sei, durch
E = {6} gegeben. Das Ereignis ,eine gerade Zahl ist gefallen” wird hingegen durch E = {2,4,6}
charakterisiert. Das jeweilige Ereignis wird durch ein bestimmtes Zufallsexperiment realisiert
oder nicht, je nachdem ob das dabei herauskommende Elementarereignis in der Ereignismen-
ge E enthalten ist oder nicht. Die Menge aller moglichen Ereignisse ist demzufolge durch die
Potenzmenge P2 der Elementarereignisse gegeben.

Wir kénnen nun die elementaren Operationen der Mengenlehre in dem eben definierten Sinne
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Kapitel 1 - Statistik und Informationstheorie

auf Ereignisse anwenden. Nehmen wir zwei Ereignisse Fy, Fy € PS. Dann ist klar, dafl das
Resultat eines konkreten Zufallsexperiment zu beiden Ereignissen gehort, wenn es in der Schnitt-
menge F1 N E5 enthalten ist. Gibt man einander widersprechende Ereignisse vor, etwa im Falle
unseres Wiirfels Fy = {1,3,5} und FEy = {2,4,6}, so gelangen wir zu E1 N Ey = () € PQ. Das
bedeutet, daf} die leere Menge das ,,unmogliche Ereignis” reprasentiert, d.h. ein Ereignis, das nie
eintreten kann.

Es ist klar, dafl die Vereinigungsmenge F1 U Fs zweier Ereignisse das Ereignis bedeutet, dafl Fy
oder F» eingetreten sind.

Weiter kann man auch fragen, ob ein Ereignis E nicht eingetreten sei. Das ist wieder ein Er-
eignis, welches durch die Komplementmenge E := Q \ E gegeben ist. Insbesondere ergibt die
Komplementbildung der leeren Menge selbstverstandlich € selbst, das ,sichere Ereignis”, denn
per definitionem ist jedes mogliche Resultat eines Zufallsexperiments in 2 enthalten, d.h. bei
jedem Zufallsexperiment tritt sicher das Ereignis € ein.

Fiir den formalen Aufbau der Statistik ist es nun wichtig, daf die elementaren Operationen N, U
und -, allesamt definiert als Abbildungen der Potenzmenge P{2 iiber der Elementarereignismenge
in sich eine Algebra bilden, d.h. diese sémtlichen Abbildungen vom Typ P — PQ erfiillen die
Gesetze:

AUB=BUA, AnNB=DBnNA, (1.1)
AN(BUC)=(AnB)uU(BNC), AuBNC)=(AuB)N(BUCQO), (1.2)
AUD=A, AnQ=A, (1.3)

AUA=Q, ANA=10 (1.4)

Wir werden nicht alle grundlegenden Rechenregeln fiir Rechnungen mit dieser Algebra beweisen,
da sie sich mehr oder weniger von selbst verstehen, zumindest wenn man den naiven Mengen-
begriff zugrundelegt.

Als zweites wesentliches Element der statistischen Beschreibung eines Zufallsexperiments ist
die Wahl der FEreignisalgebra €. Darunter verstehen wir eine Teilmenge von PS2, die unter den
Operationen U, N und Komplementbildung abgeschlossen ist. Ist {2 eine Menge mit unendlich
vielen Elementen, muf} dies nicht bedeuten, dafl die Algebra auch unter den Operationen U and
N mit unendlich vielen Mengen abgeschlossen ist. Dies setzen wir im folgenden stets voraus.
Solche Algebren heiflen auch Borelalgebra.

Jetzt wollen wir ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses angeben.
Wir werden dabei einfach die Kolmogorovschen Aziome zugrundelegen, ohne auf die diversen
philosophischen Probleme, die in der Literatur diskutiert werden, einzugehen. Auf die Interpre-
tation fir tatsidchliche Experimente, deren Ausgang wir nicht vorhersehen koénnen, kommen wir
weiter unten noch zuriick. Es ist iibrigens eine unmittelbare Folgerung dieser Definitionen, dafl
jede Ereignisalgebra wenigstens 2 und die leere Menge () enthalten muf.

(P1) Das Wahrscheinlichkeitsmaf ist eine Funktion P : & — R>o,
(P2) P(@) =1,
(P3) Fir alle Ereignisse £y und Ey mit By N Ey = () soll gelten P(Ey U Ey) = P(Ey) + P(E2).

Die anschauliche Idee, die hinter diesen Axiomen steckt, ist es, ein Maf} zur Verfiigung zu stellen,
welches angibt, wie héufig ein Ereignis bei der Wiederholung eines bestimmten Zufallsexperi-
ments eintritt.



1.1 - Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

Wie die Wahrscheinlichkeiten fiir ein bestimmtes Zufallsexperiment zu wéahlen sind, geben die
Axiome allerdings nicht an, und man muf sie aus der Erfahrung gewinnen. Es wird sich zeigen,
daBl man zur genauen Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten P(E) Zufallsexperimente hinrei-
chend oft ausfithren muf}, wobei es aufgrund von Axiom (P3) ausreicht, nur die einelementigen
Ereignisse, also die Elementarereignisse selbst zu messen, d.h. man bestimmt einfach empirisch,
wie hédufig die Elementarereignisse eintreten. Man kann dann diese empirischen Wahrschein-
lichkeiten durch fortgesetzte Anwendung von (P3) benutzen, um die gesamte Funktion P zu
bestimmen.

Oft ist es nun aber unmoglich, diese Messung durchzufiihren, z.B. weil die Messungen zu aufwen-
dig sind, weil es einfach zu viele Elementarereignisse gibt, oder sie ist zu kompliziert durchzu-
fiihren. Dann kann man den Elementarereignissen einfach Schatzwahrscheinlichkeiten zuordnen.
Im Falle eines Wiirfels kann man etwa annehmen, da§ P({i}) = 1/6 fiir alle i € {1,...,6}. Das
bedeutet natiirlich nicht, dafy diese Wahrscheinlichkeitsverteilung dem tatséchlichen Wiirfel auch
zukommt, und man kann durch reale Zufallsexperimente testen, ob die gewéhlte Verteilung auf
den Wiirfel zutrifft oder nicht. Wir werden spéter zeigen, dal man P(F) erhalten kann, wenn
man N voneinander unabhéngige Zufallserxperimente ausfiihrt und die Anzahl N(FE) fir das
Auftreten der Ereignisse bestimmt. Es wird sich zeigen, dafl P(E) durch den Limes N — oo
gegeben ist.

Zunéchst wollen wir aber einige einfache Regeln iber Wahrscheinlichkeiten aus den Axiomen
(P1)-(P3) ableiten:

Lemma 1. (1) Fir E € PQ gilt P(E) =1 — P(E). Fiir alle E € PQ ist P(E) < 1
(2) P(0) = 0.
(3) Fir beliebige A, B € PQY: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
(4) Die Sylvestersche Formel: Sei A; € PQ miti=1,...,n. Dann gilt

n

P(O Al> :iP(Az)_ Z P(AZQAJ)—F+(—1)n_1P(A1ﬂA2ﬁﬂAn) (15)
=1 =1

1,7=1;i<j

Beweis:

(1) folgt sofort daraus, da £ U E und EN E = (). Unter Verwendung von P2 und P3 folgt
unmittelbar

1=P(Q)=P(EUE) = P(E) + P(E). (1.6)
Wegen (P1) ist 0 < P(F) =1 — P(E) und folglich P(FE) < 1.
(2) Aus (1) ist bereits erwiesen, dafl

P®)=1-P@) =1-P(Q) =0, (1.7)

wobeil im letzten Schritt P2 benutzt wurde.
(3) Bsgilt AUB =AU (BN A)und AN (BN A)=(. Wegen (P3) ist also

P(AUB) = P(A)+ P(Bn A). (1.8)

Andererseits ist auch B = (ANB)U(ANB) und (AN B)N (AN B) = 0, so daB wir wieder (P3)
anwenden konnen:

P(B) = P(ANB)+ P(ANB). (1.9)
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Damit kénnen wir P(A N B) aus (LX) eliminieren und erhalten sogleich die Behauptung.

(4) wird durch einen einfachen Induktionsbeweis unter Verwendung von

n n—1
U4ai=JAuAa, (1.10)
=1 =1

bewiesen. Man mége die einfache Ausfiihrung des Beweises als Ubung selbst durchfiihren.

Jetzt definieren wir bedingte Wahrscheinlichkeiten. Die Wahrscheinlichkeit fir ein Ereignis B €
P unter der Voraussetzung, dafl A € P eingetreten ist, ist fiir P(A) # 0 definiert als

P(ANB)
Py(B) = W (1.11)
Die anschauliche Bedeutung wird klar, wenn wir uns die oben besprochene empirische Bestim-
mung der Wahrscheinlichkeit vor Augen fithren: Wir betrachten nur noch Zufallsexperimente,
bei denen das Ereignis A eingetreten ist. Ist N wieder die Gesamtzahl der durchgefithrten Ex-
perimente, dann ist P(A) = N(A)/N, wo N(A) die Zahl angibt, dafl A eingetreten ist. Die
bedingte Wahrscheinlichkeit, dafl B eingetreten ist unter Voraussetzung, dafl A eingetreten
war, ist dann dadurch gegeben, dafl nur noch Ereignisse, fiir die A eingetreten ist, beriick-
sichtigt werden. B kann also nur eingetreten sein, wenn B N A eingetreten ist. Es ist also
Ps(B) = N(BNA)/N(A) = N(BNA)/N-N/N(A) = P(AN B)/P(A), wobei immer der
Limes N — oo impliziert gedacht wird.

Nun zeigen wir

Lemma 2. Die Funktion Py : P — R erfillt die Kolmogorovschen Aziomen (P1)-(P3).

Beweis:
(P1) Wir miissen zeigen, dafl P4 fiir alle Ereignisse in [0, 1] liegt. Es ist klar, dal P4(E) > 0, da
sowohl P(ANB) > 0 als auch P(ANB) > 0 ist. Daf es auch < 1 ist, kann man aus (P2) und (P3)
fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion P schlielen, weil jedes Ereignis aus disjunkte Vereinigung
elementarer Ereignisse geschrieben werden kann.
(P2) P4(Q) =P(ANQ)/P(A) = P(A)/P(A) = 1.
(P3) Sei BN C = (. Dann gilt

P[An(BUC)] P[(ANB)U(ANC)]

PA(BUC) = ——p o= = ) . (1.12)

Wegen (ANB)N(ANC)=AN(BNC)=AnN0 =0 folgt die Behauptung unter Verwendung
von (P3) fiir die Wahrscheinlichkeiten P.

Definition 1. Zwei Ereignisse A, B € PQ heiffen genau dann stochastisch unabhdngig, wenn
P(ANB)=P(A)P(B) (1.13)
gilt.

Es ist wichtig, stets in Erinnerung zu behalten, dal stochastische Unabhéngigkeit anhand der
Wahrscheinlichkeitsfunktion P definiert ist und nicht eine Eigenschaft der Ereignisse als Menge
ist.
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1.2 - Zufallsvariable

1.2 Zufallsvariable

In der Physik streben wir eine quantitative Beschreibung von Systemeigenschaften, also Ereig-
nissen im Sinne der obigen statistischen Theorie, an. Dazu wird das Konzept der Zufallsva-
riablen in die mathematische Statistik eingefiihrt. Es handelt sich dabei um eine Abbildung
¢ X CPQ — R. Ein einfaches Beispiel fiir unser Wiirfelspiel ist etwa die Summe der Augen-
zahlen, die in einem Ereignis enthalten sind.

Ist nun ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P im Sinne der Kolmogorovschen Axiome definiert, kénnen
wir wie folgt eine Wahrscheinlichkeitsfunktion fiir die Zufallsvariablen definieren:

P : De = R: Pe(x) = P({ri|&(r;) < x}). (1.14)

Dabei ist D¢ die Menge der moglichen Werte der Zufallsvariablen £. Weiter definieren wir die
Wahrscheinlichkeitsverteilung als die schwache Ableitung der Wahrscheinlichkeitsfunktion im
Sinne der Distributionentheorie.

Nehmen wir als Beispiel wieder das Wiirfelspiel und definieren eine Zufallsvariable £({k}) =
k. Nehmen wir wieder unsere Standardwahrscheinlichkeitsdefinition, also die Gleichverteilung
P({k}) =1/6 furalle k € Q = {1,...,6} (und die nach den Kolmogorovschen Axiomen ergénzte
Definition fiir alle nichtelementaren Ereignisse), so erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion

1 6
Pe(z) = 6;@(;5—2'), (1.15)
wobei wir die Heavisidesche Finheitstreppenfunktion durch
0 fii 0
O:RR: O)={ | res (1.16)
1 fiirx >0,

definiert haben. Die schwache Ableitung der ©-Funktion ist nun die §-Distribution, wobei wir
als Testfunktionenraum den Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen C§°(R)
zugrundelegen wollen. Das ist der Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen,
deren Tréger suppf := {z|f(z) # 0}, wo der Strich iiber der Menge den topologischen Abschlufl
bedeuten soll.

Um die schwache Ableitung von © zu gewinnen, erinnern wir uns, dafl diese wie folgt definiert
wird

Vf € C°(R /dx@ z—y)f(@) = — /dx@(:ﬂ — ) (). (1.17)

Daraus ergibt sich unmittelbar
—/dx@(m —y)f'(x) = —/ daf'(x /dxé x—y)f(z). (1.18)
Y

Fiir unser Beispiel ([CTH) ist also die Wahrscheinlichkeitsverteilung

6
We(z) == éz x —1) (1.19)

Die Anwendung der Distributionentheorie hat den Vorteil, dafl wir die Falle diskreter und konti-
nuierlicher Zufallsvariablen in gleicher Weise notieren kénnen. Fiir kontinuierliche Zufallsvaria-
blen ist es oft zweckméBiger, von den Verteilungen auszugehen und danach erst durch Integration
die Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu gewinnen.
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Kapitel 1 - Statistik und Informationstheorie

Wir gelangen nun zum wichtigen Begriff des Erwartungswertes:

Definition 2. Eine Funktion f: R — R besitzt bei gegebener Wahrscheinlichkeitsverteilung Wy
den Erwartungswert

- / def (2)We(z), (1.20)

vorausgesetzt das definierende Integral existiert.

Speziell gilt

Pe(a) = (©(z — €)) und We(z) = (6(z — €)). (121)
Offenbar ist
1) = / daWe(x) = lim Pe(x) — lm_Pe(x) = 1. (1.22)

Sei nun g : D¢ — R und g schwach differenzierbar. Weiter besitze fiir y € R die Abbildung
x +— g(x) — y nur eine endliche Anzahl von einfachen Nullstellen. Dann kénnen wir leicht die
Verteilungsfunktion fiir die Zufallsvariable n = g o £ angeben: Geméa$ ([CZI)) setzen wir

Waly) = (Gly = 9(O)) = [ dadly - o)) (123

Sei weiter {g, (y)}ner(y) die Menge aller Punkte = mit g(z) = y. Dann folgt daraus sofort

Wn(y): Z Wf[gn (y )]|

nel(y) '[9 " (9)] (1.24)

Wir geben weiter einige niitzliche Definitionen, die sich spéter als rechentechnisch vorteilhaft
erweisen werden:

Definition 3. Die charakteristische Funktion einer Wahrscheinlichkeitsverteilung We ist als
deren Fouriertransformation definiert:

Ce(u) = /dx exp(iux)We(x) = (exp(iuf)) . (1.25)
Dieser Definition entnehmen wir sofort die Erwartungswerte aller Potenzen von &:
1 /7 d\"
— () =5 (1) Cewlumo, (1.26)
M,, wird auch als das n-te Moment der Wahrscheinlichkeitsverteilung We bezeichnet. Aus dem

Taylorschen Satz entnehmen wir, dafl umgekehrt die Kenntnis aller Momente einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung deren vollstdndige Rekonstruktion gestattet:

u) =1+ Z(iu)"%. (1.27)
n=1 :

Definition 4. Die kumulative Verteilungsfunktion ist durch den Logarithmus der charakteristi-
schen Funktion gegeben:

H
+

NE

g

Ke(u) = n[C(u)] = ml 'n! Mn] -y (i:;) K, (1.28)

Die Koeffizienten K,, werden Kumulanten genannt.
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Es ist klar, dal wir auch den Logarithmus (zumindest formal) in seine Potenzreihe entwickeln
konnen und also aus den Kumulanten auf die Momente und vice versa schlieflen konnen.

Wir geben uns fiir jetzt mit den ersten beiden Kumulanten zufrieden:
Ky =My, Ky = My — M} (1.29)

Der erste Kumulant ist also einfach das erste Moment, d.h. der Erwartungswert der Zufallsva-
riablen . Der zweite Kumulant wird auch als Varianz bezeichnet und ein Maf fiir die Breite
der Verteilung um den Mittelwert der Zufallsvariablen. Es gilt

Ky = ((6—(9)) = (&) — (&) (1.30)

Betrachten wir nun zwei einfache Beispiele von Verteilungen, durch ihre Kumulanten definiert
werden konnen.

Sei zuerst nur der Mittelwert K1 = M; der Zufallsvariablen von 0 verschieden, d.h. sei 0 = Ky =

K3 = .... Dann folgt zunéchst fiir die charakteristische Funktion und dann durch Fourierriick-
transformation
1
Ce(u) = exp(iuky) = We(x) = Dy /duCg(u) exp(—iux) = 0(z — K1). (1.31)
T

Das bedeutet, dafl bei Verschwinden aller Kumulanten ab dem zweiten das Zufallsexperiment
hinsichtlich der Variablen ¢ insofern determiniert ist als bei jedem Zufallsexperiment (bis auf
eine Menge vom Maf 0) stets ein Wert fir £ resultiert, der > K ist.

Als néchstes betrachten wir den Fall, daf3 alle Kumulanten ab dem einschliellich dritten identisch

verschwinden. Dann ist die Verteilung eine GaufSverteilung

2
Ce(u) = exp (iuK1 — K2%> = We(x) =

27TK2

exp l—%} : (1.32)

Dies zeigt direkt, dafl K5 ein Maf fiir die Breite der Verteilung ist, wihrend die héheren Kumus-
lanten die Abweichung von einer Gauflverteilung angeben.

1.3 Vektorwertige Zufallsvariable

In der statistischen Physik kommen meist Probleme vor, die durch mehr als eine Wahrschein-
lichkeitsvariable beschrieben werden. In diesem Abschnitt werden wir kurz die entsprechenden
mathematischen Hilfsmittel bereitstellen, die im wesentlichen Verallgemeinerungen des Falles
einer einzelnen Zufallsvariablen sind.

Wir definieren entsprechend € : X C PQ — R” und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
We: R =5 R: We) = (30)(6 - ). (1.33)

Der Erwartungswert einer Funktion f, die auf dem Wertebereich von £ definiert (und sogleich
durch 0 auf ganz R" fortgesetzt gedacht wird) ist wieder durch

(f©) = | daf(x)We(x) (1.34)

R"

13



Kapitel 1 - Statistik und Informationstheorie

festgelegt.

Die Verteilung fiir eine niederdimensionale Teilmenge von D¢ kann dann wie folgt bestimmt
werden. Wir nehmen also an, die Teilmenge liege ganz in einem Unterraum, die von den ersten i <
r Basisvektoren aufgespannt werden. Dann ist die Verteilung fiir die Zufallsvariablen &1, ... ,¢&;
durch

Wi(.%'l, N ,.732‘) = /]eri dmi+1 s derr(ml, . ,.’L‘r) (1.35)

definiert. Dies ist konsistent mit der allgemeinen Definition ([33]), denn es ist ja
6 (2 — H 0(xp — &) (1.36)

folglich

Wiz, ...,2;) = <5(i)(x1 — &, T — gz)> =
= [ i de (00— &, - 6)

Das heifit mit ([C33]) ergibt dies (C30).

Wie im Falle einer einzelnen Zufallsvariablen definiert die Fouriertransformation der Verteilung
die charakteristische Funktion

(1.37)

Cy(u) = (exp(iug)) = /]RT exp(iux) W, (x). (1.38)

Die Momente sind ebenfalls analog wie bei einer einzelnen Zufallsvariablen gegeben:

mm:<H€§—(QZLWﬁ<£ﬁmam

Wieder l483t sich die charakteristische Funktion aus den Momenten tiber die Taylorentwicklung
zurlickgewinnen:

(1.39)

u=0

Cr(u) = i Mm...mﬁ(iuj)nj. (1.40)

|
ni..nr=1 j=1 n]'

Kehren wir ([L38) um, erhalten wir schliefllich aus der charakteristischen Funktion die Verteilung

zurick:
1

W) = (5

2ﬂ_> o d"uexp(—iuzx)C(u). (1.41)

Die Kumulanten sind

Ko = (1) ’§3I1<8%)njmﬁzu&

Jj=17=1

(1.42)

u=0

Die charakteristische funktion 1483t wiederum aus den Kumulanten rekonstruieren

Cou _wd 3 mmmﬁ@@q. (1.43)

|
ni..nr€N j=1 nj:
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1.8 - Vektorwertige Zufallsvariable

Wir werden in der statistischen Physik librigens eine enge Verwandtschaft der Momenten mit
den Greenschen Funktionen der Quantenfeldtheorie und eine ebensolch der Kumulanten mit den
eigentlichen Vertexfunktionen der Quantenfeldtheorie erkennen, so dafl die Rekonstruktion der
Verteilung aus den Kumulanten eine bedeutende Rolle spielt.

Jetzt konnen wir unter Verwendung von (([L30) die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung unter
der Voraussetzung, dafl die erste Komponente &; = z; ist angeben:

Wr(xla---axr) Wr(xla---axr)
e,z We_i(z2, ... zp)  [pdoiWe(z,...,2p) ( )
Per Definition sind die Wahrscheinlichkeitsvariablen &; und &> stochastisch unabhéngig, wenn
die Wahrscheinlichkeitsverteilung wie folgt faktorisiert:

Walz1,22) :P(:U1|x2)/Rdx1W2(x1,x2) = W (2)WE (22). (1.45)

Umgekehrt definieren wir zwei Zufallsvariable £; und & als stochastisch unabhéngig, wenn die
Verteilungsfunktion in der oben angegebenen Weise in ein Produkt aus zwei Verteilungen jeweils
einer Zufallsvariablen faktorisiert.

Der andere Extremfall ist der eines vollstdndigen Determinismus von &1, wenn & bekannt ist,
d.h. es existiert dann ein funktionaler Zusammenhang &; = f(&2) der Zufallsvariablen, und die
bedingte Wahrscheinlichkeit ist dann notwendig durch

P(x1]r2) = d[z1 — f(§2)] (1.46)
beschreiben. Aus (L) ergibt sich dann
Wz(xl,.%'z) = (5[.%'1 — f(.%'z)]Wl(.%'z) (1.47)

Es gibt verschiedene Mafle fiir die stochastische Unabhéngigkeit oder fiir die Korrelation zweier
Zufallsvariablen. Die bekannteste die die sog. Kreuzkorrelationsfunktion

k(815 62) = (§182) — (€1) (€2) - (1.48)

Mit (CZH) ist sofort klar, daf fiir stochastisch unabhéngige Zufallsvariable, die Kreuzkorre-
lation verschwindet. Es mufl ausdriicklich betont werden, daf§ die Umkehrung nicht gilt: Aus
dem Verschwinden der Kreuzkorrelation kann nicht auf die stochastische Unabhéngigkeit der
Zufallsvariablen geschlossen .

Ein anderes Korrelationsmaf ist die relative Kreuzkorrelation:

ﬂ(§17 52) . 2 .
R(&,&) = — >~ mit o(§;) = /[(&) — (&), 1 =1,2. (1.49)
o(£1)o(&2) ! < ]> ’
Um diese Betrachtungen auf mehr als zwei Zufallsvariable zu verallgemeinern, sei bemerkt, dafl
([CZ])) der K1-Kumulant geméf ([CA3]) ist. Die Kreuzkorrelation fiir r Zufallsvariable wird daher

durch

li(gl, . 757") = Kl___g = ﬁ <li> lnCr(ul, e ,ur) (150)

j=1 1 8u]‘

u=0
definiert. Diese Funktion verschwindet iibrigens bereits, wenn nur eine einzige Zufallsvariable,
z.B. &1, stochastisch unabhéangig von den iibrigen ist, d.h. wenn

Wy(z) = W @)W (2, .., 2,), (1.51)

wobei Wr(z)l nicht faktorisieren muf}, gilt.
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1.4 Stochastische Prozesse

Wir ndhern uns nun schon eher physikalischen Fragestellungen, ndmlich wie man die zeitliche
Entwicklung von Zufallsexperimenten beschreiben kann. Dabei setzen wir voraus, dafl die Zu-
fallsexperimente an Systemen ausgefithrt werden, die sich zeitlich verdndern kénnen. Dies nennt
man einen stochastischen Prozefl. Wir betrachten zunéchst ein Zufallsexperiment, bei dem eine
einzelne Zufallsvariable € gemessen wird. Die Verallgemeinerung auf mehr als eine Zufallsvariable
ist ohne weitere Komplikationen moglich.

Die Zeitabhéngigkeit des Systems ist durch die Zeitabhédngigkeit der Zufallsvariablen & gegeben
und unter Verwendung von ([[33)) erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung

Wi(zi;t) = (0[z1 — (1)) , (1.52)

die ihrerseits nun ebenfalls von der Zeit abhéngt. Die empirische Erwartungswertbildung ist hier
so zu verstehen, dafl ein hinreichend grofies Ensemble von voneinander unabhéngigen gleichartig
praparierten Systemen vorliegt, an denen die Zufallsvariable & zur Zeit ¢ gemessen wird.

Jetzt konnen wir aber auch danach fragen, wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung dafiir aussieht,

dafl € zu den Zeiten tq,...,t, beziehentlich die Werte z1,...,x, annimmt. Wir wenden wieder
([C33) an, um diese Verteilung zu bestimmen:

Wn(xn,tn; e ,xl,tl) = <ﬁ 6[$J — g(t])]> . (153)
j=1

Ist W), von allen Zeiten ¢; unabhingig, dann heifit der betreffende Prozef stationdr.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dal £(¢,) den Wert x,, unter der Voraussetzung, daf es die
Werte z1,...,2,—1 zu den fritheren Zeiten ¢; < ty < -+ < t,, angenommen hat, ist geméaf (L)

durch
Wi (xp, tn; ... ;21,t1)

B fR donn(Cﬂnatn; cees xlatl)

P(xnatnh:nflatnfl;---;xlytl) (154)

gegeben.

Ublicherweise werden die stochastischen Prozesse grob in folgende Typen unterteilt.

e Vollstandig stochastische Prozesse

Ein vollstandig stochastischer Prozef} ist dadurch charakterisiert, daf§ die Wahrscheinlich-
keitsverteilung ([C3)) wie folgt faktorisiert

Wn(:vn,tn;...;xl,tl) = ]:[Wl(xj,tj). (155)
7j=1

Das bedeutet, dafl die statistischen Eigenschaften der Zufallsvariable £ zur Zeit t,, unkorre-
liert mit den Eigenschaften der Zufallsvariablen zu jeder fritheren Zeit sind. Dies erwarten
wir von physikalischen Vorgédngen nicht, denn aufgrund der unterliegenden kausalen Na-
turgesetze erwarten wir, daf§ die statistischen Eigenschaften von Mittelwerten der Grofien
von Systemen, deren Zustand nur unvollstdndig bekannt ist, ebenfalls eine bestimmte Kau-
salstruktur aufweisen, d.h. dafl zumindest bei hinreichender statistischer Kenntnis iiber die
Vorgeschichte des Systems die statistischen Eigenschaften des Systems zu einem spéteren
Zeitpunkt berechenbar sind.
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e Markovprozesse

Bei einem Markovproze$ sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten ([LCH4]) unabhéngig von
den Bedingungen £(t1) = 1, ...,&(th—2) = 2. Entscheidend ist nur die Bedingung zum
letzten Zeitpunkt vor der Zeit t,,, d.h.

P(wn, tn\xn_l, tn_l; A D) tl) = P(.%'n, tn\xn_l, tn—l)- (1.56)

Mit (C54) und (C2E) kann man die Wahrscheinlichkeiten durch die eine bedingte Wahr-
scheinlichkeit auf der rechten Seite von (L2 und die Wahrscheinlichkeitsverteilung Wy
ausdriicken: ausdriicken

n—1

Wn(xn,tn; e ;xl,tl) = H P($k+1,tk+1|$k,tk) Wl(xl,tl), (157)
k=1

wodurch deutlich wird, da8 P(zyy1, tgs1|zk, tr) die Ubergangswahrscheinlichkeit dafiir ist,
daf} die Zufallsvariable £ zur Zeit 51 den Wert x;1 annimmt, vorausgesetzt, sie hatte
den Wert x;, zur fritheren Zeit tj,.

e Allgemeine Prozesse

Im allgemeinsten Falle hangt ([C24]) von allen Zeiten t; ab, d.h. das System ,erinnert” sich
an alle Messungen der Zufallsvariablen die jemals frither an ihm stattgefunden haben.

In der Physik treten solche Prozesse tatséichlich auf. Bestimmte Makromolekiile ,erinnern”
sich an ihre gesamte Vorgeschichte. Fiir solche Prozesse ist es unmoglich, deren statistische
Verteilungen durch eine einzelne Anfangsverteilung festzulegen. Vielmehr benétigt man ein
,Gedachtnisfunktional”; das die gesamte Vorgeschichte des Systems beriicksichtigt.

1.5 Information

Jetzt kommen wir auf die Frage zuriick, wie wir Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir ein bestimm-
tes Zufallsexperiment aufgrund irgendwelcher, i.a. unvollstdndiger, Kenntnisse iiber das System
zuordnen kénnen. Dabei ist es das Problem, eine solche Verteilung zu finden, die nicht mehr
Kenntnisse vortauschen als tatséchlich vorliegen. Man sollte also bestrebt sein, Wahrscheinlich-
keitsverteilungen mit geringstem Vorurteil zu finden, die mit der gegebenen Information iiber
die Zufallsgrofle vertraglich ist.

Dazu missen wir ein Maf fiir die fehlende Information definieren, welches einer beliebigen
Wahrscheinlichkeitsverteilung zuzuordnen ist. Dabei ist klar, dafl dieses Maf} in einem bestimm-
ten Sinne den Vergleich des unvollstdndigen Informationsgehalts gegeniiber der vollstdndigen
Kenntnis des Systemzustandes wiedergeben soll.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall eines Zufallsexperiments mit einer endlichen Zahl mogli-
cher Ausgénge. Die Ereignismenge sei 2 = {1,...,n} und die Wahrscheinlichkeitsverteilung sei
durch die Laplacesche Gleichverteilung gegeben: P({i}) = 1/n fiir i € Q.

Jetzt vergleichen wir zwei verschiedene Zufallsexperimente, wo gilt [Q,| = N, mit p € {1,2}.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilungen seien beidemale die Gleichverteilung. Dann verlangen wir
vom MafB [ fiir die fehlende Information unter diesen Voraussetzungen, dafl

I(Ny) > I(Ny), fallsNy > Ny. (1.58)

17



Kapitel 1 - Statistik und Informationstheorie

Ist N = 1, also kann iiberhaupt bei einem Experiment nur ein Ausgang moglich sein, fehlt
iiberhaupt keine Information, wir wissen ja, was bei jedem Experiment herauskommt. Unser
Informationsmaf} I soll dann also verschwinden:

I(1) = 0. (1.59)

Jetzt formulieren wir diesen Spezialfall anders, indem wir uns vorstellen, das Experiment bestehe
darin, einen Gegenstand zufillig in einen Kasten mit N Fachern zu werfen. Der Ausgang des
Experiments ist die Nummer der Zelle, in den der Gegenstand gefallen ist.

Jetzt stellen wir uns vor, jedes Fach sei noch in M Zellen unterteilt. Wir haben also insgesamt
NM Zellen. Wieder Gleichverteilung fiir alle Zellen vorausgesetzt, ist also die fehlende Infor-
mation I(NM). Andererseits kénnen wir aber das Objekt in seiner Zelle dadurch lokalisieren,
dal wir zunéchst’ fragen, in welches Fach es wohl gefallen sein mag. Die fehlende Information
dafiir ist I(N). Weiter kénnen wir fragen, in welche der M Zellen des entsprechenden Faches
der Gegenstand gefallen ist. Die fehlende Information ist /(M ). Nehmen wir nun an, es giabe
keinerlei Bevorzugung einer Zelle in Abhéngigkeit vom gerade getroffenen Fach, ist es sinnvoll
anzunehmen, daf} die gesamte fehlende Information

I(NM) = I(N) + I(M) (1.60)

ist.

Ist nun N/L € N kann man diese Gleichung auch in der Gestalt
I(N/L)=I(N)—-1I(L) (1.61)

schreiben.

Um nun ein Maf fiir alle positive rationale Zahlen zu definieren, nehmen wir an, diese Gleichung
gelte Gberhaupt fiir alle Paare N, L € Nyy. Wir nehmen ferner an, man kénne diese Funktion
stetig nach allen positiven reellen Zahlen fortsetzen.

Unter diesen Annahmen liegt das Informationsmaf fiir Gleichverteilungen bis auf einen positiven
Faktor eindeutig fest. Sei dazu Inz = M/N mit M, N € N-. Dann gilt wegen (L) und ([CGI)
und der Stetigkeitsannahme

I(z™) = I(exp M) = NI(z) = mI(e). (1.62)
Damit folgt aber "
I(x) = Wf(e) =I(e)Inz. (1.63)

Definieren wir schliellich der Bequemlichkeit noch I(e) = 1 liegt das Maf fiir die fehlende
Information fiir NV gleichverteilte Ereignisse fest:

I(N)=InN. (1.64)

Jetzt wollen wir diese Definition fir das Mafl der fehlenden Information fiir den Fall verallge-
meinern, dafl wir ein Zufallsexperiment mit N moglichen Ausgéngen haben und die Wahrschein-
lichkeiten fur jedes Elementarereignis P; willkiirlich vorgegeben sind. Es muf3 natiirlich nach den
Kolmogorovschen Axiomen P; > 0 und )1 ; P; = 1 sein.

Wir zeigen nun, daf§ wir das Informationsmaf fiir diesen Fall dadurch auf den der gleichverteil-
ten Elementarereignisse zuriickfithren kénnen, daf3 wir uns das Experiment N-mal wiederholt

18



1.5 - Information

denken, wobei die einzelnen Experimente voneinander unabhéngig sind. Die Wahrscheinlichkeit,
dafl {k} eintritt ist per definitionem stets gleich wahrscheinlich p = Py. Die Wahrscheinlichkeit,
daf m eintritt ist natiirlich ¢ = 1—p. Wir zeigen jetzt, dafl wir die Wahrscheinlichkeit p beliebig
genau bestimmen kénnen, wenn wir N — oo machen, d.h. das Zufallsexperiment beliebig oft
wiederholen. Sei dafiir N(k, N) die Zahl der Fille, daf8 k eingetreten ist, wenn N voneinander
unabhéngige Zufallsexperimente vorgenommen wurden. Wir kénnen den Ausgang der N Ex-
perimente als N-Tupel hinschreiben. Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein bestimmtes N-Tupel mit
N(k,N) Eintrdgen k erscheint ist wegen der Unabhéngigkeit der Experimente offenbar durch
pNEN) GN=N(EN) gegehen.

Allerdings ist es fiir die Wahrscheinlichkeit, dal bei N unabhéngigen Zufallsexperimenten ge-
nau N (k, N)-mal das Ereignis {k} eingetroffen wird, die Reihenfolge der Experimentausginge
belanglos, so daf§ wir schliellich fiir die Wahrscheinlichkeit, dal bei N unabhéngigen Zufallsex-
perimenten N (k, N)-mal das Ereignis {k} eingetreten ist, die Wahrscheinlichkeit zu

PIN(k,N)] = <N(5N)>pN(’“’N)qN‘N(’“’N> (1.65)

ermitteln. Jetzt wollen wir die Momente dieser Verteilung berechnen. Dazu bedienen wir uns
eines Tricks, der in der Wahrscheinlichkeitstheorie oft zum FErfolg fithrt. Wir definieren die
Erzeugende Funktion

N /N . o
fl@)=>%" <j>quN_]w] = (pz+q)V, (1.66)
§=0

wobei wir das Binomialtheorem benutzt haben.

Fiir den Erwartungswert finden wir z.B.

NN\ . )
(N(k,N)) ZZJ'(J.)P’(JNJ = f'(1) = Np (1.67)
=0
und fiur das zweite Moment
(N N) = o (@) lom = Np+ NN = 1)p? (1.68)

Der Erwartungswert fiir N(k, N)/N und seine Varianz ist demnach

(55 ) = gy = 00

Es ist leicht zu zeigen, dafi auch alle hoheren Kumulanten fiir N — oo verschwinden, also zur
determinierten Verteilung fur N(k, N) fiihren.

Die Anzahl iiberhaupt méoglicher Resultate ist die Anzahl verschiedener N-Tupel, die im Limes
grofler Versuchsanzahl N — oo iiberhaupt moglich sind, wobei das Vertauschen gleicher Ergeb-
nisse jedoch gleichgiiltig ist. Fiir N — oo ist aber nach dem obigen Resultat N(j, N) = P;N
und damit die totale Zahl von Ereignissen fiir N — oo durch

NI

7?:1(NPj)! (1.70)
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gegeben. Unter Verwendung von (L) fiir gleichverteilte Zufallsexperimente ergibt sich also im
Limes grofler N

N!

N
I(N)=1n TV =InN!— Z In[(NP;)!]. (1.71)

Fir N — oo kénnen wir aber die Stirlingsche Formel benutzen:

InN! 2 NInN—-N+O(lnN). (1.72)
N—oo
Es folgt also
I(N) 2 —N>» PilnP;,+O(InN). 1.73
() % ~NYBlb+O0hN) (173)

Die fehlende Information pro Experiment ist also
I[P] = lim ZP InPj=—(InP). (1.74)

Man kann dieselbe Formel auch fir ein Zufallsexperiment mit abzéahlbar unendlich vielen Aus-
gidngen benutzen:

[e.9]
-> PP, (1.75)

Im Falle kontinuierlicher Verteilungen, miissen wir noch einen Limes aus diskreten Verteilungen
bilden. Sei £ ein d-dimensionaler Zufallsvektor. Dann kann man den Definitionsbereich in Wiirfel
vom Volumen A%z einteilen, und man kann eine diskrete Verteilung

P; = Wy(x;) A% (1.76)

definieren, wo x; ein beliebiger Wert aus dem j Wiirfel ist. Geméf (L) bzw. ([CZ3) ist die
fehlende Information

I(W, A%z) ZP InPj = =" Wy(x;) A% In[Wy(z;)A%z]. (1.77)
J
Wir werden kontinuierliche Verteilungen stets als Limes entsprechender diskreter Verteilungen
behandeln, weshalb sich hier eine allgemeine Definition der fehlenden Information fiir kontinu-
ierliche Verteilungen eriibrigt.

Fiir eine rigorosere Behandlung des Informationsbegriffes sei auf [Hob87] verwiesen, wo der
Begriff der relativen Information eingefithrt wird, die den Informationsgehalt einer Verteilung
(0)

p; relativ zu einer Referenzverteilung p;

; ~ definiert. Dann konnen kontinuierliche Verteilungen
problemlos durch

I(P; P(O)) = /deg(m) In |:V[Ij/(£07)((x))] (1.78)
e (@

definiert werden. Diese Definition hat den Vorteil, dafl im Logarithmus eine dimensionslose Grofie
auftritt, wie es sein muf}; und ([CZ8)) invariant unter beliebigen diffeomorphen Transformationen
von einer Zufallsvariablen £ zu einer anderen Zufallsvariable 7 ist, da W per constructionem
eine Dichte im Sinne der Differentialgeometrie ist.

Der obige Informationsbegriff fillt mit dem jetzigen zusammen, wenn man als Referenzverteilung
die Gleichverteilung verwendet.
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1.6 Erinnerung an die Quantentheorie

Wir setzen voraus, dafl der Leser mit der Quantentheorie, formuliert im Diracschen ,,Bra-Ket-
Formalismus” vertraut ist. Meine ausfiihrliche Zusammenfassung dieser Grundlagen findet sich
auf meiner Webpage [Hee98]. Von der zahlreichen Lehrbuchliteratur seien nur die folgenden
beiden zitiert: [Fic79), [Bal9§]. Hier wollen wir lediglich die Notation etablieren und den Rahmen
zur Behandlung der Quantenstatistik bereitstellen.

Wir stellen in diesem Abschnitt die Grundlagen der Quantentheorie zusammen, und zwar zu-
néichst ohne auf die Quantenstatistik einzugehen. Die Quantentheorie in diesem Sinne behan-
delt nur die Frage, wie ein System {iberhaupt quantentheoretisch beschrieben wird (analog zur
Kinematik fur ein klassisches mechanisches System) und wie bei vollstdndiger Kenntnis des
Anfangszustandes die zeitliche Entwicklung der Grofien berechnet werden kann (analog zur Dy-
namik in der klassischen Mechanik, die z.B. durch die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir
Punktteilchen bestimmt ist).

(Q1) Der Zustand eines Quantensystems wird durch den Strahl in einem Hilbertraum ¢ voll-
stindig beschrieben. Ein Strahl ist dabei fiir 0 # [1) € 7 durch die folgende Aquivalenz-
klasse von Vektoren definiert:

[l0)] = {cld) [1¥) € #,c € C\{0}}. (1.79)

(Q2) Jeder Observablen O des Systems wird ein selbstadjungierter Operator O : 9 — 9, welcher
zumindest auf einem dichten Teilraume 2 C 57 definiert ist, zugeordnet.

Das Resultat einer exakten Messung der Observablen O ist notwendig ein Eigenwert des
entsprechenden Operators O.

Es sei weiter Eig(O, 0) der Eigenraum zum Eigenwert o und

P(0) =) |0,0,k) (0,0, k| (1.80)
k

der Projektionsoperator auf diesen Eigenraum. Dabei sind die |O, 0, k) eine beliebige or-
thonormierte Basis des Eigenraums. Dann ist

p(o) = (W [P(0)|¥) =D [{¥]0,0,k) | mit (y[¢)=1 (1.81)
k

die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei einer Messung der Observablen O den Meflwert o zu
erhalten.

Zwei Observablen O; und O3 heiflen kompatibel, wenn die sie repréasentierenden selbstad-
jungierten Operatoren kommutieren.

Ein Menge {O;};c(1,...n) von kompatiblen Observablen heifit vollstindiger Satz kompati-
bler Observabler, wenn deren simultaner Eigenraum Eig[(O;), (0;)] eindimensional ist.

Bemerkungen:

Anstatt mit den praktisch etwas unbequemen Strahlen zu operieren, kénnen wir auch den Pro-
jektionsoperator
|¥) (¢

(s

Py = (1.82)
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zur Zustandsfestlegung verwenden. Er ist unabhéngig von der Wahl des Reprisentanten im
Strahl [|¢))] und definiert umgekehrt eindeutig den Strahl, denn |¢) ist offensichtlich sein einziger
Eigenvektor zum Eigenwert 1. Solche Zustédnde eines Systems bezeichnen wir genauer auch als
reine Zustdande.

Hier muf} betont werden, dafl die statistischen Aussagen, die durch dieses Postulat getroffen wer-
den, nicht notwendig sind, weil wir den genauen Zustand des Systems nicht kennen. Wir setzen
ja gerade voraus, dafl sich das System in dem Zustand [|11)] befindet und dafl die Zuordnung
dieses Strahls im Hilbertraum die vollstdndige Festlegung des Systemzustandes bedeutet. Viel-
mehr spiegeln diese Wahrscheinlichkeitsaussagen den prinzipiellen Indeterminismus, der durch
die Quantentheorie gerade beschrieben werden soll, wieder. Es kann zwar sein, dafl, obwohl
man den Zustand [|¢)] des Systems mit Sicherheit kennt, die Frage, welchen Wert die Messung
einer Observablen O liefert, nicht mit Sicherheit beantwortet werden kann. Der MeSSwert ist
gemafl Postulat (Q2) nur dann determiniert, wenn [¢)) ein Eigenvektor des dieser Observablen
zugeordneten selbstadjungierten Operators O ist, und der Mefwert ist dann mit Sicherheit der
dazugehorige Eigenwert.

Die Quantentheorie macht dann jedoch immerhin die statistische Aussage, dafi (LX) die Wahr-
scheinlichkeit dafiir angibt, bei der Messung der Observablen O gerade den Eigenwert o des
dazugehorigen Operators O zu finden. (Q2) sagt dartiber hinaus aus, daf} eine Observable gar
keine anderen Werte als diese Eigenwerte annehmen kann.

Wir miissen nun noch kurz rekapitulieren, dafi (Q2) eine mit den Kolmogorovschen Axiomen
vertrégliche Definition von Wahrscheinlichkeiten fiir das ,,Zufallsexperiment” der Messung der
Observablen O liefert. Zunéchst ist klar, daf§ in dem gegebenen Falle die Ergebnismenge durch
Q = {o|o ist Eigenwert von O} gegeben ist. Die Ereignisalgebra ist die Potenzmenge von €2,
d.h. £ = PQ. Weiter miissen sich die Ergebnisse gegenseitig ausschlieffen. Dies ist jedoch der
Fall, denn vorausgesetzt, das System sei in einem Zustand prapariert, in dem mit Sicherheit
der bei der Messung von O der Mefiwert o ist, befindet sich wegen (Q2) das System in einem
Eigenzustand |o) des Operators O zum Eigenwert o. Nun stehen alle Eigenvektoren zu einem
von o verschiedenen Eigenwert o' aufeinander senkrecht, denn es gilt:

(0']0|0)y =0(d"|0) = (00 |0) =0 ('|0) = (06 —0) (o ]|0) =0. (1.83)

Daraus folgt, daf fiir o # o’ die Eigenvektoren wie behauptet aufeinander senkrecht stehen. Dar-
aus folgt unmittelbar, dafi P[Eig(O,0)]|0o’) = 0 und folglich gemaf (LX) die Wahscheinlichkeit,

dafl o’ gemessen wird, verschwindet.

Weiter bilden die Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators ein vollstandiges Orthonor-
malsystem im Hilbertraum, so dafl gemafl (Q2) auch

p(Q) = plo)=(v|v)=1 (1.84)

gilt. Somit sind die Kolmogorovschen Axiome erfiillt.

Es bleibt zu bemerken, dafi der Hilbertraum fiir reale Systeme (z.B. Teilchen) i.a. unendlichdi-
mensional ist und selbstadjungierte Operatoren auch ein kontinuierliches Spektrum oder kon-
tinuierliche Anteile im Spektrum haben kénnen. Dann sind die obigen Axiome im Sinne der
Spektraltheorie um wverallgemeinerte Eigenvektoren, welche im Rahmen der Distributionentheo-
rie strikt begriindet werden koénnen, zu verallgemeinern. Wir setzen voraus, daf§ fiir Werte im
kontinuierlichen Spektrum verallgemeinerte Eigenvektoren existieren, die ,,auf die d-distribution”
normiert werden kénnen:

(o]d") =d(0—0). (1.85)
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Die Vollstindigkeitsrelation kann dann in der Gestalt

3710, 0.k) (O,o,k\+/Edo]0> (o] =1 (1.86)
o,k

wobei die 0 in der Summe die Werte im diskreten Spektrum on O und die k die zueinander
orthogonal gewéhlten normierten Basisvektoren des zugehorigen Eigenraums durchlaufen. F ist
die Teilmenge der reellen Zahlen, die das kontinuierliche Spektrum durchlaufen.

Ist nun o im kontinuierlichen Spektrum, so ist

p(o) = [{o|¥) (1.87)

fiir einen auf 1 normierten Vektor [¢)) die Wahrscheinlichkeitsverteilung (im Sinne der in Ab-
schnitt 1.2 erklérten Theorie der Zufallsgrofien) fiir das Mefiresultat o bei der Messung der
Observablen O. Man macht sich schnell klar, dafl zusammen mit ([C83) der in Abschnitt 1.2 ent-
wickelte Formalismus der Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Wahrscheinlichkeitsfunktionen
allgemein anwendbar giiltig ist.

Eine der wohl berithmtesten Folgerungen aus dem Formalismus der Quantentheorie sind wohl
Heisenbergs Unschdrferelationen:

AAAB > % (A, B])]. (1.88)

AO bezeichnet dabei die Varianz einer Observablen O. Die Unschérferelation lehrt uns, daf
zwei Observablen unabhéngig vom Systemzustand nur dann simultan scharfe Werte annehmen
kénnen, wenn die entsprechenden Operatoren vertauschen.

Der Erwartungswert einer Observablen fiir ein System, welches im Zustand |¢) prépriert ist,
ist (1 |O]). Dafl diese Vorschrift vertriaglich mit dem Postulat (Q2) ist, resultiert aus der
Anwendung der Vollstandigkeitsrelation (C30):

@[0]4) = [ do(w]0[0) (0]%) = [ doo|(w] o) *. (1.5

Dabei sind wir der Kiirze der Schreibweise wegen von einem rein kontinuierlichen Spektrum
ausgegangen. Dies zeigt, dal in der Tat der Erwartungswert wie in (CZ) definiert ist, denn
| (4] 0)]? ist ja gemiB der obigen Erérterungen die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, daf eine
Messung der Observablen O an dem System, welches im Zustand [|1)] prapariert ist, das Me§-
resultat o ergibt.

Schliefllich kommen wir zur Dynamik quantenmechanischer Zustdnde und Operatoren.

(Q3) Die Zeit ist im Rahmen der Quantentheorie ein reeller Parameter. Weiter nehmen wir an,
daB es einen selbstadjungierten Operator H gibt, so dafy der Zeitableitung einer Observa-
blen O der Operator

0= 2[0,H]+0,0 (1.90)
1

zugeordnet wird. Die partielle Zeitableitung 0; trégt einer eventuellen expliziten Zeitab-
héngigkeit des Operators O Rechnung.

(Q4) Ist |1, t) der Zustand des Systems zur Zeit ¢, so gilt

Py =0, mit Py = |¢) (|, ($[¢)=1. (1.91)
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Bemerkungen: Die Operatoren, die den grundlegenden dynamischen Observablen des Systems,
wie Orts- und Impulsoperatoren, besitzen keine explizite Zeitabhéngigkeit. Weiter ist es wichtig
zu bemerken, daf O nicht mit der totalen (mathematischen) Zeitableitung dO/dt des Opera-
tors verwechselt werden darf. Beide Operationen sind nur im Heisenbergbild der Zeitentwicklung
identisch. Wir kommen auf verschiedene Bilder der Zeitentwicklung gleich noch zuriick, denn
wie man die Zeitabhéngigkeiten auf Operatoren und Zustdnde verteilt, ist weitgehend willkiirlich
und wird je nach Anwendungsfall geschickt festgelegt. Die physikalischen Aussagen der Theorie
sind von dieser Wahl des Bildes natiirlich unabhéngig. Die Freiheit der Bildwahl ist dadurch
begriindet, daf} alle physikalischen Vorhersagen invariant unter zeitabhéngigen unitdren Trans-
formationen, sog. Bildtransformationen von Operatoren und Zustdnden sind. Man kann daher

O als bzgl. Bildtransformationen kovariante Zeitableitung auffassen.

Wie wir unten noch sehen werden, bedeutet (Q4), dal die Quantentheorie eine kausale Theorie
ist, d.h. ist der Zustand zur Zeit ty und der Hamiltonoperator bekannt, ist der Zustand zu
jeder spéteren Zeit determiniert. Das bedeutet, dafl wenn [, t) und |¢,t) zwei Zusténde sind,

die sich zeitlich geméfl der Dynamik des Systems bewegen, die Wahrscheinlichkeitsamplituden
(¥,t|¢,t) = const sind.

1.7 Wahl des Bildes der Zeitentwicklung

Jetzt vergegenwirtigen wir uns, wie aus den obigen Postulaten die mathematische Zeitabhan-
gigkeit von Operatoren und Zustdnden festzulegen ist. Wie oben schon erwdhnt kann diese
nur bis auf zeitabhingige unitire Ahnlichkeitstransformationen von Zustéinden und Operatoren
festliegen. Eine bestimmte Wahl der Zeitentwicklung definiert das Bild der Zeitentwicklung.

Theorem 1. Das Bild der Zeitentwicklung ist eindeutig durch die Wahl eines hermiteschen
Operators X, der eine Funktion der Zeit (kein Funktional der Vorgeschichte des Systems) sein
darf, festgelegt.

Dieser Operator ist Erzeuger der Zeitentwicklung fir nicht explizit zeitabhangige (fundamentale)
Operatoren, die Observablen beschreiben. Er definiert den unitéren Zeitentwicklungsoperator fiir
Operatoren durch das Anfangswertproblem

Dann gilt fiir alle Observablen, die nicht explizit zeitabhdngig sind.
O(t) = A(t,10)O(to) AT (¢, to). (1.93)

Der Erzeugungsoperator fiir die Zeitentwicklung von Zustinden ist dann notwendig durch den
hermiteschen Operator Y = H — X gegeben, wobei H der in (L3A) definierte Hamiltonope-
rator des Systems ist. Der unitdre Zeitentwicklungsoperator fiir Zustinde ist dann durch die
Differentialgleichung

i0,C(t,to) = +Y(£)C(t, to), Clto,to) =1 (1.94)

gegeben. Dieser unitdre Operator definiert die Zeitentwicklung der Zustdnde wie folgt:
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Beweis. Es sind zwei Behauptungen zu zeigen: Erstens miissen wir uns versichern, dafl die Be-
wegungsgleichungen fiir die Zeitentwicklungsoperatoren in sich konsistent, d.h. mit den Anfor-
derungen an einen Zeitentwicklungsoperator fiir die Observablen-Operatoren vertraglich, sind.

Zum zweiten sollte die Zeitableitung von Erwartungswerten von Observablen bildunabhéngig
sein und mit dem Erwartungswert der , kovarianten Zeitableitung” ([CO0) ibereinstimmen, wobei
sich im gegebenen Falle die Kovarianz auf allgemeine Bildtransformationen bezieht, d.h. auf die
Anderung der Wahl von X mit der im Satz oben angegebenen Bedeutung.

Zum ersten Punkt: Da die Kommutatorrelationen von Operatoren zu gleichen Zeiten durch
physikalische Symmetrieeigenschaften (z.B. Raumzeit-Symmetrien) definiert sind, miissen diese
unter der Zeitentwicklung erhalten bleiben, d.h. es muf eine Ahnlichkeitstransformation der Art
O(t) = A(t,t9)O(tg) A~ L(t,ty) vorliegen, wobei der Zeitentwicklungsoperator A insbesondere
invertierbar sein muf.

Da weiter die Operatoren, die die Observablenalgebra konstituieren, allesamt zu jeder Zeit t
selbstadjungiert sein miissen, sollte A™' = Af, d.h. A unitir, sein.

Fiir t > tg sollte der Zeitentwicklungsoperator A(t,ty) eine Funktion von ¢ und tq allein sein.
Betrachten wir jetzt zunéchst die Zeitentwicklung der Operatoren vom Zeitpunkt £y zu einem
Zeitpunkt ¢ mit tg < t1. Wir koénnen die so gewonnenen Operatoren O(¢;) als neue Anfangs-
bedingungen fiir die Zeitentwicklung ansehen und diese wiederum mit dem zugehorigen Zeit-
entwicklungsoperator A(tq,t1) zum Operator zur Zeit to > t; transformieren. Diese Hinterein-
anderausfithrung von zwei Zeitentwicklungen mufl aber andererseits auch durch den einzelnen
Zeitentwicklungsoperator A (ta,%o) gegeben sein. Es folgt also als Konsistenzbedingung:

Vi <t <ty € R: A(ta,t1)A(t1, t0) = Alta, ). (1.96)
Aus der Unitaritat von A(t,tg) schliefen wir
AAT =1 = const. = (i0;A)AT = —A(i9,A)T, (1.97)
so daB der Operator X = —i(9;A)AT selbstadjungiert ist: X' = X. Aus ([C30) folgern wir
[10: A (t, o) AT (t, to) = [10,A(t,t1)|AT (¢, t1) == —X(1), (1.98)

woraus klar wird, daf§ X nicht von der Anfangszeit tg der Zeitentwicklung abhéngt, sondern
tatsachlich eine Funktion der Zeit ¢ allein sein muf}, d.h. die Zeitabhéngigkeit von X ist lokal.

Der Beweis, dafl auch Y, der Generator der Zeitentwicklung fiir die Zustdnde also, die gleichen
Eigenschaften besitzt, ist vollkommen analog zu fithren und sei dem Leser zur Ubung iiberlassen.

Zum zweiten Problem: Wir miissen zeigen, dafl die Zeitentwicklung mit den im vorigen Ab-
schnitt angegebenen Postulaten der Quantentheorie konsistent ist: Aus ([C33)) erhalten wir unter
Verwendung der Definition ([C32) fiir einen Operator, der auch explizit zeitabhéngig sein kann:
0 _ Lo, x) +a.00) (1.99)
Diese Gleichung kann aber ihrerseits in Form der bildinvarianten Zeitableitung ([CIM) geschrieben
werden:
dO(t)
dt
Wir sehen, daf die Gleichungen (C39) und (CIT0) zusammen mit vorgegebenen Anfangswerten
fiir den Operator zur Zeit tg eindeutig durch die Anwendung des unitéren Zeitevolutionsoperator
gelost werden, welcher die Gleichung (C32) erfiillt.

:O—%[O,H—X]. (1.100)
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Wie jeder Operator erfiillt auch der statistische Operator diese Gleichung. Wegen (L), also der
Annahme, daf} der statistische Operator kovariant konstant ist, weil er bestandig dem System
zugeordnet sein soll, ergibt sich daraus

APy _ 1

— = = [Py Y] (1.101)
Diese Gleichung wird eindeutig durch einen unitéren Zeitentwicklungsoperator C, welcher ([C94I)
erfiillt, gelost.

Es folgt daraus, daf sich (bis auf einen unerheblichen Phasenfaktor) der Zustandsket geméfl der
unitiren Zeitentwicklung

1, t) = C(t, to) [¥, o) (1.102)

bewegt. Insbesondere bleibt der Zustand vermoge der Zeitentwicklung ein reiner Zustand, und
die Normierung bleibt erhalten.

O

1.8 Formale Losung der Bewegungsgleichungen

Zum spéteren Gebrauch ist es niitzlich zu wissen, wie man die Zeitentwicklungsoperatoren formal
aus ihren Generatoren bestimmen kann. Betrachten wir als Beispiel die Bestimmung von A durch
Losung der Bewegungsgleichung (([C32).

Das Hauptproblem ergibt sich daraus, daf§ der selbstadjungierte Operator X(¢) von der Zeit
abhéngt, und diese Operatoren zu verschiedenen Zeiten nicht notwendig vertauschen. Deshalb
kénnen wir nicht einfach die Gleichung so 16sen, wie wir es von Differentialgleichungen gewohn-
licher Funktionen in C oder R her gewohnt sind.

Als erstes konnen wir unter Verwendung der Anfangsbedingung (C92) integrieren und erhalten
so die lineare Integralgleichung

¢
At to) =141 [ drX(7)A(T,t0). (1.103)
to
Diese Integralgleichung 148t sich formal durch die folgende Iteration lésen:
¢
An(t, t()) =1+4i X(’T)Anfl(T, to)dT, Ao(t, to) =1. (1104)
to

Die Losung der Gleichung sollte durch den formalen Limes n — oo bestimmt sein. Wir wollen
hier nicht auf die komplizierten Konvergenzfragen einer solchen Iteration eingehen.

Durch vollstdndige Induktion kann man leicht zeigen, daf§ die explizite Losung die Form

A(t,to) = > AM(t,ty) mit
k:to (1.105)
T1 Tk—1
A(k)(t,to) - / dT1 dTQ.../ diX(Tl)X(TQ)...X(Tk)
to to to

besitzt.
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to =19

to

» 7

%o ¢
Abbildung 1.1: Integrationsbereich in ([CI0G])

Diese Reihe 148t sich noch vereinfachen. Betrachten wir zunichst A 3.
t T1
/ dry [ dmX(m)X (7). (1.106)
to to

Der Integrationsbereich dieses Doppelintegrals ist das in Abb. [l gezeigte Dreieck in der 7 7o-
Ebene. Unter Anwendung des Theorems von Fubini kénnen wir die Integrationsreihenfolge ver-
tauschen

t t
A® = / dr / A X (19)X (11). (1.107)
to T1

Es zeigt sich, daf in (CI06) und ([CI07) die Operatoren stets so angeordnet sind, dafl die Opera-
toren zu spéteren Zeitpunkten weiter links zu stehen kommen. Fiir diese Anordnungsvorschrift
definieren wir den Zeitordnungsoperator T.. Damit schreibt sich dann die Summe aus ([CI06])

und ([CI07)

t t
2AP) (t,9) = 72/ dr | drX(r)X(1). (1.108)
to to
Diese Betrachtung laft sich fur alle Glieder der Reihe (CIOD) verallgemeinern:
1 t t
AW (¢ 1) = T [ dree | dnX(n) - X(7). (1.109)
. to to

Dies 148t sich durch vollstdndige Induktion wie folgt nachweisen: Angenommen die Behauptung
sei wahr fir kK = n — 1, d.h. wir kénnen ([CI0Y) auf die ersten n — 1 Integrationen, die A®
definieren, anwenden:

1

t 71
dnX(m)7Te dry--- dr, X (1) - - X(70). (1.110)
to to to

1
A (t, 1)) = ———

( ) 0) (’I’L — 1)|
Jetzt konnen wir die gleiche Rechnung, die wir fiir A®) ausgefithrt haben, auf das duflerste
Integral anwenden, und zwar jeweils mit jedem der inneren Integrale. Addieren wir alle moglichen
Paarungen einschliellich zum urspriinglichen Integral (CII0) und dividieren durch n ergibt sich
die Behauptung fiir k = n:

t

1 t
A (¢ tg) = oile ) dree | A, X (11) - - X(7). (1.111)
° 0 0
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Die Reihe (CIA) kann also formal durch

A(t,tg) = T.exp {i thX(T):| (1.112)

to
summiert werden. Genauso finden wir fiir den Operator C(t, %)

Clt 1) = Toexp [—i t dTY(T)] . (1.113)

to
1.9 Ein Beispiel: Das freie Teilchen

Nur in den einfachsten Féllen lassen sich die Zeitentwicklungsoperatoren explizit angeben. Ein
Beispiel, fir das dies gelingt, ist ein freies Teilchen. Der Einfachheit halber betrachten wir
nur die Bewegung in einer Raumrichtung. Die Observablenalgebra ist dann durch Orts- und
Impulsoperator definiert, die die Heisenbergkommutatorrelation

1

- [x,p]=1 (1.114)

i
erfiillen. Man kann sie am sichersten aus der Raumzeitsymmetrie begriinden, wonach p der Er-
zeuger von Raumzeittranslationen in Analogie zur klassischen Mechanik unter Anwendung des
Noethertheorems ist. Fiir eine genauere Herleitung der Vertauschungsrelation aus den Symme-
trieprinzipien sei wieder auf [Hee98| verwiesen.

Wir legen nun das Heisenbergbild der Zeitentwicklung zugrunde, welches im gegebenen Falle
besonders leicht zum Ziele fiihrt. In diesem Bild werden die Generatoren der Zeitentwicklung so
gewahlt, dafl C =1, also Y = 0 ist. Damit gilt X = H, wobei der Hamiltonoperator durch

2
p
H=_— 1.115
2m’ ( )
definiert ist. Dieses Bild zeichnet sich dadurch aus, dafl die kovariante (physikalische) Zeitablei-

tung mit der totalen mathematischen Zeitableitung der Operatoren iibereinstimmt.

Aus (LX) entnehmen wir die Zeitentwicklung der Observablen x und p:

‘3—‘;’ _ % p,H] =0, X % x,H] = 2. (1.116)
Dies ist den klassischen Bewegungsgleichungen weitestgehend analog, nur dafl wir hier Operato-
ren und nicht reelle Zahlen vorliegen haben. Da allerdings p nach der ersten Bewegungsgleichung
zeitlich konstant ist, ist die Losung der Operatorgleichung vollkommen analog zur Loésung im
klassischen Falle mit reellen Zahlen. Es treten nadmlich keine Operatorordnungsprobleme fiir
Operatoren zu verschiedenen Zeiten auf. Es ist also

p(0)

m

p(t) = p(0) = const, x(t) = x(0) + t. (1.117)

Dabei haben wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit den Anfangszeitpunkt tg = 0 gewéhlt.

Betrachten wir nun die Zeitentwicklung der Wellenfunktion, welche durch die Matrixelemente
des Zustandskets und eines vollstdndigen Satzes (verallgemeinerter) Eigenkets gegeben wird.
Es ist klar, daf3 die Zeitabhéngikeit von Matrixelementen bildunabhdngig ist. Hier benutzen wir
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zur Berechnung das Heisenbergbild. Die gesamte Zeitabhangigkeit kommt dann vom Eigenket
der gewihlten Basis, weil ja die Observablenoperatoren die volle Zeitabhéngigkeit tragen, wah-
rend die Zustandskets zeitlich konstant sind. Aus ([CII0) erhalten wir, abgesehen von einem
irrelevanten Phasenfaktor,

2
[p, ) = exp(iHt) |p,0) = exp (i;;t> p,0), (1.118)
m

und die Zeitentwicklung der Wellenfunktion ist einfach

2
. P
¥(p,t) = (p,t| ) = exp (—1%t> ¥(p,0). (1.119)
Dies kann durch einen linearen Integraloperator beschrieben werden
Ut = [ (pit[9.0) (.01 0) = [ AU (Eps0.5)0(0.0) (1.120)
—_——
U(t,p;0.p")

Aus ([CITD) erhalten wir

2

U(t,p,0,p") = exp <—izp—mt> é(p—1p). (1.121)

Es ist wichtig zu bemerken, dafl wie in diesem Beispiel offensichtlich, diese Propagatoren i.a.
Distributionen, keine Funktionen sind.

Als néchstes wollen wir den Propagator in der Ortsdarstellung berechnen. Dazu gibt es im
Prinzip zwei Ansitze: Zum einen kann man ([CIZ]) mittels einer Fouriertransformation in die
Ortsdarstellung umrechnen, zum anderen aber auch wieder direkt die Heisenbergdarstellung zur
Bestimmung des zeitabhangigen Eigenvektors verwenden:

x(t) |z, t) = (X(O) + %O)t) |z, t) = x|z, t) . (1.122)

Multiplizieren dieser Gleichung mit (z/,0| ergibt unter Verwendung der Ortsdarstellung des
Impulsoperators (x/,0|p(0)| 1) = —id(2'):

it
(' —z) (2, 0|z, t) = 1—(936/ (2,0 x,t). (1.123)
m
Diese Gleichung wird offensichtlich formal durch

U(t,2;0,2")" = (2/,0|x,t) = Nexp [—i%(m' - x)z] (1.124)

gelost. Zur Bestimmung des Normierungsfaktors ist die Anfangsbedingung
U(0,2;0,2") = 6(x — a') (1.125)
zu beriicksichtigen. Da die Zeitentwicklung unitér ist, &ndert sich das Normierungsintegral nicht:

/dx'U(O,x;t,x') = 1. (1.126)
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Um dieses Integral unter Verwendung von ([LCTZ4]) zu berechnen, miissen wir es zunéchst regulari-
sieren, um die Distribution als schwachen Limes einer integrierbaren Funktion zu erhalten. Dies
kann einfach durch die Analytische Fortsetzung der Funktion zu komplexen Zeiten ¢ — ¢ — ie
mit € > 0 erreicht werden. Nachdem das Integral berechnet und N bestimmt wurde, ist dann
der Limes t — 0™ zu nehmen. Die einfache Rechnung sei dem Leser iiberlassen. Das endgiiltige

Resultat lautet: .
o mi mo,
U(t,z;0,2") = g OXP [ io; (' —x) ] . (1.127)

Auch bei der alternativen Rechnung als Fouriertransformierte der Impulsdarstellung ([LCIZTI)
bedient man sich selbstversténdlich mit Gewinn derselben Regularisierung.

Eine dritte Moglichkeit ist, dafl wir von einer Darstellung, in der auch die Zeit fouriertrans-
formiert (die konjugierte Variable ist hier die Frequenz w) wird, ausgehen und den Propagator
direkt als Greensche Funktion der zeitabhéngigen freien Schrédingergleichung bestimmen. Hier
kommt die Problematik mit den Distributionen durch die Frage, wie das Fourierintegral zur ,,Zu-
riickrechnung” in den Zeitbereich zu definieren ist, ins Spiel, weil charakteristischerweise Pole auf
der reellen w-Achse auftauchen. Hierbei wird diese Frage eindeutig dadurch gelost, dal U kausal
sein muf, also nur Zeiten < t in die Berechnung der Wellenfunktion zur Zeit ¢ eingehen diirfen. In
dem jetzigen Falle der nichtrelativistischen Quantentheorie ergibt dies Randbedingungen (bzw.
»in-Vorschriften”), die zur retardierten Greenschen Funktion fithren.

Wir werden auf diese Rechnungen im Rahmen der feldtheoretischen Beschreibung, zu der wir
im tibernéchsten Kapitel ibergehen werden, weil sie die natiirliche Grundlage zur Beschreibung
von Vielteilchensystemen ist und zudem auch auf den relativistischen Fall verallgemeinerbar ist,
noch ausfiihrlich zu sprechen kommen.

Bemerkung: Die Schrédingergleichung ist eine partielle Differentialgleichung, die die Zeitent-
wicklung der Wellenfunktion fiir ein (nichtrelativistisches) Teilchen beschreibt. Diese Gleichung
ist bildunabhdngig, d.h. sie 1a8t sich in jedem Bild der Zeitentwicklung herleiten.

Betrachten wir als Beispiel die Schrodingergleichung der Wellenfunktion in der Ortsdarstellung
in einem beliebigen Bild der Zeitentwicklung. Die Ortseigenvektoren sind zeitabhéngig, da sich
gemaf ([CI3) der Ortsoperator geméaf

x(t) = A(t, to)x(to) AT (¢, to) (1.128)

bewegt (wobei wir benutzt haben, daf x nicht explizit zeitabhéingig ist, sondern nur durch diese
unitire Ahnlichkeitstransformation zeitabhiingig ist). Damit folgt

x(t) |z, t) = x|z, t) = |z, t) = A(t, to) |z, to) . (1.129)
Verwenden wir nun ([CI02) zur Zeitentwicklung der Zustandskets, folgt
Wt @) = (@t t) = (2,t0 |AT (2, t0)C(t,10)| 1) (1.130)
Bilden wir nun die Zeitableitung, folgt wegen ([CIZ) und (L34
i0p(t, x) = <m,to ‘AT(t,to)[X(t) + Y(t)]C(t,to)‘ 1/1,t0> (1.131)
Verwenden wir nun X +Y = H, (CIZ9) und (IO, folgt sogleich
10p)(t, ) = (z,t |[H(t)| ¥, t) . (1.132)
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Fiir das freie Teilchen ergibt sich wegen p(t) |x,t) = 10, |z,t) (iibrigens ist dies eine ebenfalls
bildunabhéngige Gleichung) damit die Schrodingergleichung des freien Teilchens:

(L, ) — —%Qﬁqb(t,x). (1.133)

1.10 Quantenstatistik

Jetzt gehen wir zur Quantenstatistik, dem eigentlichen Gegenstand dieses Artikels, iiber. Wir
werden hier genau darstellen, wie wir die in den vorigen Abschnitten gegebenen mathematischen
Grundlagen der Statistik und der Informationstheorie auf die Quantentheorie eines Systems,
dessen exakter quantenmechanischer Zustand [|¢)] zur Anfangszeit nicht bekannt ist, aufgrund
eventuell vorhandener Information mit Hilfe des Jaynesschen Prinzips des geringsten Vorurteils
statistisch beschreiben kénnen.

Wir miissen dazu natiirlich zunéchst erst einmal definieren, wie die ,Zufallsexperimente” in
der Quantentheorie iiberhaupt beschrieben werden kénnen. In der Quantenwelt sind allerdings
verschiedene Arten statistischer Beschreibung zu unterscheiden. Die eine beruht auf dem grund-
legend indeterministischen Charakter der Quantentheorie. Sie wurde oben bereits beschrieben:
Selbst wenn wir den Zustand [|1)] des Systems exakt kennen, konnen wir i.a. nicht vorhersagen,
welchen Mefiwert o einer Observablen O wir finden werden. Vielmehr sind die Wahrscheinlich-
keiten fur das Vorfinden eines bestimmten Wertes fir die Observable O durch (LX) bestimmt.

1.11 Gemische und statistische Operatoren

Die Quantenstatistik beschéftigt sich jedoch mit der Frage, wie wir Systeme beschreiben kon-
nen, von denen der Zustand nicht exakt bekannt ist. Wir kénnen uns etwa vorstellen, daf ein
Ensemble des Systems vorliegt, das aus verschiedenen voneinander unabhdngigen Quellen Q);
(j € {1,...,n} stammt, von denen jede das System in einem exakt bekannten Zustand [[1);)]
liefert. Die relativen Intensitdten der jeweiligen Quellen seien mit A; bezeichnet. Man spricht
in einem solchen Falle von Préparation eines Ensembles oft von einem Gemisch und bezeichnet
den dabei praparierten Zustand entsprechend als gemischten Zustandl.

Es ist zwar 2?21 Aj = 1, aber wichtig zu bemerken, da$ die \; i.a. nicht die Wahrscheinlichkeiten
sind, ein System aus dem Ensemble im Zustand [|¢),;] zu finden, denn die [1)); miissen nicht or-
thogonal sein, und P{[|¥),;]}jeq1,....ny kann dann keine Ereignisalgebra mit Q@ = {[[¢j)]}jeq1,...n)
als Ergebnismenge bilden, weil sich die Zustdnde eben nicht gegenseitig ausschlieflen, wenn die
|4;) nicht orthogonal zueinander sind.

Jetzt betrachten wir einen beliebigen Zustand [|¢)] und fragen nach der Wahrscheinlichkeit,
einen aus dem Gemisch entnommenen Vertreter des Systems in diesem Zustand anzutreffen. Die
dazugehérige Observable ist O = |$) (6]. Wegen O = O? sind die méglichen Eigenwerte 0 und 1.
Wird der Eigenwert 1 gemessen, ist das System im Zustand [|¢)] gefunden worden, andernfalls
nicht.

Wir wissen, daf sich der Vertreter des Gemischs in einem der Zusténde [[1);)] befindet. Ist das
der Fall, ist gemdfl (CXI) die Wahrscheinlichkeit, dafi das System im Zustand [|¢)] gefunden

!Dieser Abschnitt verdankt einer Diskussion in der Newsgroup de.sci.physik viele Anregungen. Besonders
danken méchte ich in diesem Zusammenhang Norbert Dragon, Roland Franzius und Ilja Schmelzer
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wird, p(1) = [{#]1;) |?, wobei wir annehmen, daf§ die beteiligten Zustandskets normiert sind.
Entsprechend der Anteile der Systeme in dem Gemisch liegt es nahe, die Wahrscheinlichkeit,
daB [|¢)] festgestellt wird, mit

n

=3 610) %w:w(imew)@ (1.134)

anzunehmen. Man bezeichnet den in Klammern stehenden Operator als

R =30 ) (0] (1.135)

=1

als den zu dem préparierten Gemisch gehorigen statistischen Operator des Systems. Damit 145t

sich (CT34) durch
p(llo)) = (¢ |R| ) (1.136)

ausdriicken.

Die Eigenschaften des Dichteoperators sind schnell geklart: Es ist offenbar ein hermitescher
Operator. Wegen \; > 0 ist

p([l#)]) = 0, (1.137)

der statistische Operator also positiv semidefinit.

Jetzt konnen wir auch den Erwartungswert einer an den Konstituenten des Gemisches gemesse-
nen Observablen O angeben:

- i oxp([|0, k)]) = i 0x {0,k |R| O, k) = i (0,k|RO| 0, k) := Tr(RO). (1.138)
n=1

n=1

Dabei ist {|O,k)}ren., das vollstindige Orthonormalsystem aus Eigenvektoren von O. Wir
beschranken uns dabei auf den Fall eines diskreten Spektrums. Fiir kontinuierliche Spektren
sind die verallgemeinerten Eigenvektoren und die Summen durch die entsprechenden Integrale
zu ersetzen.

Die Spur eines Operators ist nun aber unabhéngig vom gewéhlten vollstdndigen Orthogonal-
system immer durch die Summe der Diagonalelemente des entsprechenden Operators gegeben.
Mogen dazu |¢g) und |¢) zwei beliebige vollstandige Orthonormalsysteme bilden. Dann ist fiir
einen Operator A

Skl Alry = > (W] d) (00 |A] dm) (Sm | k)
k=1 k,l,m=1
(1.139)

= Y O (DAl dm) =D (G |Al ).
=1

I,m=1
Wir kommen nun zu der Frage, wie im Rahmen der Quantentheorie Zufallsexperimente im Sinne
der im Abschnitt 1 besprochenen mathematischen Statistik zu formalisieren sind.

Es ist klar, da8 der Fall, daf das System in einem reinen Zustand [|¢)] prapariert wurde, wie er
in (Q1) postuliert wurde, unter dieses allgemeinere Schema fallt. Es ist der statistische Operator
dann durch

= [¥) (| (1.140)
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gegeben.

Ein Zufallsexperiment an einem Quantensystem ist stets die Messung einer oder die simulta-
ne Messung mehrerer Observabler. Das ergibt nur dann einen Sinn, wenn im letzteren Falle
die Observablen miteinander vertrédglich sind. Im maximalen Falle, kann ein vollstdndiger Satz
miteinander kompatibler Observabler gemessen werden.

Jetzt sind wir in der Lage, Zufallsexperimente an Quantensystemen eindeutig zu formalisie-
ren: Die Ergebnismenge ) fir dieses Zufallsexperiment sind die moglichen Mefiwerte der Ob-
servablen O, also die Werte im Spektrum des dazugehorigen selbstadjungierten Operators O:
) = Spec(O) C R. Im folgenden gehen wir der Einfachheit von einem diskreten Spektrum
aus. Die Verallgemeinerung auf kontinuierliche Spektren ist wieder in der iiblichen Weise zu
vollziehen.

Die Ereignisalgebra ist dann die Potenzmenge E = PS).

Jetzt miissen wir nur die Wahrscheinlichkeiten fiir die Elementarereignisse bestimmen. Ist das
Ensemble wie oben beschrieben in dem durch R beschriebenen Gemisch préipariert, dann ist
nach (CT36) die Wahrscheinlichkeit, ein aus ihm herausgegriffenes System im Zustand [[(0;), k)]
anzutreffen ((0;), k|R|(0;), k). Dabei werden die den Eigenraum Eig[(Oj), (0j)] aufspannenden
simultanen Eigenvektoren |(0;), k) der Operatoren (Oj) orthonormiert gewéhlt. Dann schlieSen
sich die Ereignisse {(0;)} ndmlich gegenseitig aus, und es gilt fir die Wahrscheinlichkeit, die
simultanen Eigenwerte (0j) zu messen:

pl(o))] =D _((0j),k|R|(0), k). (1.141)
k
Das 148t sich mit Hilfe des Projektors

Pl(0,)] = >_|(0), k) ((0)), k] (1.142)

k

auf den Eigenraum Eig[(Oj), (0j)] in der Form
pl(oj)] = Tr(RP[(0;)]) (1.143)

schreiben.

Der Projektor P(o;) ist unabhéingig von der Wahl der Basis des Eigenraums. Sei némlich
|(0;)', k") eine andere Basis, dann gilt

D 10) K (o)) K = D7 105) k1) ((0), k| (05) k) ((05) K| (05), ka2 ) {(05), Kol
=

k17k27k/

= D (o), k1) {(0)), k1 | (05), k2) ((05), ko

k1,k2 5(kn ko)

=>"1(0)), k1) {(05), k1| := P[(0;)].
k1

(1.144)

Dabei haben wir in der ersten Zeile beim Kinschieben der Zerlegung der 1 durch das VONS
{1(07), k) }(0;),x ausgenutzt, dafl die Eigenrdume zu verschiedenen simultanen Eigenwerten (o;)
orthogonal aufeinander stehen. Das gleiche wurde beim Ubergang zur zweiten Zeile beachtet,
wo fir den einen Eigenraum die neue Basis statt der alten benutzt wurde.
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Schliefllich miissen wir noch zeigen, dafi das sichere Ereignis €2 die Wahrscheinlichkeit 1 besitzt:

> Plloj)] =1=
(05)
> opllop)] = TrR =3 A (wy|n) (n|wn) =D A = 1.

(05) n,k k

(1.145)

Aus der Definition ([CI34) des statistischen Operators und (CII) geht unmittelbar hervor, dafl
der statistische Operator kovariant konstant ist, also

R:%[R,H] + AR =0 (1.146)

ist. Die mathematische Zeitentwicklung ist gemi (CI0Z) durch die unitdre Ahnlichkeitstrans-
formation

R(t) = C(t, t0)R(to)CT(t, to) (1.147)
gegeben.

Aus ([CT40) 148t sich unmittelbar die wichtige Folgerung ablesen, daf der statistische Operator
genau dann nicht explizit von der Zeit abhéngt, wenn er eine Funktion der Erhaltungsgrifien
des Systems ist, also mit dem Hamiltonoperator H kommutiert. Ein solcher Operator beschreibt
ein statistisch statisches System. Man sagt auch, solch ein System befinde sich im Gleichgewicht.
Wir werden unten sehen, daf} sich daraus die vollstandige Gleichgewichtsthermodynamik ableiten

laBt.

Zusammenfassend haben wir also folgende Beschreibung von quantenstatistischen Ensembles
(Gemischen) gefunden

(S1) Ein Ensemble von voneinander unabhéngigen gleich préparierten Quantensystemen (Ge-
misch) wird durch einen statistischen Operator R beschrieben.

(S2) Der statistische Operator ist selbstadjungiert und positiv semidefinit mit Tr R = 1.

(S3) Ein Zufallsexperiment an dem System ist durch die Messung einer oder mehrerer kompa-
tibler Observabler (O;) definiert. Die Wahrscheinlichkeit, die simultanen Eigenwerte (o;)
zu messen, ist p[(o;)] = Tr{P[(01)]R.

(S4) Der Erwartungswert einer beliebigen Observablen O ist (O) = Tr(OR).

1.12 Die Entropie und das Jaynessche Prinzip

In den seltensten Féllen ist uns das Gemisch in der eben beschriebenen Weise durch Praparation
als Gemisch aus Quellen von Systemen exakt bekannter Zusténde [[1;)] gegeben. Die vollstan-
dige Kenntnis des Zustandes eines Systems erfordert ja die Messung eines vollstdndigen Satzes
kompatibler Observablen. Nehmen wir etwa den Fall an, dafl wir ein Mol eines Gases aus spinlo-
sen Teilchen vorliegen haben. Dann miifiten wir etwa die Orte von ~ 10%* Teilchen bestimmen.
Das ist praktisch unméglich. Man wird zum Anfangszeitpunkt vielmehr die Mittelwerte eini-
ger weniger globaler Systemparameter bestimmen, z.B. die Gesamtenergie und -impuls oder die
makroskopische Teilchendichteverteilung etc. Dann kennen wir weder den reinen Zustand des
Systems noch den Dichteoperator, der ein Ensemble aus solcherart gleich praparierten Systemen
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statistisch beschreibt. Vielmehr mufl der Dichteoperator aufgrund der vorliegenden Information
geschétzt werden. Wir wollen uns wieder des Jaynesschen Prinzips des geringsten Vorurteils
bedienen, um diese Schitzung vorzunehmen.

Die Entropie entnehmen wir direkt der Definition (C73). Dazu schreiben wir R in seinem Ei-
gensystem |R,n). Da R selbstadjungiert und positiv definit ist, gilt

n=1

wobei nun im Gegensatz zu (CI34) die p, > 0 die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der
Zustande [|R,n)] sind. Da die Eigenvektoren orthogonal aufeinander stehen, spezifizieren sie
einander ausschliefende Ereignisse, und wir konnen das Mafs fiir die fehlende Information durch

(CZA) definieren.
IR]=— an Inp, := S[R/]. (1.149)

n=1
Jetzt schreiben wir fiir dieses Shannonsche Unkenntnismafl S, denn wie wir bald sehen werden,
stimmt es mit der thermodynamischen Entropie iiberein.

Sie 1483t sich unabhéngig von der Eigenbasis von R offensichtlich zu
SR]=—(InR)=-Tr(RInR) (1.150)

bestimmen. Dies stimmt mit der Definition der Entropie, die zuerst John von Neumann for-
muliert hat, iiberein. Nun kénnen wir das Jaynessche Prinzip des geringsten Vorurteils fir die
Quantenstatistik formulieren: Der statistische Operator des Systems wird so bestimmt, dafl die
von Neumann-Entropie (LIAW) unter den gegebenen Informationen mazimal wird.

Seien nun die Erwartungswerte von Observablen Oy mit k € {1,...,n} als einzige Information
iiber das System gegeben. Dabei spielt es keine Rolle, ob die Observablen O miteinander ver-
traglich sind oder nicht, denn nicht miteinander vertrégliche Observablen kénnen ja nur nicht
simultan definierte scharfe Werte haben, es kann aber durchaus sein, daf§ die Erwartungswerte
der Observablen fiir ein Ensemble von Systemen simultan bekannt sind.

Wir miissen also den statistischen Operator R von allen mdoglichen statistischen Operatoren
finden, der die von Neumann-Entropie (CIZ0) unter den Nebenbedingungen

O, = (Op) = Tre(RO), TrR = 1 (1.151)

maximal macht. Dabei haben wir die selbstverstdndliche Normierungsbedingung mit unter die
Nebenbedingungen aufgenommen.

Dieses Problem kann nun aber wie jedes Extremwertproblem mit Nebenbedingungen gelost
werden. Statt die von Neumann-Entropie unter den Nebenbedingungen zu maximieren, suchen
wir einfach den stationdren Punkt des Funktionals

SR, QN =—Tr

R <lnR+Z)\kOk+Q— 1)] (1.152)
k=1

Dabei sind die A und 2 —1 sogenannte Lagrangeparameter zur Erfiillung der Nebenbedingungen
(CI=D). Wir brauchen nun nur das Funktional (LI5Z)) ohne Nebenbedingungen zu maximieren
und kénnen dann die Lagrangemeter so bestimmen, dafl die Nebenbedingungen erfiillt sind.
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Das liefert

SR, Q, N\ = —Tr [5R (lnR + Z MO + Q)] . (1.153)
k=1

Da R beliebig variiert werden darf, mufy die innere Klammer fiir sich verschwinden, so daf}

sogleich

n
R = exp (—m -y Ak0k> (1.154)
k=1

resultiert. Wir werden weiter unten zeigen, dafl dies wirklich der eindeutig bestimmte statisti-
sche Operator ist, der das Jaynessche Prinzip erfiillt, vorausgesetzt die Bedingungen ([CIRTI)
sind iiberhaupt miteinander vertréglich, d.h. sie widersprechen einander nicht, und es existieren
reelle Lagrangeparameter derart, dal (LI04]) die Nebenbedingungen ([LIR]]) erfillt. Die Lagran-
geparameter miissen nédmlich reell sein, damit R selbstadjungiert ist. Dann ist er aber auch
zwangslaufig positiv definit. Wir stellen weiter fest, dal die (verallgemeinerten) Eigenvektoren
von ([CIR4) die (verallgemeinerten) Eigenvektoren des Operators

Q= zn: A Ok (1.155)
k=1

sind.

Besonders wichtig fiir das folgende wird der Lagrangeparameter {2 sein, welcher sich aus der
Bedingung TrR =1 zu

Z =expQ="Tr lexp <— Z Ak0k>] (1.156)
k=1

bestimmt. Man nennt Z die Zustandssumme. Wir werden weiter unten zeigen, dafl auch bei
nicht miteinander kommutierenden Operatoren Oy der Erwartungswert durch die ,naiverweise”

geltende Formel
10z 09

(Ok) := O = Tr[OkR] = ~ e = T

(1.157)

berechnet werden kann.

1.13 Beispiel: Ort und Impuls

Als ein weiteres Beispiel wollen wir nach dem Jaynesschen Prinzip den statistischen Operator
bestimmen, der zur Kenntnis des mittleren Ortes und des mittleren Impulses eines Teilchens
und deren Standardabweichungen gehort. Die Operatoren Oy in ([CIRI) sind in diesem Falle
also durch

O,=x,0,=p, 03=x>—272 0y=p°> - P mit Z = (), Z=(p) (1.158)

gegeben. Dies kénnen wir unmittelbar in (LI24)) einsetzen. Ohne Beschréankung der Allgemein-
heit kénnen wir den statistischen Operator maximaler Unkenntnis bei gegebener Information
([CI5Y) wie folgt parametrisieren:

)\ 2 )\2

R = exp(~Q) exp |~ 5 (x = 20)* = T (P — p0)°| - (1.159)
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Dabei ersetzen xg, pg, A1 und A2 die Lagrangeparameter in (CIR]).
Wir kénnen dieses Problem analytisch 16sen, denn die Operatoren
E=x—1z9, T=P—Po (1.160)

erfiillen die Kommutatorrelationen der Heisenbergalgebra
1
-7 =1 (1.161)
i
Der statistische Operator schreibt sich in diesen Koordinaten wie folgt:
A A
R = exp(—Q)exp (—7152 - 727r2> . (1.162)

Das Argument der Exponentialfunktion sieht formal aus wie der negative Hamiltonoperator
eines harmonischen Oszillators, und die Losung des dazugehorigen Eigenwertproblems kann in
jedem elementaren Lehrbuch der Quantentheorie gefunden werden:

Dazu definieren wir den Vernichtungsoperator fiir ein Oszillatorquant:

1

1
= (AiA 1/4< T — > 1.163
R WO ARG i (1169
Die Heisenbergalgebra ([CIG1) liefert die Kommutatorrelation
af,a] =1. (1.164)

Mit Hilfe dieser Relation finden wir das Eigensystem des Hamiltonoperators als das Eigensystem
des Oszillatorquantenzahloperators:

n=a'a, n[n) =n|n) mit n e N:={0,1,2,...}. (1.165)

Diese Eigenvektoren konnen aus dem ,Vakuumzustand” |0) durch sukzessive Anwendung des
Erzeugungsoperators gemés

al n) =vn+1|n+1) (1.166)

gebildet werden. Dabei haben wir eine fir die Physik unerhebliche Phase willkiirlich so gewéhlt,
daB der Koeffizient in (ICIBH]) reell ist. Die Vertauschungsregel (ICIGH) ergibt wegen afa |n) = 0

al0) =0, aln) =+v/n|n—1) fiir n € No. (1.167)
Der statistische Operator kann dann in der Form

R = exp(—) exp [—m (n + %)] (1.168)

Die Zustandssumme kann leicht mit Hilfe der vollstindigen Orthonormalbasis {|n)}nen, be-
rechnet werden:

2

1 —exp(=vA1he)

exp (—/2%2)

7Z = exp(Q)) = exp (— )\1)\2> i exp(—nyv A1) =
n=0

2
, (1.169)

a 2sinh< >‘21 2).

5
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Es ist klar, dafl die Zustandssumme nur existiert, wenn A1, Ao > 0 sind. Die Existenz der Zu-
standssumme ist aber notwendig, damit Tr R = 1 erfiillt werden kann, so dafl diese Einschran-
kung an die Lagrangeparameter hier Voraussetzung fiir die Existenz des statistischen Operators
minimaler Unschérfe ist.

Die Zustandssumme héngt nicht explizit von x¢ und py ab. Man rechnet jedoch sofort direkt
nach, daf}

() =TréR =0, (r) =TraR =0 (1.170)

und folglich
() = TrxR =z, (p) = TrpR = po. (1.171)

Die Lagrangeparameter o und pg sind also direkt die Erwartungswerte (z) bzw. (p).

Die Standardabweichungen berechnen sich demnach nach ([CIRT) als Ableitungen von Z

20Z |\ VAL
2 2 _ 1 112
<5 > = Av Z O\ I, O ( 2 ) ’

(1.172)
2 0Z [ A VALA
2\ _ 2_ 4~ Ye | A2 172
<7T>—Ap— Z 4)\1coth< 5 )
Es ist also stets
AzAp = %cothQ ( Y A21)‘2> >1/2, (1.173)

was besagt, dafl es keinen statistischen Operator gibt, der das Jaynesschen Prinzip erfiillt und
die Heisenbergsche Unschdrferelation verletzt. In der Tat folgt aus der Unschérferelation fiir
reine Zustdnde, wie sie in [Hee98] bewiesen wurde sofort, dafl selbstverstédndlich auch in einem
Gemisch die Unschérferelation nicht verletzt werden kann.

1.14 Anhang: Beweis zweier wichtiger Theoreme

In diesem Anhang zum gegenwértigen Kapitel wollen wir zwei wichtige Theoreme beweisen.
Theorem 2 (Eindeutigkeit des statistischen Operators). Sei {O;} cqi,.. n} eine Menge von
nicht notwendig kompatiblen Operatoren. Dann ist der statistische Operator
n
R =exp(—Q— > );0;) (1.174)
j=1

der einzige, der die Nebenbedingungen

<O>j = 0j (1.175)

erfillt und die von Neumann-Entropie
Slp] = —(lnp) = =Tr(plnp) (1.176)
maximiert, vorausgesetzt es existiert ein Satz von Lagrangeparametern \;j mit j € {1,...,n}, so

daf$ die Nebenbedingungen (LIZ3) erfillt sind.
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Beweis. Sei p ein beliebiger statistischer Operator, welcher die Nebenbedingungen (ICIZH) er-
fillt. wir wollen zeigen, dafl

Slp] — S[R] < 0. (1.177)

Dazu zeigen wir zunéchst
VreRsg: nz>z—lundz—1=hzrsxr=1. (1.178)

Dazu miissen wir lediglich die Funktion f : Rsg — R mit f(z) = x — 1 — Inz diskutieren: Die
Ableitung dieser Funktion ist f’(x) = 1 — 1/x. Diese ist strikt monoton fallend und hat als
einzige Nullstelle z = 1. Also hat f ein globales Minimum bei x = 1. Wegen f(1) = 0 folgt die

Behauptung (CITTF]).
Mit Hilfe der Eigenbasis von R folgt

Tr[RInR| = ZR (ZAjogn ):—Q—ZAJ@
J

p (—Q - ZAjoj)

Dabei haben wir die Tatsache benutzt, dal nach Voraussetzung p und R beide die Nebenbe-
dingungen ([CI7H) erfiillen, wobei wir bei letzterem annehmen miissen, dafl ein entsprechender
Satz Lagrangeparameter \; existiert.

(1.179)

=-—Tr =Tr(plnR)

Jetzt benutzen wir die Eigenbasis {|a)}oen des statistischen Operators p:

Slel = SIR] = - paln (=22 ) < 300 = Raa) = 0 (1.180)

«

Dabei wurde die Ungleichung (CIZX) und Trp = TrR = 1 benutzt. Benutzen wir nun die
Aquivalenzrelation in ([CIZX) ergibt sich, da8 S[p] = S[R] zu p = R équivalent ist und daf} alle
anderen p eine kleinere von Neumann-Entropie als R besitzen. U

Theorem 3 (Ableitung von Exponentialfunktionen). Sei Y : D — Hom(.%¢), wobei D eine
offene Teilmenge von R ist. Dann definieren wir

- Y(a+Aa)—Y(a
onY(a) = fim, S

; (1.181)

falls der Limes ezistiert. Dann heifit Y in a differenzierbar und (LIZ1) die Ableitung.
Wenn dies der Fall ist, dann ist auch der Operator exp[Y (a)| differenzierbar, und es gilt

Oq explY (a)] = exp[Y (a)] /01 d7 exp[—7Y ()]0, Y (a) exp[TY (a)]. (1.182)

Beweis. Sei X : D — Hom() (wobei D C R offen sei) und X(t) = Xy (t) + Xa(t). Weiter
definieren wir die Operatoren U und U; mit (j € {1,2}) durch die Anfangswertprobleme
9 U(t,to) = X()U(t, to), Ulto,to) = 1;
) tO

0y U, (t, to) = X, (1)U, (t, o), Uj(to,to) = 1 (1.183)
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Diese kénnen genauso gelést werden wie in Abschnitt 2.2 fiir die Zeitentwicklungsoperatoren
gezeigt. Ein weiterer Operator V sei wie folgt festgelegt:

V(t, to) = Up(t, to) + tdt’U(t,t’)Xg(t’)Ul(t,to). (1.184)

to
Leiten wir dies nach ¢ ab und verwenden ([CIX3)) sowie U(¢,t) = 1 fiir t € D, so folgt
BV (t o) = X(H)V (¢, to). (1.185)

Aus ([CIX3) ersehen wir sofort, dafl V(to,tp) = 1. Also ist V = U, und somit gilt die Identitét

U(t, tg) = Ui (t, to) + t dt'U(t, )Xo () U1 (t, to). (1.186)

to

Angewandt auf den Fall, dafl X; und X5 zeitunabhéngig sind, ergibt sich

exp[(t — to)X] = expl(t — t9)X1] + tt dt’ exp[(t — ) X]Xg exp[(t' — t9)X1]. (1.187)

Fir tg =0 und ¢t = 1 ist also
1
exp[X1 + Xa] = exp[X;y]| + exp(X)/ drexp[T(X1 + X2)| X2 exp(7X1). (1.188)
0

Wihlen wir schlielich X; = Y (a) und Xy = Aad, Y (a) ergibt sich daraus fiir Aa — 0 sogleich
die Behauptung. O

Theorem 4 (Berechnung von Erwartungswerten). Die Zustandssumme fir einen statistischen
Operator, der unter den Nebenbedingungen (LIZ3) das Jaynessche Prinzip erfillt, ist durch

Z =exp§) =Trexp (— Z )\jOj) (1.189)
j=1

definiert.

Die Erwartungswerte der Observablen O; lassen sich dann als Ableitung von Z nach den La-
grangeparametern berechnen:

107 o
Oj)=—F7—=—7—. 1.190
Beweis. Unter Verwendung von
Y=-) NOjanda= X\ mit k=1,...,n (1.191)

J=1

in (CIXZ) ergibt sich

1 n
/ drexp |:—T Z 2;0;
0

j=1

Ok exp |:T Z )\jOj
j=1

= —exXp |:— Z )\jOj
7j=1

8 n
8)\keXp{ Jz::l Y]

(1.192)
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1.14 - Anhang: Beweis zweier wichtiger Theoreme

Existiert nun die Spur iiber das Produkt zweier Operatoren X und Y, so gilt
Tr(XY) = Tr(YX). (1.193)

Dies ist unmittelbar einsichtig, wenn man die Spur mit Hilfe eines beliebigen VONS {|n) }nen.,
bildet:

Tr(XY) = i (ny |X]|ng) (na[Y|n1) = i (na [Y]n1) (n1 |X|ne) = Tr(YX). (1.194)

ni,ne=1 ni,ne=1

Nehmen wir also die Spur von ([CI92), kénnen wir den ganz rechts stehenden Exponentialope-
rator nach links tauschen. Wegen

[X,Y]=0=exp(X+7Y) = exp(X),exp(Y) (1.195)

was ganz analog wie bei der Exponentialfunktion fiir komplexe Zahlen aus der definierenden
Potenzreihe bewiesen werden kann, wird das Integral trivial, und wir finden

iexp —Z)\joj Oy exp Z)\jOj
Ok, st

j=1
Jetzt miissen wir lediglich noch voraussetzen, daf§ die Spurbildung mit der Ableitung vertauscht
werden kann. Dies erfordert, dafl die die Spur definierende Formel

Tr =—Tr . (1.196)

0, Tr X (a) = 0, Z (n|X(a)|n) (1.197)

gliedweise abgeleitet werden darf, d.h. daB} die Reihe in einer Umgebung von a gleichméfig
konvergiert und an wenigstens einer Stelle die Reihe, die durch gliedweise Differentiation der
urspriinglichen Reihe hervorgeht, konvergiert. Wir gehen auf die genauen Forderungen an den
Operator X nicht ein. O
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Kapitel 2

Thermodynamisches Gleichgewicht

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst allgemeine Aspekte des thermodynamischen Gleichge-
wichts betrachten und dann ideale Gase behandeln, wobei wir besonderes Augenmerk auf den
thermodynamischen Limes haben werden.

2.1 Adiabatische Anderungen im thermodynamischen Gleich-
gewicht

Wir zeigen zuerst das Adiabatentheorem, welches uns gestatten wird, aus der Gleichgwichtsquan-
tenstatistik die Hauptsatze der phanomenologischen Thermodynamik herzuleiten:

Theorem 5. Der Hamiltonoperator H(x) eines Quantensystems sei von einem externen reellen
Parameter x abhc’ingz'gﬂ. Wir nehmen weiter an, das Spektrum des Hamiltonoperators sei nicht
entartet.

Nun mdége sich der Parameter mit der Zeit wie folgt dndern:

X = X1+ 20w = ). 21)

Im Grenzfall ,unendlich langsamer Anderung”, also fiir 7 — oo geht dann eine erhaltene Ob-
servable O(x1) durch die Zeitentwicklung in eine erhaltene Observable xo tiber.

Beweis. Wir rechnen im folgenden im Heisenbergbild, so daf§ von eventueller expliziter Zeit-
abhangigkeit abgesehen nur die Observablen-Operatoren zeitabhédngig sind, die Zustédnde sind
zeitunabhéngig. Die Eigenzustdnde des Hamiltonoperators |«, ) sind allerdings zeitabhéngig
durch die vermoge () eingebrachte explizite Zeitabhéngigkeit des externen Parameters x. Die
Eigenwertgleichung fiir den Hamiltonoperator schreiben wir wie folgt:

H(x) |, x) = Ea(X) o, x) - (2.2)

Die Bewegungsgleichung im Heisenbergbild ist

X2 — X1 O >

.d B
—ig lo, x) = H(x) |ax) —1i oy X (2.3)

!Das kann eine duBeres Feld oder Parameter wie das Volumen, in das ein Gas eingesperrt wird, sein.
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Kapitel 2 - Thermodynamisches Gleichgewicht

woraus sich die Schrodingergleichung in der Energiedarstellung

X2 —x1 0
Ix

1%t x |4 = (@ x [H(O ) +

& (x| 9. (24)

ergibt. Unter Verwendung des Operators

G(x)=12(%\a7x) 0.x] = X0 Xra,x> (2.5)

«

finden wir q
. — X
i (o x 1) = Ea(x) (o x| ¥) = lzaw (o x|¥) (2:6)
mit dem Matrixelement
Gaa (X) = (a, x |G(X)| &', X) - (2.7)
Definieren wir jetzt
¢
(x4} =exp |1 [ (e 0ult) (28)
und substituieren dies in () unter Verwendung von
t , , T x(t)
| v EL ) = [ B (29)
0 X2 — X1 Jxa

ergibt nach einigen einfachen Umformungen

doa ) X2 — X1 ir /x(t)
i = G () X Ax[Ea(x) — Eu 2.10
n - %: (o) exp | ——~ X[Ea(x) x)] (2.10)
Nun definieren wir die Phase der Energieeigenvektoren wie folgt um:
o, x) = explioa ()] o, x) - (2.11)
Dann wird G geméa8 (1)) zu
doa(x
&0 = G- 3 fand Y jay (212)
also don(x)
OalX
GIaa(X) = <O/’X ‘G(X)‘ O/,X> - T (213)

Das bedeutet, dal wir durch geeignete Wahl der Phasen o, die Diagonalelemente von G zum
Verschwinden bringen kénnen. Wir nehmen 0.B.d.A. im folgenden an, dies sei bereits fiir G der
Fall.

Integrieren wir ([ZI0) bzgl. der Zeit, erhalten wir

)
i[6(7) — 0a(0)] = Xlz/ G e (X) o X /X dy[Ea(x) — Eu]| . (2.14)

X2 — X1

Wegen unserer Phasenwahl ist G = 0 fiir alle @ und folglich tauchen in [ZI) nur nichtver-
schwindende Energiedifferenzen auf, weil wir angenommen haben, der Hamiltonoperator besitze
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2.2 - Phdinomenologische Thermodynamik

ein nicht ausgeartetes Spektrum. Das Integral im Argument der Exponentialfunktion oszilliert
also fiir 7 — oo immer mehr, wihrend alle iibrigen Funktionen sich nur wenig mit der Zeit
dandern. Die Integration {iber ¢ mittelt also die Summe komplett weg, so dafl wir die folgende
Asymptotik haben:

Oa(T) = 0n(0). (2.15)

T—00

Sei nun A (x) eine Konstante der Bewegung bzgl. des parameterabhédngigen Hamiltonoperators
H(x). Dann ist dieser Operator in der Eigenbasis des Hamiltonoperators diagonal:

A= Zaaa ) lev, x) e, x| (2.16)

und aus (ZI3) folgt, dafl die adiabatische Anderung des Parameters x mit der Zeit ,deformiert”
A(x1), welches eine Konstante der Bewegung bzgl. H(1) ist, zu einer Konstante der Bewegung
A(x2) bzgl. H(x2). O

2.2 Phanomenologische Thermodynamik

In diesem Abschnitt zeigen wir kurz, daf§ die phdnomenologische Thermodynamik, soweit sie die
Gleichgewichtsthermodynamik betrifft, mikroskopisch aus der Quantenstatistik und dem eben
bewiesenen Adiabatentheorem hergeleitet werden kann.

Wir betrachten also im folgenden Gleichgewichtszustinde, also den Fall, daf3 der statistische
Operator R des Systems nicht explizit zeitabhéngig ist.

GeméB ([CIZH) bedeutet dies, dafl der statistische Operator mit dem Hamiltonoperator ver-
tauscht,

% R, H] = 0, (2.17)
und also fiir den Operator, welcher das Jaynessche Prinzip erfiillt geméf ([CIR4l), da dieser nur
von den Konstanten der Bewegung, also Erhaltungsgréfien abhdngen darf. Statistische Opera-
toren fiir thermodynamisches Gleichgewicht sind also solche, fiir den als gegebene Information
einzig und allein Erwartungswerte von Erhaltungsgrofien des Systems vorgegeben sind. Eine
andere Moglichkeit sind sog. mikrokanonische statistische Operatoren, fiir die die Energie oder
die Energie und andere Erhaltungsgrofien des Systems mit Sicherheit in bestimmten Intervallen
befindet. Darauf gehen wir jedoch hier nicht ein. Sei also ein Satz linear unabhéngiger erhalte-
ner Groflen {O; }ieq1,...ny gegeben. Die gegebene Information seien die Erwartungswerte dieser
Operatoren, so dafl gemé’s ([CIR4]) der statistische Operator die Form

—exp< Q- ZAO) (2.18)

besitzt.

Die wichtigsten Félle sind der kanonische statistische Operator, wo nur die mittlere Energie des
Systems vorgegeben ist, d.h.
R = exp(—Q — SH), (2.19)

und der groflkanonische statistische Operator, wo die mittlere Energie und die mittlere Teilchen-
zahl gegeben sind. Hierbei ist allerdings zu beachten, dafl dies nur im Rahmen der nichtrela-
tivistischen Quantentheorie sinnvoll ist, da im relativistischen Fall die Teilchenzahl i.a. nicht
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Kapitel 2 - Thermodynamisches Gleichgewicht

erhalten ist. Dann tritt an die Stelle der Teilchenzahl eine erhaltene Noetherladung, z.B. die
Nettoleptonenzahl (die Differenz aus Leptonen- und Antileptonen):

R = exp(—Q — fH — aN). (2.20)

Wegen Theorem 4 kénnen wir die Erwartungswerte der O; durch Bildung der Ableitungen von
2 nach den entsprechenden Lagrangeparametern \; gewinnen:

o0
N’

(0:) = (2:21)
Aufgrund des Adiabatentheorems im vorigen Abschnitt, verbleibt der statistische Operator ein
Gleichgewichtsoperator, wenn wir eine adiabatische Anderung duflerer Parameter (wie z.B. das
Volumen, in dem ein Gas eingesperrt ist) vornehmen. Wegen des Ehrenfestschen Theorems
bleibt wiahrend einer solchen adiabatischen Zustandsénderung auch die Entropie S = — (InR)
unverandert.

Auf der anderen Seite ist

S=—(InR) =0+ X;0; mit ; = (0;). (2.22)
j

Dies zeigt, daf} €2 eine Legendretransformierte der Entropie, also eine sog. Massieufunktion ist.

Eine adiabatische Anderung eines #uleren Parameters bedeutet also, dal das System wihrend
dieser Anderung stindig in einem Gleichgwichtszustand verbleibt, und fiir ein abgeschlossenes

System
ds = (ﬁ) dx + Y _A;do; =0. (2.23)
aX O;=const. j

J
Dies nennen wir thermodynamisches Adiabatentheorem.
Es folgt daraus und wegen 0Q2/0\; = -0

Q
X aX Aj=const. j
denn 95 50
it = [ = . 2.25
( aX ) Oj=const. ( 8X ) Aj=const. ( )

Im allgemeinen kénnen wir aber nicht die Durchschnittswerte aller erhaltenen Gréflen eines
Systems kennen, weil dies fiir ein makroskopisches System eine viel zu grofie Zahl von Gréfien
beinhaltet. Gewohnlich betrachten wir daher in der Theromodynamik offene Systeme, d.h. wir
haben ein grofies makroskopisches System, und wir betrachten ein kleines Untersystem von
ebenfalls makroskopischen Ausmaflen, von dem wir nur die mittlere Energie und die mittlere
Teilchenzahl kennen.

Wir nehmen weiter an, daff sich das System als ganzes im thermischen und chemischen Gleich-
gewicht befindet. Der statistische Operator des Gesamtsystems ist also in diesem Falle

R =exp(—Q — fH — aN), (2.26)

wo N der Operator der totalen Teilchenzahl ist.
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2.2 - Phdinomenologische Thermodynamik

Jetzt betrachten wir eine adiabatische Anderung an dem kleinen Untersystem und nehmen dabei
an, daB das Gesamtsystem so grof ist, dafl die Anderung der Entropie des grofien Restsystems
vernachlassigbar klein ist.

Aus ([ZZ3) erhalten wir unter diesen Voraussetzungen

0
dS; = dé + adtq + B> dx (g_x) =—dS; =0. (2.27)
X Aj=const.

Dabei beziehen sich hier und im folgenden alle Gréflen mit Index 1 auf das kleine Untersystem
und solche mit 2 auf den Rest.

Betrachten wir nun speziell das Volumen V des kleinen Untersystems als einen dufleren Para-
meter, so erhalten wir mit (Z27):

1 1 /00 «
_lag _ L _Yax 2.2
dgl ﬂdsl 6 (BV)ang leJf/l ( 8)

Wir kénnen damit die Lagrangeparameter und die Ableitung der Massieufunktion 2 mit den
phdanomenologischen Zustandsgrofien Entropie S, Temperatur T', Druck p und chemisches Po-
tential ;1 des Untersystems identifizieren:

1
S=-Tr(RInR) =Q+ p& + art, T:T’

_1(@) Ly oo
p_lB av a,ﬂ_v I /’[/_ /87 (2.29)

o0 o0
@,
86 a,V da EA%

so da} (Z2Z])) die Form des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik annimmt:
d& =TdS — pdV + pudA". (2.30)

Es besagt nichts anderes als die Energieerhaltung fiir das Untersystem: Die Anderung der mitt-
leren Energie ist durch die Wéarme 7'dS, die es aus seiner Umgebung bezieht, die mechanische
Arbeit —pdV, die es an die Umgebung abgibt und schlieffilich die fiir chemische Reaktionen
erforderliche chemische Arbeit pud .

Das Shannon-von Neumannsche Informationsmafl, welches das Jaynessche Prinzip des geringsten
Vorurteils erfiillt, fiir ein offenes System, das in thermischem und chemischem Kontakt mit einem
grofleren System (oft als Warmebad bezeichnet) steht, ist also identisch mit der makroskopischen
Entropie, wie sie von Clausius und Planck im Rahmen der phénomenologischen Thermodynamik
eingefithrt wurde.

Die phdnomenologische Thermodynamik kann somit auf die allgemeinen Prinzipien der Quan-
tenstatistik und die Annahme des Vorliegens thermodynamischen Gleichgewichts sowie die Be-
schrinkung der Betrachtung auf adiabatische Zustandsinderungen, also solche Anderungen des
Systems, die so langsam vor sich gehen, dafl man das System die ganze Zeit als im thermischen
Gleichgewicht befindlich ansehen kann.

Es sei hier nur noch erwdhnt, dafi in der Quantenstatistik einige Probleme wie das Gibbssche
Paradoxon der klassischen Statistik gar nicht erst auftreten.
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Kapitel 3

Ideale Gase im grof3kanonischen Ensemble

In diesem Abschnitt wollen wir die verschiedenen idealen Gase aus Fermionen und Bosonen
nichtrelativistisch und relativistisch zusammenstellen. Sie sind eines der wenigen Systeme, die
sich geschlossen auswerten lassen.

Wir werden gleich die allgemeinen Methoden der Vielteilchentheorie, also die Quantenfeldtheorie
benutzen, weil sie die gemeinsame Basis fiir die Behandlung der nichtrelativistischen wie der
relativistischen Quantentheorie darstellt.

3.1 Nichtrelativistische ideale Gase

Wir werden in diesem Skript weitgehend den Operatorformalismus der Pfadintegralformulierung
vorziehen. Dies ist umso mehr gerechtfertigt als eine kovariante Quantisierung fiir die relativi-
stische Feldtheorie nicht mehr die groflien Vorteile bringt, die sie im Vakuumfalle besitzt. Wir
kommen darauf am gegebenen Platze noch zuriick. Beginnen wir jedoch zunéchst mit dem idea-
len nichtrelativistischen Gas.

Die Wirkung fiir die Einteilchenschrodingergleichung lautet bekanntlich

AW ) = [ de 50700 - 5-(Vu) (V0| mit £39 = forg - @f)g. ()

<z

Hier und im folgenden benutzen wir die Abkiirzung « = (¢, Z) im Integral. Wie wir sehen werden,
entfaltet diese Notation allerdings erst im relativistischen Falle ihre volle abkiirzende Wirkung.

Die Bewegungsgleichungen sind durch das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung gegeben.
Demnach haben wir die Felder so zu bestimmen, daf3 die Wirkung minimal wird. Das Resultat
sind die Fuler-Lagrangegleichungen

0A d 0% 0.7 0.7

st~ dto TV oven) o 32

Die Variation bzgl. ¢ fiihrt auf die dazu konjugiert komplexe Gleichung. Benutzen wir die La-
grangedichte aus ([Bl) ist [B2) gerade die Schrodingergleichung fir ein freies Teilchen:

10,1 = —ﬁ—nf. (3.3)
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Der Vorteil, die Schrédingergleichung wie eine klassische Feldgleichung aus dem Wirkungsprinzip
herzuleiten, liegt vor allem darin, daff wir die Ausdriicke fiir die Erhaltungsgrofien wie Energie,
Impuls, Drehimpuls und Teilchenzahl aus dem Noethertheorem (vgl. dazu wieder [Hee98]).

Wir quantisieren nun diese Feldgleichungen ,kanonisch”. Dazu gehen wir als erstes zum Hamil-
tonformalismus tiber, indem wir die kanonischen Feldimpulse einfithren:

0L i 0L i
M=—=-¢" II'=——=—=1. 3.4
R S (3.4)
Die Hamiltondichte ist durch ihre Definition gegeben:
A =T TP — £ = o (V7)(V) = —5 - [(VID(VY) — (VIF) (V). (35)

Wir haben dabei Lagrange- und Hamiltondichte so gewéhlt, daf} reelle Ausdriicke entstehen. Es
ist leicht zu sehen, dafl auch das erweiterte Hamiltonsche Prinzip, wonach die Wirkung

m¢nwmnﬂ:/d%m¢+m¢—%ﬂ (3.6)

unter unabhéngigen Variationen nach den Feld- und Feldimpulsfreiheitsgraden zu minimieren
ist, wieder auf die Schrédingergleichung und ihre konjugiert komplexe Gleichung fiithrt. Daf3
die vier Gleichungen in diesem Falle teilweise redundant sind, liegt darin begriindet, dafl die
Schrodingergleichung nur linear in der Zeit ist und folglich die Lagrangedichte auch nur linear
von der Zeitableitung der Felder abhéngt.

Die Lagrangedichte in ([B3) ist nun auch invariant unter globalen Phasentransformationen

¥(@) = exp(—ia)h(@), ¥ (z) = exp(+ia)y" (). (3.7)

Aus dem Noethertheorem ergibt sich als dazugehorige Erhaltungsgréfie die Normierungskon-
stante

N:/&wwm@wmx:@m (3.8)

Dies entspricht der Tatsache, dafl die Zeitentwicklung des freien Einteilchensystems unitér ist.
Die zeitliche Konstanz von (B3] fiir Felder, die die Schrodingergleichung erfiillen, sollte der Leser
als kleine Ubung explizit nachrechnen!

Kommen wir nun zur Feldquantisierung. Man kann zeigen, dafl fiir Teilchen in Konfigurati-
onsrdumen mit Dimension > 3 Vielteilchensysteme aus identischen Teilchen genau zwei Quan-
tisierungsmoglichkeiten bestehen, namlich als Bosonen oder als Fermionen. Einen recht an-
schaulichen Beweis im Rahmen der Pfadintegralquantisierungsmethode findet sich in [LD70].
Im Rahmen der kanonischen Feldquantisierung werden die Poissonklammern des Hamiltonfor-
malismus fiir Felder im Falle von Fermionen (Bosonen) einfach durch Antikommutator- bzw.
Kommutatorregeln ersetzt:

[t ), bt )]s = [T ), T )]y = 0, — (6, 2), Tt P)e = 6O (@ — ). (3.9)

1

Hier und im folgenden stehen die oberen Vorzeichen stets fiir Fermionen, die unteren fiir Bosonen.
Man beachte, daf jetzt die fett gedruckten Symbole Feldoperatoren im Heisenbergbild sind.

Wir wollen nun sehen, wie dieser Formalismus mit dem Teilchenbild zusammenhéngt. Um die
Probleme mit kontinuierlichen Impulsvariablen zu umgehen, denken wir uns in einem unendlich
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ausgedehnten ,Warmebad” unseres Gases einen Wiirfel der Kantenlédnge L abgegrenzt. Dies ist
das sog. Quantisierungsvolumen. Wir werden noch sehen, dafl diese Idee zu groflen mathema-
tischen Vorteilen fiihrt. Wir werden an gegebener Stelle zum sog. thermodynamischen Limes
iibergehen, also die Kantenldnge L in einem bestimmten, unten noch genau zu spezifizieren-
den Sinne im Limes L — oo betrachten. Wir kénnen den Wiirfel als das im vorigen Abschnitt
besprochene kleine Teilsystem des Gesamtwérmebads ansehen.

Da die Abgrenzung unseres Wiirfels lediglich eine gedachte Abteilung eines endlichen Teilvo-
lumens in unserem homogenen Wiarmebad ist, konnen wir an das Feld rdumlich periodische
Randbedingungen stellen, was die Rechnungen weiter erheblich vereinfacht, denn dann sind die
iiblichen Impulsoperatoren in der Ortsdarstellung selbstadjungiert, ohne dafl wir komplizier-
te selbstadjungierte Erweiterungen vorzunehmen haben, wie dies fiir Randbedingungen einer
yundurchléssigen Gefdfiwand” notwendig wiirde:

$(t, 7+ L&) = (t, &) for i = 1,2, 3. (3.10)

Nun kénnen wir den Feldoperator, der gemafl dem Heisenbergbild der freien Schrodingerglei-
chung mit periodischen Randbedingungen (BIM) gentigt, in seine Fouriermoden zerlegen:

1
P(t,T) = —a(7n) exp[—iw(7)t + ip(7)Z]
27
37
a(i) = ; dﬁ'l,b(t, T) expliw (i)t — ip(7) 7] (3.11)
with 5) = 27, 7 € 7

Nun bestimmen wir die w(7) aus den Bewegungsgleichungen des Heisenbergbildes fiir die Fel-
doperatoren, wobei wir von den Kommutatorrelationen ([B3) Gebrauch machen. Zunéchst folgt

aus (ETT):

e Bz Bx

am.a' @), = [ T [

x exp{ —iluw(7) — w(it)}t +i[7(7) — F)]} = (3.12)
d3z 0 form #n

= |, 5 exp{ilp(a) — pli)]} = 00 (i — i) 1= {1 for 7 = .

[w(t,®), ¢t a)] | x

+

Es ist nun einfach, die bendtigten GréBen H und N mittels der Operatoren a(7i) auszudriicken.
Dazu miissen wir nur ([BI1) in (BH) und (BII)) einsetzen, wobei wir sogleich die sog. Nor-
malordnungsvorschrift verwenden, die wir weiter unten noch néher begriinden werden. Diese
besagt, daf in den Fillen, in denen bei der ,,Ubersetzung klassischer Ausdriicke” in den Ope-
ratorenformalismus der kanonischen Quantisierung Operatorordnungsprobleme auftauchen, alle
Operatoren a(7) stets rechts von allen Operatoren a'(i7) anzuordnen sein werden. Damit finden
wir fiir den Hamilton- und den Teilchenzahloperator

H= ﬁ PA(A)N(R), N = Z N(7) mit N(77) = a'(7)a(7). (3.13)

nezsd nezsd

Um die physikalische Bedeutung der Operatoren a und a' zu erhalten, 16sen wir das Eigen-
wertproblem fiir die N(77). Als erstes bemerken wir, daf sie per definitionem selbstadjungiert
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sind. Weiter zeigen wir, dafl alle N(7) miteinander kommutieren, also kompatible Observablen
beschreiben:

[N(#), N(i@)] = [af(

=al (i) { [a(i).a" ()], a() 5 af () [a(i) (), | + 1y
4 { [al(@).al(7)] | a(i) ¥ al () [al (n). a(i) i} a(if) = 0
Dabe haben wir die Identitaten
[A,BC|, = [A,B], CFBJ|A,C], and [AB,C], =A[B,C|, F[A,B],C  (3.15)

benutzt. Die N(77) kommutieren also allesamt miteinander, und folglich kann kénnen die simul-
tanen Eigenvektoren der Operatoren N(77) als Basis fir den Hilbertraum dienen.

Der besseren Ubersicht halber behandeln wir nun Fermionen und Bosonen zunichst getrennt.
Beginnen wir mit dem Fall von Fermionen. In diesem Fall ist die Losung des Eigenwertproblems
besonders einfach, denn N ist hier ein Projektionsoperator:

N(i)? = a(i) a(@)a(i) a(i) = {{al(7),a(7) } - a(@a(@)} a@@)ia@@) = NG),  (3.16)

wobei wir benutzt haben, dafl gemi ([FIZ) fiir Fermionen stets [a'(7)]2 = 0. Wir nehmen nun
an, |a) sei Eigenvektor von N mit Eigenwert o. Dann folgt aus sofort (BIH) sofort o? = «
und damit a = 0 oder o = 1. Wir nehmen nun an, dafl die Eigenrdume von N nicht entartet
sind. Wie wir unten sehen werden, ist diese Annahme dazu adquivalent, dafl die Wirkung der
Feldoperatoren auf dem Hilbertraume irreduzibel ist.

Jetzt untersuchen wir die Wirkung der Operatoren a(7) und a'() auf |a). Die Kommutatoren
mit N folgen mit Hilfe von (BIH) aus [BI):

[N(7),af()| = al(7), [N(@),a(@)] = —a(). (3.17)
Daraus ergibt sich
N(i)a(i) |a) = {[N(7)), a(7)] + a(@)N(77)} |a) = (a — D)a(7d) o) , (3.18)

d.h. a(7) |a) ist entweder Eigenvektor von N(7) zum Eigenwert o — 1 oder 0. Da die Eigenrdume
durch unsere obige Annahme jeweils nicht entartet sind, folgt daraus bis auf eine Phase

a(m) 1) =10), a(r)|0) =0, (3.19)

denn a(77) |0) kann nicht von 0 verschieden sein, weil sonst N(77) den Eigenwert —1 haben miifite,
was jedoch wegen (BI0]) ausgeschlossen ist. Damit mufl aber a(i7)|1) # 0 sein, weil sonst a(7)
iberhaupt der Nulloperator wére, was aber nicht mit den Antivertauschungsregeln der a(7) und
a' (i) vertriglich ist. Damit ist bis auf einen unerheblichen Phasenfaktor ([BI9) bewiesen.

Dafl die so definierten Beziehungen (BI9) korrekt normiert sind, wenn wir voraussetzen, daf}
beide |a) normiert sind, folgt sofort aus

(a(i)1 |a(@)1) = (1 \af(ﬁ)a(ﬁ)\ 1) = (1N@@)[1) = (1]1) = 1. (3.20)
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Genau analoge Rechnungen fiihren auf

10) = 1), al () 1) = 0. (3.21)

Kehren wir nun wieder zu unserer ausfiihrlichen Schreibweise zuriick, folgt daraus, dafl die a(7)
Vernichtungsoperatoren und die a'(7@) Erzeugungsoperatoren sind.

Es ist ndmlich klar, dafl der gesamte Hilbertraum durch fortgesetzte Anwendung der Operatoren
a'(77) auf den Vakuumzustand |Q) aufgespannt wird, der dadurch definiert ist, daf fiir alle 77 € Z3
gilt

a(n) Q) =0. (3.22)
Der gesamte Hilbertraum wird durch die folgenden Zustinde aufgespannt:
IN@)) = [] [af@)"7 ), (3.23)
nez’

wobei die N (i) € {0, 1} alle méglichen Kombinationen von 7 € Z3 durchlaufen, wo nur endlich
viele N(77) # 0 sind. Die Phasenwahl mufl dabei noch durch eine beliebige feste Standardanord-
nung der Operatoren a'(n) im Produkt erfolgen. Die Zustéinde zu gleichen Tupeln 7 in (F2Z3)
unterscheiden sich namlich héchstens durch ein Vorzeichen und sind nur einmal zu nehmen,
denn wir wollen ja ein VONS konstruieren. Es ist klar, daf§ die Zustédnde ([B2Z3)) unter Vertau-
schung zweier beliebiger al das Vorzeichen wechseln. Dies zeigt, daf8 die Antivertauschungsregeln
beim kanonischen Quantisieren auf Fermionen fiihren. Man kann namlich BZ3) als antisym-
metrisiertes direktes Produkt von Einteilchenzustinden ansehen. Man nennt diese Konstruktion
auch den fermionischen Fockraum. Das bedeutet dafl diese Zustdnde den Fall beschreiben, dafl
gerade N (77) € {0,1} Teilchen mit jeweils einem wohlbestimmten Impuls =7 vorliegen hat.
Die Antisymmetrie der Zusténde verbietet dabei von selbst, dafl mehr als e1n Teilchen einen
Einteilchenzustand besetzt. Dies ist das sog. Paulische Ausschliefungsprinzip. Es ist aus den
Kommutatorregeln klar, dafl die Anwendung von a(7i’) auf (B2Z3]) den Zustand entweder annihi-
liert (wenn N (@) = 0) ist oder fiir N(n/) = 1 den Zustand ergibt, der genau ein Teilchen mit dem
Impuls =L7i’ weniger enthélt als (B23]). Daher sind die a Vernichtungsoperatoren. Entsprechend

verhélt es sich mit af(n’), wobei allerdings der Zustand [EZ3) gemif BZ3) annihiliert wird,
wenn N (') = 1 ist: Das Paulische AusschlieBungsprinzip verbietet es eben, dafl dem System ein
Teilchen in einem Zustand, welcher bereits besetzt ist, hinzugefiigt werden kann!

Die gleiche Konstruktion ergibt sich fiir Bosonen, nur dafl hier die Erzeugungsoperatoren den
bosonischen Fockraum aufspannen, der durch die symmetrisierten Produkte aus Einteilchenope-
ratoren aufgespannt wird:

F(@)N@ |0y with N(7) € N:={0,1,2,...}. (3.24)

Dabei ist klar, dal auch hier wieder nur solche Produkte infrage kommen, fiir die die Gesamt-
teilchenzahl >~ N (77) endlich ist.

Aus der Heisenbergschen Bewegungsgleichung

oY(t,z) =1i[H,y(t,T)] (3.25)

kénnen wir nun w(7) in ([BI]) bestimmen. Auf der rechten Seite setzen wir dazu |¢) in der Form
(BII) ein und finden unter Benutzung der Kommutator- bzw. Antikommutatorrelationen ([BI2)

HL (1, 7)) = 57 () (1, 7). (3.26)



Kapitel 3 - Ideale Gase im grofSkanonischen Ensemble

Driicken wir auch die linke Seite von Gl. (B2ZH) mittels der Fourierreihe (BT aus, ergibt sich
die Dispersionsrelation des freien Schrédingerfeldes:

(=

. PA(i)

=—. 3.27

wii) =27 (327

Daraus folgt auch, dafl unser Ansatz mit zeitunabhéngigen Vernichtungsoperatoren in (BZIT) im

hier verwendeten Heisenbergbild korrekt ist.

Jetzt wollen wir die makroskopischen Eigenschenschaften des Gases wechselwirkungsfreier Teil-
chen im thermodynamischen Gleichgewicht berechnen. Dazu benutzen wir das groffkanonische
Ensemble, welches im Sinne des Jaynesschen Prinzips dadurch gegeben ist, daf§ als gegebene
Information der Erwartungswert der Energie & = (H) und der Gesamtteilchenzahl .4/~ = (N)
gegeben ist. Wegen ([CIR4) folgt fiir den statistischen Operator

R = exp[-Q — fH — aN]. (3.28)

Wie wir in Abschnitt 3.4 gezeigt haben, kénnen wir die alle thermodynamischen Gréfien aus
der Zustandssumme bestimmen, die wir unter Zuhilfenahme der Teilchenzahlbasis [B23]) bzw.
(BZ3) bestimmen konnen. Fiir Fermionen und Bosonen gilt zunéchst gleichermaflen:

Z =Tr[exp(—fH — aN)] = H Z exp l(—,@@ — a) N(fi)} . (3.29)

Aez3 N() 2m

Die Summe iiber N (i) ist einfach zu bestimmen: Im Falle von Fermionen, lduft jedes N (i)
lediglich iiber die Werte 0 und 1. Diese Summe existiert also fiir Fermionen fiir beliebige Werte
von a € R und $ > 0. Fiir Bosonen hingegen handelt es sich um eine geometrische Reihe, weil
jedes N(7i von 0 bis oo lduft, so daB o € R sein mufl. Wir werden spéter sehen, dafl dieser
Unterschied zu génzlich von Fermionen verschiedenem Verhalten fiihrt.

Nehmen wir an, dafl fiir Bosonen das Konvergenzkriterium erfiillt ist, erhalten wir fiir die Zu-

standssumme o
—Q —
14 exp (—BM — oz)] , (3.30)
2m

=11

nez

wobei das obere Vorzeichen fiir Fermionen, das untere fiir Bosonen steht.
Die Massieufunktion ist einfacher zu diskutieren:

1+exp <—ﬂﬁ;£§) — a)] . (3.31)

Q=IZ=+> In

nezs

Zur Vollstédndigkeit der obigen Betrachtungen fiigen wir noch Spinfreiheitsgrade hinzu. Der ein-
zige Unterschied zu der obigen Rechnung ist, dal die Wellenfunktionen noch einen Spinorindex o
tragen, der fiir ein Teilchen mit Spin s € %Nzo die Werte {—s,—s+1,...,s—1, s} annimmt. Fiir
Elektronen ist z.B. s = 1/2. Bei der Besprechung der relativistischen Theorie werden wir sehen,
daf} unter sehr allgemeinen Annahmen Teilchen mit ganzzahliger Spinquantenzahl s zwingend
Bosonen, solche mit halbzahligem s Fermionen sein miissen.

Es ist klar, da§ wir in [B3) lediglich noch zusétzlich {iber o summieren miissen. Fiir freie
Teilchen, also ideale Gase, multipliziert sich daher € lediglich um den “Entartungsfaktor” g =
2s + 1. Die vollstdandige Zustandssumme unter Beriicksichtigung der Spinfreiheitsgrade ist also

1+exp (—B@ — a)] . (3.32)

Qzanzingn 5
m

nezZ3
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3.1.1 Das ideale Fermigas

Wie oben bereits bemerkt, ist im Falle von Fermionen die Summe ([B32) fiir o € R und § € Rxg
wohldefiniert. wir kdnnen ohne grofiere Schwierigkeiten zum Grenzfall eines unendlich grofien
Quantisierungsvolumens iibergehen. Fiir grofle, jedoch endliche L, haben wir sehr viele Einteil-
chenimpulseigenwerte in einem kleinen Volumenelement d3p im Impulsraum:

P L
PR) = "2, 7t € Z3, dn; = —dp; = D(F)d3F =
L 27

(%)3(135, (3.33)

wo D(p die Dichte der Einteilchenq uantenzustinde im Volumenelement um den Impuls p'ist.

Im Grenzfall eines sehr grofien Quantisierungsvolumens kénnen wir daher die Summe in (B32)
durch ein Integral

Q= /d?” L 1 +ex —ﬁﬁ—a (3.34)
— 9 P (2m)3 P 2m ’
ersetzen. Durch Einfiihrung sphérischer Koordinaten erhalten wir
gV o0 2 p2
Q= ﬁ/o dpp” In ll + exp (—[3% —all. (3.35)

Dieses Integral kann nicht geschlossen ausgewertet werden. Wir wollen daher eine Reihenent-
wicklung angeben und verschiedene Naherungen betrachten. Zunéchst konnen wir uns des Lo-
garithmus’ entledigen, indem wir ([B33) partiell integrieren:

gV B [ p

Q= D . (3.36)
6m2m Jo "1t exp (8L + )
Fir a > 0 kénnen wir den Integranden ohne weitere Probleme entwickeln:
IVB & k /OO 4 P’
672m kz_%( ) | dpptexp (k+1) o 10
- (3.37)
_ v (i)w ~ (CW explalk £ 1)) g
— 7 \anp k=0 (1+ k)72 .

Fiir o < 0 miissen wir den Integrationsbereich in einen Teil p? < —2ma und den Rest umwan-
deln, was auf sehr komplizierte Integrale fithrt. Wir wollen dies nicht néher ausfithren und uns
mit den folgenden Naherungen begniigen.

3.1.2 Der klassische Limes

Die wichtigste Quanteneigenschaft des Fermigases ist durch Paulis AusschlieBungsprinzip be-
dingt: Es verbietet, dafl zwei Teilchen den gleichen Einteilchenzustand besetzen. Daraus folgt,
dafl das Gas klassisches Verhalten zeigen sollte, wenn im Mittel nur wenig Teilchen in ein Volu-
menelement des Phasenraums fallen, d.h. fir kleine Dichten und kleine 3, also hohe Tempera-
turen.

Formal erhalten wir den klassischen Limes fiir expa > 1. Dann geniigt es in (B37) nur das
Reihenglied mit k£ = 0 mitzunehmen:

Q =gV <%)3/2 exp(—a). (3.38)
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Daraus ergibt sich die mittlere Teilchenzahl und die mittlere Energie durch Ableiten nach den
dazugehorigen Lagrangeparametern:

3/2
N == V (i) exp(—a), & =

B aﬂ_@<m>3/21
da I 2w 3

Die erste Gleichung zeigt, dafl unsere Betrachtungen nur fiir den Limes niedriger Dichten gilt,
denn es ist nach Voraussetzung exp(—o«) < 1.

Kombinieren wir beide Gleichungen ([B39) folgt die klassische kalorische Zustandsgleichung des
idealen Gases:

3N
E=—-——. 3.40
- (3.40)
Wegen ([ZZ)) sind die statistischen Groflen o und 5 mit den thermodynamischen Groflen durch
1

verkniipft, wobei T' die Temperatur, gemessen in Energieeinheiten, und p das chemische Potential
des Gases sind.

Aus ([ZZZ) erhalten wir fiir die Entropie des idealen Gases
S=Q+pE+a. (3.42)

Wegen ([(ZZ3)) sind die natiirlichen unabhéngigen Zustandsgrofien fiir die Entropie &, .4 and V.
Ersetzen wir also die iibrigen thermodynamischen Grofien vermége ([B39) durch diese, erhalten
wir die Sackur-Tetrode-Formel fiir die Entropie eines klassischen idealen Gases:

5 gV [ m& 3/
= - In |=— . A4

s 2‘/V+“an,/1/(3ww) (3.43)

Daraus folgt aus (ZZ9) bzw. (Z30)

1 GS) 1 (BQ) N
N e - - (= = —, 3.44
b B (8‘/ N ,&=const. B ov «,f=const. V/B ( )
was vermoge

pV = NT (3.45)

in die iibliche Form der Zustandsgleichung des idealen Gases iibergeht.

3.1.3 Der Quantenlimes

Die dem klassischen Regime entgegengesetzte Néherung ist das ,,Quantenregime”. Man spricht
auch oft vom entarteten Fermigas. Man erhélt es im Limes 5 — oo, wobei o/ = —p konstant
gehalten wird.

Diesen Limes erhalten wir aus (B37) durch Entwicklung nach Potenzen von T'/u. Wir haben
stets Integrale der Form

V o
Flf] = 3?/0 dPPQf(P)1+eXp [51(% ) (3.46)
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zu berechnen. Durch Substitution von z = S[P?/(2m) — p] erhalten wir

F[f]:ﬂ(QB )3/2/_M def( 2mx+”ﬁ)> L (3.47)

472 I6; 1+expx

Beginnen wir mit der Berechnung der Teilchenzahl:

N =F[1] = <2m>3/2/ CERE] (3.48)
B uﬁ T+expa '
Eine partielle Integration liefert
gV [2m\>/? /‘X’ exp x 3/2
_Jgv (2 T ) 4
67‘(2 ( /3 ) _Mgdm(l—i-expx)Q(x—i_'u’B) (3 9)

Der erste Faktor ist eine gerade Funktion von z, die fiir || — oo exponentiell geddmpft ist,
wahrend der zweite Faktor langsam verdnderlich fiir grofle Su ist. Wir kénnen also fir pug > 1
zum einen die untere Integrationsgrenze zu —oo setzen, zum anderen aber den zweiten Faktor
in Potenzen von /(uf3) entwickeln:

2
(z + up)*? = (uB)** <1+g;—5+§uf52 +> (3.50)

Die Anwendung der Formeln

0 exp x 1 o
Virepa? T Trews| 7
. exp exp x
P Pl ) (3.51)
_expz W
dxm = —,
(I+expz)? 3

welch letztere im Anhang noch bewiesen wird, in (BZ9) ergibt

= (2mpu)®? |1+ —2 L. Ol(uB)™* (3.52)
= G2 M 1252 (u : :
Die mittlere Energie berechnet sich in der gleichen Weise zu
& = 2 1+=-(— . .
I (2mp) [ +5(05) +olws) (3.53)

Ein wichtiges Resultat fiir das freie Elektronengasmodell fiir Metalle ist die spezifische Warme.
Dazu miissen wir & bei festgehaltenem .4 und V nach der Temperatur ableiten. Dazu bendétigen
wir zunéchst die Ableitung von g nach T'. Aus 4, V' = const folgt mit der Kettenregel aus (B:22)

o w2 2 o w2 T 9
0= —T+0(T — =———+4 0T 3.54
Vi (57), T 00 = (55), =6, rouh e
Wieder mit der Kettenregel erhalten wir fiir die spezifische Warme
1 /0& (25 +1) 32 2T o TNEET )
=== =——F=(2 — T) = ——=— T°). .
cvn =5 (57). = o @m0 = TEEL o). 355)
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Dies ist eine direkte Konsequenz des Quantencharakters der Elektronen, die sich in diesem Falle
bei niedrigen Temperaturen dadurch bemerkbar macht, dafl die Elektronen zur spezifischen
Wérme des Metalls bei niedrigen Temperaturen kaum beitragen.

Wir miissen noch die Giite der obigen Naherung abschétzen. Die mittlere Teilchenzahl .4 ergibt
sich nach Substitution von = = 8p?/(2m) zu

Ly e
,/V_47T2<5) /0 e (3.56)

so daf} die Grofle

Q= Anc v <£)3/2 _ /Oood L 357

gV \2m T exp(z + «)

ein Maf} fir das Quantenverhalten des Gases darstellt, denn der klassische Limes ergibt sich
flir « — oo, und dann ist @ klein, wahrend es im Quantenlimes o — —oo grofl wird. Fir
den Fall der Leitungselektronen in Metallen, die sich in erster Ndherung als ideales Fermigas
behandeln lassen, ergibt sich die Temperatur, wo das Gas klassisches Verhalten zeigt, also bei
Q ~1zu0 ~ 10°K ~ 8.6eV. Demnach ist das Elektronengas, welches eine grobe Niherung
flir das Verhalten der Leitungselektronen in Metallen darstellt, bei Raumtemperaturen
(TRaum =~ 20°C =~ 293 K) entartet. Dies erklart, warum die Leitungselektronen zur spezifi-
schen Wérme von Metallen bei Raumtemperatur kaum beitragen. Die Erklarung dieses Effekts
geht auf Sommerfeld zuriick: Drude hatte ndmlich aus der Idee, dafl die Leitungselektronen in
Metallen ndherungsweise als ideales Boltzmann-Gas behandelt werden konnen, eine recht gute
Erklarung fiir Temperaturabhéngigkeit der elektrischen Leitfdhigkeit und der Warmeleitfahig-
keit (Wiedemann-Franzsches Gesetz) von Metallen gefunden. Allerdings ergab sein Modell einen
viel zu hohen Beitrag seines klassischen Elektronengases zur spezifischen Warme. Wie Sommer-
feld dann gezeigt hat, ist dies auf die Gasentartung bei Raumtemperatur zuriickzufithren. Wir
werden diese Zusammenhédnge aus moderner Sicht im weiteren Verlauf dieser Vorlesung noch
besprechen.

3.1.4 Das ideale Bosegas

Die grofikanonische Zustandssumme fiir das Bosegas ergab sich gemafl (B32) zu

Q=- Z In [1 — exp (—B@ a)] , (3.58)

om
ez

die nur fir o = —pf > 0 einen Sinn ergibtﬂ Wie wir gleich sehen werden, fiihrt die Beschriankung
1 < 0 zur Vorhersage der Bose-FEinstein-Kondensation.

Fiir o > 0 ergibt sich wieder derselbe klassische Limes wie oben fiir Fermigase diskutiert, denn
es folgt im Limes V' — oo dieselbe Boltzmannsche grofflkanonische Zustandssumme (B338]). Dies
ist nicht weiter iiberraschend, da im klassischen Limes die Quanteneigenschaften von Fermionen
oder Bosonen vernachlfisighar sind, denn die mittleren Besetzungszahlen der Einteilchenzustinde
sind in diesem Fall klein.

!Das ist zumindest im Limes V' — oo der Fall, denn dann wird das Integral, in das die Summe in diesem Fall
iibergeht, fiir p > 0 singulér bei p*/(2m) = p.
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Betrachten wir also sogleich den Quantenlimes des idealen Bosegases. Fiir die mittlere Teilchen-
zahl ergibt die Ableitung von (BAF]) nach «

o0 1
N ==Y 72() '
Rez3 exp (ﬂw + Oé) -1

e
Fir T — 01, also 8 — oo trigt in dieser Summe nur der Term mit 7 = (0,0,0) bei. Driicken
wir hingegen die Summe in naiver Weise im Limes V' — oo als Integral aus, ergibt sich

Vo P2dpP

N = 9 / , , (3.60)
272 Jo exp(ﬁf—m—{—a)—l

und der Beitrag fiir kleine P verschwindet. Wir interpretieren also (B:60) als die Zahl von Teilchen

in angeregten Zustdnden. Die maximale Zahl bei festgehaltener Temperatur wird offenbar fiir
a = 0 erreicht.Substituieren wir = 8P%/(2m), ergibt sich

B gV 2m 3/2 oo \/E
L/Vf T 4?2 (?) /0 dxexp(x +a)—1 (361)

Das Integral ist wohldefiniert fiir & > 0 und ist monoton fallend mit «. Das Integral existiert
auch fiir « = 07, denn in der Nihe von x = 0 verhilt sich der Integrand wie 1/y/x. Daher ist
die Singularitdt bei z = 0 integrabel.

(3.59)

Um zu kléren, wie die Teilchenzahl im Tieftemperaturbereich korrekt zu berechnen ist, betrach-
ten wir den thermodynamischen Limes V' — oo des Summe ([BD09) etwas genauer. Der Limes ist
dabei so zu verstehen, daf wir die Teilchendichte .4 /V konstant halten. Es gibt nun eine kriti-
sche Temperatur T, bei der diese Teilchendichte gerade noch durch das Integral ([B&1l) erreicht
werden kann, namlich fiir & = 0. Diese kritische Temperatur ist also mit 5. = 1/T, durch

N 2m\ %2 oo
N _ 9 <_m> / P (3.62)
Vo 4r2 \ B 0 expx — 1
definiert. Fir T' < T, also 5 > (. miissen wir den 77 = (0,0, 0)-Term gesondert beriicksichtigen,

d.h. fiir endliches Volumen gilt dann gemé&s ([B09)

N g 1 ‘/Vf
— ==————+ — fi . 3.63
V Vexpoz—l_'_ V ir 5> fe ( )
Damit die linke Seite im Limes V' — oo konstant bleiben kann, mufl in diesem Falle also o« — 0
gefithrt werden, so daf
Vexpa—1 V
Da der zweite Term unabhéingig von V ist, ist also bei der Limesbildung V' — oo
i 1 :e/V—t/VJ"(T,Oz:O) _ ‘/’%EC
Vexpa—1 1% ’ 1%
zu setzen. Dabei ist Aggc die Anzahl der Teilchen, die den Grundzustand besetzen und das

Bose-Finsteinkondensat bilden. Wir kénnen diese Zahl mit Hilfe von . ausdriicken, denn defi-
nitionsgeméas ist JVI(T =T,,a=0)=.4, also gilt

Nope = N [1 _ (%)3/2] . (3.66)

= const. (3.64)

N
v

= npgc = const. (3.65)
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Wir kénnen nun die iibrigen thermodynamischen Gréflen fiir den Fall g > 8, im Limes V —
oo behandeln, indem wir zu unserem thermodynamischen Potential ([BAS]) zuriickkehren. Bei
endlichem Volumen ist zunéchst nach einer partiellen Integration

0 q g o, 3/2 oo 1’3/2
—=—=1In[l - —— ( — doe—— fi . 3.67

\% V n[l = exp(=a)] + 672 ( B > /0 xexp(m +a)—1 ir 5> e ( )
Der Limes V' — oo ist nun unter der Nebenbedingung ([B&0) zu fithren. Es ergibt sich, dafl der
Kondensatanteil verschwindet, also

_ 9V <%m)3/2 /0°° dxﬂ fir 8> B, (3.68)

672 expr — 1

zu setzen ist, d.h. dal gemdfl [ZZ9) nur die angeregten Zustiande zum Druck und der inneren
Energie des Gases beitragen. Letzteres ist unmittelbar verstindlich, da die Kondensatteilchen
den Grundzustand besetzen und wir den Energienullpunkt bei £y = 0 gewahlt haben. Fiir die
Energie ergibt sich aus ([ZZII)

3/2 00 3/2
82_89_9V<2_m) 1 T fﬁrﬁ>5c:§9

o~ w\F) Fh Cepr1 25

Die Entropie ergibt sich schliefllich im thermodynamischen Limes wegen o = 0 aus (BZ2) zu

(3.69)

5
S=0Q+p8 = 59 fur 5 > B.. (3.70)
Betrachten wir nun noch den Fall § < 3. etwas genauer. Driicken wir dazu

Q= _9V <2Fm)3/2 /OOO dzv/xIn[l — exp(—z — )]

472

% 2m)3/2 /oo z3/? .
= — - - f
672 ( 6] 0 dxexp(w +a)—1 ir § < fe

mittels der Fugazitit v = exp(—«) aus, konnen wir das Integral nach Potenzen von 7 entwickeln:

oo 563/2 ) Wexp
de———— = dza®/ 2— d / 3/2 —kx). 3.72
/0 xexp(m +a)—1 /0 T v exp(— Z Ty 2% exp(—kz) (3.72)

Das Integral a8t sich durch Substitution von 2 = 3? durch ein GauBintegral ausdriicken:

(3.71)

o z3/2 3\/_
dp———— =2 d —ky? 3.73
/0 ey Z'y / yy* exp(—ky®) ka (3.73)
Die Reihe ist eine sog. polylogarithmische Funktion
oo 7k
Lij(y 2_: 7 (3.74)
Insgesamt ergibt sich also fiir (BZ71I)
m \¥?_ N
N =gV (271_5) Lis/o(y) fiir 8 < B (3.75)
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3.1 - Nichtrelativistische ideale Gase

In der Tat ergibt sich fiir v — 0, also a — oo der klassische Limes, da Lis/o(7y) = v + O(7?).

Die tibrigen thermodynamischen Gréfien folgen wieder durch Ableitung nach den entsprechenden
Parametern

o0 3 m \*? 1
655 =39 (35)  FLisn)
EY 29 27 3 5/2(7) (376)
m \3/2 :
N =gV (ﬁ) Lig (7).
Die Entropie ergibt sich wieder mit Hilfe von (BZ2):

m 3/2 5. )

S =gV 278 §L15/2(’Y) —InyLig/(y)] - (3.77)

Fiir v = 1 gehen die Polylogarithmusfunktionen in die (-Funktion tiber,

((x) = Li(1), (3.78)

so dafl wir insgesamt die thermodynamischen Gréfien fiir das Bosegas wie folgt schreiben kénnen:

3/2 . ..
9V (25)" Lispa(y) fiir B < B

1= Y )
9V (35)" C6/2) i B2 B,
gV (525)" Liga(v) fiir 8 < 8
N = 2n T ) ‘ (3.79)
Mro+9V (325)7C3/2) fir B> 8.,
m \3/2 1. .
o 39V (W) %L15/2(7) fir g < f.
- m \3/2 .
SV (&) <(5/2)  fiir B> B
Dabei ist fiir vorgegebenes .4 die inverse kritische Temperatur . durch ([B62), also
m 32
frg 2 .
=gV (35) <) (350)

gegeben.

61



Kapitel 3 - Ideale Gase im grofSkanonischen Ensemble

62



Literaturverzeichnis

[Bal98] L. E. Ballentine, Quantum Mechanics, World Scientific, Singapore, New Jersey,
London, Hong Kong (1998).

[Fic79] E. Fick, Einfihrung in die Grundlagen der Quantentheorie, 4. Aufl., Aula-Verlag,
Wiesbaden (1979).

[Hee98] H. v. Hees, Prinzipien der Quantentheorie (1998).
http://cyclotron.tamu.edu/hees/index.html

[Hob87] A. Hobson, Concepts in Statistical Mechanics, 2. Aufl.;, Gordon and Breach Science
Publishers (1987).

[LD70] M. G. G. Laidlaw, C. M. DeWitt, Feynman Functional Integrals for Systems of
Indistinguishable Particles, Phys. Rev. D 3 (1970) 1375.
http://link.aps.org/abstract/PRD/v3/i6/pl1375

63


http://cyclotron.tamu.edu/hees/index.html
http://link.aps.org/abstract/PRD/v3/i6/p1375

	Statistik und Informationstheorie
	Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten
	Zufallsvariable
	Vektorwertige Zufallsvariable
	Stochastische Prozesse
	Information
	Erinnerung an die Quantentheorie
	Wahl des Bildes der Zeitentwicklung
	Formale Lösung der Bewegungsgleichungen
	Ein Beispiel: Das freie Teilchen
	Quantenstatistik
	Gemische und statistische Operatoren
	Die Entropie und das Jaynessche Prinzip
	Beispiel: Ort und Impuls
	Anhang: Beweis zweier wichtiger Theoreme

	Thermodynamisches Gleichgewicht
	Adiabatische Änderungen im thermodynamischen Gleichgewicht
	Phänomenologische Thermodynamik

	Ideale Gase im großkanonischen Ensemble
	Nichtrelativistische ideale Gase
	Das ideale Fermigas
	Der klassische Limes
	Der Quantenlimes
	Das ideale Bosegas


	Literaturverzeichnis

