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Kapitel 1

Heuristische Einfiihrung: ,,Wellenmechanik*

1.1 Die historische Entwicklung der Quantenmechanik

Die moderne Quantentheorie entwickelte sich aus der Notwendigkeit heraus, die theoretische Beschrei-
bung empirischen Faktenmaterials zu ermdglichen. Viele Entdecker der Quantentheorie sahen sie nur
als Notlosung, sie wurden sozusagen durch die Meflergebnisse gezwungen, von der gewohnten klassi-
schen Physik zu abstrahieren und eine Beschreibung zu verwenden, die auf den ersten Blick sehr viel
weiter von den direkten Sinneswahrnehmungen entfernt ist.

In diesem Abschnitt soll es darum gehen, die nichtrelativistische Quantentheorie aus einfachen Analo-
giebildungen zur klassischen Physik ,herzuleiten®. Dieses Verfahren hat den Vorteil, daf} es grob den
historischen Entwicklungsgang nachzeichnet, weist jedoch den unbestreitbaren Nachteil auf, daff dabei
Vorstellungen etabliert werden, die nicht unserem modernen physikalischen Weltbild entsprechen.

Wie wir sogleich ausfiihrlich entwickeln werden, hatte sich aus der Planckschen Quantenhypothese
durch Einsteins Arbeit tiber Lichtquanten von 1905 die These etabliert, dafy das Licht durch die Wel-
lenvorstellungen des 19. Jh. allein nicht adidquat beschrieben werden kann, und dafy obwohl kaum 40
Jahre frither durch Maxwell eine so befriedigende Vereinigung des Elektromagnetismus mit der Optik
stattgefunden hatte, die durch die direkte Erzeugung und den Nachweis elektromagnetischer Wellen
durch Heinrich Hertz 10 Jahre frither so glinzend ihre experimentelle Bestitigung erfahren hatte. Hin-
zu kam noch, daf§ die Maxwell-Theorie fiir die damaligen Physiker keine allzu leichte Kost war. Was wir
heutzutage spitestens im 4. Semester biiffeln miissen, war damals ein ausgesprochenes Expertenwissen
tiir die sich gerade herausbildende Zunft der mathematischen oder theoretischen Physiker.

Eine weitere sich gerade miithsam durchsetzende Theorie war die vor allem durch Boltzmann entwickel-
te kinetische Gastheorie, die aus der Vorstellung von Atomen die makroskopischen Erscheinungen der
Materie mit Hilfe statistischer Methoden zu beschreiben versuchte. Dabei waren zu der Zeit Atome
noch nicht einmal allgemein als existent anerkannt! Planck selber war ein ausgesprochener Vertreter
der klassischen, also phinomenologischen, Thermodynamik und nur widerwillig bediente er sich der
Boltzmannschen Abzihlmethode, um das Spektrum der Hohlraumstrahlung zu erkliren. Er kam da-
bei durch die Analyse von Experimenten, die seine Berliner Kollegen Rubens und Kurlbaum gerade
durchgefiihrt hatten, zu dem Schluf, daf§ das Licht nicht in beliebigen Energien von den Winden des
Hohlraumes absorbiert und emittiert wird (wodurch sich ein thermodynamisches Gleichgewicht mit
einer wohldefinierten Temperatur einstellt), sondern daf§ dies eben nur in gewissen Portionen, die er
Quanten nannte, geschehen kann, die proportional zur Frequenz der Lichtwelle waren. Ein Lichtquant
hatte also den Energieinhalt E = hy = hw, wobei 5 = h/(27) war. Die Konstante » heift zu Ehren
Plancks das Plancksche Wirkungsquantum, Wirkungsquantum deshalb, weil sie die Dimension ,,Ener-
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1. Heuristische Einfithrung: ,, Wellenmechanik“

gie X Zeit“ besitzt wie die Wirkung des aus der Mechanik bekannten Hamiltonschen Prinzips.

Es ist wichtig zu bemerken, dafy Planck noch nicht dem Licht selber diese Quanteneigenschaften zu-
ordnete, sondern nur dem Absorptions- und Emissionsverhalten der Materie. Nicht zuletzt deshalb
war seine Rechnung ausgesprochen kompliziert. Er betrachtete das Strahlungsgleichgewicht zwischen
einem harmonischen Oszillator und der elektromagnetischen Strahlung des Hohlraums, um das Spek-
trum der Strahlung zu gewinnen. Es war dann Einstein in 1905, der diese Quanteneigenschaft explizit
dem Licht selber zuwies. Er stellte sich das Licht als Teilchen vor, die die Energie E = % cJ[l|besitzen und

(das war gegeniiber der Planckschen Hypothese neu) einen Impuls der Gréfie p = bk, wobei k der Wel-

lenvektor ist. Dessen Richtung ist die Fortschreiterichtung der Welle, und sein Betrag ist |/;| =27/ A,
wobei A die Wellenlinge des Lichtes ist.

Dies ist aber nun eine fiir die damalige Zeit vollig verriickte Vorstellung, und selbst heute, fast 100 Jahre
nach Entdeckung der Quantentheorie, tun wir uns noch schwer damit: Das Licht sollte aus Teilchen
bestehen, dessen mechanische Parameter aber durch die Welleneigenschaften desselben Phinomens ge-
geben waren? Allerdings konnte Einstein auch gewichtige experimentelle Griinde fiir seine Idee vor-
bringen.

Lenard hatte nimlich den lichtelektrischen Effekt entdeckt, demzufolge aus Metallen durch die Ein-
strahlung von Licht Elektronenf|herausgeschlagen werden. Allerdings verhielten sich diese Elektronen
duflerst merkwiirdig. Nach der klassischen Vorstellung der Wechselwirkung von Licht mit geladenen
Teilchenf)| sollten die Elektronen zum einen nimlich erst nach einer gewissen Einstrahlzeit aus dem
Metall herauskommen und dann sollte deren Energie mit der Intensitit des Lichtes anwachsen. Diese
Erwartung war aber vollig im Widerspruch zu den Lenardschen Experimenten! Die Elektronen ka-
men ohne merkliche Zeitverzogerung aus dem Metall heraus, und die Energie war unabhingig von
der Intensitdt des Lichtes, wohl aber abhingig von der Frequenz desselben. Lediglich die Anzahl der
Elektronen erhohte sich mit steigender Lichtintensitit.

Einstein schrieb eigentlich nur eine wesentliche Formel in seine bahnbrechende Lichtquantenarbeit,
niamlich die, daf$ das Licht ein Teilchenstrom ist, dessen Teilchen eine Energie von E = % hat. Es war
eine gewisse ,Austrittsarbeit notwendig, um die Elektronen aus dem Metallverband herauszuldsen.
Zusammen mit dem Energiesatz bedeutete das, daf§

Ey = how—W, (1.1.1)

sein mufSte. Die Energie der Elektronen wurde durch die heute noch bei Schulversuchen angewand-
te Methode der Gegenspannung ermittelt. Die Elektronen werden durch eine Spannung, die entgegen
der Emissionsrichtung aus dem Metall angelegt wird, gebremst, und der flieflende Strom gemessen. Die
Spannung U, bei der gerade kein Strom mehr fliefft, muf} also der Energie der Elektronen entsprechen.
Damit kann man iiber £,; = eU die Energie der Elektronen messen, und aus der Steigung der Gera-
den im E_-cw-Diagramm das Plancksche Wirkungsquantum bestimmen. Der Wert ergab sich in guter
Ubereinstimmung mit dem durch die Prizisionsmessungen der Hohlraumstrahlung durch Anfitten der
Planckschen Strahlungsformel ermittelten Resultat. Ironischerweise zeigt aber der Photoeffekt gerade
nicht die Quantennatur des elektromagnetischen Feldes. Vielmehr 1aflt sich der Photoeffekt im Rah-
men der modernen Quantentheorie aus der Wechselwirkung einer klassischen elektromagnetischen
Welle mit einem gebundenen Elektron erkliren.

'Wir benutzen im folgenden stets die moderne Notation mit 5 = b /(27).

Znach lingerem Hin und Her durch die Untersuchungen J. J. Thomsons (1897) als geladene Teilchen anerkannt

3eine Theorie, die kurz zuvor vor allem durch Lorentz als Elektronentheorie entwickelt worden war, und den ,,Fremd-
korper® Elektron in die Wellentheorie des Elektromagnetismus einverleibt hatte
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1.1. Die historische Entwicklung der Quantenmechanik

Wirklich anerkannt wurde die Lichtquantenhypothese allerdings erst durch die Erklirung des Comp-
toneffekts (1923). Das ist ein klassischer elastischer Stofiprozef{f] der sich mit Hilfe der Lichtquan-
tenhypothese auch so behandeln lieff. Man brauchte nur die Energie- und Impulsbilanz des Prozesses

aufzustellen, wobei dann auch die Einsteinsche Beziehung p = %k, die den Impuls des Lichtes mit
der Wellenbeschreibung desselben verkntipfte, zur Anwendung kam. Aus der Energie des einfallenden
Photons und dem Impuls sowie dem Streuwinkel des auslaufenden Elektrons konnte die Energie des
auslaufenden Photons und damit die beobachtete Frequenzverschiebung des Lichtes aufgrund der Streu-
ung erklirt werden. Die Comptonstreuung ist also seit Einstein als elastische Elektron-Photonstreuung
zu deuten. Auch hier ist aber die Lichtquantenhypothese nicht zwingend notwendig, weil in niedrigster
Ordnung der korrekte Streuquerschnitt ebenfalls in der semiklassischen Naherung mit einer einstrah-
lenden klassischen elektromagnetischen Welle und einem quantisierten Elektron folgt.

Ein anderes Mysterium war das 1911 von Rutherford aufgrund seines bertihmten ,,Goldfolienversuchs®
aufgestellte Atommodell. Rutherford hatte a-Teilchen, also zweifach geladene Heliumatome, die aus
radioaktiven Zerfillen stammten, auf eine Goldfolie geschossen und bemerkt, daf§ diese quasi aus gar
nichts besteht. Genauer gesagt, die meisten a-Teilchen flogen fast unbehelligt durch die Goldfolie hin-
durch. Einige wurden allerdings auch stark abgelenkt. Damit war klar, daf§ die Atome nicht massive
positiv geladene Korper, in die die negativen Elektronen eingelagert waren (ein Modell, das als Thom-
sonsches Rosinenkuchenmodell damals aktuell war) sein konnten. Das Atom mufite vielmehr selbst
zusammengesetzt sein aus einem Kern, der nahezu die gesamte Masse des Atoms ausmachte und der
entsprechend der Ordnungszahl des Atoms geladen war, und einer der Ladung des Kerns entsprechen-
den Zahl Elektronen. Rutherford hatte auch sofort den aus dieser Hypothese zu erwartenden Streu-
querschnitt der a-Teilchen berechnet, und zwar indem er einfach die von der Himmelsmechanik her
bekannten Keplerschen Gesetze benutzte. Die Gravitation wurde natiirlich durch die elektrostatischen
Krifte, die der Kern auf das a-Teilchen austibte, ersetzt, und da hier wegen der gleichnamigen Ladung
von a-Teilchen und Kern eine abstoflende Kraft vorliegt, erhilt man nur Hyperbeln (also sozusagen
Kometenbahnen). Aber mit der gefundenen heute nach Rutherford benannten Streuformel konnte er
exakt die gemessenen Wirkungsquerschnitte reproduzieren.

Allerdings ergab sich damit ein neues Bild vom Atom, das jetzt als mikroskopisches Planetensystem an-
gesehen werden muf3te (mit dem Kern als Sonne, den Elektronen als Planeten und der elektrostatischen
Coulombkraft des Kerns anstelle der Gravitation). Andererseits besagte die klassische Elektrodynamik,
daf} die Elektronen, die sich der Rutherfordtheorie zufolge auf Ellipsenbahnen um den Kern bewegen
wiirden, eigentlich strahlen miifiten, weil beschleunigte Ladungen zufolge der Maxwellschen Theorie
strahlen und auch die abgestrahlte Strahlungsleistung genau ausgerechnet werden konnte.

Das widersprach aber eklatant der Stabilitit der chemischen Elemente, die zudem noch wohl definier-
te Spektren emittierten und keine kontinuierliche Synchrotronstrahlung®} Es konnten im Atom also
nicht beliebige Bahnen vorliegen, sondern nur ganz bestimmte, die die Stabilitdt der Atome dadurch
gewihrleisteten, dafl das genau die Bahnen sind, auf denen die Elektronen keine elektromagnetische
Strahlung emittieren. Es war natiirlich wieder ein Widerspruch zur klassischen Physik, daff es solche
Bahnen tiberhaupt geben kann.

Zum Gliick war Thomson an der Doktorarbeit eines jungen Danen namens Bohr tiberhaupt nicht in-
teressiert, so daf§ sich dieser sofort nach Manchester zu Rutherford begab und da in ein ihm vollig unbe-
kanntes Gebiet eindrang. Bohr wurde also sofort mit dem Problem des Planetenmodells konfrontiert,
und nach einigen Wochen intensiver Rechnerei konnte er aus der Einsteinschen Lichtquantenhypo-

*vorausgesetzt es sind nach dem Stof§ wieder ein Elektron und ein Photon vorhanden, d.h. es treten keine anderen Prozesse

auf wie z.B. Paarerzeugung
>Das ist der moderne Name fiir die Strahlung kreisender Ladungen.
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1. Heuristische Einfithrung: ,, Wellenmechanik“

these sein bertihmtes Atommodell gewinnen. Hier war es wieder das Teilchenmodell der klassischen
Mechanik, das die Losung herbeifithrte. Anders als in der Makrophysik sollten aber die stabilen Bah-
nen durch das Plancksche Strahlungsgesetz bestimmt sein. Ein Elektron sollte nur noch dann Energie
abstrahlen, wenn es von einer energetisch hher gelegenen Bahn auf eine energetisch niedriger gelegene
Bahn ,springt®. Die Bahnen wurden demzufolge durch einen bestimmten diskreten Wert fiir die sog.
Wirkungsvariable bestimmt, die ein ganzzahliges Vielfaches von b =27 % sein mufite.

Hatte man die Annahme diskreter Quantenbahnen erst einmal hingenommen, konnte diese Theorie
auf ,natiirliche® Art und Weise das empirisch bereits seit 1885 bekannte Balmersche Seriengesetz der
Spektrallinien des Wasserstoffs erkliren. Ebenso fand das Ritzsche Kombinationsprinzip eine theore-
tische Herleitung, demzufolge die Spektrallinien als Differenzen einfacher Terme beschrieben werden
konnten.

Bohrs Theorie wurde alsbald von Sommerfeld mathematisch ausgebaut und konnte auf vielerlei Pro-
bleme angewandt werden. Sogar die relativistische Behandlung war kein Problem mehr, und die brach-
te einen entscheidenden Gewinn in der Prizision, konnte sie doch die sogenannte Feinstruktur der
Spektrallinien erkliren. Auch die Aufspaltung der Spektrallinien im schwachen Magnetfeld (Zeemann-
Effekt) und elektrischen Feld (Stark-Effekt) konnte zumindest qualitativ verstanden werden.

Allerdings gab es schon beim nichstkomplizierteren Atom, dem Heliumatom mit zwei Elektronen,
Probleme, die die Grenzen der Bohrschen ad hoc-Hypothese aufzeigten. In der Zwischenzeit hatte
de Broglie aber diese Bohrschen Hypothese mit der Einfithrung der Materiewellen auf die Bedingung
stehender Wellen als stationire Zustinde zuriickgefithrt. De Broglie hatte in seiner Doktorarbeit in
einem kithnen Analogieschlufl zum Welle-Teilchen-Dualismus beim Licht auch den Teilchen (damals
also vornehmlich den Elektronen) Welleneigenschaften zugewiesen. Diese These wurde mit grofiter
Vorsicht aufgenommen, und erst die positive Bewertung der Arbeit durch Einstein, den man sozusagen
als externen Gutachter hinzugezogen hatte, lief} diese als Doktorarbeit {iberhaupt durchgehen.

Die Wellenvorstellung der Teilchen diente nun Schrédinger als Ausgangspunkt, durch eine systemati-
sche Analyse des Ubergangs von der Wellen- zur Strahlenoptik, die schon Hamilton im 19. Jh. geleistet
hatte, die aber zu der Zeit in Vergessenheit geraten war, seine beriihmte Wellengleichung aufzustellen,
die wir sogleich im nichsten Abschnitt durch einen wesentlich vereinfachten Analogieschlufl gewinnen
werden. Interessant ist es tibrigens zu bemerken, dafl Schrodinger zunichst wie de Broglie eine relativi-
stische Gleichung herleiten wollte, aber alsbald grofie physikalische Probleme bemerkte, die erst einige
Jahre spiter durch die Entwicklung der relativistischen Quantenfeldtheorie gelost werden sollten.

Schon ein wenig frither hatte Heisenberg in seiner beriihmten Arbeit von der ,,Quantenmechanischen
Umdeutung mechanischer Groflen eine Quantentheorie hergeleitet, die die physikalischen Grofien
durch abstrakte Zahlenschemata (unendlichdimensionale Matrizen) ersetzte, die von der Bohrschen
Bahnvorstellung vollstindig abstrahierte. Schrédinger konnte dann relativ schnell zeigen, dafi seine
»Wellenmechanik“ mathematisch und physikalisch dquivalent zu der in kurzer Zeit von Heisenberg,
Born und Jordan ausgearbeiteten Matrizenmechanik war.

Nun ergab sich aber ein fiir die Physik neuartiges Problem. War die klassische Mechanik mehr oder
weniger gradlinig von den Erscheinungen ausgehend zu ihren theoretischen Grundbegriffen gelangt,
d.h. die Zuordnung der mathematischen Begriffe zu in der Natur oder im Experiment gegebenen Be-
obachtungstatsachen war unmittelbar gegeben, hatte man nun einen mathematischen Formalismus ge-
funden, der sich hervorragend eignete, um die atomaren Spektren zu beschreiben, der aber keinesfalls
in allen Teilen physikalisch verstanden war. So ergab sich z.B. durch die Einfithrung der Schrodinger-
schen Wellenfunktion die Frage, was diese physikalisch zu bedeuten hatte oder umgekehrt, wie beim
Licht die Teilchenvorstellungen, die sich mit den Photonen verbanden, zu deuten waren. Schrodingers
Materiewellen zeigten namlich die fiir Wellen typische Eigenschaft der Dispersion, d.h. wenn man ein
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1.2. Die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

Wellenpaket ,mikroskopischer Ausmafle vorgab, lief es mit der Zeit unter Einfluff der freien Schro-
dingergleichung auseinander, und die stehenden Wellen, die Elektronen im Atom beschrieben, zeigten
iberhaupt keine irgendwie geartete ,Lokalisierung®. Wollte man aber die Elektronen in allen Situa-
tionen als Teilchen verstehen, konnte das schwer mdglich sein, wenn man die Wellen als klassische
Wellen auffafite, die in der makroskopischen Welt, also bei hinreichend grober Messung als Teilchen
erscheinen. Beim Licht war es eher umgekehrt. Es fragte sich, wie die Teilcheneigenschaften, die beim
Compton-Effekt zu einer so einfachen, quantitativ korrekten Erklirung gefiihrt hatten, mit den typi-
schen Interferenzversuchen vereinbar sein sollten.

Bei der Anwendung der neuen Quantentheorie auf Streuprobleme (1926) fand nun Born, der zusam-
men mit Jordan in Gottingen mafigeblich an einer systematischen Ausformulierung der noch recht
verworrenen Gedanken Heisenbergs zur Matrizenmechanik beteiligt war, eine einfache Erklirung:
Die Schrodingerschen Materiefelder waren keine Felder im klassischen Sinne, also sich als kontinuier-
liche Entitit im Raum fortplanzende Strome von Energie und Impuls. Vielmehr war durch w(z,%) =
(£, %) (2, %) = | (£, %)|? die Wahrscheinlichkeit pro Volumenelement (also die Wahrscheinlichkeits-
dichte), zur Zeit ¢ ein Teilchen, dem die Wellenfunktion ¢ zugeordnet war, am Ort X zu finden. Diese
Idee stellte er in einer erliuternden Fufinote seiner Streutheoriearbeit dar und erhielt dafiir spiter den
Nobelpreis.

Das bedeutete aber, dafy man tiber die Teilchen generell nur Wahrscheinlichkeitsaussagen machen konn-
te, was ihre klassischen Mefigrofien wie Ort, Impuls usw. betraf. Dies fithrte zu der wohl berithmtesten
Debatte in der ganzen Wissenschaftsgeschichte, nimlich der zwischen Bohr und Einstein {iber die be-
griffliche Klarung der Quantenphysik, die bekanntlich nie zu einer Einigung kam. Auf diese grundle-
genden Probleme der Interpretation, insbesondere auf die mit ihr auf’s engste verkniipften Heisenberg-
schen Unschirferelationen (1927) gehen wir weiter unten niher ein, wenn wir den mathematischen Ap-
parat der Quantentheorie etwas weiter entwickelt haben. Genau darum soll es im nichsten Abschnitt
gehen.

1.2 Die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall des freien Teilchens, um uns der Idee der Schrédingerschen
Materiewellen zu nihern. Ausgangspunkt ist die Einsteinbeziehung fiir Lichtquanten £ = % und

p= bk, die de Broglie auf materielle Teilchen angewandt hatte.

Ein freies Teilchen zeichnet sich dadurch aus, dafl keinerlei duflere Einfliisse auf es stattfinden. Das einzi-
ge, was wir iiber das Teilchen wissen miissen, um eine Wellengleichung aufzustellen, die es beschreiben
soll, ist die sog. Dispersionsrelation, d.h. den Zusammenhang zwischen Kreisfrequenz c und Wellenvek-

tor k. Diese Beziehung kdnnen wir aber vermoge der klassischen Mechanik durch den Zusammenhang
zwischen Energie und Impuls unter Zuhilfenahme der Einstein-de Broglie-Beziehung gewinnen. Fiir
ein freies nichtrelativistisches Punktteilchen ist die Energie identisch mit der kinetischen Energie, und
die ist durch die Beziehung

22

_ (1.2.1)

2m

gegeben, wobei p der Impuls des Teilchens und 72 seine Masse ist. Hier ist die Masse der einzige das

Teilchen niher charakterisierende Parameter, ansonsten ist es als vollig unstrukturiert punktférmig

abstrahiert. Setzen wir die Einstein-de Broglie-Beziehung ein, finden wir die gesuchte Dispersionsre-
lation: R _
2 - 2

(k) =>w(k)= &
2m

heow = (1.2.2)

2m
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1. Heuristische Einfithrung: ,, Wellenmechanik“

Die einfachste Form einer Welle ist nun die aus der allgemeinen Wellenlehre bekannte ebene Welle, die
durch eine Sinuswelle beschrieben wird. Aus rechentechnischen Griinden verwenden wir hier die Form
der Exponentialfunktion und komplexe Zahlen. Wir werden sogleich sehen, daf} die Schrodingersche
Wellenfunktion ohnehin am bequemsten mit komplexwertigen Funktionen beschrieben wird. Wir
setzen also an

G(t, %) = Aexp(—iwt +ikF). (1.2.3)

Die Dispersionsbeziehung (1.2.2) muf3 nun durch eine Wellengleichung gegeben sein, also eine partielle
Differentialgleichung, der ¢ identisch gentigen mufS. Dazu leiten wir den Ansatz (1.2.3) einmal nach ¢
und zweimal nach X ab:

3,4(t, %) =—iewd(t, %), Ayh(t, %) = —k2(£,F) mit A=V -V =32+ ar+3az. (1.2.4)
Vergleichen wir dies mit sehen wir, daf§ die Wellenfunktion der Gleichung

2
53,0 :_’Z_m% (1.2.5)

zu gentigen hat, damit die Dispersionsbeziechung identisch erfiillt wird. Dies ist schon die gesuchte
Schrédingergleichung des freien Teilchens.

Erinnern wir uns jetzt der Bornschen Interpretation der Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsam-
plitude. Demnach sollte also

W(t,%)=|(t,%)] (1.2.6)

die Wahrscheinlichkeitsdichte der Teilchen sein, also die Wahrscheinlichkeit pro Volumenelement, zur
Zeit t ein Teilchen der Masse 7 am Ort X zu finden. Setzen wir da unsere ebene Welle ein, finden wir
fiir W eine Konstante. Damit aber unsere Welle eine Interpretation in dem Bornschen Wahrscheinlich-
keitssinne tiberhaupt besitzen kann, mufl die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen tiberhaupt irgendwo im
Raum zu finden, auf 1 normierbar sein. Das ist aber offenbar nicht der Fall, denn eine Konstante lifit
sich gewiff nicht mit endlichem Resultat iiber den ganzen Raum integrieren.

Die ebene Welle entspricht auch ganz und gar nicht unserer Vorstellung von einem Teilchen, ist es
doch zu dem einen Zeitpunkt ¢ tiberall gleich wahrscheinlich, es zu finden, denn es ist fiir die ebene
Welle ja W = |A|* = const. Unserer Teilchenvorstellung kiime also ein Wellenpaket viel niher, d.h.
eine Losung der Schrodingergleichung, die auf einem relativ schmalen Gebiet eine grofle Amplitude
besitzt, entsprechend einer hohen Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einer mehr oder weniger grofien
Umgebung| eines Punktes. Weiter weg von diesem Punkt soll das Wellenpaket eine vernachlissigbare
Amplitude besitzen.

Nun hat die Schrédingergleichung die sehr angenehme Eigenschaft, daf} sie linear ist, d.h. fir
sie gilt das Superpositionsprinzip. Das bedeutet, daf§ zu zwei Losungen ¢ und ¢, der Schrédingerglei-
chung auch jede Linearkombination der Gestalt ¢, ¢, +¢, ¢, eine Lsung derselben ergibt, wobei ¢, und
¢, beliebige komplexe Konstanten sind. Das kann man mit beliebig vielen Losungen so machen und
sogar mit kontinuierlich vielen. Auf diese Weise werden wir sehr natiirlich auf die Fourierdarstellung
der Wellenfunktion gefiihrt, d.h. wir machen den Ansatz:

3, . - R
gb(t,x):f (Zi)li/zA(k)exp[—iw(k)t +ikx]. (1.2.7)

®Wir werden weiter unten bemerken, dafl die Gréfle dieser Umgebung durch das prinzipiell stets endliche Aufldsung eines
Teilchendetektors, also eines Mefigerits fiir die Anwesenheit des Teilchens, bestimmt ist. Im Unterschied zur klassischen Phy-
sik weist dies darauf hin, daff in der Quantenphysik stets der Mefprozefd mitberiicksichtigt wird, auch wenn von konkreten
Mef3geriten gar nicht die Rede ist.
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1.2. Die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

Dabei ist der Faktor 1/(27)/? nur aus Bequemlichkeitsgriinden eingefiihrt. Damit dieser Ansatz die
Schrédingergleichung erfiillt, gehen wir davon aus, daf§ das Integral absolut konvergiert und wir Inte-
gration und Differentiation vertauschen konnen. Unter diesen Bedingungen die Schrodingergleichung
auf (1.2.7) angewandt ergibt sofort wieder die schon oben benutzte Dispersionsrelation:
- R
w(k)=—. (1.2.8)
2m
Diese Dispersionsrelation in 7) eingesetzt gewihrleistet allein schon die Erfiillung der Schrodin-
gergleichung, und zwar fir bel1eb1ge Spektralfunktionen A! Das bedeutet wir konnen fiir A irgendeine

Funktion einsetzen, die absolut iiber £ € R? integrierbar ist.

Um unsere Forderung nach einem Wellenpaket zu erfiillen, setzen wir die einfachst mogliche Form
ein, nimlich eine Gaufsverteilung. Wegen der allgemein groflen Bedeutung von Gaufiverteilungen in
der Physik wollen wir hier die Fouriertransformation (1.2.7) ausfiihrlich vorrechnen.

Es sei also die Spektralverteilung gegeben zu

. L_7\
ARy =Nexp | ~E=R) (1.2.9)
4o
Wir finden folglich fiir die Schrédingersche Wellenfunktion gemif§ (1.2.7]und (1.2.8):
Bk (k—ky?  BE2 -
o(t,x)=N 2n) o P [T T t+ikx | . (1.2.10)

Wir bemerken als erstes, daf} sich in diesem Fall die Wellenfunktion in Form eines Produktes aus Wel-
lenfunktionen fiir jede der drei Raumrichtungen schreiben liflt, d.h. es st

(., %)= (L, %)t %,)5(2, x3) mit

dk ky—ky ) . BRE
gbl(t,xl):N/f (2%)11/2 eXp|:—( L 40!01) —12m1 t+1k1x1:|. (1.2.11)

Zur Austithrung dieses Integrals berechnen wir zunichst

dk
= f (27_[)11/2 exp(—Ak{ +2ABk,; + C) (1.2.12)

Zunichst fithren wir im Argument der Exponentialfunktion eine quadratische Erginzung und eine
Substitution k] = k; — B aus. Dann folgt

d /
( )1/2

Verbleibt das letzte Integral zu berechnen. Dazu bemerken wir, daf§ dieses Integral fiir A mit positivem
Realteil existiert. Fiir reelle A ist das Integral positiv, und wir kdnnen schreiben

I =exp(C +ABZ)J exp(—Ak;?). (1.2.13)

I =exp(C +ABZ)¢ J dk, J dk, exp[—A(k? +k7)]
(1.2.14)

[ere} 27
=exp(C +ABZ)\j f KdKf exp(—AK?) = \/gexp(C +AB?).
0 0
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1. Heuristische Einfithrung: ,, Wellenmechanik“

Damit haben wir das Integral vollstindig berechnet. Es sind nur noch die Werte fiir die Parameter A,
B und C einzusetzen. Am bequemsten ist die folgende Form:

N’ 4rema m2a kgt \? .
¢t(t,x1)_ﬁ mexp |:_m2+4752a2t2 <x1— - > exp[@(t,xl)] (1215)

mit der Phase

k hk2 t
B(t,x) = —— o 2harx] 4 0L 0 ), (1.2.16)
m2 4+ 452922 a 2a

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich daraus zu
N'|v/4 2am? ko B\’
w,(t,x)) = INT am exp _Lz <x1—Lt> . (1.2.17)
V2 + 4025212 m?+4a2h"t2 m

Die Normierungskonstante N ist so zu bestimmen, daf3

fdxlfwl(t,xl):1 (1.2.18)

wird, entsprechend der Forderung, daf} das Teilchen mit Wahrscheinlichkeit 1 an einem Ort mit der
1-Komponente x; € R gefunden wird. Unter Verwendung des Integrals (1.2.14) ergibt sich

IN'| = <2—n>1/4. (1.2.19)

a

Wir bemerken, daf§ die Normierungskonstante zeitunabhingig ist. Weiter ist klar, daf§ bisher keinerlei
Hinweise aus irgendeiner Forderung aufgetreten sind, wie der Phasenfaktor (also eine komplexe Zahl
vom Betrag 1) von N bzw. N’ bestimmt werden soll.

Bevor wir in der allgemeinen Entwicklung der Quantentheorie fortfahren, die diese Beobachtungen
kliren wird, wollen wir kurz die Implikationen betrachten, die unser spezielles Resultat ergeben hat.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung w(z, x), die sich durch Multiplikation von drei Faktoren der Form
w, ausdriicke, ist wieder ein Gauflsches Wellenpaket. Das verwundert weiter nicht, denn Gauf3sche
Glockenkurven sind invariant unter Fouriertransformationen. Physikalisch interessant sind aber die
Parameter dieses Gaufischen Pakets.

Wir erinnern kurz an die Bedeutung dieser Parameter. Die allgemeine Form einer GaufSverteilung ist

PR
wg(x)= ! exp [—(X—XO)] . (1.2.20)
V2ro 20
Der Erwartungswert fiir x ist
(x) = f dxxwg(x) = xq. (1.2.21)

Das rechnet man {ibrigens am geschicktesten durch Ableiten des Normierungsintegrals nach x, aus.
Das ergibt natiirlich wegen des von x, unabhingigen Wertes 0. Die Ableitung ist aber (x —x,) /o =0.
Genauso findet man die Varianz, also die mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert. Der
Trick mit der Ableitung ergibt

<ﬂ>:o_>Ax2:<(x—xo)2>:0. (1.2.22)

o2
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1.2. Die Schrodinger-Gleichung fiir freie Teilchen

Wenden wir das auf (1.2.17) an, ergibt sich

(x) = h—kot, (1.2.23)

m

d.h. der Erwartungswert des Ortes des Teilchens ergibt die freie Bewegung eines Newtonschen Masse-

punktes mit dem Impuls /’ﬁzo. Die Ortsunschirfe wichst allerdings mit der Zeit, gemif}

. m? + 42 h*t?

Ax? 1.2.24
¥ 4am? ( )
Zur Zeit t = 0 betrigt die Ortsunschirfe
2 1
Ax?,_y= —. (1.2.25)
4a
Fiir unsere Anfangsverteilung fiir den Impuls war sie hingegen:
Ap? =B AR =a. (1.2.26)
Es gilt also
AxAp = g (1.2.27)

Wir werden im nichsten Abschnitt zeigen, daf} dies die unterste tiberhaupt mogliche Grenze fiir den
Ausdruck AxAp ist (Heisenbergsche Unscharferelation), und dafl dies genau fiir die Gauf3verteilung,
die wir als Anfangsbedingung fiir die Schrodingergleichung angegeben hatten, zutrifft. In gewissem
Sinne ist unser GaufSsches Wellenpaket das Beispiel, das grofitmdgliche Anndherung an ein klassisches
Teilchen bietet, die im Rahmen der Quantentheorie mdoglich ist. Da der Impuls fiir das freie Teilchen
eine Erhaltungsgrofie ist, andert sich auch dessen Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht mit der Zeit, und
die anfangliche Impulsunschirfe bleibt erhalten. Entsprechend dieser Impulsunschirfe wird jedoch die
Ortsunschirfe mit der Zeit immer grofSer, d.h. die anfingliche ,Minimalitit” der Orts-Impulsunschirfe
relation geht mit der Zeit verloren, und zwar desto schneller, je grofler die Impulsunschirfe anfinglich
war.
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Kapitel 2

Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

2.1 Basisunabhingige Formulierung der Quantentheorie

Wir wollen in diesem Abschnitt unsere eben gewonnenen Erfahrungen mit der einfachen Wellenls-
sung der Schrodingergleichung nutzen, um die Physik der Schrédingergleichung zu prizisieren und
auf Teilchen in dufleren Potentialfeldern zu erweitern.

Zunichst bemerken wir, daf$ die oben mehr heuristisch gefundene Methode zur Gewinnung von L6-
sungen der freien Schrodingergleichung eine sehr einfache mathematische Erklirung besitzt. Betrach-
ten wir einmal fiir einen Moment die Losung dieser Gleichung als rein mathematische Aufgabe, d.h.
wir fragen uns, welche Eigenschaften die Losungen dieser Gleichung bestimmen. Die Schrodingerglei-
chung besitzt die Gestalt:

. L BA

150,¢(t,%)=— 2mx &(t,%). 2.1.1)

Aufgrund der Linearitit dieser Gleichung bietet sich ein Ansatz in Form einer Fouriertransformierten
an:

oo o -
. d(c;:)zk d(w, k)exp(—iwt +ikX). 2.1.2)

Diesen Ansatz in die Gleichung eingesetzt ergibt eine rein algebraische Gleichung

<w—h—kz> J(w,k)=0. (2.1.3)

gﬂ(t,p_é) =

2m

Damit muf$ aber gZ zu einer Diracschen &-Distribution proportional sein, die das Verschwinden der
Klammer auf der rechten Seite sicherstellt:

. - k>

D(w,k)=V2rAR)S | 0o —— |, (2.1.4)

2m

wobei A eine beliebige Funktion des Wellenvektors k sein dar Wir werden durch Resubstitution
dieser allgemeinen Lésung in (2.1.2) wieder auf unser schon heuristisch gefundenes Resultat (1.2.7)

!der Faktor v/27 dient wieder nur dazu, unsere Konvention einzuhalten, auf deren Wahl wir sogleich noch zuriickkom-
men werden.
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

gefiihrt:
. Fk - N
(ib(t,X) = Jﬂ@ WA(/@)CXP <_Iﬁt +1kx> (215)

gefiihrt. Wir erkennen, dafl die allgemeine Losung der Schrodingergleichung eine willkiirliche Funkti-

—

on A(k) enthilt. Diese Funktion hatten wir oben als Gaufipaket gewihlt, um ein Beispiel vor Augen
zu haben. Hier wollen wir nun die physikalische Bedeutung dieser Funktion niher untersuchen.

Die Schrodingergleichung beschreibt offenbar, ganz unabhingig von der Interpretation der Wellen-
funktion selber, einen dynamischen Prozefl in Raum und Zeit. Die Lésungen haben nimlich gemif3
Wellencharakter, beschreiben also einen Bewegungsvorgang. Hier haben wir es mit freien Wellen
zu tun, also solchen, die keine Quelle besitzen. Wie wir aus der Elektrodynamik oder der Vorstellung
von Wasserwellen her wissen, besitzen solche Gleichungen stets die Freiheit der Wahl der Anfangs-
bedingungen. Die spezifische Situation der Wellenerscheinung wird durch diese Anfangsbedingungen
determiniert, und diese Anfangsbedingungen sind durch die Erregung der Wellen zu einem fritheren
Zeitpunkt bestimmt. Damit beschreibt die Schrodingergleichung einen kausalen Vorgang: Aus der
»Wellenerregung® am Anfang der Ausbreitung derselben i3t sich der gesamte Vorgang nach Beendi-
gung der Erregung vollstindig aus der Bewegungsgleichung (hier also der Schrodingergleichung) be-
rechnen.

Kehren wir wieder zur mathematischen Analyse der Schrodingergleichung zuriick. Die Freiheit der
Wahl der Anfangsbedingung ist bei unserem Zugang zur Beschreibung der Losung durch eine Fou-
(2.1.5

-

riertransformation (2.1.5) in der Willkiir der Wahl der Wellenzahlverteilungsfunktion A(k) versteckt.
Diesem Mangel kénnen wir aber sofort abhelfen, denn fiir ¢ = 0 gilt gemif} (2.1.5)]

s0.9)= e

T /ZA(/e)exp(i/;’z) YEN

(2.1.6)

> &’y - T
ARy = | | S0 )exp(ik)

Nun kénnen wir aber auch ohne Umweg iiber den Wellenzahlbereich der Fouriertransformation die
Zeitentwicklung angeben, indem wir dieses Resultat in (2.1.5) einsetzen:

L[ &%k & BRE
(,ﬁ(t,x)_ﬁR3 2P ) (Zn)S/ng(O,y)exp —1%t+1/e(x—y) . 2.1.7)

Konnten wir nun die Integration nach & mit der nach y vertauschen, konnten wir schreiben

d(t, %)= L{a &’y U(t,%,7)4(0,%). 2.1.8)

Das bedeutet, daf} ¢(z,%) sich durch eine lineare Abbildung aus der willkiirlich vorzugebenden An-
fangsbedingung ¢(0,7) berechnen 1ifft. Nun zeigt aber der Grenzfall + — 0 schon, dafl U keine ge-
wohnliche Funktion sein kann. Denn dann muf§ sich ja auf der rechten Seite ¢/(0, X) ergeben, und zwar
fiir alle Funktionen ¢(0, X), die nach X quadratintegrierbar sind (und die folglich auf 1 gemif} der Born-
schen Wahrscheinlichkeitsinterpretation normiert werden konnen), denn mehr brauchen wir physika-
lisch von dem Anfangszustand ¢(0, X) nicht zu fordern. Das bedeutet aber, daf§ in diesem Grenzfall

wlimU(1,%,5) = SOz —7) 2.1.9)
—

2Wir wihlen ¢ = 0 willkiirlich als besonders bequemen ,, Anfangszeitpunkt*.
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2.1. Basisunabhingige Formulierung der Quantentheorie

gilt, wobei & die Diracsche &-Distribution ist. Wir haben der Genauigkeit halber auf der linken Seite
den schwachen Limes (weak limit) geschrieben um zu kennzeichnen, daf} die Limesbildung im Sinne
der Distributionentheorie zu verstehen ist, d.h. erst nach Integration von U(z,X,5)$(y) mit ¢ aus
einem geeigneten Testfunktionenraum iiber y kann ein gewdhnlicher Limes gebildet werden.

Es ist somit zu erwarten, daf§ auch fiir # > 0 der Propagator U(z, X,y ) eine Distribution sein wird. Wir
konnen nun aber durch Regularisierung dieser Distribution ihre konkrete Gestalt ausrechnen. Dazu
nutzen wir die Tatsache, dafl die hier auftretenden Distributionen als Grenzwerte komplexer Funk-
tionen dargestellt werden konnen. Betrachten wir nimlich den durch naives Vertauschen der beiden
Integrationen in Ausdruck, erkennen wir, daf§ wir durch die Ersetzung ¢t — ¢t —ie mit € > 0,
wieder auf ein wohldefiniertes Gauflintegral zuriickgefiihrt werden:

U(t,x,y)=w-lim Pk ex —b—p(e-l—it)-l-i/_e)(fc’—_’) (2.1.10)
VTR e rr TP 2m h -

Wir wenden wieder unsere Formel (1.2.14) an, und finden sofort

wa [ m 2 im(X—y)
U(t’x’y)_<27riht> exp[T , (2.1.11)

wobei die Problematik, auf welchem Riemannblatt die Wurzel fiir ¢ — 0 zu nehmen ist, hier irrelevant
ist, weil sich die verschiedenen Méglichkeiten nur um einen von ¢, X und y unabhingigen Faktor vom
Betrag 1 unterscheiden, und ein solcher ,Phasenfaktor® ist, wie wir im vorigen Abschnitt schon gesehen
haben, unerheblich fiir den physikalischen Gehalt der Wellenfunktion.

Jetzt konnen wir aber die allgemeine mathematische Struktur, die hinter der Schrodingergleichung
steckt, klar erkennen: Da die Gleichung linear ist, bilden alle Ldsungen zusammen einen komplexen
linearen Raum (Vektorraum mit C als Skalarkdrper). Damit die Bornsche Interpretation der Wellen-
funktion als Wahrscheinlichkeitsamplitude sinnvoll ist, muff eine physikalisch sinnvolle Wellenfunkti-
on weiter quadratintegrierbar sein, d.h. eine physikalische Wellenfunktion ¢(¢, %) mufd nicht nur der
Schrodingergleichung gentigen, sondern es muf auch das Normierungsintegral fw dEx (¢, X)d(t,x)
existieren. Diese Funktionerf| bilden einen Funktionenraum, den man als Hilbertschen Funktionen-
raum L? bezeichnet. Die Norm einer in diesem Raum gelegenen Funktion ist gerade durch das Nor-
mierungsintegral gegeben.

Allerdings besitzt dieser Raum noch eine viel weitergehende Struktur. Seien dazu ¢ und ¢ beides L?-
Funktionen. Dann existiert das Integral

Wis)= | #pmem, 2L

und die Klammer (¢ |§) besitzt alle Eigenschaften einer positiv definiten Sesquilinearform, die den
Funktionenraum zu einem Hilbertraum macht, also einem Vektorraum mit Skalarprodukt.

Wir erwihnen hier ohne Beweis, daf dieser Raum auch vollstindig ist, d.h. jede Funktionenfolge, die
bzgl. der durch das Skalarprodukt induzierten Norm eine Cauchyfolge ist, besitzt einen in L? gelege-
nen Grenzwert.

An diesem Resultat erkennen wir, dafl die Aufgabe, die Dynamik eines Teilchens zu beschreiben, durch

einen linearen Operator, der auf dem Raum der quadratintegrierbaren Ortsfunktionen wirkt, gegeben
ist, den wir in Form des Integrals (2.1.8) geschrieben haben.

3Wir gehen nicht auf die Subtilitit ein, daf§ wir eigentlich Klassen von Funktionen, die sich voneinander nur auf Lebes-
gueschen Nullmengen unterscheiden, betrachten miifiten
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

In den folgenden Abschnitten fassen wir die nunmehr grob skizzierte mathematische Struktur der
Quantentheorie etwas ausfiihrlicher zusammen. Wir stellen dazu der Einfachheit halber diese Struktur
in Form von Grundpostulaten an die Spitze unserer Betrachtungen.

2.2 Die Grundpostulate der Quantentheorie

Wir stellen zunichst die Struktur der Quantentheorie in einigen Grundpostulaten zusammen und
erliutern sie in den folgenden Abschnitten genauer:

1. Der Zustand eines quantenmechanischen Systems wird durch einen normierten Vektor |¢/) eines
Hilbertraums # reprisentiert.

2. Jede physikalische Observable O wird durch einen (auf einem dichten Teilraum von # definier-
ten) selbstadjungierten Operator O reprisentiert.
Die moglichen Meflwerte der Observablen sind durch die (verallgemeinerten) Eigenwerte des ithr

zugeordneten Operators gegeben.

3. Die (verallgemeinerten) Eigenvektoren |o,a) des Operators O zum (verallgemeinerten) Eigen-
wert o konnen normiert und zueinander orthogonal bzw. auf die 8-Distribution normiert ge-

wihlt werden, d.h. so, daf§

/ /
<o,cz

0,a>:80/—03(o/—a). 2.2.1)

Dabei bezeichnet « einen oder mehrere Parameter, die im Falle einer Entartung des Eigenraums
die Eigenvektoren durchnumerieren. Diese Parameter konnen sowohl kontinuierliche als auch
diskrete Werte durchlaufen, und die 8-Symbole in Gl. bezeichnen entsprechend &-Distri-
butionen oder Kronecker-8s. Ist das System bei einer Messung der Observablen O im normier-
ten Zustand |¢) pripariert, so ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung der Observablen O
den Eigenwert o des ihr zugeordneten Operators O zu finden, ist durch die Bornsche Formel

wy(0) :idod {o,a| )| (2.2.2)

gegeben, wobei das kombinierte Summations-Integrations-Symbol den kontinuierlichen und die
Summe tiber den diskreten Teil des Parameters a bedeutet.

4. Die Dynamik des Systems wird eindeutig durch die Zuordnung eines selbstadjungierten nach
unten beschrinkten Operators H, des Hamiltonoperators des Systems, bestimmt.

Ist O der die Observable O reprisentierende selbstadjungierte Operator, so reprisentiert die
kovariante Zeitableitung

o= %[O,H] +3™0 (2.2.3)

1

die zeitliche Ableitung O der Observablen O.
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2.3. Der Hilbertraum

2.3 Der Hilbertraum

Erinnern wir uns zur Erliuterung dieser Grundpostulate zunichst an den Begriff des Hilbertraums.
Dieser ist zunichst einmal ein Vektorraum iiber dem Korper der komplexen Zahlen, d.h. fiir irgend-

welche Elemente [¢,),|4,),|¢5) € # und Zahlen A, A, € C gibt es die Verkniipfung der Addition
von Vektoren |¢) +|¢) und der Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl A, |¢), die
folgende Eigenschaften besitzen:

1) +12) =1¢a) +1¢b1) (2.3.1)
() 1) +1ds) =1d1) +(¢2) +1¢5)) 23.2)

e |4)+0=|4,), (2.3.3)
A1) +12)) = Aldhi) + Ar|¢a), (2.3.4)
(A +)Nd1) = Aldi) + A1), (2.3.5)
Ol =20, 1) =I4). (2.3.6)
eC et

Daraus ergibt sich unter anderem auch, daf§ es zu jedem Vektor |¢) einen Vektor |[—¢) := (—1)|¢) =:
—|¢) gibt, so dafl |¢) + |—¢) = 0. Wegen (2.3.6) und (2.3.5) ist nimlich

O=(1=1)[¢) =1|) +(=1)|¢) =:1¢) +|—¢). 2.3.7)

Weiter ist auf dem Hilbertraum noch ein Skalarprodukt, das zwei Vektoren |¢,),|¢,) € # auf eine
komplexe Zahl (¢, | ¢, ) abbildet, definiert. Es besitzt die folgenden Eigenschaften:

(il Ao+ Ad3) = A (1| da) + A (11 ¢ds), (2.3.8)
(dilda) =(dal 1)’ (2.3.9)
($l¢)=>0, (2.3.10)
(Ylg)=0s|¢)=0. (2.3.11)

Eine wichtige Folgerung aus (2.3.8) und (2.3.9) ist

(A1 + 40,1 d3) = A1l d3) + A5 (4al ¢3), (2.3.12)

d.h. das Skalarprodukt ist bzgl. des zweiten Arguments linear aber bzgl. des ersten Arguments an-
tilinear, d.h. die Zahlenfaktoren in der Linearkombination sind beim Herausziehen aus dem ersten
Argument komplex zu konjugieren. Der Beweis folgt einfach aus (2.3.9) und (2.3.8) sowie einfachen
Eigenschaften der komplexen Konjugation fiir komplexe Zahlen:

(A1 + 4051 d3) = (31 A1+ A482)) = (A (g3l 1) + A (&3] ¢,)" (2.3.13)
=X {51 1) + A3 1 42) = A1 1 d3) + A5 (L2l ds) o

Auf dem Hilbertraum wird mit dem Skalarprodukt zugleich auch eine Norm definiert:

g1l = (¢l¢)=>0. (2.3.14)

Diese Definition erfiillt in der Tat die Eigenschaften einer Vektrraumnorm, d.h. es gilt

1A= 1AL lI¢1l- 2.3.15)
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Der Bewetis ist eine sehr einfache Ubungsaufgabe.

Etwas schwieriger ist der Beweis der Dreiecksungleichung

141+ dall <M1l +1 4ol (2.3.16)

Dazu betrachten wir

by + ol = (L1 + ol i+ o) = (i1 )+ (Lr | ba) + (ol 1) + (2l &y)

; . 2.3.17)
=Gl +hall” + (b1l ) + {2l &1) -
Nun ist offenbar gleichbedeutend mit
?
191+ Goll* NI+ Nl P+ 2lba - (2.3.18)

Wir miissen also nachweisen, daf$

(11 ha) (B2 1) =2Re((y | 62)) < 2l1ball 1l (23.19)

Dazu beweisen wir die auch fiir sich genommen wichtige Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

(il o) [< NIl (2.3.20)

Wir konnen dabei annehmen, daf [¢,) # 0 und |¢,) # 0, denn andernfalls wiren beide Seiten der
Ungleichung =0, und somit die Behauptung erfiillt.

Zum Beweis von (2.3.20) setzen wir

gy \Daldn)
4) =1¢1) AL |42).- (2.3.21)

Dann folgt aus der positiven Definitheit des Skalarprodukts (2.3.10)

_ 2 |<¢2|¢1>|2_ (ol i) P 2_|<¢2|¢1)|2
0 (g 19) =lilF + ST — 2R < (23.22)

4ol
und daraus folgt durch einige einfache Umformungen (2.3.20).

Aus dieser Herleitung ergibt sich noch, dafl in (2.3.20) das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn
|4) = 0, weil dann und nur dann in (2.3.23) das Gleichheitszeichen gilt. Nun bedeutet aber |¢) = 0

gemil (23.21), dad |4}, = ), mit & = (| 1) 1l s, b s gil
{112 | <M1l lIall <= Fa€C: |dy) =aldy). (2.3.23)
Daraus ergibt sich aber sofort auch (2.3.19), denn es gilt

(Dl o) + (a2l 1) <UDyl o) + {2l i) | < 21y 1 o) | < 2[4 T £ol- (2.3.24)
Damit ist die Dreiecksungleichung bewiesen.

Physikalisch impliziert die Hilbertraumstruktur der Zustinde das Superpositionsprinzip, dem gemif3
fiir zwei oder mehr Zustandsvektoren auch jede Linearkombination wieder einen moglichen Zustand
reprisentiert.
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2.3. Der Hilbertraum

Wichtige Beispiele fiir konkrete Hilbertriume, die in der Quantentheorie eine Rollen spielen, sind
der Hilbertsche Funktionenraum der quadratintegrablen Funktionen L?(R®) und der Hilbertsche
Folgenraum der quadratsummierbaren Folgen /2.

Der erste Fall L%(R?) entspricht der Formulierung der Quantentheorie als Schrédingersche Wellen-
mechanik. Dabei werden die quantenmechanischen Zustinde durch Funktionen ¢ : R?> — C reprisen-
tiert, fiir die das Integral

WIS =9I = | &xlper 23.25)

existiert. Fiir zwei solcher Funktionen existiert dann auch das Skalarprodukt

Wilg) =[x GG 23.26)

Es ist eine einfache Ubungsaufgabe nachzuweisen, dafl die Axiome (2.3.1f2.3.6) und (2.3.8[2.3.11) gelten.
Hinsichtlich miissen wir allerdings vereinbaren, daf$ wir Funktionen, fiir die verschwin-
det mit der Funktion ¢(X) = 0 identifizieren. Das bedeutet anders ausgedriickt, dafy zwei Funktionen
bereits als gleich angesehen werden, wenn sie sich nur in abzihlbar vielen Stellen des R voneinander
unterscheiden.

Entsprechend besteht der Folgenraum ¢2 aus allen Folgen ¢ = (¢,,),,cy, fiir die

$19) =191 =3 23.27)

existiert, und das Skalarprodukt wird durch

TATSES N RS @329

definiert. Die Darstellung der quantenmechanischen Zustandsvektoren als solche Folgen fiihrt zur For-
mulierung der Quantentheorie als Heisenbergsche Matrizenmechanik.

Der Zusammenhang zwischen diesen verschiedenen Darstellungen der Quantentheorie ist durch den
Diracschen darstellungsfreien Formalismus im abstrakten Hilbertraum ., wie wir ihn hier zusam-
menfassen, gegeben. Wir kommen darauf weiter unten noch zuriick.

Betrachten wir also wieder den abstrakten Hilbertraum #. Die wichtigste Begriffsbildung, die wir aus
dem gegebenen Axiomensystem aufbauen kdnnen, ist der der Konvergenz und der damit zusammen-
hingenden vollstindigen Orthonormalsysteme. Eine Folge von Vektoren (|¢,)),cn heifft konver-
gent gegen einen Vektor |¢/) im Sinne der Hilbertraum-Norm (2.3.14), wenn

neN

lim [j¢b,, — || =0 (2.3.29)

gilt.

Im folgenden wird weiterhin postuliert, dafy der Hilbertraum vollstindig ist, d.h. jede Cauchy-Folge
zu einem Vektor im Hilbertraum konvergiert. Dabei heifit (|¢,,)),,cn definitionsgemifl Cauchy-Folge
genau dann, wenn zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl N € N existiert, so dafl fiir alle 7,7 € N mit
m,n>N

I —all <e (2.3.30)
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

gilt. Wir bemerken ohne Beweis, daff sowohl der Hilbertsche Funktionenraum L? als auch der Hil-
bertsche Folgenraum ¢2 vollstindig ist (zu solchen eher mathematischen Fragestellungen sei auf [[FK07,
FK08, FK06] verwiesen).

Eine Folge von Vektoren (|#,,)),cy heifit Orthonormalsystem, wenn fiir alle 72,7 € N

o = {1 falls - m =n, (2.3.31)

0 falls m ;ﬁ n

(1, |1, ) =

ist. Falls die Rethe

=>4, ln,) (2.3.32)
n=1

konvergiert, gilt offenbar

= (| 1,) =D 08 s = - (2.3.33)
n=1 n=1
Ist umgekehrt ein beliebiger Vektor |¢) gegeben und definieren wir

by =(u,1¢), (2.3.34)
so ist die Reihe (2.3.32) konvergent, denn fiir jede Partialsumme gilt
¢ > (2.3.35)

2—<¢ e

Z onbn §ttm | 1) ZW & (2.3.36)
" > :<ﬁ]¢nun ¢>. (2.3.37)

ZI¢ > <I¢IP. (2.3.38)

)| = II4I1P+ [#,)

Nun ist aber

und

<¢ nun>=z_;¢n<¢|un>:z_;|¢n|2:<¢

Dies in (2.3.36) eingesetzt liefert die Besselsche Ungleichung

Die Teilsummenfolge der aus den positiven Gliedern |¢, |> gebildeten Reihe ist also beschrinkt und
diese folglich konvergent. Nennen wir den entsprechenden Grenzwert

il%l2 =1 (2.3.39)
n=1

Daraus folgt, daff die Teilsummenfolge

k
1) =Dyl (2.3.40)
n=1
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2.3. Der Hilbertraum

eine Cauchyfolge ist, denn zu € > 0 konnen wir ein N > 0 angeben, so dafl fiir alle n > N

—> Il 2.3.41)
k=1
ist. Dann gilt aber fiir die Teilsummenfolge tur alle m > »n > N:
m 2 m n
1S, =SP=1| D5 delmd|| = D 14l < |2 =D 1P|+ Z|¢k| f , (23.42)
k=n+1 k=n+1 k=1
d.h. fiir alle m > n > N gilt
1S, —S, || < e (2.3.43)

Da wir oben ¢ > 0 beliebig wihlen konnten, ist also (2.3.40) eine Cauchyfolge und folglich (wegen der
Vollstandigkeit des Hilbertraums) die Reihe (2.3.32) mit den Koeffizienten (2.3.34) gegen einen Vektor

|¢’> konvergent: _ _
§) =3 i) = 3 o 19). @348

Ein Orthonormalsystem heiflt vollstandlg, wenn fiir jeden Vektor |¢/) die Reihe gegen diesen Vektor
konverg1ert wenn also in }gb =|¢) ist. Dies kdnnen wir symbolisch auch dadurch ausdriicken,

daf} wir -
> luy) (m,| =1 (2.3.45)
n=1

schreiben. Dabei ist 1 der Einheitsoperator im Hilbertraum ., d.h. fiir jeden Vektor |¢) € # gilt

11¢) =19} 2:3.46)

Weiter definieren wir das dyadische Produkt zweier Vektoren |¢,) und |¢,) als den Operator, der
einen beliebigen Vektor |¢/5) in den Vektor

(L) (oD s) =1d1) (2l &3) (2.3.47)

abbildet. Eine Summe oder unendliche Reihe dyadischer Produkte wirkt entsprechend auf Vektoren

gemif}
(S0 tal) 9= S0 4, 142) 2349

Damit ist die Giiltigkeit von (2.3.45) in der Tat gleichbedeutend mit

=3 1) (s 4) 23.49)

also mit der Vollstindigkeit des Orthonormalsystems (|#),, ), cn-

Es ist sehr leicht, ein Beispiel fiir ein vollstindiges Orthonormalsystem (VONS) im Folgenraum ¢2
anzugeben. Offenbar ist ein solches nimlich durch

u,=(0,0,..., 1 ,0,..) (2.3.50)

n

n-ter Eintrag
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

gegeben. Es gilt jedenfalls

(s | 9y ) = S s (2.3.51)
und ist dann
b=(pps-enn) €L, (2.3.52)
so ist offenbar in der Tat
bo=(u,¢) (2.3.53)
und weiter
Z¢n”n:(¢1)¢2,--~):¢- (2354)
n=1

Also ist (2.3.50) tatsichlich ein VONS.

Auf dem Funktionenraum L? ist ein VONS z.B. durch die Energieeigenfunktionen des Harmoni-
schen Oszillators gegeben. Wir konnen auf den Beweis hier nicht eingehen und verweisen diesbeziig-
lich auf die oben zitierte mathematische Literatur.

Wir bemerken noch, daf§ ein Hilbertraum, in dem es wenigstens ein VONS aus abzihlbar vielen
Vektoren gibt, genauer als separabler Hilbertraum bezeichnet wird. Da die Hilbertriume ¢? und L2
separabel sind und die Quantentheorie eines Teilchens in diesen Hilbertriumen formulierbar ist, ist
also der quantenmechanische Hilbertraum in diesem Falle separabel. Fiir die praktische Anwendung
der Quantentheorie spielt dies allerdings eher eine untergeordnete Rolle.

2.4 Lineare Operatoren im Hilbertraum

Mit diesen Betrachtungen haben wir das 1. Postulat fiir unsere Zwecke hinreichend erldutert. Wenden
wir uns also dem 2. Postulat zu. Dazu rekapitulieren wir zunichst einmal den Begriff des linearen
Operators. Es sei 9 C  ein Untervektorraum von . Ein Operator O : 9 — F heiflt linear, wenn
fur alle Vektoren [¢,), |¢,) € 2 und alle Zahlen A, A, € C (fiir die voraussetzungsgemifd auch der
Vektor A, [1) + A, |¢4,) € D ist)

O(A [41) + A4 142)) = 4,0[¢d1) + 4,01¢,) (2.4.1)

gilt.
Existiert zu dem linearen Operator O ein linearer Operator OT : & — 7, so daf fiir alle |¢,), |4,) € 2

(¢:10¢2)=(0"¢| ¢,) 242)

gilt, so heifit O der zu O adjungierte Operator. Gilt fiir einen Operator OT = O, so heif}t er her-
mitesch. Ist fiir jeden Vektor |¢)) € Z auch O |¢) € Z und ist Z dicht im Hilbertraum 7, so heiflt
O selbstadjungiert. Ein Untervektorraum 2 heiflt dabei dicht im Hilbertraum, wenn es zu jedem

|4} € A eine Folge (|¢4,,)),,en mit |¢,,) € D gibt, so dafl

lim [,)=14). .43

n—0oQ

Postulat 2 besagt nun, daf} die Observablen im quantenmechanischen Formalismus durch selbstadjun-
gierte Operatoren im Hilbertraum reprisentiert werden.
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2.4. Lineare Operatoren im Hilbertraum

Beispiele fiir selbstadjungierte Operatoren im Funktionenraum sind die Operatoren fiir die Orts- und
Impulskomponenten x;, und p,, (k € {1,2,3}), die durch

e @44

gegeben sind. Daraus folgen auch die Kommutatorrelationen fiir Orts- und Impulsoperatoren, die
Heisenberg-Algebra

[x]-,xk]:o, [pj,pk]:o, [xj,pk]:ifJSjkl. (2.4.5)

Es ist offensichtlich, daf§ diese Operatoren nicht auf dem ganzen Hilbertraum definiert sein kdnnen.
Betrachten wir zum Beispiel die Funktion
- i E : X
$(x)= sl %) 2, (2.4.6)
k-x

so ist X, )(X) ¢ L?. Entsprechendes gilt fiir den Impulsoperator. Ohne dies hier formal beweisen zu
wollen, konnen wir als dichten Teilraum 2 fiir den Definitionsbereich fiir die Orts- und Impulsopera-
toren den sog. Schwartzschen Raum der schnell fallenden Funktionen wihlen. Dies ist der Raum
der beliebig oft stetig partiell differenzierbaren Funktionen, deren Betrige im Unendlichen schneller
abfallen als jedes Polynom P(X), d.h. fiir jedes ¢ € & strebt fiir jedes Polynom P(X)¢(X) — 0, wenn X
in irgendeiner Richtung — oo gesetzt wird. Es ist eine einfache Ubungsanfgabe, zu zeigen, dafl die so
definierten Operatoren selbstadjungiert sind.

Ist nun O ein linearer Operator, so heifdt |#,) Eigenvektor von O zum Eigenwert o, wenn
Olu,)=o0lu,) (2.4.7)

ist.

In der Quantentheorie miissen wir aber diesen Begriff des Eigenvektors verallgemeinern. Wir gehen
hier auf die mathematisch strenge Begriindung dieser Verallgemeinerung nicht ein, sondern verweisen
diesbeztiglich auf die mathematische Spezialliteratur (z.B. [[FK08]]) oder fiir eine modernere Formu-
lierung mittels sogenannten ,rigged Hilbert spaces® [Bal98, IGP90]]. Hier begniigen wir uns mit der
tibliche weniger strikten Handhabung, wie sie in der Physik tiblich ist.

Machen wir uns daher die Problematik an einem typischen Beispiel klar und betrachten den Impuls-
operator (2.4.4) im L?. Der Einfachheit halber betrachten wir ein Teilchen, das sich nur eindimensional
entlang der x-Achse bewegt. Der Hilbertraum ist dann einfach L*(R), der Raum der quadratintegrablen
Funktionen ¢ : R — C. Wir suchen also Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir den Differentialoperator

= ?%, d.h. wir suchen Losungen der Differentialgleichung
pu,(x)= Taup(x)_pup(x). (2.4.8)

Offensichtlich gibt es zunichst fiir p € C eine Losung, nimlich

1pXx

u,(x)=N, exp<p7>. (2.4.9)

Dabei ist N, = const. Offensichtlich ist fiir kein p die Funktion #, € 2. Sie liegt noch nicht einmal in
L?! Fiir p € R ist allerdings die Funktion wenigstens beschrinkt, wihrend sie fiir Im p # 0 fiir x — oo
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

unbeschrinkt ist. Wie wir gleich noch sehen werden, ist es fiir die Quantenmechanik allerdings nicht
so wichtig, dafl wir es mit echten Eigenvektoren zu tun haben. Vielmehr ist die Entwicklung beliebi-
ger Zustandsvektoren nach Eigenvektoren, die im Falle selbstadjungierter Operatoren orthornormiert
gewihlt werden kénnen, wichtig. Existieren wie hier keine echten Eigenvektoren, so existieren doch
welche im Sinne verallgemeinerter Funktionen oder Distributionen. In der Tat gilt im gegebenen Fall
der verallgemeinerten Impulseigenfunktionen fiir p, p’ € R

(| ) =N fdx eXP[(p_TP] ‘N ‘ 2 8<p;pl> (2.4.10)

:27Th|Np) S(p—1p).

Hierbei ist & die Diracsche 8-Distribution]l Ublicherweise wihlt man in der nichtrelativistischen
Quantentheorie die Normierungskonstante in (2.4.9) so, daf3

(0|, ) =8 | ’—\/: 2.4.11)

gilt. Wie wir weiter unten noch genauer ausfithren werden, ist die nun immer noch unbestimmte Phase
der Wellenfunktion irrelevant. Wir kdnnen also N, = 1/ 27/ wihlen. Damit sind unsere verallge-
meinerten Impulseigenfunktionen durch die ebenen Wellen

exp<ip7x> (2.4.12)

u,(x)= 21 =
V2n
gegeben.

Untersuchen wir nun, in welchem Sinne dieses verallgemeinerte Orthonormalsystem vollstandig ist.
Zunichst miissen wir fiir eine Funtion ¢ € L gemifl (2.3.49) das verallgemeinerte Skalarprodukt

= up‘¢>: R\/Z_}jexp(—ip%>¢(x) (2.4.13)

bilden. Weiter haben wir die Funktion

Jdpgb fR‘/_N exp<+ip7x> (2.4.14)

zu betrachten. Wegen der Fourierschen Umkehrformel gilt in der Tat

¢'(x) = d(x), (2.4.15)

so dafl also unser verallgemeinertes orthonormales System #

» von Impulseigenfunktionen in der Tat
vollstindig ist. Man spricht auch vom Ubergang von der Ortsdarstellung ¢/(x) des quantenmechani-
schen Zustandes zur Impulsdarstellung ¢(p)

Genauso konnen wir natiirlich auch nach den Eigenfunktionen des Ortsoperators fragen. Es sei also
u,(x") Eigenvektor zum Ortsoperator, d.h. es soll gelten

xu (x')=x"u (x) = xu (x') = (x—x")u (x')=0. (2.4.16)

#*Niheres zur Fouriertransformation und zur 8-Distribution finden Sie in [CH10].

28



2.4. Lineare Operatoren im Hilbertraum

Folglich muff also x € R und
n(x")=8(x'—x) (2.4.17)

sein, wobei wir wieder die Normierung in der iiblichen Form fiir kontinuierliche Eigenwerte gewahlt
haben. Es ist klar, daf§ dies wieder ein vollstindiger Satz verallgemeinerter Eigenfunktionen ist, denn
esgiltfiiry € 7

d(x")= f dx ul(x")p(x") = f dx 8 (x —x")b(x"). (2.4.18)

R R
Wir konnen nun den Zusammenhang dieser wellenmechanischen Formulierung zum abstrakten Hil-
bertraumformalismus vollziehen. Es sei also |¢) ein Zustandsket im Definitionsbereich & der Operato-

ren x und p. Mit |x) bzw. | p) bezeichnen wir die verallgemeinerten Eigenvektoren dieser Operatoren.
Dann ist

)= (x|¢), d(p)=(pl¢), (2.4.19)

n (x')= <x/ | x > =8(x'—x), (2.4.20)
u,(x)=(x|p)= M%exp(‘b?x), (2.4.21)
n(p)=p1x) = (x1p) = s ewp(—22). (2.422)

Die Vollstindigkeitsrelationen fiir die verallgemeinerten Eigenkets lauten dann

f dx |x) (x| =1, J dp |p) (p|=1. (2.4.23)
R R

Durch Einschieben solcher Identititen kdnnen wir leicht von einer Darstellung in die andere umrech-
nen. Deshalb hat man in der Friihzeit der Quantentheorie diesen auf Dirac zuriickgehenden Forma-
lismus auch als Transformationstheorie bezeichnet. Wollen wir z.B. den Ortsoperator in der Impuls-
darstellung finden, miissen wir berechnen

x¢(p) = (p|x¢). (2.4.24)

Es ist klar, daff sich hier ein Einschieben der Identitdt 1 mit verallgemeinerten Ortseigenvektoren emp-

fiehlt:
xsZ<p>=fRdx <p|x><x|x¢>=fRdx <p|x><xx|¢>=fRdxx<p|x><x|¢>. 2.425)

Nun ist aber

_ . 1 1px . i
(pl)={xlp) = g (=57 ) = (o) =in 5 (o). 2.426)

Wir kénnen also schreiben

. . d d s
X¢(p)=lh£fRdx (plx)(xlsﬂ):lh@sb(p)- (2.4.27)

Der Ortsoperator in der Impulsdarstellung ist also i5d/dp.
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Wie wir anhand dieser Beispiele gesehen haben, besitzen selbstadjungierte Operatoren stets ein reelles
Spektrunt’} und die dazugehérigen (verallgemeinerten) Eigenvektoren zu verschiedenen Spektralwer-
te sind zueinander (im verallgemeinerten Sinne) orthogonal. Ohne Beweis nehmen wir an, daf diese
(verallgemeinerten) Eigenzustinde nach geeigneter Normierung insgesamt ein vollstindiges (verall-
gemeinertes) Orthogonalsystem bilden. Im folgenden schreiben wir bei allgemeinen Betrachtungen
die Gleichungen stets fiir diskrete Eigenwerte. Fiir verallgemeinerte Eigenwerte gelten die Gleichungen
entsprechend im Sinne von Distributionen. Sind z.B. 0, und o0, echte voneinander verschiedene reelle
Eigenwerte eines selbstadjungierten Operators, so gilt

(04]0,)=0 falls o, #o,. (2.4.28)

Falls die Werte hingegen zum kontinuierlichen Teil des Spektrums des Operators gehoren, gilt (nach
entsprechender Normierung)

Wir wollen die Orthogonalitit (2.4.28) der Eigenvektoren und die Realitdt der Spektralwerte selbstad-
jungierter Operatoren beweisen. Seien also |0, ) Eigenvektoren des selbstadjungierten Operators O zu
den Eigenwerten o,. Wir nehmen an, dafl all diese Vektoren auf 1 normiert sind, d.h.

(op|0) = 1. (2.4.30)
Zum Beweis, dafl die Eigenwerte reell sind, verwenden wir die Selbstadjungiertheit des Operators O:
0;=1{0,|O00;) = <OT01 ’ 0 > =(0o0,]0;) =01 (0;]0;) =o0]. (2.4.31)

Das bedeutet aber in der Tat, daf$ 0, € R ist. Weiter gilt einerseits
{01100,) =0,(0;]0;), (2.4.32)

denn |o,) ist Eigenvektor von O zum Eigenwert o0,. Andererseits gilt aber wegen der Selbstadjungiert-
heit von O und der Realitit von o,

(01100,) = <0T01 | 0, > =(0o0y|0y) =0(01]0,)- (2.4.33)
Ziehen wir dieses Resultat von ab, erhalten wir schliellich
(0,—0,) {0, |0,) =0. (2.4.34)
Falls nun o, # o0,, d.h. 0,— 0, # 0 ist, folgt daraus in der Tat (2.4.29).

Falls es zu einem Eigenwert o, von O mehr als einen linear unabhingigen Eigenvektor gibt, bezeichnen
wir die Eigenzustinde mit |0, @), wobei a eine diskrete oder kontinuierliche Variable ist, welche die
verschiedenen Eigenvektoren zu diesem gleichen Eigenwert durchnumeriert. Man nennt diesen Eigen-
wert dann entartet. Diese Vektoren spannen den Eigenraum des Operators zum Eigenwert o, auf. Wir
konnen dann mit Hilfe des Schmittschen Orthonormierungsverfahrens [CH10] dafiir sorgen, dafl
die Eigenvektoren in diesem Unterraum wieder ein Orthonormalsystem bilden, d.h. im Falle diskreter
Werte /
1 falls a=d',
(opsa|op,a’)=8, = {o Blls otd (2.4.35)
und fiir kontinuierliche Werte
<ok,a|0k,a’>:8(a—a/). (2.4.36)

>Man nennt die Menge aller echten und verallgemeinerten Eigenwerte eines Operators sein Spektrum.
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2.5. Vertrdglichkeit von Observablen

2.5 Vertraglichkeit von Observablen

Damit haben wir alle Vorbereitungen getroffen, um die physikalische Bedeutung der Zustandsvekto-
ren, die durch das Bornsche Postulat gegeben ist, auszuarbeiten. Zunichst wollen wir kliren,
wie eine vollstindige Priparation eines Zustandes erfolgen kann. Wir werden sehen, daff wir dazu
einen vollstindigen Satz kompatibler Observabler fiir das betrachtete System festlegen miissen. Wir
wollen also zunichst tiberlegen, wann zwei oder mehrere Observable zugleich einen wohlbestimmten
Wert besitzen konnen.

Nach dem Postulat (2.2.2) besitzt eine Observable A einen wohlbestimmten Wert genau dann, wenn

der Systemzustand |¢) = |4z, a ]-> ist, wobei a;, ein Eigenwert des der Observablen zugeordneten selbst-
adjungierten Operators A ist. Wir nehmen der Einfachheit halber wieder an, daf§ die Eigenwerte dieses
Operators (und die Werte @; im Fall der Entartung) nur diskrete Werte annehmen. Wir gehen weiter

unten noch auf den Fall des kontinuierlichen Spektrums niher ein. Ist das System nimlich im Zustand
|4} mit ||| = 1 pripariert, so ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von A den Wert 4 zu

finden
2
fw¢(ak):Z|<ak,aj)¢>) . (2.5.1)
]
Da nun voraussetzungsgemifd die Vollstindigkeitsrelation

Z’ak,aj><ak,a]~| =1 (2.5.2)
ik

gilt und folglich
§/€:<¢|4kaa]><ﬂk’a]|¢>:§k:w¢(dk):<¢|¢>:1 (253)
]

ist und wy(ag) = 0ist, ist also wy(a;) = 1 genau dann, wenn
|¢):Zc]~ ‘ak,a]-> mit Z|Cj|2:1 (2.5.4)
] ]

fiir genau einen Eigenwert 4, ist. Fiir alle anderen Eigenwerte 4, mufl dann auflerdem wy(4;,) = 0
sein, und nur genau in diesem Falle besitzt die Observable A aufgrund der Priparation des Systems
im Zustand |¢) den wohlbestimmten Wert 4. Es muf also |¢) tatsichlich ein Eigenvektor zu diesem
Mefiwert a;, sein.

In dem Fall, daf} 4;, ein entarteter Eigenwert ist, d.h. wenn es mehrere linear unabhingige Eigenvek-
toren zu diesem Eigenwert gibt, gentigt eine Festlegung der Observablen A auf diesen Wert nicht, um
den Zustand eindeutig festzulegen, und wir miissen eine weitere Observable B messen, um den Zustand
genauer zu bestimmen. Dabei miissen wir allerdings darauf achten, daf} diese Messung mit der Festle-
gung des Meflwertes der Observablen A kompatibel ist. Es mufl also fiir jeden moglichen MefSwert a,,
der Observablen A und jeden moglichen Mefiwert b; der Observablen B wenigstens ein gemeinsamer
Eigenvektor der dazugehorigen Operatoren A und B existieren. Nehmen wir also an, daf dies der Fall
ist und bezeichnen diese gemeinsamen Eigenvektoren mit |, b;, 3,,), wobei 3,, wieder die, bei einer
moglicherweise immer noch bestehenden Entartung dieser gemeinsamen Eigenwerte, zueinander or-
thonormiert gewihlten Eigenvektoren durchnumeriert. Wir wollen nun herausfinden, was dies fiir die
Operatoren A und B bedeutet.
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Dazu bemerken wir, dafl wir wegen der Vollstindigkeit der gemeinsamen Eigenvektoren

A=>"Alay, by, B g by, Bl =D ag lag, by, B,,) ag: b1, B,

klm klm

(2.5.5)
B=> Blay, by, B,,) (s by Boul = D by lags by, B.) (s by B0
klm klm
schreiben kénnen. Das bedeutet aber
AB=>">"aybylag, by, B,,) (@ps by B | agrs byss B ) (@ by B,

klmk'l'm’ S S8

ke © 1170 ! (2.5.6)

=> aybylay, by, B,,) (an by, B,,| = BA.

kim

Die Reihenfolge der Operatormultiplikation ist in diesem Fall also unerheblich, d.h. die Operatoren
kommutieren. Definieren wir also den Kommutator zweier beliebiger Operatoren A und B vermdoge

[A,B]:=AB—BA, (2.5.7)

bedeutet unsere obige Rechnung, daf} es fiir das Vorliegen eines vollstindigen Orthonormalsystems von
gemeinsamen Eigenvektoren zweier selbstadjungierter Operatoren notwendig ist, dafl der Kommutator
dieser Operatoren verschwindet:

[A,B]=0. 2.5.8)

Man kann zeigen, daf} diese Bedingung auch hinreichend ist.

Um nun also den Zustand des Systems |¢/) vollstindig festzulegen, miissen wir die Werte eines voll-
stindigen Satzes voneinander unabhingiger miteinander kompatibler Observabler A,B,C,...
bestimmen. Dabei heiflt ein Satz von Observablen kompatibel, wenn die dazugehérigen selbstadjun-
gierten Operatoren untereinander kommutieren, so daf} ein vollstindiges Orthonormalsystem von
simultanen Eigenzustinden dieser Operatoren existiert. Ein Satz solcher kompatibler Observabler
heifit vollstindig, wenn es zu allen moglichen Tupeln von Eigenwerten (a,b,c,...) genau einen li-
near unabhingigen simultanen Eigenvektor gibt. Die Unabhingigkeit der Observablen bedeuetet,
dafd nicht ein Operator Z in dem Satz als Funktion der iibrigen Operatoren geschrieben werden kann,

d.h.Z#f(A,B,...,Y).

In diesem Zusammenhang ist insbesondere die Exponentialabbildung eines Operators
(o) Ak b
exp(AA) := ; EA (2.5.9)

wichtig. Dabei bezeichnet A eine beliebige reelle oder komplexe Zahl. Es ist dann auch klar, daf§ die
Ableitung nach dem Parameter A durch

% exp(AA) = Aexp(AA) = exp(AA)A (2.5.10)
gegeben ist.

Wir miissen nun noch kurz auf die Besonderheiten eingehen, die sich fiir eventuell auftretende konti-
nuierliche Spektralwerte von Operatoren ergeben. Formal sind dann in dem oben zusammengefafiten
Formalismus zunichst lediglich die Summen durch die entsprechenden Integrale zu ersetzen. Die we-
sentlichste Anderung liegt eher in der Interpretation der Resultate.
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Nehmen wir der Einfachheit halber an, wir hitten ein System von nur einem Freiheitsgrad vorliegen,
d.h. schon ein Operator A bildet einen vollstindigen Satz. Um ein konkretes Beispiel vor Augen zu
haben, betrachten wir wieder ein Teilchen, das sich nur entlang der x-Achse bewegt, und wir kdnnen
dann die Ortskoordinate x als diese Observable wihlen. Wir gelangen dann, wie oben ausgefiihrt, zur
Formulierung der Quantenmechanik als Wellenmechanik in der Ortsdarstellung. Wie wir ebenfalls
oben gesehen haben, besitzt der dazugehorige Ortsoperator x ganz R als Spektrum. Es liegen hier al-
so keine diskreten Eigenwerte vor. Die dazugehdrigen verallgemeinerten Eigenvektoren |x) sind keine
Hilbertraumvektoren sondern Distributionen iiber dem entsprechenden dicht definierten Unterraum
9, der den Definitionsbereich des Operators x bildet. Entsprechend kénnen wir das Teilchen nie pra-
zise lokalisieren. Ein echter Hilbertraumzustand, der ein Teilchen beschreibt, das sich ,,in der Nihe“
des Ortes x, aufhilt, wird durch

¢XO>:JRdx A, (x)]x) (2.5.11)

gegeben sein. Die Wellenfunktion ist

b ()= (x

<x | x’) =4, (x). (2.5.12)
S8(x—x)

bo)= | a¥a

Dabei mufl A, : R — C eine quadratintegrable Funktion sein. Damit |¢ xo> auf 1 normiert ist, verlan-

(4] e)= [ o5 gl = [

Da gemifl dem Bornschen Postulat (2.2.2) die Wahrscheinlichkeitsverteilung, das Teilchen am Ort x
zu finden, durch

gen wir

Ay, (%)

0

2
’ —1. (2.5.13)

sbxo(X)’2 (2.5.14)

gegeben ist, wird die Lokalisierung ,,in der Nihe von x,* lediglich bedeuten, dafl diese Wahrscheinlich-
keitsverteilung um x, stark gepeakt ist. Sie wird aber eine gewisse Breite aufweisen. Entsprechend wird
der Erwartungswert fiir den Ort

e

)= dxnlpoo = [ (b 5. =g,

mit einer gewissen statistischen Unsicherheit Ax ,in der Nihe von x,“ liegen. Diese Unsicherheit
kann, wie in der Statistik tiblich, durch die Standardabweichung definiert werden:

Ax =) — () = VT 0 = /{4,

w(x)=

X, > (2.5.15)

2, )= (x)” (2.5.16)

2.6 Unscharferelationen

Eine wichtige Folgerung aus der statistischen Interpretation des quantentheoretischen Zustandsbegriffs
tiber die Bornsche Regel sind die sog. Unschirferelationen. Seien dazu A und B zwei Observa-
blen, die zueinander kompatibel oder inkompatibel sein kénnen, und |¢) irgendein Zustand?] des Sy-
stems. Dann gibt es eine untere Schranke fiir das Unschirfeprodukt AAAB, wobei AA und AB die

®Fs ist hier wichtig, daf} es sich um einen ,echten® Hilbertraumvektor handelt und nicht um einen verallgemeinerten
Eigenvektor zu einem Wert im kontinuierlichen Spektrum eines Operators!
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Standardabweichungen der Observablen A und B sind, wenn das System im Zustand |¢) pripariert
ist.

Heisenberg ist auf diese Folgerung anhand des Beispiels von Ort und Impuls gekommen. Haben wir
nimlich, wie in dem gerade besprochenen Beispiel der Lokalisierung eines Teilchens in der Nihe des
Ortes xq, eine Wellenfunktion ¢, (x), die scharf um diesen Ort gepeakt ist, so wird die entsprechende

Impulsverteilung durch die Fouriertransformierte der Wellenfunktion gegeben sein (vgl. (2.4.13)). Die
daraus resultierende Impulsverteilung wird aber desto breiter und entsprechend Ap desto grofier sein
je schirfer die Ortsverteilung (also je kleiner Ax) ist.

Wir leiten gleich eine etwas ,schirfere Unschirferelation® als die urspriingliche Heisenbergsche Un-
schirferelation [Hei27]] her, deren Herleitung auf Robertson und Schrodinger zurtickgehen [Rob29,
Sch30].

Es seien also A und B beliebige Observablen, die durch die selbstadjungierten Operatoren A und B
representiert werden und |¢) ein beliebiger Zustandsvektor. Zunichst definieren wir die selbstadjun-
gierten Operatoren

A=A—(A)1, B=B—(B)1, 2.6.1)

wobei die Erwartungswerte von beliebigen Observablen C durch
(C)={¢ICl¢) (2.6.2)
definiert sind. Wir wenden die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in der Form
Pl = [(¢1]42) I (2.6.3)
auf die beiden Vektoren |¢), = A¢ und B|¢),. Es ist

Il = (¢ &°| ¢ ) = (42) — (4 = A2, @64
Igall = (¢ [B°] ¢) = (B2)— (B =A%, 26.5)
(611920 = (o |AB|¢). (2.6.6)

Dabei sind AA und AB die Standardabweichungen der Observablen A und B.

Nun konnen wir AB in einen Kommutator- und einen Antikommutatoranteil aufspalten

AB = %<{A,l§}+i%[z§,l§]> (2.6.7)
Nun sind {A, ﬁ} und [ A, ﬁ] /iselbstadjungierte Operatoren, d.h. ihre Erwartungwerte sind reell. Folg-
lich ist
(¢1|¢z)=<{A,l§}>+i<%[ﬁ,f3]> (2.6.8)
€R pe
und damit o o o
e =R B (AR A +iesmbE. e
Nun ist . X
§<{A’ﬁ}>:<§{A’B}>—<A) (B)=Cyp €R, (2.6.10)



2.6. Unschirferelationen

also die Kovarianz der Observablen A und B, wobei der Antikommutator dafiir sorgt, daf} dies ein
reeller Ausdruck ist. Setzen wir also (2.6.4), (2.6.5) und (2.6.82.6.10) in (2.6.3) ein, erhalten wir die
Schrédinger-Robertson-Unschirferelation

1
AA’AB? > > [([A,B])*+ C2,. (2.6.11)
Wegen Cyp €, also C, >0, folgt daraus auch die etwas weniger restriktive Heisenberg-Robertson-
Unschirferelation

AA’AB*> —|([A,B]))? = AAAB> % (A, B])]. (2.6.12)

N~

Aus der Kommutatorregel fiir Orts- und Impulskomponenten
[x;.p | =581 (2.6.13)

folgt daraus insbesondere

4

d.h. dass kartesische Orts- und Impulskomponenten in gleicher Richtung nicht zugleich beliebig scharf
determiniert sein kdnnen, also ein Teilchen im Phasenraum nicht beliebig genau lokalisiert sein kon-
nen.

Schliefllich betrachten wir die Zustinde minimaler Orts-Impuls-Unschirfe, d.h. wir suchen dieje-
nigen Zustinde |¥), fiir die in mit j = k =1 und x; = x und p, = p das Gleichheitszeichen
gilt. Aus der obigen Herleitung ist klar, daf§ dies genau dann der Fall ist, wenn das Gleichheitszei-
chen in der zugrundeliegenden Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt mit |¢) = (p — po) |¥) und
|4), = (x—x4) |¥), wobei x5, py € R beliebig wihlbare Erwartungswerte fiir x und p sind, und das

bedeutet gemify (2.3.23), dass
41) =(p— po) V) = a|¢,) = a(x—x0) [¥) (2.6.15)

mit einer beliebigen Konstanten a € C sein muf3. Im folgenden setzen wir @ =i/ A.

Diese sogenannten gequetschten Zustinde lassen sich nun leicht in der Ortsdarstellung finden. Denn
es gilt

1

(b= po)¥(x) = (=50, — po)¥(x) = (= x)¥(x) = (x)= [—

(x —xp) iﬂ

HA 5

]\I/(x). (2.6.16)
Diese Differentialgleichung hat die Losung

VR I 1/4
\p(x):ﬂexp[—(xzh’jf) +1pfjx], W:(%) . 2.6.17)

Offenbar liegt genau dann ¥ € L2, wenn Re A > 0 ist. Die Integrationskonstante .4 ist bis auf einen
irrelevanten Phasenfaktor durch die Normierungsbedingung (¥|¥) = 1 auf den angegebenen Wert
festgelegt.
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

2.7 Unitire Abbildungen

Unitire Abbildungen sind dadurch definiert, dafl sie linear sind und Skalarprodukte beliebiger Vekto-
ren ungedndert lassen, d.h. es gilt fiir alle Vektoren |¢),,|¢,) € 7

(Udi1Ug) = (411 ¢s)- (2.7.1)

Offensichtlich ist dies genau dann der Fall, wenn

Uu'u=1 2.7.2)
ist. Dies folgt daraus, daf3 fiir ein VONS {‘M i >}j€N des Hilbertraums
é‘]-,e:<Uu]-)Uuk>:<uj‘UTUuk>:(UTU)jk (2.7.3)
und folglich
UTU =32 0T0) | ) (| = 0| ) (| =1 (2.7.4)
kT j

Sk

ist. Also ist U eine umkehrbar eindeutige lineare Abbildung des Hilbertraums in sich, d.h. der
Operator besitzt ein Inverses, und es gilt

U'=U" (2.7.5)
Ein wichtiges Beispiel fiir unitire Operatoren sind Operatoren der Form
U(A)=exp(ilA) mit A=AT, leR. 2.7.6)
Aus der Reihendarstellung folgert man namlich sofort, dafl
UT()) =[exp(iAA)]" = exp(—iAAT) = exp(—iAA). 2.7.7)

Nun ist offenbar
UT()U(X) = exp(—iAA) exp(idA) = exp(0) = 1. 2.7.8)

Dabei haben wir allerdings verwendet, dafl wir fiir die Operatorexponentialabbildung fiir beliebige
kommutierende Operatoren A und B die Gleichung

exp(A)exp(B)=exp(A+B) falls [A,B]=0 2.7.9)

verwenden diirfen, als ob A und B reelle oder komplexe Zahlen wiren. Daf} dies tatsichlich der Fall
ist, folgert man daraus, dafl fiir kommutierende Operatoren die binomische Formel wie fiir Zahlen gilt,

d.h.

(A+B)”:Z<Z>Aksﬂ—k falls [A,B]=0. (2.7.10)
k=0
Nun gilt
exp(A)exp(B)= >’ L Ampm, 2.7.11)
0 nyn,!
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Ohne Beweis nehmen wir an, dafy wir diese Doppelreihe beliebig umordnen diirfen. Dann kénnen wir
stets Operatorprodukte mit gleichen 7 = 7, + 7, zusammenfassen. Es folgt

oo

n—p 2.7.10 710 n
exp(A)exp(B ZOkZ e AkB —* ZO r (A+B)” =:exp(A+B). (2.7.12)
n 0
Dabei haben wir die Beziehung
n n!
= 2.7.13
<k> ki(n—Fk)! ( )

verwendet. Es ist klar, daf$ wir all diese Manipulationen nicht hitten durchfiithren kénnen, wenn A und
B nicht kommutieren. Dann gilt auch (2.7.9) 1.a. nicht mehr.

2.8 Unitire Symmetrietransformationen

Als Symmetrietransformation bezeichnen wir eine umkehrbar eindeutige simultane Abbildung der Zu-
stinde |¢) — |¢/ > und Operatoren O — O’, die alle physikalischen Aussagen bzgl. des betrachteten
Systems ungedndert lassen.
Betrachten wir die Abbildung

|¢'Y=Ul¢), O'=U0oU’ (2.8.1)

fiir einen beliebigen unitiren Operator U, so haben wir eine Symmetrietransformation vorliegen.
Zum einen wird ein VONS von Eigenvektoren [o0,) von O in ein VONS |o’,a’ > von Eigenvektoren
von O’ zum gleichen Eigenwert o’ = o abgebildet:

o’ |0/, o/> —UoOuU'U lo,a) =UO |o,a) =0oU |o,a) =0 |0/, o/>. (2.8.2)

Es ist also |o’,a’) in der Tat ein Eigenvektor des Operators O" zum Eigenwert o’ = o. Die Vollstin-
digkeit dieses Systems von Eigenvektoren ergibt sich ebenfalls sofort aus der Unitaritit von U und der
Vollstindigkeit von |o, @):

Z|o a><0 a|_ZUT|oa(o a|U= U'<Z|oa 0a|>U vhiu=u'u=1. (8.3)

O(Z

Es ist also auch das System |o’,a") vollstindig. Daf} es auch ein Orthonormalsystem ist, folgt aus der
Invarianz des Skalarprodukts (2.7.1). Es ist also auch |o’,a’ > ein VONS. Aus der dazugehéorigen Spek-
tralzerlegung von O’ folgt daraus insbesondere auch sofort, daff mit O auch O’ selbstadjungiert ist.
Damit ist klar, dafl bei einer Verwendung von O als Operator, der die Observable O reprisentiert,
hinsichtlich der moglichen Mefiwerte dieselben Vorhersagen gemacht werden wie wenn wir O ver-
wenden, denn das Spektrum beider Operatoren ist identisch. Im folgenden kénnen wir also schreiben

Ulo,a) = |o,a/>. (2.8.4)

Es bleiben auch alle Wahrscheinlichkeitsaussagen der Theorie erhalten, wenn wir entsprechend alle
Zustinde |¢) gemifl (2.8.1) transformieren. So ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Ob-
servablen O einen bestimmten Wert o zu finden gemaf3 der Bornschen Regel durch

:Z|(o,a|¢)|2:Z|<o,a/|¢/>|2 (2.8.5)
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gegeben. Wir erhalten also dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die moglichen Mefiwerte, wenn
wir statt der urspriinglichen Eigenvektoren |#,a) und dem urspriinglichen Zustandsvektor ¢ die ge-
maf} transformierten Vektoren verwenden. Insgesamt andert sich also an den Vorhersagen eines
quantentheoretischen Modells nichts, wenn man alle Vektoren und Operatoren dieser Transformation
unterzieht. Sie ist also tatsichlich eine Symmetrietransformation.
Auch die Kommutatorrelationen dndern sich nicht, denn es gilt fiir irgendwelche zwei Operatoren A
und B

A’B'=UAU'UBB' = UABU' (2.8.6)
und folglich

[A',B']=U[A,B]U". (2.8.7)

Wir bemerken noch, daf§ auch allgemeinere Transformationen Symmetrietransformationen sein kon-
nen, denn es miissen nicht die Skalarprodukte selbst ungeindert bleiben sondern nur ihre Betrige. Es

muf also lediglich
|<¢/1|¢3>|:|<¢1|¢2>| (2.8.8)

gelten. Man kann zeigen, daf§ sich Abbildungen mit dieser Eigenschaft, die keine unitdren Abbildun-
gen der Art sind, als sog. antiunitire Abbildungen beschreiben lassen. Wir wollen dieses sog.
Theorem von Wigner und Bargmann [[Bar64, Mes99]] hier nicht beweisen. In der Physik bendtigt
man diesen Fall fiir die Beschreibung der Zeitumkehrsymmetrie. Wir kommen darauf spiter noch im
Zusammenhang mit der relativistischen Quantentheorie noch austiihrlich zu sprechen.

Ein besonders einfacher (wenngleich wichtiger) Spezialfall einer unitiren Symmetrie ist die Phasenin-
varianz der Quantentheorie. Setzen wir nimlich

U=exp(ip)l mit ¢€eR, (2.8.9)
so ist gemafd
|¢/> =exp(ip)|¢), O'=O0. (2.8.10)
Dafl U unitir ist, ist klar, denn es gilt
U = exp(—ig) 1T = exp(—ip)1. (2.8.11)

Wir kénnen also alle Vektoren |¢) mit demselben Phasenfaktor multiplizieren, ohne daff sich an
den Aussagen iiber das physikalische System etwas dndert, d.h. insbesondere, daf§ der Vektor | ¢/ > =
exp(ip)|¢) denselben Zustand des Systems reprisentiert wie |¢).

Als weiteres weniger triviales Beispiel betrachten wir

U&= exp<i5 'P>. (2.8.12)

b

Wir wollen zeigen, dafl dieser Operator raumliche Translationen beschreibt. Das ist insofern plausibel
als auch in der klassischen Mechanik der Impuls die zur rdumlichen Translationssymmetrie geho-
rige Erhaltungsgrofie und im Poissonklammernformalismus der Hamiltonschen Mechanik Generator
dieser riumlichen Translationen ist (Noethertheorem! Vgl. [Hee08al]). Wir gehen darauf in Kapitel
2 dieses Manuskripts noch sehr genau ein.

Betrachten wir zunichst die Wirkung des Operators U (&) auf die Orts- und Impulsoperatoren ge-
mifl (2.8.1). Da die Impulsoperatoren wegen untereinander und folglich auch mit jeder Funktion von
Impulsoperatoren vertauschen, gilt

p'=UE)pUL(E)=pUn(E)ULE)

p. (2.8.13)
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Der Impulsoperator bleibt also ungeindert, so wie es ja riumlichen Translationen entspricht.
Etwas schwieriger ist die Herleitung der Transformation des Ortsoperators. Dazu betrachten wir den

transformierten Operator als Funktion der Parameter &:
x/(£)=Uy()x,UL(E). (2.8.14)

Bilden wir nun die Ableitung nach &,

a d > > d oz
==X Ul U —U 2.8.15
526 =] 52U1E) % U0 + UG 52U E), 28.15)
Da alle drei Impulsoperatoren untereinander vertauschen, gilt
3 >4 i =4 d t.7 1 t .7
, ==U =——p,U . 2.8.16
Dies in eingesetzt ergibt nach einigen einfachen Umformungen
a i 2 2
225 =—3Ur@)[xpe ] URE) =81 28.17)
10
Dies konnen wir wieder integrieren, um
x;(g):x;.(O)Jrfjn (2.8.18)
zu erhalten. Wegen U4(0) = 1 ist X" (O) =x;,d.h. es gilt
%(E)=%+&1. (2.8.19)

Auch dies entspricht der erwarteten Translation des Koordinatensystems um den Vektor &.

Die Wirkung des Operators (2.8.12) auf die Hilbertraumvektoren untersuchen wir am einfachsten in
der Ortsdarstellung. Zunichst gilt fiir die Ortseigenvektoren

8 19)

Ul (£)[7) BB Ut (B [7) = UL ()& + E1)[7) = G+ E)UL() ). (2.8.20)

Es ist also UT(& )|x) Eigenvektor des Ortsoperators zum Eigenwert x + 5 Im folgenden wihlen wir
die Ortseigenvektoren als

%) =UL(%)[0). (2.8.21)
Dabei bezeichnet |0) den Eigenvektor von X zum Eigenwert 0. Da die simultanen Ortseigenvektoren bis
auf einen Phasenfaktor eindeutig bestimmt sind, entspricht die Wahl (2.8.21) lediglich einer bequemen

Phasenkonvention fiir die verallgemeinerten Ortseigenvektoren. Physikalische Aussagen sind nimlich
unabhingig von der Wahl dieser Phasen.

Damit konnen wir aber die Wirkung des Translationsoperators auf die Wellenfunktion in der Ortsdar-
stellung berechnen

(%) ’UT ¢> |UT(5

:(U &uti) o|¢ (Ul GE+&)0 |¢ D(E +E). (2822
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Die Wellenfunktion verhilt sich also bzgl. Translationen wie ein skalares Feld.

Wir bemerken noch, daf§ die Translationen eine Abelsche Gruppe bilden. Die Hintereinanderaus-
fithrung zweier Translationen um die Verschiebungsvektoren 51 bzw. 52 ergibt namlich wieder eine
Verschiebung mit dem Verschiebungsvektor é_:l + 52. Dabei ist die Reihenfolge der Verschiebungen of-

fenbar unerheblich, denn es gilt 51 +¢&, =&, + &, In der Quantentheorie hatten wir die Translationen
mit dem unitdren Operator (2.3.36) dargestellt. Wegen der Kommutativitit der Impulsoperatoren gilt
(die tibrigens bei den obigen Rechnungen bereits benutzte!) Beziehung

Ur(&)U(E) = Ur(& +5)=Ur(E)Ur(&). (2.8.23)

Die Hintereinanderausfiihrung der quantenmechanischen Translationsoperatoren liefert also dieselbe
Gruppenbeziehung wie die Transformationsgruppe. MaW. bezeichnen wir die Translation des Orts-

vektors mit 7(§), so gilt

T(EHT(E)=T(5+ &) =T(E)T(&) (2.8.24)
d.h. die in diesem Fall abelsche Gruppenmultiplikation erfiillt dieselben Relationen wie sie auch die uni-
taren Operatoren gemif besitzen. Wir haben also mit den unitiren Transformationen
eine Abbildung der Translationsgruppe 7 des R’ in die Gruppe der unitiren Transformationen
im Hilbertraum % (7). Diese Abbildung der Gruppenelemente erfiillt dieselben Gruppenverkniip-
fungsregeln wie die Elemente der Gruppe selbst (vgl. (2.8.23) mit (2.8.24)!). Man nennt dies eine unitire
Darstellung der Gruppe im Hilbertraum.

Allgemein entspricht also einer Symmetriegruppe in der klassischen Theorie (hier der Newtonschen
Mechanik) in der ihr entsprechenden Quantentheorie einer unitiren Darstellung dieser Gruppe im
Hilbertraun{} Man gelangt allerdings eher umgekehrt durch die Betrachtungen der unitiren Darstel-
lung der Symmetriegruppe der klassischen Theorie und durch Ableitung (analog zu unserem Vorgehen
in Gl. (2.8.17)) zu den Kommutatorrelationen der entsprechenden selbstadjungierten Operatoren, aus
denen sich wiederum die Eigenschaften der Wellenfunktionen dieser Quantentheorie und damit eine
zur praktischen Losung von physikalischen Problemen verwendbare Realisierung derselben ergibt. Wir
konnten z.B. die oben besprochene Realisierung der nichtrelativistischen Quantentheorie eines Teil-
chens allein aus den Kommutatorregeln der Heisenberg-Algebra gewinnen. Darauf kommen
wir im nichsten Kapitel noch ausfiihrlich zuriick.

2.9 Die Dynamik im Schrédingerbild

Wir beschiftigen uns nun mit der Beschreibung der Zeitentwicklung der die Observablen reprisen-
tierenden selbstadjungierten Operatoren und der Zustandsvektoren im Hilbertraum. Wir wollen zu-
nichst die dynamische Beschreibung eines Quantensystems in einer speziellen Form, dem sog. Schro-
dingerbild gewinnen. Dieses erhalten wir durch unmittelbare Identifikation der Operatoren und Zu-
stande mit den entsprechenden Elementen in der Ortsdarstellung. Die Wellenfunktion ist zeitabhin-
gig, wihrend die fundamentalen Observablen (z.B. Ort und Impuls fiir ein spinloses Teilchen), durch
die sich alle anderen Observablenoperatoren ausdriicken lassen, durch zeitunabhingige Differential-
operatoren beschrieben werden. Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion wird dabei durch die Schro-
dingergleichung 5

ihng(t,?c):lflgb(t,a?) (2.9.1)

’Die einzige Ausnahme bilden die Zeitumkehrtransformationen, die (wie schon oben erwihnt) durch eine antiunitire
Abbildung reprisentiert werden miissen.
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2.9. Die Dynamik im Schrodingerbild

beschrieben. Der Hamiltonoperator| H ist dabei fiir den einfachsten Fall eines Teilchens in einem
dufleren Kraftfeld mit Potential V' durch

H=L v (2.9.2)

2
A=l ntv 2.9.3)
2m
mit dem Laplaceoperator
.. 2 2 2
A- 9= 9 ¢ (2.9.4)

dx? * dy? * 922

Statt der hier angegebenen Form in kartesischen Koordinaten kann man ihn freilich in irgendwelchen
anderen dem jeweiligen Problem angepafiten Koordinaten, z.B. Kugel- oder Zylinderkoordinaten, ver-
wenden (s. dazu [[CH10]). Da der Hamiltonoperator H die Zeitentwicklung des Systems beschreibt,
reprasentiert er die Energie des Systems. Dies entspricht unserem Postulat 4, auf das wir gleich noch
niher eingehen werden. Da H selbstadjungiert ist, ist die Zeitentwicklung eine unitire Transforma-
tion. Insbesondere bleibt die Normierung der Wellenfunktion zeitlich erhalten. Sind nimlich ¢, und

¢, irgendwelche Lésungen der Schrédingergleichung (2.9.1), so folgt
(o))

i 010 =5 ({0 a0) )+ {100)|
)b ¢z > (2.9.5)

:<_lhdt¢ >+<
—(Hey(6)|4s(t ) (1(6) | Hby(t )
= () () + (0| a0 =,

d.h. die Skalarprodukte von beliebigen Zustandsvektoren dndern sich nicht mit der Zeit, und damit
ist die Zeitentwicklung eine unitire Transformation. Insbesondere bleibt die zum Anfangszeitpunkt
vorgenommene Normierung der Zustandsvektoren erhalten:

I = {(0) [ (1)) = ((t0) | (1)) = 1. 2.9-6)

Da die Ortsoperatoren zeitunabhingig sind, sind auch deren Eigenfunktionen zeitunabhingig. Iden-
tifizieren wir also iiber die verallgemeinerten Eigenzustinde des Ortsoperators die Wellenfunktionen
mit Kets im Hilbertraum vermoge

= [ ExRElo)= [ Fxle 297)
R3 R3

ist der Zustandsket eine Funktion der Zeit. Leiten wir diese Gleichung nach der Zeit ab, erhalten wir

3 N
7 100 = ] ExE) F ) (29:8)

8Um den Operator bzgl. der Ortsdarstellung von dem abstrakten Operator im Hilbertraum zu unterscheiden bezeichnen
wir den ersteren mit / und den letzteren mit H. Der Zusammenhang ist durch H¢(%) = (X |H¢') gegeben.
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie
und mit der Schrodingergleichung
8 3 - 1 A - 1 3 - - 1
S l4@) = &Ex[X) =H(,X) == | Ix[x) (X [H|g(e)) = —HId()). 2.9.9)
dt R ih 15 Jgs ih

Wir haben oben auch gesehen, daf§ aufgrund der Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators die Zeit-
entwicklung in der Ortsdarstellung durch eine unitire Transformation der Wellenfunktion gegeben ist.
Entsprechend verallgemeinert sich diese Beobachtung auf die darstellungsunabhingigen Zustandskets.
Es gibt also fiir jedes ¢t > ¢, eine unitire Transformation U(z, t,), so dafl

|P(2)) =U(t, 1) | (o)) (2.9.10)

ist. Es mufl natiirlich insbesondere U(z, ;) = 1 gelten.
Um die Bewegungsgleichung fiir U(¢, t,) zu finden, leiten wir (2.9.10) nach der Zeit ab:

d d d
— =— == t . 2.9.11
L0 = 5 U 0)19(0) = | 50 6) | UT(e, 1) 60) @911
Der Vergleich mit ergibt
d + 1
[ZU(t, to)i| U'(t,ty) = EH' (2.9.12)
Nun gilt
UU'=1= (4, U)UT+ U4 U") =0. (2.9.13)

Die letzte Beziehung bedeutet, daf}
H =i#4[3,U(z,1,)]U(z,1,) (2.9.14)

tatsichlich selbstadjungiert ist. Dies ist konsistent mit der Forderung, daff der Hamiltonoperator H die
Energie des Teilchens reprisentiert. Multiplizieren von (2.9.14) von rechts mit 15U ergibt

159, U(t,t,) = HU(, t). (2.9.15)

Wir zeigen weiter, daf§ dabei H lokal in der Zeit sein mufi, d.h. H hingt hchstens von ¢, nicht aber
von t, ab. Dazu bemerken wir, daff der Zeitentwicklungsoperator U die Bedingung

U(t,ty) =U(t,t,)U(t, ty) (2.9.16)

erfiillen muf}, denn die Hintereinanderausfithrung der Zeitentwicklung der Zustinde von der Zeit ¢,
bis zur Zeit ¢, und dann von #; bis ¢t mufy zusammengenommen der Zeitentwicklung von ¢, bis ¢

entsprechen. Leitet man dies nach ¢ ab und benutzt , folgt sofort, daf$ auch
H=i5U"(¢,£,)3,U(t,1,) 2.9.17)

gilt, d.h. H ist hochstens eine Funktion von ¢, nicht vom Anfangszeitpunkt ¢,. In abgeschlossenen
Systemen ist H definitionsgemif} zeitunabhingig.

Die genaue Form des Hamiltonoperators fiir ein gegebenes Systems ist natiirlich durch physikalische
Prinzipien zu gewinnen und kann nicht mathematisch hergeleitet werden. Als sehr tragfihig haben sich
in der gesamten modernen Physik die Symmetrieprinzipien erwiesen, aus denen heraus man Wechsel-
wirkungen postulieren kann. Dabei spielt das Noethertheorem eine wesentliche Rolle, also dafl je-
der unabhingigen Symmetrieoperation (das sind in der Quantentheorie im wesentlichen die unitiren
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2.9. Die Dynamik im Schrodingerbild

Transformationen), die den Hamiltonoperator invariant 1afit, ein Erhaltungssatz entspricht. Durch die
empirische Beobachtung von Erhaltungsgroflen lassen sich nun aber umgekehrt auch die Symmetrie-
prinzipien gewinnen, die zur Aufstellung des Hamiltonoperators benutzt werden konnen. Wir gehen
auf diese fundamentalen Symmetrieprinzipien im nichsten Kapitel noch austiihrlich ein.

Nehmen wir nun an, der Hamiltonoperator sei zeitunabhingig. In dem bis jetzt ausschliefilich benutz-
ten Schrédingerbild heifSt das, daf§ er eine Funktion der fundamentalen Operatoren X und p und nicht
der Zeit ist. Dann ist die Losung der Differentialgleichung formal sehr einfach. Wir kénnen
dann nimlich diese Gleichung genauso wie eine Differentialgleichung fiir komplexwertige Funktionen
behandeln, denn es treten keine Probleme mit der Nichtkommutativitdt von Operatoren auf. Demnach
ist die formale Losung durch

5

gegeben. Daff dies tatsichlich die Losung ist, weist man sehr leicht durch Ableiten der Gleichung nach.
Dabet ist es entscheidend, dafl in diesem Fall U mit H fiir jedes ¢ vertauscht. Wire H zeitabhingig, wire
dies nicht mehr unbedingt der Fall und die Losung des Problems weitaus verwickelter. Wir kommen
darauf weiter unten noch zuriick.

U(t,ty) =exp |:—i(t —to)H] (2.9.18)

Wichtig ist noch die Frage nach den stationiren Zustinden. Dies war ja einer der Ausgangspunkte fiir
die Entwicklung der Quantentheorie, nimlich die Losung des Problems, wie es stabile Atome geben
kann, was klassisch ja nicht mit den Rutherfordschen Beobachtungen bzgl. der um den Kern ,kreisen-
den“ Elektronen vereinbar ist. Fiir die Quantentheorie stellt das deshalb kein Problem dar, weil wir
nach Zustinden suchen konnen, die sich zeitlich nicht indern. Beobachtbar sind aber Zustinde nicht
direkt, nur die Meflwerte von Observablen (Eigenwerte der dazugehdrigen Operatoren) am Einzelsy-
stem bzw. deren Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten fiir eine grofle Zahl von gleich priparier-
ten Systemen (Ensembles). Das bedeutet aber, dafl zwei Zustinde |¢) und |¢/>, die sich nur durch einen
»Phasenfaktor®, also durch Multiplikation mit einer komplexe Zahl vom Betrag 1, unterscheiden, die
gleiche physikalische Situation beschreiben und im Sinne der Quantentheorie als der gleiche Zustand
angesehen werden miissen. Damit ist [((t)) ein stationdrer Zustand, wenn fiir jeden Zeitpunkt ¢ eine
reelle Zahl a(t) existiert, so daf3

|¢(t)>stat eXp —ia(t |¢ (Zo >stat (2.9.19)
gilt.
Andererseits folgt aus (2.9.9) fiir einen stationiren Zustand
t) |¢( )stat |¢ )stat ° (2920)

Das bedeutet aber, daf} |¢/(t)),,,, zu jedem Zeitpunkt ein Eigenvektor des Hamiltonoperators H(#) zum
Eigenwert %¢a(r) sein muf}. Es ist also notwendig

(Ot gae = E@) |h(t0)) e it  E(2)= ha(t). (2.9.21)
Falls H zeitunabhingig ist, ist auch £(¢) = E = const, und es gilt wegen (2.9.18)

906 e = 30| =5t = )F | |90t @922

Wir konnen also festhalten: Stationdre Zustinde eines Systems sind genau die Eigenzustinde des Ha-
miltonoperators. Wegen ihrer Wichtigkeit nennt man die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators
in der Ortsdarstellung auch zeitunabhingige Schrodingergleichung.
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Es ist klar, daf} bei gegebener Anfangsbedingung in Form der Wellenfunktion ¢(X) = ¢(t,,%) die
allgemeine Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung am einfachsten durch Entwicklung nach
Energieeigenfunktionen gegeben ist. Ist ndmlich |E, @) ein vollstindiger Satz von Energieeigenzustin-
den, wobel o eventuelle weitere den Zustand charakterisierende diskrete und kontinuierliche Parameter

bezeichnet, so kdnnen wir (2.9.18) wie folgt verwenden:

(0 3) = (] (1)) = <%|U<t,ro>|¢<to>>:3§dE3§da (] Evar) (B, [U(E )] 1 15)

- 2.9.23)
1 -
:idE exp [—%E(t — to)]i de gﬁE’a(x) (E,a|d(ty)).
Dabei definieren wir die Energieeigenfunktionen
9255,(1(9_5) =(X|E,a) mitder Normierung
(2.9.24)

<E/, d'|E,a > =8(E—-ENS(a—a)= fw d3x¢z,,a,(§)¢5’a(§).

Die kombinerten Summations-Integralzeichen tiber E und o bedeuten wieder Integrale tiber den konti-
nuierlichen und Summen {iber den diskreten Teil des Spektrums der betreffenden Operatoren des gera-
de verwendeten vollstindigen Satzes kompatibler Observabler. Ebenso bedeuten die &-Distributionen

in (2.9.24) im diskreten Teil des Spektrums Kronecker-Symbole.

Die Komponenten des Anfangszustandes sind durch

(Ealg(e) = | Sx(Eald)Elow) = | SxdpOp@ @)

gegeben. Haben wir also den vollstindigen Satz von Energieeigenfunktion gemif3 (2.9.24) bestimmt,
konnen wir die Losung des Anfangswertproblems der zeitabhingigen Schrodingergleichung sofort an-

geben.

2.10 Bildtransformationen

Wir haben oben schon mehrfach betont, daff die Elemente der Quantentheorie, nimlich die selbstad-
jungierten Operatoren, die Observablen reprisentieren, und die Hilbertraumvektoren, die die Zustin-
de des Systems reprisentieren, selbst nicht direkt beobachtbar sind. Mogliche Mefiwerte von Observa-
blen sind durch die Eigenwerte der sie reprisentierenden Observablen bestimmt. Bei einer Pripartion
des Systems, das die Werte eines vollstindigen Satzes kompatibler Observabler festlegt, befindet sich das
System in den zu diesen simultanen Mefiwerten gehorigen eindeutig bestimmten Eigenzustand. Allen
Observablen, zu dem dieser Zustand nicht Eigenzustand ist, kommt kein eindeutiger Wert zu, es kon-
nen aber Erwartungswerte solcher Observablen und die Wahrscheinlichkeit des Eintretens bestimmter
moglicher Meflwerte gewonnen werden.

Alle an realen Systemen durch Messung prinzipiell tiberhaupt erfaflbaren Groflen (wie die moglichen
Meflwerte einer Observablen, Erwartungswerte von Observablen oder Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen fiir die Werte von Observablen) indern sich offenbar nicht, wenn wir eine unitire Transformation
B wie folgt auf Zustandskets und Observablen reprisentierende Operatoren wirken lassen:

|¢'\=B|¢), O'=BOB, (2.10.1)

44



2.10. Bildtransformationen

denn dann gilt

(¢'1¢/)=(BIBY)=(¢|BIBY ) =(3]¢),
(0), = (B¢ |BOB'|BS) = (4|0]¢).

Es ist auch klar, dafl selbstadjungierte Operatoren unter dieser unitiren Transformation selbstadjun-
giert bleiben und Kommutatoren sich kovariant transformieren:

(2.10.2)

[0},0;]=B[0,,0,]B". (2.10.3)

Da in all diesen Manipulationen an Zustinden und Observablenoperatoren die Zeit keine Rolle spielt,
darf dabei B offenbar auch zeitabhingig sein. Im vorigen Abschnitt haben wir allerdings angenommen,
daf} die Operatoren zeitunabhingig und die Zustandskets zeitabhingig sind. Ist nun B zeitabhingig,
ist dies fiir die gemif§ transformierten Objekte nicht mehr notwendig der Fall, wihrend aber
die physikalischen Aussagen der Theorie ungedndert bleiben. Wir haben also eine recht grofle Freiheit,
die Zeitabhingigkeit auf Zustandsvektoren und Observablenoperatoren zu verteilen, ohne daff dies den
physikalischen Gehalt dieser Objekte andert. Man nennt eine konkrete Realisierung dieser Verteilung
der Zeitabhingigkeit auf Zustandsvektoren und Observablenoperatoren Wahl des Bildes der Zeitent-
wicklung. Eine zeitabhingige unitire Transformation heifit daher auch Bildtransformation,
da sie von einem Bild der Zeitentwicklung zu einem anderen wechselt.

Im folgenden wollen wir die Dynamik des Systems in einem beliebigen Bild formulieren, so daf§ wir
kein spezielles, z.B. das Schrodingerbild, mehr benétigen. Gleichwohl machen wir vom Schrodinger-
bild zur Herleitung dieser Gleichungen Gebrauch. Seien also |¢/) und O Zustandskets und Operatoren
im Schrédingerbild und |/ > und O’ die gemif (2.10.1) transformierten Objekte. Dann ergibt sich

=2

wobei wir von (2.9.9) Gebrauch gemacht haben. Setzen wir jetzt auf der rechten Seite die gemif3 (2.10.1)

transformierten Objekte ein, folgt

(t))— —B (O)H|4(2)), (2.10.4)

dw_ ) i ., dB(t)
5|¢(t)>___Y )|¢(2))  mit Y(t)_H(t)+1hT

Dabei ist H'(¢) = B(t)HB'(¢) der Hamiltonoperator im neuen Bild. Offensichtlich ist Y() selbstad-
jungiert. Da nimlich H selbstadjungiert ist, trifft dies auch auf H'(#) zu. Bleibt der zweite Term in

(2.10.5) zu iiberpriifen. Da B(¢) unitir ist, gilt
B(¢)B'(¢)=1. (2.10.6)

BY(z). (2.10.5)

Leiten wir diese Gleichung nach der Zeit ab, folgt
B(2)B'(1)+ B(t)B(t) = B(t)B (1) + [B(2)BT(1)]F =0. (2.10.7)

Dabei verwenden wir wie in der Mechanik den Punkt, um die Zeitableitung zu bezeichnen. Dann folgt
aber

[i5B(0)BT(0)] = —inB(0)B (1) B2 1inB()BT (1), (2.10.8)

d.h. auch der zweite Term in der Definitionsgleichung von Y(#) (2.10.5) ist selbstadjungiert, d.h. es gilt
tatsichlich
Yi(t)=Y(z). (2.10.9)
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Fiir die Observablen folgt durch eine einfache Rechnung die Bewegungsgleichung

/
dz :%[O/,X(t)]—i—é’fxf)lol mit  X(t)=H'(¢)=Y(¢). (2.10.10)
1

Dabei definieren wir
3%\ 0" = B(£)(3,0)B(¢), (2.10.11)

wobei die Zeitabhingigkeit des Operators O im Schrédingerbild rein explizit ist. Die fundamentalen
Operatoren x und p, aus denen sich jeder Operator O = O(x, p; t ) aufbauen lifit, sind im Schrodinger-
bild definitionsgemifl zeitunabhingig.

Die physikalisch relevanten dynamischen Aussagen der Quantentheorie hingen auch im neuen Bild
nur von H'(¢) ab, wihrend das Bild durch die willkiirliche Festlegung eines der selbstadjungierten
Operatoren X(t) oder Y(¢) definiert werden kann. Diese beiden Operatoren sind durch X(¢)+Y(¢) =
H'(t) miteinander verkniipft, d.h. hat man einen der beiden Operatoren willkiirlich gewihlt, ist der
andere ebenfalls gewihlt.

Man kann in der Tat leicht zeigen, daff die Annahme der Bewegungsgleichungen (2.10.5) und (2.10.10)
auf eine bildunabhingige Dynamik der relevanten Groflen fiihrt. So gilt
d d

100 =(go ||} (#]5]#)+(

Setzen wir nun (2.10.5) und (2.10.10) in diese Gleichungen ein, finden wir die bildunabhingige Glei-
chung

dO’
dt

i¢/>. (2.10.12)

o’ o’

dt

d o/ . o/ 1 expl.

(0, =(0 >¢/ mit O'i=— [0\ H]+470" (2.10.13)
Dies ist das Ehrenfestsche Theorem in bildunabhingiger Schreibweise. Dabeti ist zu beachten, dafs
der Ring tiber einem Operator i.a. nicht die mathematische Zeitableitung desselben bedeutet, sondern
durch die Kommutatorrelation erginzt durch die Ableitung aufgrund der expliziten Zeitabhingigkeit
definiert ist. Dies ist die sog. physikalische Zeitableitung der Quantentheorie, die man als unter
Bildtransformationen kovariante Zeitableitung betrachten kann. Damit haben wir auch Postulat
4 erklirt. Die Postulate sind damit sowohl unabhingig von einer konkreten Darstellung, also der
Wahl eines bestimmten vollstindigen Satzes kompatibler Observabler zur vollstindigen Festlegung des
Systemzustandes, als auch unabhingig von der Wahl des Bildes der Zeitentwicklung, also der Wahl
der Verteilung der Zeitabhingigkeit auf Zustandsvektoren und Observablenoperatoren.

2.11 Das Heisenbergbild

Als eine Anwendung der bild- und darstellungsunabhingigen Formulierung der quantentheoretischen
Dynamik betrachten wir die Herleitung der dynamischen Gleichungen im Heisenbergbild. Dieses Bild
ist in gewissem Sinne das genaue Gegenstiick zum Schrodingerbild. Die volle Zeitabhingigkeit wird
dabei auf die Observablenoperatoren gewilzt. Das bedeutet, daff wir gemifd (2.10.5) und (2.10.10)

zu setzen haben. Explizit heifit das, dafl die kovariante Zeitableitung identisch ist mit der totalen Zeita-
bleitung und die Zustandsvektoren tiberhaupt nicht zeitabhingig sind.
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2.11. Das Heisenbergbild

Zeitentwicklung in der Energieeigenbasis

In diesem Bild 143t sich auch sehr einfach der bildunabhingige Zeitentwicklungsoperator fiir die Wel-
lenfunktion in der Ortsdarstellung, also der Propagator der Schrédingergleichung bei gegebenem
Hamiltonoperator, gewinnen. Es gilt wie in jedem Bild

(£, %)= (3,t|¢) = JRS Ex (%, 0|, 15) (26, %) 2.11.2)

Dabei bedeutet |X, ¢) zu jeder Zeit ¢ den verallgemeinerten simultanen Eigenzustand der drei Ortskom-
ponentenoperatoren zum Spektralwert ¥ € R?, d.h. es gilt fiir alle ¢ > ¢,

x(2)]x,t) =%|X,t). (2.11.3)

Falls der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhingig ist, gilt fiir den Ortsoperator

X(t) =exp [ih(t — tO)H] x(ty) exp [—%(t — tO)H:| . (2.11.4)

Durch Ableitung nach der Zeit (Ubung!) sicht man nimlich sofort, daf} dann in der Tat die Bewegungs-

gleichung

d 1
Tx(t)= = [x(1),H], (2.11.5)

wie es gemif (2.10.10) im Heisenbergbild, das durch (2.11.1) definiert ist, sein muf3. Aus (2.11.4) folgt

sofort, daf} die Zeitentwicklung der Ortseigenvektoren durch

|§,t):exp|:%(t—to)Hi||§, to) (2.11.6)
gegeben ist.
Folglich ist
U(t,X;ty,x") = <9?, AEI > = <£, ty lexp [—%(t — tO)H:| X/, t0> 2.11.7)
und
U(to, %31, %) = 8O (F =), (2.11.8)

Leiten wir nach der Zeit ab (Ubung!), folgt sofort, daf§ fiir den Propagator die zeitabhingige
Schrodingergleichung

153, U(t,%;10,%") = HU (%, t5t5,%") (2.11.9)

gilt. Dabei ist H der Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung bzgl. X. Gemif3 1) ist die Zeitent-
wicklung der Wellenfunktion dann durch

d(t,%) = . ' U(t, %510, % V(15,57 (2.11.10)
gegeben. Wegen (2.11.9) erfiillt diese Wellenfunktion in der Tat die zeitabhingige Schrédingergleichung
und wegen (2.11.8) auch die Anfangsbedingung.

Adjunktion von liefert unter Beriicksichtigung der Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators
m@a%?p{?%

| 51— H[7uto) = U, T30 @ity
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Wir wollen zur Illustration den Propagator des freien Teilchens mit dieser Methode berechnen. Defi-
nitionsgemif} ist der Hamiltonoperator des freien Teilchens

=2
H=F 2.11.12)
2m
Nach (2.10.10) und (2.11.1) folgt zunichst
dp 1 . dx 1 . 1.
—=—[p,H]=0, —=—[xH]=—p. 2.11.13
a T PSS =g RHI=0p @AL1)
Die Losung ist in diesem Fall sehr einfach:
- > > - - t—1t)
BO=p)=h =%+, CRTRY)
Multiplizieren wir die Eigenwertgleichung
X(1)|X,t) =X 1|%,¢) (2.11.15)

mit (X, Zo| und wenden die Lsung (2.11.14) der Heisenbergschen Operatorbewegungsgleichungen so-
wie die Hermitezitit der Operatoren X, und p, an, finden wir die Bestimmungsgleichung

[73}0+XO (xO,tolx,t>:x<xO,to|x,t>, (2.11.16)

wobei wir (2.4.4) benutzt haben. Eine Losung dieser Gleichung lautet

(a?o,to|£,t):U*(t,%;to,zo):N*(z—to)exp[— o b(z_zo)z]. (2.11.17)

2(t—ty)
Nehmen wir an, daf}
N*(t—t) =N(t;—t) (2.11.18)

ist, gilt dann nimlich offenbar (2.11.11). Zur Bestimmung von N(¢) verwenden wir die Schrodinger-
Gleichung (2.11.9), was

. N,
N(t—ty)=— 0

(t—1p)*/?

N(t) => N(t—ty)= (2.11.19)

2(t—ty)
liefert.

Die noch unbestimmte Normierungskonstante N, bestimmt sich aus der Anfangsbedingung
(Rop 1o | %, 15) = SO (F —%,). (2.11.20)

Es ist klar, dafl (2.11.17)) zu jedem Zeitpunkt als Distribution aufzufassen ist, denn es handelt sich mit
Sicherheit nicht um eine quadratintegrable Funktion. Um N, zu bestimmen, kénnen wir daher auch

nicht einfach ¢ = ¢, setzen, und in der Tat wird (2.11.17) dann singulir. Es geniigt allerdings, (2.11.17)

auf eine beliebige Testfunktion anzuwenden. Dazu bietet sich hier eine Gau}funktion an, denn dann
kénnen wir die benétigten Integrale geschlossen auswerten. Wihlen wir also

X

=2
o(X)=Aexp <—m>. (2.11.21)
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2.12. Der Propagator des harmonischen Oszillators

Dann folgt

§D)= [ Uit o)

. i 2.11.22)
vy [ o] s
® RS xoeXp[z(t—to)k(x %) 402}

Dieses Integral lifit sich geschlossen auswerten (vgl. Anhang[A):

(e *)—AN[ 4no’h ]3/2 < i > (2.11.23)
TN B — 1) —2imo? | TP\ d4mo2+2ib(t—ty)) o

Damit dies fiir ¢ — £ mit der Anfangsbedingung (2.11.21) kompatibel ist, muff offenbar
m \3/2
N, = < - > 2.11.24
T \2mih ( )
sein. Demnach erfiillt N(z) gemafd (2.11.19) offenbar tatsichlich unsere obige Annahme (2.11.18) Der

Propagator fiir das freie Teilchen ist damit also durch

S o m 32 imo L L
; = — —(x— 2.11.25
U, % 0, %) |:27rih(t—to):| eXp[Z(t—to)h(x %) ] ( )

gegeben.

2.12 Der Propagator des harmonischen Ostzillators

Auch der Propagator des harmonischen Oszillators [ift sich mit der soeben fiir das freie Teilchen durch-
gefiihrten Methode im Heisenbergbild recht bequem berechnen.

Wir beschrinken uns auf den eindimensionalen Fall, d.h. wir haben nunmehr als fundamentale Ope-
ratoren nur jeweils eine Orts- und Impulskomponente x bzw. p, die der kanonischen Vertauschungs-

relation 1
—[xp]=71 (2.12.1)
%
gentigen. Der Hamiltonoperator ist in Anlehnung an den klassischen harmonischen Oszillator durch
2 2,2
p°  mow’x
H=—+ 2.12.2
2m 2 ( )
definiert. Dabeti ist w die Frequenz des harmonischen Oszillators.
Die Bewegungsgleichungen der Operatoren im Heisenbergbild lauten
dp 1 2
—=—[p,H|=— , 2.12.3
P L pH]=—mox @1y
dx 1 p
& _ 1 =P 2.12.4
&~ mE, @124
wobei wir die allgemeine Beziehung
[AB,C]=A[B,C]+[A,C]B, (2.12.5)
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

die man sofort aus der Definition des Kommutators beweist, und die kanonischen Vertauschungsrela-

tionen fiir Ort und Impuls (2.12.1) verwendet haben.
Ableiten der Gleichung (2.12.4) ergibt unter Verwendung von (2.12.3)

d*x )
und diese Gleichung l3{3t sich ohne Probleme genauso l6sen, als hitten wir es mit gewohnlichen Zahlen
und nicht Operatoren zu tun, weil keine Operatorprodukte vorkommen, in denen es Probleme mit der
Operatoranordnung gibe’t
x =xgcos[w(t —ty)]+ &sin[a)(t—to)]. (2.12.7)
mew
Fiir den Propagator gilt wieder
U(x,t5xg, 1) = (x,t | xXg, Lo ) - (2.12.8)

Wie oben beim freien Teilchen kénnen wir das Konjugiert Komplexe dazu berechnen, indem wir die
verallgemeinerte Eigenwertgleichung mittels (2.12.7) in der Ortsdarstellung anschreiben:

[Ad, +Bx,]JU" =xU",
5 2.12.9)

A= sin[w(t —ty)], B =cos[w(t—ty)].

1mew
Um die Losung der Eigenwertgleichung zu finden, miissen wir sie nur geeignet umformen:

1 dU*  x—Bx,
U dx, A

, (2.12.10)

und das ergibt aufintegriert

U* = N*(t,t,)exp {—%[%xé—xxo—i—f(x)]}, (2.12.11)

wobei wir die x-abhingige Integrationskonstante f(x) in den Exponenten gezogen haben, so dafl N
von x und x, unabhingig ist.
Wir miissen nunmehr die unbekannte Funktion f und die Konstante N bestimmen. Wir postulieren,
daf} f eine reelle Funktion ist. Wir werden im folgenden sehen, dafl wir mit dieser Annahme zu einer
Losung fiir den Propagator gelangen.
Zunichst nutzen wir die Eigenschaften des verallgemeinerten Skalarprodukts aus. Wir sehen
sofort, daf§

U*(x,t;5%g, tg) = U(xg, to; %, ). (2.12.12)

Dann benutzen wir, dafl bei der Vertauschung der Argumente (x,¢) und (x,,2,) A— —Aund B — B
gilt, da der sin eine ungerade und cos eine gerade Funktion ist. Weiter ist A rein imaginir und B reell.

Daraus ergibt sich mit (2.12.11) die Beziehung

N*(z,t,)exp {—% [’;xg +f(x):|} = N(ty,t)exp {—% [gxz +f(xo):|} , (2.12.13)

9Das ist natiirlich der besonders einfachen quadratischen Form des Hamiltonoperators zu verdanken, welche zu linearen
Bewegungsgleichungen fiihrt.
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2.12. Der Propagator des harmonischen Oszillators

wobei wir schon den beiden Seiten gemeinsamen Faktor exp(xx,/A) gekiirzt haben.

Da N nicht von x und x, abhingt, miissen die Exponenten iibereinstimmen, und daraus ergibt sich,

daf§
f(x)—gxz :f(xo)—§x§ (2.12.14)

2
sein mufl. Da diese Beziehung fiir alle x und x, gilt, mufl also

J’(X)—gx2 =g(t, %) (2.12.15)

sein. Wir konnen aber g = 0 setzen, da diese Abhingigkeit durch den Faktor N bereits parametrisiert
ist, so dafd also

flx)= gxz (2.12.16)

1st.

Bis jetzt haben wir somit folgende Form fiir den Propagator gefunden:

imeo[(x? + x3) cos[w(t — )] — 2xx, ]
U(x,t;xy,ty) =N(t,t, - 2.12.17
(x, £ %0, 1) ( o)eXP{ 2hsin[eo(t — tg)] ( )
Als nichstes betrachten wir die Vollstandigkeitsrelation
f dxo U (x5 2520, 1) U™ (x5 25 %0, 1) = f dacg (1, £ %05 £0) (%05 L0 X2, 1) (2.12.18)

= (xp,t|xp5) = 8 (x; —xy).

Setzen wir hierin (2.12.17) ein, finden wir unter Anwendung des aus der Theorie des Fourierintegrals
bekannten Formel

J dk exp(ikz) = 2728 (2) (2.12.19)
die Bezichung
J g U, £330, 1)U (i 550 ) = N (8, 10|22 Si“;‘ift g —x) @1220)
so daf also
N*(t,ty) = \/ e sianZ:)o(t 5 exp(io) (2.12.21)

mit ¢ € R sein mufl. Unter der Wurzel verstehen wir dabei hier und im folgenden den Hauptwert, d.h.
tiir sin[co(t — t5)] > 0 (< 0) 1st ithr Imaginirteil <0 (> 0) |T_Gl

Zur Bestimmung von ¢ gentigt schliefllich die Anwendung von U auf eine beliebige Testfunktion, fiir
die wir hier bequemerweise exp(—cx?) (c > 0) wihlen:

F(x)= f dxoU(x, t; X, o) exp(—cx?). (2.12.22)

Der Hauptwert der Wurzel fiir eine rein imaginire Zahl ist definitionsgemif} v/+ir = /7 exp(Lin/4)
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Da fiir t — t, der Propagator gegen & (x—x,) streben muf}, ergibt sich aus der elementaren Auswertung

des Integrals (2.12.22), dafl ¢ = 0 sein muf3, so daf3 sich schliellich der Propagator zu

Mo exp{ima)[(x2+x§)cos[a)(t—t0)]—2xxo]

2.12.23
2rihsin[ew(t — ty)] 2hsin[w(t —ty)] } ( )

U(x,t;xg,ty) = \/

ergibt.

2.13 Der Propagator als Green-Funktion der Schrédingergleichung

Wir diskutieren noch ein Weilchen {iber Propagatoren bzw. Greensche Funktionen der Schrédinger-
gleichung. Der Propagator fiir ein quantenmechanisches System wird besonders einfach, wenn man
nicht wie oben die Ortsdarstellung sondern die Energieeigenzustinde als Basissystem wahlt. Wir
schreiben die Zeitentwicklung wieder im Heisenbergbild und leiten zunichst die Zeitentwicklungglei-

chung der Eigenzustinde von nicht explizit zeitabhingigen Operatoren her. Sei also A(¢) der selbstad-
jungierte Operator einer Observablen A im Heisenbergbild. Dann gilt wegen (2.10.10) und (2.11.1)

d 1
EA(z): E[A(t),H]. (2.13.1)

Wir gehen auch von einem nicht explizit zeitabhingigen Hamiltonoperator aus. Setzen wir in (2.13.1)
A = H ein, sehen wir, daf§ der Hamiltonoperator dann zeitlich konstant ist, so daf§ wir das Zeitargu-
ment fiir diesen gleich weggelassen haben. Dann kénnen wir aber die Losung der Differentialgleichung

(2.13.1) sofort angeben:

A(t):exp[lb(t_TtO)H}A(to)exp [—W_T%)H]. (2.13.2)

Setzen wir " H
B(z,1,) = exp [%] , (2.13.3)

so ist offenbar B(z, t,) unitir, und wir kénnen fiir auch
A(t)=B(t, t,)A(ty)BT(z, 1) (2.13.4)

schreiben, was mit (2.10.1) tibereinstimmt, wenn wir annehmen, daf$ zur Zeit ¢, im Schrodinger- und

Heisenbergbild dieselben Operatoren verwendet werden, was wir stets tun diirfen. Dabei bezeichnet
t, wieder den Anfangszeitpunkt, zu dem wir uns das System in irgendeinem Zustand |¢) pripariert
o . . . . . . . . . .

denken. Im Heisenbergbild sind die |¢) definitionsgemif} zeitlich konstant. Die Eigenzustinde von

A(¢) sind hingegen wegen (2.13.2) zeitabhingig. Aus

A(t)|a,t) =ala,t) (2.13.5)
folgt durch Einsetzen von
B(t, 10)A(1o)B (¢, 10) |a, to) = a|a, 1) (2.13.6)

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit BT, folgt

i

A(to)B' (¢, 1) |a, t) =aB(¢, 15)|a, t) (2.13.7)
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2.13. Der Propagator als Green-Funktion der Schrodingergleichung

Daraus folgt, dafd BT (¢, #5) |4, ¢) Eigenvektor von A(t,) zum Eigenwert 4 ist. Damit ist also
Bi(2,10)|a,t) =|a,t5) = |a,t) =B(z,15)|a, 1) - (2.13.8)

Ist dann |a;¢) ein VONS von irgendwelchen Energieeigenvektoren (wobei o wieder die Eigenwerte
irgendwelcher drei voneinander unabhingiger mit H kompatibler Observabler bezeichnet), so konnen
wir die Zeitentwicklung der Wellenfunktion in der Energiedarstellung sofort angeber[/'}

Jo.)={ont )= (Bt 0251 = (exp | T [t )
:<exp|:w:|a, ty ¢>:exp[—w:|(a,to|¢) (2.13.9)

—exp [_W] b(to, ).

Damit konnen wir aber auch die Zeitentwicklung in jeder anderen Basis nach den entsprechenden
Energieeigenfunktionen bzgl. dieser Basis ausdriicken, z.B. in der Ortsdarstellung

¢<z,z>=<z,t|¢>:jda<£,r|a,z><a;z|¢>
= J da u,(x)exp [—@] QZ(tO,a).

Dabei sind die Energieeigenfunktionen in der Ortsdarstellung zeitunabhingig, denn es gilt wegen der

Unitaritét des Zeitentwicklungsoperators (2.13.3)

(2.13.10)

no(X)= (X, t|ast) = (B(t,1)X, 5| B(t, )2, 1)

. : . (2.13.11)
= <x, t | B'(t,t,)B(t,ty)a, t, > = (X, 1], 1) -

Wie wir oben gesehen haben, konnen wir die #,(X) tiber die zeitunabhingige Schrédingergleichung
berechnen. Dies folgt im jetzigen Kontext sehr einfach aus

Huy (3):=(%,t |HE, a5t ) = E (¥;t | E, a5t ) = Eng (%), 2.13.12)

Wir wollen noch eine wichtige Darstellung des Propagators mittels dieser Energieeigenzustinde her-
leiten. Dazu miissen wir nur ¢(zy, @) durch die Wellenfunktion in der Ortsdarstellung ausdriicken:
Pt ) = (2, 5] ¢) :J &’ <0‘,fo | x'; fo><9_5/§ to| ¢>
2 (2.13.13)
= [ @0,
R3

Dies in (2.13.10) eingesetzt liefert
E(p—
d(t,%)= J 3 d%’i da u}(x")u,(X)exp [—#] (tg,X'). (2.13.14)
R

"Fiir das freie Teilchen kénnen wir z.B. fiir « die drei Komponenten des Impulses wihlen, die miteinander und mit H
vertauschen. Fiir ein Teilchen in einem radialsymmetrischen Potential kénnen wir fiir @ den Energieeigenwert E selbst sowie /
und 7, also die Bahndrehimpulsbetragsquantenzahl (Eigenwert %/(/4-1) von L?) und die ,Magnetquantenzahl entsprechend
dem Eigenwert m % von L,, verwenden.
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Der Vergleich mit der Definition des Propagators (2.11.10) liefert die gewiinschte Darstellung vermittels
Energieeigenzustinden:

M] (2.13.15)

U(t,)?;t/,f/):ida ni(X Yu,(X)exp |:— >

Dem Leser sei zur Ubung empfohlen, sich davon zu iiberzeugen, dafl dieselben Resultate auch aus dem
Schrodingerbild bzw. tiberhaupt einem beliebigen Bild der Zeitentwicklung folgen. Im letzteren
Fall werden die Rechnungen allerdings ein wenig komplizierter, da dann sowohl die Zustandsvektoren
als auch die Eigenvektoren von Observablen zeitabhingig werden.

Als Beispiel betrachten wir wieder das freie Teilchen und legen das Heisenbergbild zugrunde. Hier
haben wir gleich mehrere Moglichkeiten der Wahl fiir einen vollstindigen Satz kompatibler Observa-
bler fiir die Energieeigenzustinde; z.B. kénnen wir die drei Impulskomponenten p oder E ,ZZ,LZ als
den vollstindigen Satz kompatibler Observabler, die auch mit E kompatibel sind, wihlen[?}

Hier verwenden wir die drei Impulskomponenten p als vollstindigen Satz kompatibler Erhaltungs-

groflen. Wegen
=2

P (2.13.16)
2m

sind diese mit H vertriglich und folglich zugleich Energieeigenzustinde

72

H|p,t)=2[5,e)=E()|p.1), (2.13.17)
m
wobei wir die Dispersionsrelation fiir das freie Schrédinger-Teilchen
3?2
E(p)=+— (2.13.18)
2m

eingefiihrt haben. Die Energieeigenfunktionen sind dann freilich einfach die ins Dreidimensionale ver-

allgemeinerten Impulseigenfunktionen (2.4.12)

- - - 1 1]; 'Q_C)
<x,t|p,t>=u§(x):Wexp< p > (2.13.19)
Die Zeitentwicklung nimmt demnach die Form
) Ep roo [ EGNi—t)—p-F
gb(zt,x)_f]R3 ng(to,p)exp [—1 > ] (2.13.20)

an. Gibt man den Anfangszustand in der Ortsdarstellung an, findet man die in (2.13.20) bendtigte

Wellenfunktion in der Impulsdarstellung durch die entsprechende Fourier-Transformation:

SZ(to,;):@,tﬂ¢>:fR3d3x<l3,to|9_5’to><£>to|¢)

d>x ip-X -
= JR} (27'[,'h)3/2 exXp <_ b >¢(t0>x)'

125 ist klar, dafd es sich dabei im hier betrachteten Fall eines nicht explizit von der Zeit abhingigen Hamiltonoperators
H um zueinander kompatible Erhaltungsgroflen des Systems handeln mufi. Diese kommutieren dann aufgrund der Bewe-

gungsgleichung (2.10.10) im Heisenbergbild, wo definitionsgemifl X =H (c.f. GL. ) gilt, mit H.

(2.13.21)
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2.14 Die Green-Funktion fiir ein freies Schrodingerteilchen

Wir kénnen den Propagator des freien Teilchens auch noch in einer anderen (insbesondere fiir die Viel-
teilchenphysik in Kapitel |8 Zuflerst wichtigen) Form schreiben. Dazu gehen wir von der zeitabhingi-
gen Schrodingergleichung des freien Teilchens in der Ortsdarstellung aus, die wir in der Gestalt

< RS

h—
! 3t+ 2m

>¢(z,z):o (2.14.1)
schreiben. Diese Gleichung ist unter Vorgabe der Anfangsbedingung

$(to, X) = Po(X) (2.14.2)

zu 16sen. Die physikalische Situation, die wir hier beschreiben, ist wieder, dafl wir uns das Teilchen
durch Festlegung der Werte eines vollstindigen Satzes kompatibler Observabler in diesem Anfangs-
zustand |¢,) pripariert denken. Physikalisch ist es also irrelevant, wie die Wellenfunktion ¢(z,x) fiir
Zeiten t < t, aussieht. Wir machen nun den folgenden Ansatz, der sich gleich noch als niitzlich erwei-
sen wird

b(1,%) =0(t — 1)/ (¢, %), (2.14.3)

wobei die Heavisidesche Einheitssprungfunktion durch

O f:-
Ot—t)=1 " <k (2.14.4)
1 fir >
definiert ist. Wir benétigen noch die wichtige Formel
O(t —ty) = 8(t — 1) (2.14.5)

It

Diese ist selbstverstindlich im Distributionensinne zu verstehen. Um sie zu beweisen, miissen wir also
3,0(t —t,) auf eine Testfunktion f : R> — C anwenden. Es gilt definitionsgemif}

fdtf O(t—ty)=— fdt@t—to);f(t)

= [ Lrw=—r0)

. @ (2.14.6)

f
=+f(t) = dtf S(t —ty).

Da dies fiir beliebige Testfunktionen f gilt, mufd folglich auch (2.14.5) gelten, denn Distributionen sind
eindeutig durch ithre Wirkung auf Testfunktionen definiert.

Setzen wir also (2.14.3) in (2.14.1) ein und verwenden bei der Zeitableitung (2.14.5), erhalten wir

22
<ih%+ hA >®(t—t’)¢’(t,£):ib8(t—to)gb’(t,y?)

2m
H2A2

2m

—I—@(t—to)(ih%—l— >¢/(t,55) (2.14.7)

=0

=153t — to) o)
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Andererseits konnen wir ¢(z,X) gemaf (2.11.10) mit Hilfe des Propagators ausdriicken

(¢ x):@(t—to)gb/(t,)_é):@(t—to)fR &Px U1, %510, %) do(R)

—.f x5 G(t,%;t0, X ho(X)
R3

(2.14.8)

Daraus ergibt sich der Zusammenhang zwischen der Green-Funktion und dem Propagator als
15G(t, X510, X' ) = O(t — t,)U(t, %51, X).

(2.14.9)
Setzen wir dies in (2.14.7) ein, erhalten wir unter Beachtung, daf} offenbar fiir ¢’ die Anfangsbedingung
Po(X) = (1o +0",%) =
gilt,

OO0 (15, %) = ¢ (1, %)

(2.14.10)
. 3 / . 8 th% . -
ih de x 1hz+ gy G(t, %510, o(X) =158 (t — t5) ¢y (2.14.11)
Da dies fiir alle moglichen Anfangsbedmgungen Go(X’
heitlichung der Schreibweise ¢’ = t, setzen)

) gilt, ist also notwendig (wenn wir zur Verein-

B2 A2
<b%+ > X>G(t,z;to,z’):3<t—to>8<3>(z—*’
m

Folglich ist G(t,X; t,, x

) (2.14.12)
) eine Greensche Funktion des Schrédingeroperators
L0 h*A2 a1
-+ =. 141
' dt 2m ( )
Die Gleichung (2.14.12) ist wegen (2.14.8) mit der Nebenbedingung

G(t,%;¢',3)=0 fir <t
zu 6sen.

(2.14.14)
Dazu stellen wir G durch ihre Fouriertransformierte bzgl. der Zeit und des Ortes dar und bertick
sichtigen, daff offenbar G eine Funktion von ¢t — ¢’ und X — x' sein muf3

= =N d4p -Po(t_t/)_
G(t,x;t',x )_JR4 by exp |:—1

p-x—=X"N]~, -
hp ( >:|G(pO’P)‘

(2.14.15)
Setzen wir dies auf der linken Seite von (2.14.12) ein und schreiben die 8-Distribution auf der rechten
Seite ebenfalls als Fourierintegral

4
S(t—t)8P(x -3 = f d'p
R4

pot—t)—p- (X=X’
by exp [—1‘” of ) hp ( )}, (2.14.16)
erhalten wir durch Vergleich der Fourierintegrale
Gppp)= ———  mit E(*)—E (2.14.17)
o= 0= E®) ST o
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2.14. Die Green-Funktion fiir ein freies Schrodingerteilchen

Im p, Im p,

Weg fiir £ < ¢/ Weg fiir t < ¢/

’
’ ’
= @ P Re p, > ° B Re p,
r »?
m

Weg fiir £ >t/ Weg fiir £ > ¢/
Abbildung 2.1: Links: Integrationskontur fiir das Integral (2.14.19) fiir den retardierten Propagator.
Rechts: Alternative Formulierung durch Verschieben des Pols in die untere Halbebene (ct. (2.14.14
und Beibehaltung des urspriinglichen reellen Integrationsweges.

Hierbet tritt nun bei der Transformation in den ¢, 7-Bereich das charakteristische Problem des
Pols bei p, = E(p) auf. Dies lifit sich dadurch beheben, dafl man den reellen Integrationsbereich fiir p,
ein wenig in die komplexe py-Ebene deformiert. Dabei ist darauf zu achten, daf die Randbedingung
erfiillt wird. Aufgrund der Exponentialfunktion in konnen wir den Residuensatz
anwenden, indem wir den Integrationsweg durch einen sehr groflen Halbkreis im Unendlichen schlie-
fen, und zwar in der oberen (unteren) Halbebene fiir t < ¢’ (¢ > ¢’). Wir miissen mit unserem Integra-
tionsweg den Pol also so umlaufen, dafl dieser beim Schliefien in der oberen Halbebene fiir ¢ < ¢ nicht
in dem vom Integrationsweg umschlossenen Gebiet liegt (vgl. Abb.[2.1), denn dann verschwindet das
Integral wegen des Cauchyschen Integralsatzes, wie von der Randbedingung gefordert. Alter-
nativ kdnnen wir auch einen kleinen positiven Imaginirteil zum Nenner addieren und diesen nach der
Po-Integration gegen 0 gehen lassen. Das schreiben wir im Sinne von Distributionen in der Form

~ - 1

G )= — . 2.14.18
ret(pO p) PO_E(p)+lo+ ( )

Dann liegt der Pol pOPOI) = E(p)—i0T nimlich in der unteren Halbebene und dies hat denselben Effekt
wie die Deformation des Integrationsweges gemafl Abb. 2.1} wenn wir wieder den urspriinglichen reel-
len Integrationsweg wihlen und diesen in der oberen bzw. unteren Halbebene durch einen unendlich

~

groflen Halbkreis schlielen. Wir haben jetzt diese Greensche Funktion genauer mit G, bezeichnet,

denn es handelt sich wegen der Randbedingung (2.14.14) offensichtlich um die retardierte Greensche
Funktion der Schrédingergleichung fiir ein freies Teilchen.

Fiihren wir nun in (2.14.15) nur die py-Integration mit (2.14.18) fiir G aus, erhalten wir die Darstellung

der retardierten Greenschen Funktion als Funktion der Zeiten ¢,¢" und p, die sog. Mills-Darstellung:
- * dp 1 ot —1t))

G (t,t';7)= J 0 - [— LA

ret( P) - (271'5) 25 —E(p) Lo+ exXp 1 7

(2.14.19)

Wir konnen dieses Integral mit Hilfe des Residuensatzes auswerten, indem wir die Integrationswege
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

wie in Abb. [2.1| (rechts) eingezeichnet schlieflen. Dann folgt

/ /.7 ot —t' 1 e /
Gl (t,¢5) = % exp [—%E( B)t—t )] . (2.14.20)

Wir kénnen schlieflich auch noch die Integration iiber p ausfithren, um die Ortsdarstellung der Green-
schen Funktion zu erhalten:

G P e A d3p G/ !/ 2 1 152 / [d - =/ 2 14 21
(5 X585X) = o @by (t,t', p)exp —%ﬁ(t—t)-i-lp.(x—x) . (2.14.21)
Um die Formel anwenden zu kénnen, denken wir uns t —t" — t —t/ —i0" gesetzt. Dann folgt
1 m 2 Tim(Z—3)?
G (t,%t:x)=0(t -t~ ——— —= — 7. 2.14.22
el 153 65%) =0 —1); <27ti§i(t—t’)> eXp[ 2h(t —t) } ( )
Mit erhalten wir daraus den Propagator fiir das freie Teilchen
W Tim(E -3
Ut %, %)= L> mEE 2.14.23
(65,5 <27rhi(t—t’) “Pl 2h(—1) @14.23)

2.15 Die Zeitentwicklung in einem beliebigen Bild (Dirac-Bild)

Wir wenden uns nun der Formulierung der Bewegungsgleichungen fiir die Zustandsvektoren und
Observablenoperatoren in einem beliebigen Bild der Zeitentwicklung zu. Stellen wir die Bewegungs-
gleichungen nochmals tibersichtlich zusammen, ohne vom Schrédinger-Bild auszugehen (wie in Ab-
schnitt 2.10). Die physikalische Zeitentwicklung ist durch den Hamiltonoperator des Systems gege-
ben, und dieser reprisentiert die Energie. Wie wir in Abschnitt gesehen haben, erlaubt es uns
die Freiheit, alle Operatoren und Zustinde einer zeitabhingigen unitiren Transformation der Form
zu unterziehen, eine in weiten Grenzen willkiirliche Verteilung der mathematischen Zeitab-
hingigkeit auf Zustinde und Operatoren. Unabhingig von der Wahl des Bildes ergeben sich stets die-
selben Aussagen iiber (zumindest prinzipiell) beobachtbare Groflen wie Wahrscheinlichkeiten fiir die
Werte irgendeiner Observablen oder Erwartungswerte von Observablen etc.

Wir betrachten nun ein allgemeines Bild. Dieses muf nicht, wie in Abschnitt[2.10/durch die Bildtrans-
formation vom Schrédinger- in das andere Bild hergeleitet werden, sondern kann direkt durch die Wahl
der Operatoren X(¢) und Y(¢) in den Gln. (2.10.5) und (2.10.10) charakterisiert werden. Wir miissen
also Gleichungen finden, die unabhingig von der Bildtransformation B(t) sind. Dazu bedienen wir
uns der Bewegungsgleichungen fiir die Zustinde und Operatoren (2.10.5) und (2.10.10). Wir lassen
im folgenden den Strich an den Operatoren in dem beliebigen Bild weg. Es ist freilich unbedingt dar-
auf zu achten, dafl alle Zustandsvektoren und Observablenoperatoren in einem bestimmten Bild der
Zeitentwicklung zu verwenden sind!

Die Wahl des Bildes der Zeitentwicklung wird also bestimmt durch die Wahl der selbstadjungierten
Operatoren

X(¢) und Y(z)=H-—X(t). (2.15.1)
Die Bewegungsgleichungen fiir Zustandsvektoren und Observablenoperatoren lauten dann ge-
mif§ (2.10.5) und (2.10.10)

d 1

Eo(t): E[O(t),X(Z)] (2.15.2)
d i

1 (1)) :—%Y(tﬂ‘ﬁ(f))- (2.15.3)
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2.15. Die Zeitentwicklung in einem beliebigen Bild (Dirac-Bild)

Hierbei betrachten wir nur Observablenoperatoren, die nicht explizit zeitabhingig sind. Wir denken uns
die Operatoren und Zustinde zu einem beliebigen Anfangszeitpunkt z, = 0 vorgegeben und wollen
die Gleichungen (2.15.2) und (2.15.3) 16sen. Da quantenmechanische Wahrscheinlichkeiten, die Selbst-
adjungiertheit und Kommutatorrelationen der Observablenoperatoren usw. bei der Zeitentwicklung
erhalten bleiben miissen, erwarten wir, dafl es unitire Zeitentwicklungsoperatoren fiir die Zustinde
und Observablenoperatoren gibt, so dafy die Bewegungsgleichungen durch

O(t) = A(t)O(t =0)A'(¢), (2.15.4)
[(2)) = C(2)|¢(t =0)) (2.15.5)

gelost werden. Dabei gelten die Unitarititsbedingungen
AT(HA(t)=AT(1)A(t)=1, C'(t)C(t)=CT(+)C(t)=1. (2.15.6)
Aus folgt auch sofort die Zeitabhingigkeit der Eigenzustinde des Operators O(¢). Wir definie-

ren diesen Eigenzustand dadurch, daff er zur Zeit ¢ den fest vorgegebenen Eigenwert o besitzt. Wegen
der Unitaritdt des Zeitentwicklungsoperators A(¢) ist es klar, dafl sich das Spektrum des Operators
O(t) nicht dndert, d.h. O(t) besitzt dieselben (verallgemeinerten) Eigenwerte wie O(¢ = 0). Per defi-
nitionem ist also stets

O(t)]o,t) =o]o,t). (2.15.7)

Diese Eigenschaft erfiillt nun aber offensichtlich der Vektor
lo,t) =A(t)]o,t =0), (2.15.8)

denn es ist

O(2)A(t)]o,t =0) = A(t

O(t =0)AT(£)A(¢)]o,t =0) (2.15.9)
t

O(t =0)|o,t =0) = 0A(t)|o,t =0).
Da A(z) unitér ist, durchlduft weiter A(t)|o,t =0) ein (verallgemeinertes) vollstindiges Orthonor-

malsystem, wenn |o, t = 0) ein solches reprisentiert. Wir konnen also (2.15.8) als ein verallgemeinertes
VONS von Eigenzustinden zu O(t) verwenden, wenn wir ein solches VONS von Eigenzustinden

lo,t =0) zu O(¢ = 0) gefunden haben. Damit ist (2.15.8) eine konsistente Zeitentwicklung fiir die
Eigenzustinde von O(2).

Wenden wir uns nun als erstes der Bewegungsgleichung (2.15.3) fiir die Zustinde zu. Um die entspre-
chende Bewegungsgleichung fiir C(#) zu erhalten, leiten wir (2.15.5) nach der Zeit ab

L o) =0 lgte) =ECOI0). (.15.10)

Der Vergleich mit zeigt, dafl C(t) die Bewegungsgleichung
C(¢)CT(z) = —ibY(t) (2.15.11)
erfilllt. Daf$ dies mit der Selbstadjungiertheit von Y vertriglich ist, zeigt man unter Verwendung der

Unitaritdt (2.15.6) wie bei der entsprechenden Rechnung fiir die Bildtransformation (2.10.6{{2.10.8).

Multiplizieren wir dies von rechts mit C erhalten wir

C(z) :—%Y(t)C(t). (2.15.12)
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie
Diese Gleichung ist unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung
c(0)=1 (2.15.13)
zu l6sen. Sie kann nun nicht wie eine Differentialgleichung mit gewShnlichen Funktionen behandelt

werden, da Y(¢) und C(¢) i.a. nicht notwendig kommutieren miissen. Ebensowenig miissen die Ope-
ratoren Y(¢) und Y(¢’) zu verschiedenen Zeiten kommutieren!

Falls allerdings Y = const ist, gilt offenbar
it
C(t)=exp <—%Y> falls 'Y = const, (2.15.14)
wie man sofort durch Differenzieren bestitigt.
Um wenigstens eine formale Lsung bei zeitabhangigem Y zu erhalten, formen wir (2.15.12) zu einer

Integralgleichung um, indem wir sie unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung von ¢t = 0 bis
t’ = t integrieren. Dies liefert

= Il—iftdt/Y(t/)C(t/). (2.15.15)
hJo

Dies ist eine Rekursionsgleichung, die wir iterativ 16sen konnen. Setzen wir als Anfangsniherung fiir
die Losung C, = 1, welche wenigstens die Anfangsbedingung erfiillt, auf der rechten Seite von (2.15.15)

ein, und sehen das Resultat als eine verbesserter Niherung von C an, erhalten wir

Cl(t):]l—%ftdz:1 Y(¢)). (2.15.16)
0

Diese Niherung setzen wir wieder in (2.15.15)) ein, um die nichste Niherung zu erhalten:

iff i\ [ 5
:IL—%JO dtlY(t1)+<—%> JO dtZY(tZ)L de, Y(ty). (2.15.17)

Diese Iteration kénnen wir nun offenbar beliebig fortfithren. Wir erhalten dann

n+Z — f dtf dt, 1--L de, Y(2,)Y(z, 1) Y(1,). 0.15.18)
(n)

Es auch einfach zu zeigen, dafl diese iterative Losung (wenigstens formal) die Gleichung (2.15.12) 16st
(Ubung!). Offensichtlich geht auch (2.15.18) fiir zeitunabhingiges Y = const in (2.15.14) iiber.

Wir kénnen noch etwas vereinfachen, indem wir die komplizierte ,Schachtelstruktur® der
oberen Grenzen in den Zeitintegralen auflsen. Dabei ist Vorsicht geboten, weil i.a. Y(z) und Y(¢/)
fiir ¢ # ¢’ nicht kommutieren. Es ist allerdings charakteristisch, daff die Operatoren in dem Produkt
unter dem Integral stets zeitgeordnet sind, d.h. die Zeitargumente sind von rechts nach links gelesen
monoton wachsend. Dies werden wir uns sogleich zunutze machen.

Betrachten wir zunichst das Doppelintegral in (2.15.17).

C(r)= Jtdtz f ? A Y(L)Y () (2.15.19)
0 0
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2.15. Die Zeitentwicklung in einem beliebigen Bild (Dirac-Bild)

>

(31

Abbildung 2.2: Zur Berechnung des Dopppelintegrals in

Dies konnen wir als Flachenintegral in der ¢,-t,-Ebene lesen, das iiber das schraffierte Dreieck in Abb.
zu nehmen ist. Wir wollen nun die Integration in den Variablen ¢, und ¢, symmetrisieren. Dazu
vertauschen wir die Reihenfolge der Integrationsvariablen

CO(r)= J t dt, Jtdtz Y(£,)Y(zy). (2.15.20)
0 4

Dabeti ist aber genau auf die Operatoranordnung zu achten. Die entscheidende Beobachtung ist, daf§
sowohl in der urspriinglichen Form als auch in der Form die Operatoren von rechts
nach links nach wachsenden Zeiten geordnet sind. Dafiir definiert man den kausalen Zeitordnungs-
operator 7., der stets auf ein Produkt von Operatoren wirkt und fiir die Zeitordnung sorgt, in der die
Zeiten von rechts nach links in wachsender Folge stehen. Sind die Operatoren in dem Produkt zeitun-
abhingig, vereinbaren wir, dafl der Zeitordnungsoperator die Reihenfolge der Operatoren ungedndert
laf3t. Fiir Summen von Operatorprodukten ist 7. als linearer Operator definiert.

Durch Einfithrung des Zeitordnungsoperators kénnen wir dann in durch Umbenennen der
Integrationsvariablen ¢, und ¢, vertauschen, und wir kénnen die beiden Gleichungen addieren, so daf§
auf der linken Seite 2C(?) entsteht und auf der rechten das Integral iiber das gesamte Quadrat (0, £)x (0, ¢)
integriert wird:

2C9(1)=7. f t dt, ftdtz Y(2,)Y(zy). (2.15.21)
0 0

Wir behaupten nun, dafl im allgemeinen Fall

t t
c%g:%zf dzl---f de, Y(z,)---Y(t,) (2.15.22)
. 0 0

ist. Zum Beweis nehmen wir an, die Behauptung sei fiir # = 7 — 1 wahr. In der Definition (2.15.18)
fiir C*)(¢) setzen wir k& = n. Darin ergeben die 7 — 1 innersten Integrale definitionsgemafl C*~(z,).
Nach Induktionsannahme ist fiir dieses Integral die Behauptung wahr, d.h. es gilt

1
(n—1)!

¢ f f
C™(t)= jdtlY(tl)?CJ dtz---J dt, Y(t,)---Y(t,). (2.15.23)
0 0 0
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Jetzt denken wir uns die Rechnung, die wir schon fiir C?) ausgefiihrt haben, nacheinander jeweils fiir
das duflerste und eines der innersten Integrale ausgefithrt und die Ergebnisse der entstehenden Glei-
chungen addiert. Dann erhilt man nach Division durch »

t t
c<ﬂ>(z):%zfo dtl---fo A Y(t)Y(t,), (2.15.24)

und dies ist die Behauptung fiir & = 7, so daf§ diese nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion
bewiesen ist.

Wir kdnnen also nunmehr die Reihe (2.15.18) symbolisch in der Form

C(t)=T_exp [—% LthY(T):| (2.15.25)

schreiben. Damit haben wir unser Anfangsbwertproblem (2.15.12f2.15.13) gelost. Wir bemerken noch,
dafl fiir einen zeitunabhingigen Operator Y = const (2.15.25) tatsichlich in (2.15.14) tibergeht.

Schliefllich miissen wir uns noch mit der Zeitentwicklung der Observablenoperatoren beschiftigen.

Leiten wir also (2.15.4) nach der Zeit ab:

O() = A(1)O(1,)AT (1) + A(1)O(1)A (1)

= A(1)AT()O(2) A(t)AT (1) + A(1)AT(1) O(£)A()A (). (2.15.26)
=1 -1

Wie in der Rechnung (2.10.7)) folgt aus der Unitaritdt von A(z)

ADAT(t)=—A(DA (1) (2.15.27)
Setzen wir dies in ein, erhalten wir
O(t) = [O(t),A(:)A*(t)], (2.15.28)

und der Vergleich mit zeigt, dafd fiir A(t) die Bewegungsgleichung
, 1
AWA (1) = —X(1) (2.15.29)
i
erfiillt sein muf3. Multiplikation von links mit A(z) = A7!(¢) und anschlieendes Adjungieren der
entstehenden Gleichung liefert

A(t)= +%X(t)A(t). (2.15.30)

Diese Gleichung ist bis auf das Vorzeichen auf der rechten Seite von der gleichen Bauart wie (2.15.12).
Da weiter auch wieder die Anfangsbedingung

A(0)=1 (2.15.31)

erfiillt sein mufl, konnen wir also die Ldsung unter Beriicksichtigung der besagten Vorzeicheninderung

sofort von iibernehmen:
- rt
A(t):gzexp[—i-%f dt’X(t’)] (2.15.32)
0
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2.16. Die Transformation zwischen zwei Bildern

Wir bemerken noch, daf§ fiir explizit zeitabhingige Operatoren O(t) := O[X(z),p(¢);¢] die Bewe-
gungsgleichung (2.10.10) durch

O(t) = A(t)O[X(0), p(0); t JAT(¢) (2.15.33)

gelost wird, wie man sofort durch Bilden der Zeitableitung und Beriicksichtigung von (2.15.29) beweist
(Ubung!).

2.16 Die Transformation zwischen zwei Bildern

Unser Ausgangspunkt bei der Betrachtung der verschiedenen Bilder der Zeitentwicklung in Abschnitt
2.10| war die Tatsache, daff alle physikalischen Aussagen der Quantentheorie invariant unter unitiren
Transformationen, die auch zeitabhingig sein diirfen, sind. Dadurch sind wir auf die Zeitentwick-
lungsoperatoren der Zustandskets und Observablenoperatoren tiber die das Bild charakterisierende
Zerlegung des Hamiltonoperators (2.15.1) und deren Bewegunggsgleichungen (2.15.2) und (2.15.3) ge-
kommen, deren Lésungen durch (2.15.4) und (2.15.5) gegeben sind, wobei sich diese unitiren Zeitent-
wicklungsoperatoren formal als zeitgeordnete Exponentialausdriicke gemifi und
schreiben lassen.

Wir betrachten nun die Frage, wie sich zu zwei derart gegebenen Bildern die entsprechende Transfor-
mation von einem Bild zum anderen ergibt. Seien also durch X)(¢) und YU)(¢) bzw. AY)(¢, ) und
CU)(¢,15) mit j € {1,2} zwei Bilder gegeben, die zur Zeit t, iibereinstimmen. Dann gilt wegen (2.15.5)
und der Unitaritit der CU )(t, ty)

|¢ C(t, )| 1) = C(2>(t,to)C<1)T(t,to)'¢(1>,t>. 2.16.1)

Daraus folgt, daf§ die unitire Transformation, die von Zustandskets im Bild 1 zu denen im Bild 2 fiihrt,

durch
B@(t,,) = CA(z,1,)CVT(z, 1) ‘gb B@U(¢, 1) ‘gb (2.16.2)

gegeben sein mufl.

Betrachten wir andererseits die Zeitentwicklung der Observablenoperatoren, finden wir
O(t) = A(1,1,)O(1)AP(t, t,) = AP(z, 1) AV (2, 1) OV () AV (1, 1) AP (2, 1),  (2.16.3)
so dafl demnach die Bildtransformation
BV (1, 1) = AQ(2, 1) AV (2, 15) = OP(2) = B¢, 1,)0V(0)B* (1, 1,) (2.16.4)
lauten muf3. Damit dies konsistent mit ist, muf}
BCY(1, 1) = B (1,1,) = CO(t,1,)CV (1, 1) = AO(r, 1) AV (2, 1,) (2.16.5)

sein. Um dies zu beweisen, multiplizieren wir die letztere Identitit von links mit A®(¢, £,) und dann
von rechts mit C(z, t,). Demnach sollte

GA(t, 1) := ADT(1,1,)CO(¢t, t,) = AV (1, 1,)CV(¢, 1) = Gz, 1) (2.16.6)
sein.
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Dies beweisen wir nun dadurch, dafy wir die Zeitableitung der Ausdriicke auf beiden Seiten berechnen.
Aufgrund der Bewegungsgleichungen (2.15.12) und (2.15.30) gilt fiir ; € {1,2}

GOt, 1) = AV, 1)CO(t, 1) + AV (2, 1)C (2, 1)

:—%A(j)T(t, )XV (1) + YV (£)]C ()

i A A A (2.16.7)
:_EA(])T(t, tO)H(n(t)A(])(t, to)(;(])(t, o)
1 .
= —%H(tO)G(f)(t, to)-
Demnach erfiillen GV und G®@ dieselbe Differentialgleichung und dieselbe Anfangsbedingung
GY)(ty,1,) =1, (2.16.8)

und folglich miissen sie tibereinstimmen.

Dies ergibt sich auch aus der Forderung, dafy die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ einen bestimmten
Mefiwert fiir einen vollstindigen Satz von Observablen O, zu erhalten, wenn das System zur Zeit ¢, im
Zustand |¢), t, prapariert wurde, in beiden Bildern den gleichen Wert ergen mufi. Die entsprechende
Wahrscheinlichkeitsamplitude ist namlich durch

(tor},e | 9,2 ) = ({ox}, 1o |AV (2, 1)CO (2, )| 1 1)
= <{0k}’ Lo 'GO)(% to)) ¢ to>

gegeben. Da dies fiir alle (verallgmeinerten) simultanen Eigenzustinde [{0, }, t,) des vollstindigen Satzes
von Observablen und alle |¢)) € # unabhingig vom gewihlten Bild der Zeitentwicklung das gleiche
Resultat ergeben muf3, schlieflen wir wieder auf die gerade bewiesene Identitdt

G(t, 1) =GY(z,1,). (2.16.10)

(2.16.9)

2.17 Gemischte Zustinde

Im Rahmen der Quantentheorie lif3t sich ein System nicht genauer determinieren als es durch seine
Priparation in einem durch einen Zustandsvektor |¢) reprisentierten Zustand moglich ist. Dies kann
z.B. dadurch geschehen, dafl man ihn zur Zeit ¢ = 0 in einem simultanen Eigenzustand eines voll-
standigen Satzes kompatibler Observabler pripariert. Die physikalische Bedeutung dieser vollstindigst
moglichen Festlegung des Systemzustandes ist allerdings allein durch den statistischen Gehalt des Zu-
standsvektors gemifl der Bornschen Formel gegeben. Selbst bei vollstindiger Priparation des
Systems sind somit nicht die Werte aller Observabler festgelegt, sondern nur derjenigen Observablen,
die ihrerseits mit den Observablen des vollstandigen Satzes kompatibler Observabler kompatibel sind.
Die Quantentheorie ist eine statistische Beschreibung der Realitdt, und die Notwendigkeit einer sta-
tistischen Beschreibung riihrt nicht von unserer mangelnden Kenntnis {iber den Systemzustand her,
sondern ist prinzipieller Natur: Der Quantentheorie zufolge konnen eben keine zwei nichtkompati-
blen Observablen simultan wohlbestimmte Werte besitzen. Die Unbestimmtheit der einen Observable
bei Festlegung der anderen ist also unvermeidlich.

In vielen Fillen werden wir aber noch nicht einmal volle Kenntnis vom Systemzustand besitzen, d.h.
wir haben i.a. das System gar nicht in einem durch einen Zustandsvektor ¢ reprisentierten Zustand®|

BSolche Zustinde des Systems werden in diesem Zusammenhang auch genauer als reine Zustinde bezeichnet.
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2.17. Gemischte Zustinde

prapariert. In solchen Fillen kann man aber immer noch ,,Quantenstatistik® betreiben, d.h. eine Sta-
tistische Beschreibung im gleichen Sinne wie in der klassischen Statistichen Mechanik vornehmen.
Diese statistische Beschreibung ist nun von der quantenmechanischen Statistik eines reinen Zustandes
qualitativ verschieden, denn es handelt sich um eine statistische Beschreibung aufgrund einer unvoll-
stindigen Kenntnis des Systemzustandes, wihrend die statistischen Eigenschaften des reinen Zustandes
prinzipiell nicht durch genauere Priparation des Systems beseitigt werden konnen.

Wenden wir uns also der Frage zu, wie man das System im Falle nicht vollstindig vorgenommener Pri-
paration quantenstatistisch beschreiben kann. Eine typische Priparation dieser Art kdnnen wir uns
folgendermaaflen vorstellen: Nehmen wir an, wir konnten Teilchen in reinen Zustinden |¢), |¢,),
...|¢,,) priparieren, z.B. durch Festlegung der Werte eines vollstindigen Satzes kompatibler Observa-
bler. Diese Sitze von kompatiblen Observablen kénnen dabei aber fiir jeden dieser reinen Zustinde
durchaus unterschiedlich sein. Insbesondere konnen sie auch untereinander inkompatibel sein!

Jedem dieser reinen Zustinde entspricht nach der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation ein En-
semble von voneinander unabhingig immer gleichartig priparierten Teilchen, wobei der reine Zustand

durch den jeweiligen Zustandsvektor |¢ j> (G €{1,2,...,n}) reprisentiert wird.

Wir kénnen nun ein gemischtes Ensemble (kurz ein Gemisch) erzeugen, indem wir einem Experi-
mentator zufillig (und unkorrelliert) immer jeweils Teilchen von irgendeinem dieser reinen Zustinde
schicken, und zwar mit der Wahrscheinlichkeit P]» > 0, 2;1:11)]‘ = 1, ein im reinen Zustand |¢ ]~>

prapariertes Teilchen. Welche statistischen Eigenschaften dieses Ensembles von Teilchen wird der Ex-
perimentator dann messen?

Diese Frage beantwortet die elementare Wahrscheinlichkeitstheorie. Angenommen der Experimenta-
tor mifdt irgendeine Observable A. Vorausgesetzt das Teilchen stammt aus dem zum reinen Zustand

¢ j> gehorigen Ensemble. Dann wire die Wahrscheinlichkeit, einen moglichen MefSwert a zu erhal-

ten, durch gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ das Teilchen tatsichlich aus diesem Ensemble
stammt, ist nun voraussetzungsgemdf} P;. Da wir weiter voraussetzen, daff die Teilchen unkorreliert,
d.h. stochastisch unabhingig voneinander aus jeweils einem der 7z Ensembles stammen, ist fiir den
Experimentator die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von A den Meflwert 4 zu finden, durch

P(a,t)zzn:ij¢j(a):§n:P]~<a’¢j><¢j|a> (2.17.1)
j=1 j=1

gegeben.
Dies fithrt uns dazu, dem Gemisch den Statistischen Operator

R:anpj ’\Ilj(t)><\llj(t)| :Zn:PJ-P%(t) (2.17.2)
= =1

zuzuordnen. Ein reiner Zustand ist bei dieser Betrachtung dann gegeben, wenn der Priparator dem Ex-
perimentator jedesmal ein Teilchen, das in genau einem Zustand |¢,) pripariert ist, zukommen laf3t.
Dann ist P; = 1, und der Statistische Operator des reinen Zustandes folglich durch den Projekti-
onsoperator

Py =140 (¢l (2.17.3)
gegeben.

Setzen wir (2.17.2) in (2.17.1) ein, ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, beim Messen der Observablen
A den Wert a zu erhalten,

P(a,t)=(a|Ra). (2.17.4)
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Diese Gleichung ist offenbar auch fiir einen reinen Zustand korrekt, d.h. mit der Bornschen Formel

(2.2.2) kompatibel, wenn wir (2.17.3) als Statistischen Operator verwenden:

(a|Pya)=tald) (ila)=1(al 1) P =y (a). (2.17.5)

Der Statistische Operator ist offenbsichtlich selbstadjungiert, und die Wahrscheinlichkeiten sind po-
sitiv semidefinit. Summieren bzw. integrieren wir die Wahrscheinlichkeiten tiber ein VONS von Ei-

genvektoren von A, erhalten wir
ida P(a)=>P; =1, (2.17.6)
j:l

wie es sein mufl, denn wir wissen, daf} jedes Teilchen des Gemisches, das durch R(#) beschrieben wird,
aus einem der Ensembles, die durch die reinen Zustinde |¢ j> beschrieben werden, stammt und dafd
man bei der Messung von A mit Sicherheit einen Eigenwert @ des dazugehdrigen Operators A erhilt.
Fiir den Erwartungswert einer beliebigen Funktion f(A) ergibt sich

(F(A) :ida f(@)Pe) :ida (a[RF(A)]a) = THR()f (A)]. 217

Dabet ist die Spur (engl. trace) eines beliebigen Operators B durch

TrB :idﬂ (a|B|a) (2.17.8)

definiert. Man kann leicht nachweisen (Ubung!), daf} die Spur unabhingig von dem in dieser Definition
benutzten VONS |a) ist. Auflerdem gilt unabhingig davon, ob die Operatoren A und B kommutieren
oder nicht

Tr(AB) =Tr(BA). (2.17.9)
2.18 Die Bewegungsgleichung fiir den Statistischen Operator
Wir arbeiten in einem beliebigen Bild. Die Zeitabhingigkeit der Observablenoperatoren und Zustinde
ist also durch die Bewegungsgleichungen (2.15.12.15.3) bzw. die Lsungen mittels unitirer Transfor-

mationen gemafd (2.15.4) bestimmt. Die zeitliche Entwicklung des Statistischen Operators ergibt sich
durch Ableiten von (2.17.2) nach der Zeit und Verwendung von (2.15.3)"

d "
LR(0)= ;Pﬁ [Y(£),Py ()| === [R(2), Y(1)]. 2.18.1)

Andererseits muf§ aber R(#) der Bewegungsgleichung (2.10.10)

d 1 é)expl
SR(0)= - [REL.XO)+ 5

"*Man beachte, daBl die P; als zeitunabhingig angenommen werden, d.h. die Priparation des Gemisches erfolgt zu allen

R(z) (2.18.2)

Zeiten in gleicher Weise.
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2.19. Zusammengesetzte Systeme

genligen, wenn er als Funktion irgendwelcher Observabler und evtl. explizit der Zeit geschrieben wird.
Zichen wir davon (2.18.1) ab, erhalten wir wegen H = X +Y die bildunabhingige von Neumann-Glei-
chung

10{ 1 R H gexpl

t)=— t), +
()= - [RO)H]+ &

Es ist klar, dafl jeder selbstadjungierte positiv semidefinite Operator R als Statistischer Operator
dienen kann. Dabei heifSt ein hermitescher Operator positiv semidefinit, wenn fiir jeden Vektor |¢) €

I

R(t)=0. (2.18.3)

(¢|R¢)=>0 (2.18.4)

gilt. Fiir die Zeitabhingigkeit von Erwartungswerten (evtl. explizit zeitabhingiger) Observabler O(¢)
folgt

d% (O(t)) = Tr[dgt(t)R(tH 0(:)%1{@)]
desl0() 1 1 (2.18.5)
=Tr( S5 + — [O0(), X(0)]R(0) + O(t)— [Y(0) R(2)] ).

Den letzten Term konnen wir unter Verwendung von (2.17.9) noch weiter umformen:

Tr{O(£)[Y(2),R()]} = Tr{O()Y(£)R(2) —[O(£)R(2)]Y(2)}
=Tr[O()Y(t)R(¢)—Y()O(2)R(2)] (2.18.6)
=Tr{[O(t), Y(1)]R(2)}.

Dies in (2.18.5) eingesetzt, ergibt wegen der Definition der kovarianten Zeitableitung (2.10.13)

2 (0() =T0R ] =(0()), 2.187)

d.h. das Ehrenfestsche Theorem gilt auch fiir gemischte Zustinde.

2.19 Zusammengesetzte Systeme

Wir bendtigen weiter die quantenmechanische Beschreibung zusammengesetzter Systeme, z.B. zweier
(unterscheidbarer) Teilche Angenommen, diese beiden Teilchen sind sehr weit voneinander ent-
fernt, so dafl wir von Wechselwirkungen absehen konnen, und voneinander unabhingig pripariert.
Dann ist es offenbar méglich, Werte von Observablen A, und A,, die sich nur auf jeweils eines der
Teilchen beziehen, simultan zu determinieren, d.h. die dazugehdrgen Operatoren A und A, miissen
stets kommutieren. Aulerdem mufl sich die Wahrscheinlichkeit, daf§ A; den Wert 2; und A, den Wert
a, annehmen als Produkt aus den Einzelwahrscheinlichkeiten ergeben. Bezeichnen wir also den Zu-
stand des Gesamtsystems mit [¥(t)), die simultanen Eigenvektoren mit |(4,4,)) und die Zustinde der
einzelnen Teilchen mit |¢,(¢)) und |¢,()), dann muf3 gelten

Py(ay,ant) = ((a,a,) [ 9(2)) | =Py (ay,t)Py,(ay,t) = |{ay | AONRIATZON (2.19.1)

5Wie wir zu Beginn des nichsten Kapitels noch genauer ausfiithren werden, sind Teilchen im Rahmen der Quantentheo-
rie nur voneinander unterscheidbar, wenn sie sich in wenigstens einer intrinsischen Eigenschaft voneinander unterscheiden
lassen, z.B. wenn sie unterschiedliche elektrische Ladungen oder unterschiedlichen Spin besitzen.
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

Im Hilbertraumformalismus [ifit sich dieses Verhalten durch das Tensorprodukt der Zustandsvektoren

’gb j(t)> der einzelnen Teilchen beschreiben.

Sind 7, und 7, die Hilbertriume der Zustandsvektoren der beiden Teilchen, ist deren Tensorprodukt
A2 = A, ® H#, als ein neuer Hilbertraum definiert. Wir miissen dazu nur erkliren, wie sich die
Vektoren des neuen Vektorraums aus den Vektoren der Hilbertraume 7 und 7, ergeben. Zunichst
betrachten wir sog. direkte Produkte zweier Vektoren, die wir mit

(b, @) =100 ®1a)s ) e, 1d,) € 7 (2.19.2)

bezeichnen. Dabei soll das Produkt ® linear in beiden Argumenten sein, d.h. fiir ’1/" u; €C und
’¢j>, '¢]> € 7 fiir j € {1,2} soll gelten

(A1) + A1) ® (w1 |2) + 2 162)) =A 1 [1) ® | a) + Az [41) ® [h,)
+ A1) ®14a) + Aty |62) ® b)) -
(1

Seien nun |un > und |u,(,2) > irgendwelche vollstandigen Orthonormalbasen von 7 bzw. % Dann
definieren wir als 7, = ] ® 7, den Vektorraum, der aus Vektoren besteht, die durch die Vektoren

(2.19.3)

wleli)) = %fffmf;?) = uf,11>>® u§,22>> =V e u532>> (2.19.4)
durch (zunichst formale) Reihen der Form
12
IAED I Ty (2.19.5)

ny,ny

erzeugt werden.

Das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren |¢),|¢) € #, wird dann auf natiirliche Weise definiert,
indem man zunichst erklirt, wie die Produktzustinde (2.19.4) multipliziert werden,

(142l P15 h2) = (11 d1) (L2l d2), (2.19.6)

und dann der Braket-Ausdruck fiir beliebige Vektoren iiber die Semilinearitit im ersten und Linearitit

(12)

im zweiten Element definiert wird. Dann bilden die ”nlnz> ein VONS von J£,, und zusammen mit

der Entwicklung (2.19.5) folgt dann

(B1)=2" Brm by (2.19.7)

ny,ny

Es ist klar, dafl nun Observablen des Gesamtsystems wieder durch selbstadjungierte Operatoren, die
auf dem Hilbertraum ], definiert sind, reprisentiert werden.

Die einzige Neuerung gegeniiber der bisher betrachteten Darstellung von Einteilchenobservablen ist
die Moglichkeit, Tensorprodukte von Einteilchenoperatoren zu bilden. Seien dazu A und A, irgend-
welche Operatoren in 7| bzw. 7, dann definiert man ihr Tensorprodukt A; ® A, zunichst durch die
Wirkung auf beliebige Produktvektoren vermoge

A ® A (¢, ¢2)) = (Ar1d1) @ (A, |¢2)) (2.19.8)

1®Wir betrachten hier der Einfachheit halber echte VONSe. Die Verallgemeinerung auf Entwicklungen nach verallgemei-
nerten Eigenzustinden von Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum ist kein weiteres Problem.
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und setzt diese Definition mittels Entwicklung allgemeiner Vektoren in ), nach Produktvektoren
linear auf ganz 5, fort. Es ist dann unmittelbar klar, dafl fiir zwei selbstadjungierte Einteil-
chenoperatoren A; und A, auch A; ® A, wieder selbstadjungiert ist.

Weiter folgt, daf$ man Einteilchenobservablen im Gesamtsystem aus zwei Teilchen durch Operatoren
der Form A(llz) =A,®1bzw. Al> =1®A, zu reprisentieren hat. Solche Einteilchenobservablen, die
sich auf verschiedene Teilchen beziehen, kommutieren, so daf} solche Observablen stets kompatibel
sind.

Kommen wir nun auf unsere Ausgangssituation zuriick, daf} zwei Teilchen voneinander unabhingig
prapariert werden, so daf§ die Wahrscheinlichkeit fiir das Resultat einer simultanen Messung irgend-
welcher Einteilchenobservablen, die sich jeweils auf das eine bzw. das andere Teilchen beziehen, das
Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten ergeben sollte. Wir miissen nun noch nachpriifen, daff in dem
eben formulierte Ansatz des Produktraums die Bornsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation mit dieser
Annahme kompatibel ist. Die beiden Teilchen im Zweiteilchenzustand |¢) € 7, sind definitionsge-
mif} dann voneinander unabhingig pripariert, wenn |¢) ein Produktzustand ist, d.h.

1) =1(¢1, ) =141) @) (2.19.9)

Sei dann |(4,,4,)) ein simultaner Eigenzustand der Einteilchenoperatoren A(llz) und Aglz). Offenbar ist
|(a1,a)) = la,) ® |ay) (2.19.10)

und folglich nach der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation die Wahrscheinlichkeit einer simul-
tanen Messung der jeweiligen Einteilchenobservablen

P¢(d1’ﬂz) = |<(“1”’12)|¢>|2 =, | <7b1>|2 |{a, | ¢2>|2 :P¢1(41)P¢2(a2), (2.19.11)

wie wir es eingangs gefordert haben.

Es ist klar, daf} allgemeinere Zustinde, insbesondere solche, die sich aus Produktzustinden durch Zeit-
entwicklung wechselwirkender Teilchen ergeben, i.a. keine Produktzustinde sondern allgemeine Su-
perpositionen von Produktzustinden sind.

2.20 Reduzierte Statistische Operatoren

Interessante Fragestellungen treten auch auf, wenn man zusammengesetzte Systeme betrachtet, sich
aber nur fiir das Verhalten von Teilsystemen interessiert. Wie wir in Abschnitt gesehen haben,
wird man den quantenmechanischen Zustand eines System i.a. durch einen Statistischen Operator
R(t) beschreiben. Dabei wird auch gleich der Fall eines reinen Zustandes miterfaflt. Wie wir oben ge-
sehen haben, liegt ein solcher dann vor, wenn R(z) = |¥(¢)) (¥(¢)| ist. Es ist klar, daf§ auch fiir zusam-
mengesetzte Systeme wieder jeder selbstadjungierte positiv semidefinite Operator R(¢) mit TrR(z) =1
als Statistischer Operator auftreten kann (wobei die Zeitabhingigkeit durch die von Neumann-Glei-
chung gegeben ist).

Betrachten wir nun wieder ein Zweiteilchensystem, so kdnnen wir nach statistischen Eigenschaften
tiir eines der beiden Teilchen fragen, wobei das Gesamtsystem in irgendeinem 1.a. gemischten Zustand,
der durch einen Statistischen Operator R ,(¢) beschrieben wird, pripariert sein darf. Wie grofd ist al-
so die Wahrscheinlichkeit, dafl bei Messung einer Einteilchenobservablen A, im Gesamtraum durch

12 . o . .
A = A, ®1 beschrieben, gerade ein Eigenwert 4, auftritt? Um diese Frage zu beantworten, verwen-

1
den wir ein VONS von Eigenvektoren von A(llz). Fiir irgendeine auf Teilchen 2 bezogene Einteilchen-

observable kdnnen wir die Produktzustinde |(4;,4,)) als ein solches VONS verwenden. Gem. (2.17.4)
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2. Die endgiiltige Formulierung der Quantentheorie

ist die Wahrscheinlichkeit, diese simultanen Eigenwerte zu finden,

P arsagst) = (a2 IR(0)| a15) @.20.)

d.h. die gesuchte Wahrscheinlichkeit, am Teilchen 1 bei der Messung von A; den Wert a4, zu erhalten,
muf§ durch

red
Pf(g)(al; t)= ZPSZ)(al,az; r)=: <“1 | R(1 )(t)al > (2.20.2)

a

gegeben sein. Diese Wahrscheinlichkeiten kann man durch Messung der Observablen A, an Teilchen
1 in Ensembles von im Zustand R, priparierten Zweiteilchensystemen ermitteln. Dabeti ist es uner-
heblich, welchen Wert man fiir die auf Teilchen 2 bezogene Einteilchenobservable A, messen wiirde.
Es ist auch einfach zu zeigen, daff es beim Summieren iiber a, in auf die konkrete Wahl der
Observablen A, nicht ankommt, d.h. man erhilt dasselbe Resultat, wenn man stattdessen irgendeine
andere Einteilchen-Observable B, benutzt.

Dabher ist es sinnvoll, den in (2.20.2) definierten auf Teilchen 1 bezogenen reduzierten Statistischen
Operator

REV() =D o) ] P 0) = > o) | (@1,0) [ Ryp)appa))  (2203)

aq,ay

einzufiihren, der unabhingig von dem verwendeten VONS |(a;,4,)) ist (Beweis als Ubung!). Zur Ab-
kiirzung definiert man

Tr,Ryy = Z |ay) {a1| {(a1,42) | Ry5(£)(ay,a,)) - (2.20.4)

aq,dy

Man beachte, daf3 dies einen Operator im Produktraum 56, = 7 ® 7, auf einen Operator in J
abbildet. Es ist auch klar, wie die entsprechenden Formeln lauten, wenn A; und/oder A, ganz oder
teilweise kontinuierliche Spektren besitzen.

Man tiberlegt sich auch leicht, daf$ R(lred) genau dann ein reiner Zustand ist, wenn R, der Projekti-
onsoperator auf einen Produktzustand, d.h. von der Form |(¢{, &,)) (¢4, ¢,)| ist. La. fithrt aber ein

reiner Zweiteilchenzustand R, = |¥) (¥| zu einem gemischten Zustand fiir den reduzierten Einteil-

chenzustand R"?

. - In diesem Fall besitzt dann zwar das Zweiteilchensystem scharf definierte Werte
fiir diejenigen Observablen, fiir die [¥) Eigenzustand ist, aber es gibt keine Einteilchenobservablen,
denen scharf bestimmte Werte zukommen. Diese Eigenschaften quantenmechanischer Systeme fithren
auf das sogenannte Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon [[EPR35|Boh35]], auf das wir hier nicht naher

eingehen wollen.
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Kapitel 3

Eindimensionale Probleme

In diesem Abschnitt wollen wir die einfachsten Energie-Eigenwertprobleme besprechen, und zwar fiir
die Bewegung eines Teilchens in nur einer Raumdimension. Das ermdglicht eine umfassende Analy-
se des Eigenwertproblems, stellt wichtige analytische Methoden zur Losung realistischerer Probleme
bereit und veranschaulicht grundlegende quantenphysikalische Eigenschaften von Teilchen.

3.1 Allgemeines zur eindimensionalen Schrédingergleichung

3.1.1 Problemstellung

Im folgenden betrachten wir Losungen der zeitabhingigen Schrodingergleichung fiir die eindimensio-
nale Bewegung eines Teilchens in einem Potential entlang der x-Achse:

2
153, ¥(x,t) =HY(x,1)= —Zh—é’xz\ll(x, £)+ V(x)¥(x,t). (3.1.1)

Wir werden uns auf die grundlegenden physikalischen Argumente beschrinken. Eine ausfiihrlichere
Behandlung der mathematischen Struktur der Schrédingergleichung findet sich in [Mes99]).

Wir betrachten Potentiale, die im Unendlichen bestimmten konstanten Grenzwerten zustreben:

lim V(x)=V,, lim V(x)=0. (3.1.2)

X—0Q0 X—>—00

Dabei muf die Konvergenz gegen diese Werte schneller als mit 1/x erfolgen, d.h. es soll genauer

JCliﬁr(r)lox[\/(x)—VO]:O, xEmooxV(x):O (3.1.3)
gelten. Es ist klar, dafl die Wahl 0 des Grenzwertes fiir x — 0 keine Beschrinkung der Allgemeinheit
bedeutet, da wir in dem Falle, dafl das Potential dort gegen einen anderen Grenzwert strebt, durch eine
einfache Verschiebung des Energienullpunkts die hier betrachtete Situation herstellen konnen, ohne
daf} dies den physikalischen Gehalt der Betrachtung andert.

Wir kénnen nun die allgemeine Losung der zeitabhingigen Schrédingergleichung nach Energie-

eigenfunktionen entwickeln. Die Energieeigenfunktionen sind durch das Eigenwertproblem

2
HY ()=~ g0+ V(W) = Ey(x) 6.14)
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gegeben. Dabei wird i.a. die Menge der Energieeigenwerte sowohl einen diskreten als auch einen konti-
nuierlichen Anteil enthalten. Wie wir gleich sehen werden, entsprechen die diskreten Energieeigenwer-
te gebundenen Zustinden, denn die dazugehérigen Energieeigenfunktionen ¢ sind quadratintegrabel
und konnen auf 1 normiert werden. Die Eigenfunktionen zu kontinuierlichen Eigenwerten besitzen
im Unendlichen asymptotisch den Charakter ebener Wellen und beschreiben dort somit die ungebun-
dene ,quasifreie“Bewegung des Teilchens. Diese Wellenfunktionen werden auf die 8-Distribution in
der Energie normiert.

Numerieren wir die diskreten Energieeigenwerte und -eigenfunktionen mit #» € N durch (dabei kénnen
je nach der konkreten Form des Potentials i.a. sowohl endlich oder unendlich viele als auch gar keine
diskreten Energiceigenwerte existieren) und bezeichnen die Menge der kontinuierlichen Eigenwerte
mit C; CRR, so verlangen wir also

foo dx %, (%), (x) = 8 J dx g (x)fp(x)=S(E—E") fir E,E'eCp.  (3.15)

Daf} die Eigenfunktionen zu verschiedenen Energieeigenwerten orthogonal zueinander sind, folgt all-
gemein aus der Hermitezitdt des Hamiltonoperators (s. Vorlesung).

Es ist dann leicht zu zeigen, daf$ in der Tat jede Funktion

t)= Z ¢, €Xp <
die zeitabhingige Schrodingergleichung 16st.

Wie man leicht mit Hilfe der Orthonormierungsbedingungen (3.1.5) nachweist (vgl. Prisenziibung 6
¢), hingt die Normierung von ¥(x, ¢) mit der Normierung der ¢, und ¢(E) zusammen vermoge

| wop=3lep+ | dme@pe 6.17)
—oco n Cr

Bei vorgegebener Anfangswellenfunktion ¥(x, t = 0) sind die Koeffizienten ¢, und ¢(E) in (3.1.6) durch

1Et

J dE ¢(E)exp —IE—t>¢E (3.1.6)

cn:f dx ¢ (x)¥(x,t =0), C(E):f dx 7 (x)¥(x,t =0) (3.1.8)

—0Q —0Q

bestimmt (man rechne das nach!). Haben wir uns die Energieeigenwerte und Energieeigenfunktionen
beschafft, konnen wir also die Schrédingergleichung bei irgendeiner vorgegebenen Anfangsbedingung
16sen, wobei i.a. die Entwicklung (3.1.6) i.a. nur numerisch konkret ausgewertet werden kann.

3.1.2 Asymptotik der Energieeigenfunktionen

Betrachten wir nun also das Energiceigenwertproblem fiir die Potentiale der oben beschriebenen Art.
Zur Vereinfachung fithren wir die folgenden Variablen ein:

2 2
€= h—”jE, Ux)= h—”j\/(x). (3.1.9)
Dann kénnen wir in der Form
H(x)=[U(x)— elgp(x) (3.1.10)
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schreiben. Wir wollen nun die Form der Wellenfunktion fiir x — 00 herausfinden.
Fiir x — —oo lautet die zeitunabhingige Schrédingergleichung (3.1.10) aufgrund der Annahmen tiber
das asymptotische Verhalten des Potentials (3.1.2)
g(x)x;_*oo—qb(x). (3.1.11)

Diese lineare Differentialgleichung besitzt zwei linear unabhingige Losungen exp(£iy/ex), so dafl die
allgemeine Losung eine Superposition dieser beiden Losungen sein muf3:

ng(x)x E_ooAlexp(+i\/?x)+B1 exp(—iv/ex). (3.1.12)
Wir miissen nun noch genauer tiber die moglichen Energieeigenwerte nachdenken. Falls namlich € > 0,
so ist ¢, fiir x — —oo0 in jedem Falle ein ungebundener Zustand, d.h. € liegt im kontinuierlichen Spek-
trum, und es gibt keine weiteren Einschrinkungen an ¢ vom asymptotischen Verhalten im Unendli-
chen, und dann sind allgemeine A, und B, in (3.1.12) erlaubt. Falls aber € <0, so ist genauer /¢ =14/ ¢|
zu schreiben, und damit die Wellenfunktion fiir x — oo nicht exponentiell (bzw. fiir ¢ = 0 linear) an-
wichst, mufl notwendig A; = 0 sein, d.h. wir haben genauer

bpx) = ;11 exp(ik;x) +B‘1 eXp(_—lklx) mit by = 4/¢ fallse>0 G.1.13)
x——oo | Biexp(x;x) mitx,; =4/]¢l, falls € < 0.
Fiir x — 400 ergibt sich
p(x) = (Uy—e)d(x), (3.1.14)

x—+00

und wir kénnen exakt analoge Uberlegungen wie eben anstellen. Es ergibt sich dann schlielich
A, exp(ikyx) + B, exp(—ik,x) mitk, =4/e—U, fallse> [
Ayexp(—x,x) mit x,=4/Uy—e, falls € < Uj,.

Nun kénnen wir die verschiedenen moglichen Fille fiir ¢ im Hinblick auf das Verhalten der Wellen-
funktionen analysieren

(3.1.15)

Gp(x) = {

x—-+00

® ¢ < 0: Dies entspricht gemifl (3.1.13) und (3.1.15) mit Sicherheit gebundenen Zustinden, d.h. die
Wellenfunktion fallt fiir x — 00 exponentiell ab, d.h.

¢E(x)x EooBleXp(xlx) mit x; = 4/ |¢|

- (3.1.16)
Jp(x) = Ajexp(—rx,x) mitx,=4/Uy—e.

Wir werden weiter unten noch zeigen, daff diesen ¢ notwendig diskrete Energieeigenwerte E =
%€ /(2m) entsprechen. Daf es sich um gebundene Zustinde handeln mufl, wird auch physika-
lisch verstandlich, wenn man sich das analoge klassische Problem vor Augen fithrt: Wenn E < 0
ist, kann das Teilchen weder nach x — oo noch nach x — —oo laufen, da sonst der Energiesatz
verletzt wiirde, denn die potentielle Energie p?/(2m) = mo?/2 ist notwendig positiv und das
Potential nach Annahme asympotisch gleich 0 bzw. V;; > 0. Damit also gebundene Zustinde
tiberhaupt moglich werden, muf$ das Potential irgendwo negativ werden, also eine Art ,Poten-
tialmulde“bilden (vgl. Abb.[3.1). Unsere eben gefundenen asymptotischen Losungen zeigen aber,
daff eine von 0 verschiedene Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilchens auflerhalb des klassisch
erlaubten Bereiches gibt! Dieses Phinomen ist klassisch nicht erklirbar und wird als Tunnel-
oder Gamov-Effekt bezeichnet.
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3. Eindimensionale Probleme

* 0< ¢ < Uy Gemaf} (3.1.13) und (3.1.15) kann sich das Teilchen nach x — —oo hin quasi-frei
bewegen, nicht aber nach x — oo. Es sind alle E = #%¢/(2m) in diesem Bereich erlaubt, so daf}
E in diesem Falle zum kontinuierlichen Bereich der Energieeigenwerte gehort. Da fiir x — oo
nur genau eine, namlich die exponentiell fallende Losung erlaubt ist, gibt es zu jedem Wert fiir
E genau eine Energieeigenfunktion, d.h. dieser Teil der Energieeigenwerte ist nicht entartet.
Auch hier haben wir wieder einen Tunneleffekt. Der Bereich x — oo ist wie oben erliutert
fiir das Teilchen verboten, aber die quantenmechanische Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist dort
nicht 0.

® ¢ > Uy: Gemif (3.1.13) und (3.1.15) ist das Teilchen bzgl. der Bewegung nach beiden Richtungen
x — Fo00 ungebunden. Die entsprechenden Energieeigenwerte sind also alle erlaubt und gehoren
somit zum kontinuierlichen Teil der Eigenwerte. In beiden Regionen sind allgemeine Superposi-
tionen aus zwei Lsungen erlaubt, d.h. in diesem Bereich sind die Eigenwerte zweifach entartet.
Auch das ist an dem klassischen Analogon verstiandlich: Das Teilchen kann in diesem Fall bei
vorgegebener Energie in beiden asymptotischen Regionen sowohl nach rechts (entsprechend den
Wellenfunktionen mit Koeffzienten A ,) bzw. links (entsprechend den Wellenfunktionen mit
Koeffizienten B, , laufen.

v

Doppelt entartete Energiecigenwerte

Vo

Einfache Energiecigenwerte

Mulde

Diskrete Energieeigenwerte

Abbildung 3.1: Potential und qualitatives Energieeigenwertspektrum zum zugehorigen Schrodingerschen
Energieeigenwertproblem.

3.1.3 Kontinuititsgleichung

Wir kdnnen weitere recht allgemeine Schliisse aus dem asymptotischen Verhalten der Wellenfunktio-
nen ziehen, wenn wir die Kontinuititsgleichung fiir den hier diskutierten eindimensionalen Fall her-

anziehen. Aus der zeitabhingigen Schrédingergleichung folgt sofort, dafl die Gleichung
do(x,t)+ . j(x,t)=0 mit
o(x,£) = [¥(x, 1) (3.1.17)
)= S (e, )0, )~ (A0 (e, )W, )} = 2 e[, 108,90, )]

gilt. Fiir eine quadratintegrable Funktion W(x, t) bedeutet dies, daf§ die Normierung der Wellenfunk-
tion mit der Zeit konstant bleibt (s. Vorlesung), d.h. hat man ¥ zur Zeit ¢t = 0 auf 1 normiert, so ist
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3.1. Allgemeines zur eindimensionalen Schridingergleichung

dies automatisch auch fiir alle spiteren Zeiten gewiahrleistet, vorausgesetzt W erfiillt die Schrodinger-
gleichung. Mathematisch gesehen ist dies Folge der Unitaritit des Zeitentwicklungsoperators, die
aus der Hermitezitit des Hamiltonoperators folgt.

Fiir die Energieeigenfunktionen

\I/E(x,t):exp<—1E7t>¢E(x), (3.1.18)

wobei hier £ sowohl im diskreten als auch im kontinuierlichen Teil des Spektrums liegen darf, ist
offenbar die Wahrscheinlichkeitsdichte o zeitlich konstant. Dies zeichnet die Energieeigenfunktionen
physikalisch als die stationdren Zustinde des Systems aus: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung als die
in der Wellenfunktion enthaltene physikalisch relevante Information ist zeitlich konstant. Demgemif}
muf} aufgrund der Kontinuititsgleichung auch der Strom zeitlich konstant sein. In der Tat folgt fiir die

Wellenfunktion

. . 5 .
e, 1)= jp(e) = 2 Il g0} 6.1.19
Aus der Kontinuititsgleichung folgt weiter
0,0p(x,t)=0=—jz(x) = jp(x)=jp = const. (3.1.20)

Der Strom ist also eine Konstante.

Wir konnen nun den Strom fiir die Energieeigenzustinde aus dem oben hergeleiteten asymptotischen
Verhalten bestimmen.

Fiir gebundene Zustinde (E < 0) und die Zustinde zu den einfach entarteten Energieceigenwerten im
Kontinuierlichen Spektrum 0 < E < V4, ergibt sich fiir x — oo, daf j; =0 sein muf3.

Fir 0 < E < Vj gilt andererseits im Limes x — —oo

_ Pk

m

jp=0=251a P B, P) 6.1.21)
Es mufl also |A,| = |B,| := 1/2]A,] sein. Durch geeignete Wah! der Phasenfaktoren der entsprechenden

bgiden nach rechts bzw. links laufenden Teilwellen, kénnen wir demnach stets erreichen, dafl mit A =
|A,| gile

1 . 1~ )
A= EA exp(+id,) B, = EA exp(—idy), (3.1.22)
und dies in (3.1.15) eingesetzt ergibt
dp(x) = Acos(kix+8). (3.1.23)
xX——00

Fiir E > Vj ergibt die Stromerhaltung fiir die Koeffizienten der asymptotischen Wellenfunktion x —
Foo
. Bk
JE=

bk,

(|A1|2_|B1|2): 7(|A2|2_|Bz|2)- (3.1.24)

m
Wir wenden uns nun nochmals den méoglicherweise existierenden gebundenen Zustinden zu. Vernach-

lassigen wir zunichst die Bedingung der Quadratintegrabialitit der Wellenfunktionen, gibt es i.a. zu je-
dem E < 0 zweti linear unabhingige Losungen, die sich jeweils so wihlen lassen, daf$ die eine im positiv
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Unendlichen, die andere im negativ Unendlichen exponentiell fallt:

) { = oo A exp(—xyx) + BY exp(x,x)
E |~ (+)
oo A exp(—a,x
o 2 p(—x%), (3.1.25)
¢ —x——00 1 exp(x X)
E = NN 2 exp(—xzx)—i—B( exp(x,x).

Wegen der Quadratintegrablitit muss aber A(1+) =0Ound Ag_) = Osein. Es kann also nur dann ein gebun-

dener Zustand vorliegen, wenn ) — €4 mit C = const. Dies zei t, wie schon oben erliutert, daf$
¢ 8 E E g
die zu gebundenen Zustinden gehorigen Energieeigenwerte E < 0 nicht entartet sind, d.h. wenn ein
g g 4 gleelg
gebundener Zustand existiert, ist die dazugehérige Eigenfunktion bis auf eine Normierungsonstante
eindeutig bestimmt.

Wir betrachten nun die Wronskideterminante zu zwei L3sungen von (3.1.10) zu Energieeigenwerten

E und E’
W (g, hpsx) = () p(x) = r(x)dp(x). (3.1.26)
Aus folgt dann unmittelbar

W (e pix)=—(e—€)bpdp. (3.1.27)

Fiir irgendein festes 2 € R ist also
W (b, bpix) =W (b, bpisx)—W(dp, $pia)=—(e— 6/)J dx/ng(x/)ng,(x/). (3.1.28)

Es seien weiter zu jedem Wert E die Funktionen gbg) die Losungen der Schrodingergleichung mit fi-
xierten Anfangsbedingungen bei x = a: ¢g)(x =a)=C,, gbsg)' (x =a) = C,. Fiir diese Funktionen gilt
dann offenbar W, = W.

Jetzt betrachten wir die Ableitung von W fiir diese Funktionen nach ¢ in der Umgebung eines Eigen-
wertes im kontinuierlichen Spektrum. Bezeichne dazu & die Variation der jeweiligen Grof3e bei einer
Anderung von E zu E 4 8 E bzw. € zu 8 ¢. Dann folgt einerseits aus (3.1.28

SW,=W($¥, ¢ 1 8¢9 x) = w(g', 8%, f dx[¢9(x) . (3.1.29)
Andererseits folgt fiir
()
) = =L (3.1.30)
(zbE (x)
bei Variation nach E: » “
W(p? S,
S fi(x)= W (ﬂ)% %) (3.131)
[fp '
Kombiniert man dies mit , erhilt man
1 X
aefE(ﬂ)(x):—d—f dx[¢9(x) . (3.1.32)
(45 ()2 Ja
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Das bedeutet, daf die logarithmische Ableitung der Energieeigenfunktionen zu fixierten Anfangsbe-
dingungen bei x = a monoton fallend fiir x > 4 und monoton wachsend fiir x < a als Funktionen von
E (bzw. ¢) sind.

Nehmen wir nun an, es sei £ < 0 ein Eigenwert im kontinuierlichen Teil des Eigenwertspektrums.
Wir konnen dann fiir die Wellenfunktionen gb%i) offenbar 4 — +oo wihlen. Die Funktion fE(H(x)

ist also bei festgehaltenem x als Funktionen von E stets monoton wachsend und fE(_)(x) monoton
fallend. Wie wir oben gezeigt haben, miissen die Wellenfunktionen gbg[) aber (bis auf eine multiplikative

Konstante) gleich sein, und das bedeutet fE(Jr) = fE(_). Dies ist ein Widerspruch, und daher muf§ jedes
E < 0 notwendig zum diskreten Spektrum gehoren.

3.1.4 Zur Normierung der Energieeigenfunktionen

Wihrend die Normierung der Energieeigenfunktionen fiir diskrete Energieeigenwerte, also fiir gebun-
dene Zustinde, gemifd kein prinzipielles Problem darstellt, miissen wir die Normierung auf die
&-Distribution fiir ungebundene Zustinde genauer ansehen. Fiir die Eigenfunktionen zu einfachen Fi-
genwerten ist es klar, daf§ das Nomierungsintegral in o< 8 (E —E’) ist, und wir miissen lediglich
den Koeffizienten bestimmen. Fiir die doppelt entarteten Eigenzustinde ist es nicht unmittelbar klar,
daf§ irgendwelche zwei linear unabhingigen Losungen orthogonal zueinander sind, aber wir kdnnen
stets Linearkombinationen finden, die orthogonal sind.

Wir konnen also annehmen, dafl die Eigenfunktionen einer vollstindigen Basis allesamt zueinander
orthogonal sind. Es bleibt uns also lediglich noch die Normierung fiir die ungebundenen Zustinde zu
bestimmen.

Beginnen wir mit dem Fall 0 < E, E’ < V,,. Wir haben dann, wie eben iiberlegt,
f dx g (x)¢pi(x) = C(E)S(E—E). (3.1.33)

Wir kénnen dies formal zeigen, indem wir (3.1.28) mit x — oo verwenden. Dann ergibt sich mit der
asymptotischen Form fiir die Wellenfunktion fiir a — —oo gemif§ (3.1.23)

~ A~

/

°° AA ., ,
f dx ¢E(X)¢E(X)M’=:oo R [sin(kja + &) cos(kya + &)]
a 1 1

M/k/ .
= —2(/€2—_k}/2){(k1 + k{)sm[(/el —k{)ﬂ + 8 _ 8/]
1 1

(3.1.34)
+ (kg —Fky)sin[ (k) + k))a+ & — 3/]}
A? 2 bk
e 7 0k — k) =27|A, S (ky — k) = - HAPS(E—E).
Dabei haben wir verwendet, dass .

W—lim sin(ka) =nd(k) (3.1.35)

ist. Das beweist man durch Integration mit einer Testfunktion ®(k) und Substitution K = ka:

* sin(ka)  [*° sinK ® sinK

J_Oo dkd(k) T J_oo dK®(K /a) iy (0) Joo dK i 7t®(0). (3.1.36)

77



3. Eindimensionale Probleme

Wir miissen also die Wellenfunktion so normieren, dafl die Koeffizienten A; und B, in (3.1.13) die
Bedingung
ik hk 1
A, =B, = —. (3.1.37)
m m 2rh
erfiillen, wobei |4,> = |B,[? aus der Stromerhaltung folgt (vgl. Abschn. [3.1.3] Gl. (3.1.21)). Anders
ausgedriickt muf} die Wellenfunktion so normiert sein, daf§ der Anteil des Stromes, der von x — —oo

auf den Ursprung x = 0 zuflief3t, d.h. gem. (3.1.21)

hk
O =Py p= L (3.1.38)
m 27 h

normiert ist.
Betrachten wir nun den Fall £ > V|, bzw. € > Uj,. Wie oben erortert, ist jeder dieser verallgemeinerten
Energieeigenwerte zweifach entartet, und wir wollen im folgenden zwei orthonormierte verallgemei-

nerte Eigenfunktionen finden. Betrachten wir also die allgemeinst moglichen Wellenfunktionen, die
gemifl (3.1.13) und (3.1.15) das asymptotische Verhalten

. , (3.1.39)
A, exp(ik,x)+ B, exp(—ik,x)

$r(x) {%x_)_oo

—x—+400
aufweisen. Fiir zwei solche Losungen ¢ und ¢, ergibt sich daraus fiir die Wronski-Determinante

W(dg, SZE/: x] x—>g—oo —i(ky — k}){A, AT expli(k, + k{)x]— B, B, exp[—i(k, + k{)x]}

) ] (3.1.40)
— ik + ki ){A, By exp[i(k; — ky)x]— A1 B, exp[—i(k, — k})x]}

und

~

W $px] —i(ky — ky) (A, A explilk, + ky)x]— BB, exp[—i(k, + ky)x ]}

x—i“’ 5 . (3.1.41)
- i(/?’2 + k;){AzBé exp[i(/e2 - /eé)x] _Ang exp[—i(/e2 - k;)x]}

Dabei ist k; = y/¢, k| = V¢ und k, = /e — Uy, k)= /¢ — .
Aufgrund der Energieeigenwertgleichung in der Form gilt

W e dpnx]=(e—\Wgg, dp,x]. (3.1.42)

Fiir E/ = E ergibt sich daraus, dass W = const ist, was eine Verallgemeinerung der Stromerhaltungs-
gleichung ergibt:

Aus (3.1.42) ergibt sich das regularisierte verallgemeinerte Normierungsintegral

1

e—e¢

L,(ky ky) = f_ dx g (x) () = ——AW[ g, Gpal — W, dr,—al}. (3.1.44)

Wir bendtigen den Grenzfalla — oo, d.h. wir kénnen die asymptotischen Formen (3.1.40) und (3.1.41)
sowie und € — ¢’ = k? —k? = k7 — k}? verwenden. Aufierdem benétigen wir zur Bestimmung des
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schwachen Limes’ nur das Verhalten fiir £ — E bzw. k] — k; , denn fiir k{,k; > 0 kdnnen wir das
Integral {iber eine beliebige Testfunktion ®(k,) wie folgt schreiben

oo k,—3 ki+3 oo
J Q! T (b, EO(ED) = J dk/a(k)) + J dk! (k) + J o). (.145)
0 k=8 )

—0Q

Dabei mufl natiirlich sichergestellt sein, dass I (k;, k{) fiir k] — k; keine Singularitit aufweist, was wir
gleich zeigen werden. Ansonsten werten wir (3.1.45) fiir & — 07 aus. Fiir das erste Integral folgt fiir die
in I, auftretenden Exponentialfunktionen durch Substitution von K = a(k; —k;)

a—0oQ

k,—3 —ad .
f dk{cb(k{)ﬁ exp[ia(k, —k})] = dK®(k, + K /a)w — 0. (3.1.46)

—00 1 1 —00

Analoge Rechnungen gelten fiir die anderen Exponentialausdriicke und auch das 3. Integral in (3.1.44).

Damit kénnen in (3.1.44) mit (3.1.40) und (3.1.41) alle Terme o< exp[+i(k; — k)] bzw. o< exp[+i(k, +
k;)] weglassen, weil diese Terme fiir 4 — oo im Sinne des schwachen Limes’ verschwinden. Fiir die
verbleibenden Terme konnen wir aufler in den Exponentialfunktionen und im Nenner iiberall &, = &

annehmen. Damit ergibt sich

2i ~ ~
>~ —— = (kb [AB, exp[ia(k,—Fk])]—A,B, exp[—ia(k, — k|
ieo klz_kiz{ 1[A1B; explia(k 1] 1By exp[—ia(k, ] (3.1.47)

+ ko[ A, B, explia(e; — k()] — A,B, exp[—ia(k, — k5)]1}-
Entwicklung der Exponentialfunktionen um ¢’ = ¢ bzw. k] = k; ergibt

i

I - -
o kl(kl_k{)

a
a

1R

[ky(A,B,— A, B))— ky(A,B, — A,B,)]+ Ol (ky — k7)°] = O (ky — k7). (3.1.48)

|

Letzteres folgt aus der verallgemeinerten Stromerhaltungsgleichung , d.h. wirkénnen I, (ky, k) )®(k]),
mit einer beliebigen Testfunktion ®(k, ), iiber ein sehr kleines Intervall k] € (k;—&, k;+ &) integrieren,
d.h. das mittlere Integral in ist wohldefiniert fiir § — 0.

Um den schwachen Limes 2 — oo zu bilden, schreiben wir die Exponentialfunktionen in (3.1.47) in

trigonometrischer Form. Dann erhalten wir

2 C C e
I, 2 =5 {ky(AB, +ABy)sin[a(k, — k)] + ky(A,B, + A, By)sinla(k, — k5)]
amoo k2 —k! (3.1.49)

- ikl(Alél _/1131) cos[a(/el - k{)] + i(Azéz _/Isz) cos[a(/ez - ké)]}

Fiir die erste Zeile konnen wir den schwachen Limes (3.1.35) verwenden. Die zweite Zeile ergibt im
schwachen Limes 0, wie man wieder durch Entwicklung um k; = k; erkennt. Aufgrund der Stromer-
haltungsgleichung ist dieser Term nimlich von der Ordnung O[(k; —&7)].
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Fiir folgt also schliefilich

f dxng(x)gZE/( =w-limI, = 7(A,B, + A,B,)8 (k, /e{)—i—rc(fisz + AyBy)) S (ky— k)
R

=27k, (A By + A B))S (R — by 12) + 21k y(A,B,y + A, B,y) S (B2 — ky12)
=27k, (A, By + A, B))S (R} — k) + 21tky(A, B, + A, B,) S (B2 — k2

B 47T<k1A1Bl + szsz)é\(/‘H2 — k) (-1.50)
2

= 2rh (k1A1§1 + szisz)é\(E —E')

_2n i

(kyA\B, +ky4,8,)8(E—E).

Dabei haben wir im letzten Schritt £ = hzkf /(2m) verwendet.

Wir betrachten nun die beiden linear unabhingigen Energieeigenfunktionen ¢5€R> und gb%) zum Ener-
gieeigenwert E, die durch das folgende asymptotische Verhalten definiert sind: Die Losung mit dem
asymptotischen Verhalten

SN ) {%xq_mAlexpﬁkle& exp(—ik,x), 5,150

E X oo Ayexp(ikyx)
beschreibt von links her nach rechts auf das Streupotential zulaufende Teilchen und
o e
von rechts her nach links auf das Streupotential zulaufende Teilchen.
¢E€R)> ist in (3.1.50) offenbar Al — By, gl — A7, 1‘12 — O und

B, — A} und B, = 0 zu setzen. Das fiihrt zu

(¢

Fiir das Normierungsintegral <¢g§>

¢§R)>— il APk S(E—E). (3.1.53)

Genauso folgt

2 B ko (E—E). (3.1.54)

(O]
(e |9k )=
Die Normierung der Wellenfunktionen erfolgt also so, dass fiir die von links bzw. rechts her einlaufen-
den Strome

. bk, 1 . bk, 1
in) = —IA P=—, = —IBZI2 — (3.1.55)
27k h

gilt.

Fiir <¢SEL,) | ¢(ER) > ist hingegen A, — B}, B, — 0 und B, — 0 zu setzen, woraus mit (3.1.50

(¢ |45 )=0 (3.1.56)

resultiert, d.h. wir haben mit (3.1.51), (3.1.52) und (3.1.55) zwei orthonormierte Energieeigenfunktio-
nen zum Energieeigenwert E > V;, gefunden.
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3.2 Freie Teilchen

Wie wir schon in Abschnitt (1.2 gesehen haben, lifit sich der Fall des freien Teilchens, d.h. V(x) =
einfacher mit Hilfe von Impulseigenzustinden behandeln. Fiir unsere Simulationen wollen wir ein
Gauflsches Wellenpaket der Art fiir x < 0 als Anfangszustand konstruieren, miissen aber fiir
den Fall mit Potential mit Energieeigenzustinden arbeiten. Wir wollen dabei im Unterraum mit nur
nach x — oo hin auslaufenden Wellen operieren. Die entsprechende auf §(E — E’) ,normierte” Ener-
gieeigenfunktion ist nach den obigen allgemeinen Betrachtungen also durch

Yp(x)= Znn;/e exp(ikx) mit k= Z;nE (3.2.1)

gegeben.

Wir verwenden nun folgende Niherung. Im Impulsraum (geschrieben mit Wellenzahlen & = p /%)
lautet das Anfangswellenpaket, das wir allerdings nicht um x = 0 herum plazieren wollen, sondern bei

xy < 0 gemifl (1.2.9):

> 1 (k—Fky) .
(k)= W exp [—TO —1kxo] : (3.2.2)

Fiir unsere Rechnungen verwenden wir stattdessen den folgenden Anfangszustand in der Energiedar-

stellung
~ ~ . 2 E
cE:,/%[%(k)WO(—/@)] mit k= ”;” . (3.2.3)

Zur Berechnung der zeitabhingigen Losung integrieren wir diese Anfangswellenfunktion gemifl
(3.1.6). Da hier keine gebundenen Zustinde existieren, ist

U(x,t) f dE ¢ ¢p(x) exp< 15;) (3.2.4)

Dies ist fiir nicht zu breite Impulsverteilungen (also nicht zu grofie @) eine sehr guter Niherung fiir das
Gauflsche Wellenpaket, wie das unten gezeigte Movie auch zeigt.

Zur Herstellung der Movies wird dieses Integral mit einer einfachen adaptiven Trapez-Simpson-Qua-
dratur numerisch ausgewertet. Dabeli ist es wegen der Singularitit des Anfangszustandes bei
E =0 allerdings von Vorteil, nach k& zu integrieren. Es ist

212
1Et> gk (3.2.5)

U(x,t)= f d/e—cEngx)exp<—7,

2m

Link zum Movie

Das Wellenpaket bleibt gemif3 Gaufi-f6rming verbreitert sich aber gemif} aufgrund der
nichtlinearen Dispersionsrelation « = #k?/(2m) der Schrodingerwellen mit der Zeit, d.h. der Ort
eines anfanglich gut lokalisierten Teilchens wird mit der Zeit immer unbestimmter, und zwar desto
schneller, je genauer das Teilchen anfangs lokalisiert war, denn desto breiter ist das Anfangswellenpaket
im Impulsraum.
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1%
A

Vo

>
Abbildung 3.2: Die Potentialschwelle.
3.3 Potentialschwelle
Als einfachstes Beispiel betrachten wir nun eine Potentialschwelle der Form
0 fi 0
Vix)= ares (3.3.1)
V, firx>0,

wobei V> 0ist (s. Abb.[3.2). Dann sind unsere asymptotischen L&sungen fiir die Bereiche x < 0 und
x > 0 exakt. Da das Potential nirgends negativ wird, gibt es keine gebundenen sondern nur ungebun-
dene Zustinde der beiden Typen. Wir haben also als Losungen der zeitunabhingigen Schrodingerglei-
chung mit nach rechts laufenden Wellen fiir x — oo fiir £ > Vj;:

O(—x)[A; exp(ik,x) + B exp(—ikyx)] + O(x)A, exp(—x,x) falls E <V

Pr(x)= {@(—x)[z‘l1 exp(ik,x)+ B, exp(—ik;x)]+ 0(x)A, exp(ik,x)  falls E >V, 63.2)

mit by = /€, x,=+/U,— e und k, = /€ — Uy, wobei wir wieder zur Abkiirzung ¢ =2mE /* und
U, =2mV,/ h* geschrieben haben.

Die Konstanten unterliegen nun der Einschrinkung, dafl die Losungen zweimal differenzierbar sein
miissen. Es miissen daher ¢/ und ¢, bei x =0 stetig sein. Zusammen mit der Normierungsvorschrift

(3.1.38) ergeben sich aus diesen Stetigkeitsbedingungen die Koeffizienten

2k k
A=y | —2—, Ay=—1 4, B =7 —,  firo<E<V,
! (3.3.3)
m 2k, by —k,
A= | =2 A=-L A, B =24 firE>V,.
N 2np%k,) T kiR, T T Rtk 0

Das Wellenpaket ist dann wieder durch GL gegeben.

Ein erstes physikalisches Verstindnis fiir diese Wellenfunktionen ergibt eine Betrachtung, die analog
zur Behandlung der realistischeren Streuprozesse im dreidimensionalen Raum ist. Dabei interessiert
man sich nur fiir das asymptotische Verhalten der Teilchen, d.h. wenn sie sich weit weg von der Schwelle
bei x = 0 aufhalten.
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Dabei miissen wir bedenken, daf} die Wellenfunktionen ¢ keine ,echten Zustinde reprisentieren, da
sie nicht quadratintegrabel und somit nicht normierbar sind. Sie kénnen aber als Grenzfall von echten
Zustinden gedeutet werden, nimlich gerade solche, fiir die

cg =8(E—E,) (3.3.4)

ist. Wir konnen uns also z.B. sehr schmale um E, konzentrierte Gauf-Funktionen vorstellen, wobei
wir den Grenzfall verschwindender Breite betrachten. Physikalisch kénnen wir deren Bedeutung nur
verstehen, wenn wir bedenken, dafl es sich um Wahrscheinlichkeitsamplituden handelt. Demnach re-
prisentieren die ebenen Wellen, aus denen sich unsere Energieeigenldsungen zusammensetzen, einen
sehr lange in der Vergangenheit eingeschalteten Strom von links her auf die Schwelle zulaufenden (stati-
stisch unkorrelierten) Teilchen mit sehr genau festgelegter Energie. Die Betragsquadrate der Energieei-
genfunktionen geben dann relative Hiufigkeiten an, die mit einem Detektor, der sehr lange die Teilchen
an einem bestimmten Ort x zihlt, gemessen werden konnen.

Stellen wir den Detektor irgendwo links weit weg von der Schwelle auf, wird er sowohl die einlaufenden
als auch die an der Schwelle reflektierten Teilchen messen. Ein sehr weit rechts positionierter Detek-
tor wird die Teilchen erfassen, die die Schwelle iberwinden. Wir kénnen also im Prinzip die auf den
Strom der einlaufenden Teilchen normierten Wahrscheinlichkeiten messen, daff ein Teilchen, das mit
einer wohldefinierten Energie E sehr weit links von der Schwelle loslauft, irgendwann reflektiert wird
bzw. die Schwelle tiberwindet und sehr weit weg nach rechts luft. Diese relativen Strome bezeichnen
wir als Reflexions- bzw. Transmissionskoeffizienten| Gemifs sind fiir unsere Schwelle die
Koetfizienten durch

' firO<E <V,
R="3==1 82 _ (b fi
—o & | TGTRe WE>Vo 335
s {o fir 0< E <V,
=R T\ A A2 4kt ..
Jmeo |\ |7| =wrmp HrE>Vo
gegeben. Wegen der Stromerhaltung gilt
R+T=1, (3.3.6)

wie es aufgrund der Interpretation von R und 7" als Reflexions und Transmissionswahrscheinlichkeiten
eines Teilchens auch sein mufs.

Fiir unsere Movies wollen wir die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir ein anfangs bei xy < 0 konzentriertes
nach rechts auf die Potentialschwelle zulaufendes Wellenpaket als Funktion der Zeit simulieren. Dies

erreichen wir, indem wir C gemif} wihlen.

Dies entspricht physikalisch der Situation, dafl wir einen Strom von jeweils einem einzelnen recht gut
lokalisierten Teilchen beobachten und an jedem Ort x einen Detektor aufstellen, der jedesmal die Zeit
erfafit, die nach dem Losschicken des Teilchens vergangen ist, wann er das Teilchen registriert. Dann
kann man wieder die relativen Haufigkeiten als Funktion der Zeit erfassen, und man erhilt dann genau
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die wir im folgenden in den Movies zeigen wollen.

Dabei ist es wichtig zu bemerken, daf§ aufgrund der Heisenbergschen Unschirferelation fiir Ort und
Impuls

AxAp > ; (3.3.7)

'Diese Koeffizienten sind als Analoga zum Streuquerschnitt in der Streutheorie zu verstehen, wobei freilich der Streu-
querschnitt eine Funktion des Raumwinkels bezogen auf die Richtung der auf ein ruhendes Target zulaufenden Teilchen
ist.
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der Anfangsimpuls p, relativ unbestimmt sein muf3, wenn man ein auf einen relativ engen Ortsbereich
um x, fixiertes Teilchen priprieren méchte. Da das Teilchen fiir xy < 0 als frei betrachtet werden kann,
besitzt es eine entsprechende Energieunschirfe

AE~Pop,, (3.3.8)
m
. . . R . . -
Selbst wenn wir also ein Wellenpaket mit 0 < Ey = 52 = -2 < V;in Gl. (3.2.3) konstruieren, wird die-

ses immer auch eine (wenngleich kleine) Beimmischung von Wellen £ > V; beinhalten, was erklirt, dafl
in der Tat mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit, Teilchen jenseits der Schwelle detektiert werden
konnen, ohne daf} dies dem Energieerhaltungssatz widerspricht. Dies 16st das scheinbare Paradoxon
zwischen quantenmechanischem Tunneleffekt und Energieerhaltungssatz fiir realistische Wellenpake-
te, die einer quasi-klassischen Situation entsprechen, auf. Genau diese Situation betrachten wir nun in
dem folgenden Movie:

3.3.1 Totalreflexion (E,=0.3 V)

Link zum Movie

Hier wurde E, = 0.3 V,, gewihlt. Die Energieunschirfe betrug AE ~ 0.16V,,. Wie wir sehen, bewegt
sich das Wellenpaket anfangs wie ein freies Teilchen auf die Potentialschwelle zu, wobeti es sich freilich
verbreitert, wie im vorigen Abschnitt erldutert. Sobald die Wellenfront auf die Schwelle trifft, dringt in
der Tat ein (vornehmlich stark gedimpfter) Anteil der Welle in den Bereich x > 0 jenseits der Schwelle
ein, wihrend links eine stark oszillierende Wahrscheinlichkeitsverteilung auftritt, die sich aus der In-
terferenz zwischen der einlaufenden und der reflektierten Welle ergibt. Diese Interferenzeffekte sind
charakteristisch fiir das quantenmechanische Verhalten der Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sie wiirden
nicht auftreten, wenn wir einen Strom klassischer Teilchen mit entsprechend der Anfangsenergieun-
schirfe verteilten Energien auf eine Schwelle schieflen wiirden. Eine eher dem klassischen Verhalten
entsprechende Situation entsteht erst wieder, wenn nach einer Weile nur noch das reflektierte Wellen-
paket zuriicklduft. Es ist allerdings gegentiber der Anfangsverteilung wesentlich verbreitert.

Eine weitere interessante Eigenschaft ergibt sich noch aus dem Vergleich des Wellenpakets zum Verhal-
ten eines klassischen Teilchens, das mit der mittleren Energie E, auf die Schwelle zulduft. In der klas-
sischen Mechanik wird das Teilchen in der hier simulierten Situation einfach instantan reflektiert. Die
Position dieses klassischen Teilchens wird im Movie durch die vertikal eingezeichnete griine Linie dar-
gestellt. Wir sehen, dafl sich zu Zeiten nicht zu lange, nachdem die ersten Teile der Wellenfront auf die
Schwelle getroffen sind, der Schwerpunkt des reflektierten Anteils des Wellenpaketes gegeniiber dem
reflektierten klassischen Teilchen verzogert bewegt. Auch dies ist ein spezifisch quantenmechanischer
Effekt, der durch die Phasenverschiebung der Teilwellen bei der Reflexion entsteht. Diese Phasenver-
schiebung lifit sich tibrigens analysieren, indem man die Koeffizienten der Energieeigenmoden
analysiert.

3.3.2 Kleiner durchlaufender Anteil (£, =0.5V})

Im nichsten Movie erhdhen wir die mittlere Energie auf £, = 0.5 V,; und behalten a bei, so dafy nun
die Energieunschirfe etwa AE = 0.2V}, betragt.

Link zum Movie
Hier sehen wir, daf gegeniiber dem vorigen Fall ein kleiner Anteil des Wellenpaketes auch nach x >0
propagiert. Dieser Anteil rithrt von den im Anfangszustand enthaltenen Moden mit £ > V/, her. Es ent-
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3.3. Potentialschwelle

stehen vor dem Uberschreiten des Hauptpeaks des durchlaufenden Anteils charakteristische kleinere
Vorlaufer.

Die Position des entsprechenden klassischen Teilchens mit der Energie E, ist wieder durch die vertikale
griine Linie dargestellt.

3.3.3 Mittlere Energie: £, = 1.2V, (AE =0.3V})

Link zum Movie

Hier haben wir die mittlere Energie E, = 1.2V}, gesetzt, also etwas grofer als den Potentialsprung bei
x = 0. Das klassische Teilchen, dessen Position wieder durch die griine Linie gekennzeichnet ist, wiirde
hier in jedem Fall tiber die Stufe hinweglaufen, allerdings bei x > 0 mit um V,, verringerter Energie
(und entsprechend kleinerer Geschwindigkeit).

Im Vergleich dazu wird in der quantenmechanischen Rechnung ein Teil der Welle reflektiert, d.h. mit
der entsprechenden Wahrscheinlichkeit wird das Teilchen auch bei £ > V an der Potentialschwelle
reflektiert, und der durchlaufende Anteil bewegt sich mit gegeniiber dem klassischen Teilchen grofieren

Geschwindigkeit.

3.3.4 Mittlere Energie: £, = 1.5V, (AE =0.35V,)

Link zum Movie

Hier haben wir die mittlere Energie E, = 1.5V}, gesetzt, also etwas grofier als den Potentialsprung bei
x = 0. Das klassische Teilchen, dessen Position wieder durch die griine Linie gekennzeichnet ist, wiirde
hier in jedem Fall tiber die Stufe hinweglaufen, allerdings bei x > 0 mit um Vj, verringerter Energie
(und entsprechend kleinerer Geschwindigkeit).

Im Vergleich dazu wird in der quantenmechanischen Rechnung ein Teil der Welle reflektiert, d.h. mit
der entsprechenden Wahrscheinlichkeit wird das Teilchen auch bei £ > V; an der Potentialschwelle
reflektiert, und der durchlaufende Anteil bewegt sich mit gegeniiber dem klassischen Teilchen grofieren
Geschwindigkeit.

3.3.5 Mittlere Energie: £, = 6.0V, (AE =0.69V,)

Link zum Movie

Hier haben wir die mittlere Energie Ey = 6V gesetzt, also etwas grofler als den Potentialsprung bei
x = 0. Das klassische Teilchen, dessen Position wieder durch die griine Linie gekennzeichnet ist, wiirde
hier in jedem Fall tiber die Stufe hinweglaufen, allerdings bei x > 0 mit um Vj, verringerter Energie
(und entsprechend kleinerer Geschwindigkeit).

Erst bei diesen gegeniiber dem Potentialsprung erheblich hoheren mittleren Teilchenenergien bewegt
sich das Wellenpaket wieder annihernd wie das klassische Teilchen, allerdings wie bei allen (quasi-
)freien Bewegungen unter erheblicher Verbreiterung.

3.3.6 Streuzustinde

In der Streutheorie betrachtet man i.a. die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Teilchen in eine
gegebene Richtung gestreut wird. Diese Information wird im sog. Streuquerschnitt angegeben.

In unserem eindimensionalen Fall entsprechen diesen Wahrscheinlichkeiten die Transmissions- und
Emissionskoeffizienten, die das Verhiltnis der Grofie des reflektierten bzw. durch die Schwelle hin-
durchgehenden Stromes von Teilchen angeben. Die Zustinde, die wir dabei betrachtet haben, sind die
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stationiren Energieeigenzustinde. Praktisch mefibar ist so ein Strom, indem man sehr viele vonein-
ander unabhingige Experimente mit jeweils einem Teilchen durchfiihrt und dann die Wahrscheinlich-
keitsstrome als relative Hiufigkeiten mif3t. Dabei schickt man ein Teilchen mit recht genau bestimmter
Energie, weit weg von der Potentialschwelle los und zihlt nach sehr langer Zeit, wieviele Teilchen weit
weg von der Schwelle reflektiert bzw. wieviele durch die Schwelle hindurchgelangt sind.
Wellenmechanisch wird diese Situation durch einen halbseitig unendlichen Wellenzug bestimmter Fre-
quenz beschrieben, dessen Kopf sich zur Zeit t = 0 weit weg von der Potentialschwelle befindet und
auf die Schwelle zulduft. Dies bezeichnet man in der Streutheorie als einen asymptotisch freien ein-
laufenden Zustand bzw. kurz als ,in-Zustand“. Danach betrachtet man die Situation wieder sehr
lange nachdem der Wellenkopf auf die Potentialschwelle getroffen ist. Fiir asymptotisch grofle Zeiten
hat man dann den stationiren Endzustand (out-Zustand) erreicht.

Auch diese Situation lifit sich numerisch simulieren. Wir miissen uns nur den passenden in-Zustand
(d.h. die Wellenfunktion zur Zeit ¢ = 0) verschaffen. Im Impulsraum ist dieser Zustand durch

1 exp(—ikxy)
 J2mk—ky+i0F

Po(k)

(3.3.9)

gegeben. In der Ortsdarstellung erhalten wir

Po(x) = f_ %gﬁo(/e)exp(ikx). (3.3.10)

Setzen wir fiir ¢pq(k) ein, sechen wir, daf} wir das Integral {iber den Residuensatz berechnen kon-
nen, indem wir den Integrationsweg in der oberen bzw. unteren Halbebene durch einen beliebig grofien
Halbkreis schliefen. Damit dieser Halbkreis keinen divergenten Beitrag zum Integral liefert, miissen
wir wegen der Exponentialfunktion fiir x > x; den oberen und fiir x < x4 den unteren Halbkreis wih-
len. Da nur in der unteren Halbebene bei & = ky; —i0" ein Pol liegt, haben wir nach dem Residuensatz

O(xy— .
%exp[lko(x—xo)]. (3.3.11)

Diese Wellenfunktion besitzt fiir x, — oo die korrekte Normierung einer ebenen Welle auf die §-
Funktion bzgl. k. Es handelt sich jedenfalls um einen Wellenzug, der fiir x < x, einer ebenen Welle fiir
ein nach rechts laufendes Teilchen mit Impuls k.

?So(x) =

Die Wellenfunktion fiir beliebige Zeiten erhalten wir wieder, indem wir wie oben erldutert, mittels
Energieeigenfunktionen die Zeitentwicklung berechnen. Die numerische Auswertung wird in den fol-
genden beiden Movies gezeigt.
Im ersten Movie ist Ey = 5k2/(2m) = 0.6V, gesetzt. In diesem Fall haben wir Totalreflexion, und die
Welle dringt nur mit einem exponentiell fallenden Anteil in den Bereich x > 0 vor. Fiir x — oo ist also
der nach rechts gerichtete Strom 0, wie aufgrund des Transmissionskoeffizienten in zu erwarten.
Fiir grofle Zeiten wird der Wellenzug (in griin eingezeichnet) in dem gezeigten x-Ausschnitt stationdr
und identisch mit der rot eingezeichneten Energieeigenfunktion zu der gegebenen Energie Ey:

Link zum Movie
Im zweiten Beispiel ist E = 1.2V}, gesetzt, d.h. wir haben gemif$ sowohl einen reflektierten als
auch einen durchlaufenden Anteil. Fiir grofe Zeiten nihert sich der als asymptisch freier Anfangszu-
stand gestartete Wellenzug (griin) wieder der stationiren Losung (rot) beliebig genau an:

Link zum Movie
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-V

Abbildung 3.3: Der Potentialtopf-

3.4 Potentialtopf

Wir betrachten nun den endlich tiefen Potentialtopt, d.h.

-V, fir|x|<b
V(ix)= 0 ’ 3.4.1
(x) {o fiir x| > & G-4.1)

mit V> 0 (vgl. Abb.[3.3).
Dies ist insofern ein interessantes Problem als wir erwarten diirfen, dafl es neben den Streuzustinden

mit Energieeigenwerten £ > 0 auch gebundene Zustinde mit £ < 0 gibt.

Das Problem, die Energieeigenzustinde und dazugehorigen Energieeigenwerte zu finden, erleichtert
sich erheblich durch die Symmetrie des Problems unter Raumspiegelungen. Der Raumspiegelungs-
oder Parititsoperator wirkt auf Wellenfunktionen vermége

P(x) = d(—x). (3.4.2)

Da offenbar P? = 1 gilt, sind mégliche Eigenwerte von P = £1. Da sich weiter der Hamiltonoperator
unter Raumspiegelungen offenbar nicht indert, also P""HP = H gilt, kénnen wir P simultan zu H
diagonalisieren. Wir konnen also die gesuchten Eigenzustinde von H gleich als gerade bzw. ungerade
Funktionen ansetzen: gb%i)(—x) =t p(x).

Der Vorteil bei der Losung des vorliegenden Problems besteht darin, dafl wir uns nur um die Stetig-
keitsbedingungen an der Stelle x = b zu kiimmern brauchen. Wegen der Spiegelungssymmetrie erfiillen
dann die Wellenfunktionen automatisch auch die Stetigkeitsbedingungen bei x = —b.
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3.4.1 Bindungszustinde mit gerader Paritit

Wir beginnen mit der Suche nach Energieeigenwerten mit geraden Energieeigenfunktionen und be-
trachten zunichst die Moglichkeit, dafy gebundene Zustinde auftreten, also Energieeigenwerte £ < 0
existieren. Setzen wir wieder ¢ =2mE /% und U, = 2mV,/ b, haben wir

o (Ut e)d(x) fiir x| < b,
¢ (x)—{_qu fir [+]> b, (3.4.3)

Es ist weiter von vornherein klar, daf} ¢ > —U, sein mufS. Da die Wellenfunktion gerade sein soll und
im Unendlichen nicht exponentiell wachsen darf, ist die Losung eindeutig durch

) = {A2 cos(k,x) fiir |x| < b B

E | Ay exp(—x,|x|) fiir |x| > b,

mit x; = y/—e und k, = /€ + U, gegeben. Die Wellenfunktion mufl bei x = 5 mitsamt ihrer ersten
Ableitung stetig sein. Das ergibt das homogene lineare Gleichungssystem

Ayexp(—x,b)—A,cos(kyb) =0,

345
—A x,exp(—x,b)+A,k,sin(k,b) =0 043)

als Bedingung fiir die Konstanten A; und A,. Damit dieses Gleichungssystem von der trivialen L6-
sung A; = A, = 0 verschiedene Losungen haben kann, muf§ die Determinante der Koeffizientenmatrix
verschwinden, und das fithrt nach ein paar einfachen Umformungen auf die Bedingung

tan(k,b) = %, d.h. tan(b+/ Uy +€) = 4 U_i . (3.4.6)
2 oT¢€

Die letzte Form der Gleichung zeigt, daf} es sich um eine Bedingung an die Energieeigenwerte E =

%?¢/(2m) handelt.

Diese Gleichung lafit sich nicht geschlossen 16sen, aber wir konnen sie leicht graphisch analysieren.
Dazu fithren wir die neue Variable y = bk, = b4/ U, + ¢ ein. Dann schreibt sich die Gleichung

Uyb?—y2
tany = Oy—zy. (3.4.7)

Offenbar muf§ also 0 < y < 4/ U,b? sein, und wir miissen untersuchen, wo Schnittpunkte zwischen
den Graphen der Funktionen auf der linken und rechten Seite existieren. Deren y-Werte sind dann

offenbar die gesuchten Losungen. Betrachten wir dazu den linken Plot in Abb.
Hier haben wir Uy und b gerade so gewihlt, daf$ 4/ U, 52 = 20. Wir werden diese Wahl fiir alle unten

gezeigten Simulationen von Wellenpaketen beibehalten. In schwarz sind die positiven Zweige des Tan-
gens aufgetragen in rot der Graph der Funktion auf der rechten Seite von Gl. (3.4.7). Da diese Funktion
monoton fillt und fiir y — 0 divergiert, gibt es fiir jeden Wert von 4/ Uyb? wenigstens einen Schnitt-
punkt (und also einen Energieeigenwert) mit dem Zweig des Tangens im Bereich y € [0, 7t/2). Weitere

Eigenwerte sind moglich, wenn 4/ U, 52 grofer ist, und zwar gibt es genau einen Schnittpunkt mit je-
dem Zweig des Tangens, der im Definitionsbereich 0 < y < 4/ U, b2 liegt. Wie aus der allgemeinen
Diskussion zu erwarten, sind also die Energieeigenwerte zu gebundenen Zustinden diskret.
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Abbildung 3.4: Zur graphischen Losung der Eigenwertbestimmungsgleichungen fiir gevade (links) und un-
gerade Eigenfunktionen rechts, cf- Gln. und (3.4.14).

Man tiiberlegt sich leicht, dafl die Anzahl der Energieeigenwerte mit geraden Eigenfunktionen

+1 (3.4.8)

ist, wobei [ x ] fiir die grof3te natiirliche Zahl, die < x ist, steht. Dabei fillt die 7-te Losung ins Intervall
y, El(n—=Dm,(n—1/2)r), ne{l,2,...,n.}. (3.4.9)

Damit lassen sich simtliche Losungen der Gleichung (3.4.6) numerisch mittels des Bisektionsverfahrens
zuverlissig berechnen. Die dazugehorigen Eigenfunktionen sind dann durch Losung einer der beiden

Gleichungen von als die Funktion gegeben:
A, =exp(x,b)cos(k,b)A,. (3.4.10)

Da die Determinante fiir jeden Eigenwert verschwindet, ist dann die andere Gleichung von (3.4.5) au-
tomatisch ebenfalls erfiillt. Die Konstante A, ist schliefilich durch die Normierungsbedingung

foo dx|¢SP ()P =1 (3.4.11)

bestimmt. Das Integral existiert mit Sicherheit, da die Wellenfuntionen im Unendlichen exponentiell
abfallen. Nach Auswertung desselben gelangt man schliellich auf

cos®(k,b) N sir1(2/ezb)]_1/2

A, = 3.4.12
2 |:b + x 2/€2 ( )

3.4.2 Bindungszustinde mit ungerader Paritit

Die Bindungszustinde mit ungerader Wellenfunktion finden sich in ganz analoger Weise wie eben fiir
die geraden Wellenfunktionen besprochen. Es gilt

gﬁ(_)(x) B {Bz sin(k,x) fir |x| < b,

w(x)=4"2", ) (3.4.13)
B, signx exp(—x|x|) fir |x|>b.
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Die Stetigkeit der Wellenfunktion und ihrer Ableitung bei x = & fithrt wieder auf ein homogenes
lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten B, und B,. Damit nichttriviale Losungen existieren,
miissen wir wieder das Verschwinden der Koeffizientenmatrix verlangen. Dies fithrt nach Einfiihrung
der obigen Variablen y schliefilich auf die Bestimmungsgleichung

Upb?—y2
coty = —y| 22— (3.4.14)
y

Analog zur Diskussion fiir die geraden Wellenfunktionen fiihrt die Betrachtung des rechten Plots in

Abb. 3.4{auf die Anzahl der Energieeigenwerte mit ungerader Energieeigenfunktion, nimlich
0 falls /Uy b%2 < /2,

n,= 3.4.15
" [VZ°”2—§]+1 falls /TH0? > /2. G4.1)
Falls ,, > 1 liegen die Losungen fiir y stets in den Intervallen
2n—1
yne[n—n,nn} tir 1<n<n,. (3.4.16)

Auch hier ist wieder das numerische Auffinden aller Losungen mit Hilfe der Bisektionsmethode pro-
blemlos méglich.

Fiir den y,, entsprechenden Energieeigenwert ergibt sich dann aus der Stetigkeits- und Normierungs-
bedingung fiir die Koeffizienten

B, =exp(x,b)sin(k,b)B,,

sin’(kyb)  sin(2k,b) r/z (3.4.17)
x4 2k, '

BZ:[bJr

3.4.3 Ungebundene Energieeigenzustinde

Wir betrachten nun Losungen der zeitunabhingigen Schrodingergleichung zu positiven Energieeigen-
werten. Auch hier empfiehlt es sich, zur einfacheren Erfiillung der Stetigkeitsbedingungen, zunichst
gerade und ungerade Losungen aufzusuchen. Wie wir sehen werden, existieren jeweils beide Losungen
fir alle Energieeigenwerte E > 0, was aufgrund unserer Diskussion des allgemeinen Falles zu erwar-
ten war: Die Energieeigenwerte £ > 0 bilden das kontinuierliche Spektrum des Hamiltonoperators,
und diese Eigenwerte sind zweifach entartet. Nur halbseitig ins Unendliche laufende Wellen gibt es im
gegebenen Falle nicht, da die asymptotischen Werte des Potentials gleich sind.

Zugleich haben wir mit den beiden Losungen zu gerader und ungerader Paritit auch das vollstindige
(verallgemeinerte) Orthonormalsystem gefunden, wenn wir gemaf3 den oben entwickelten Vorschrif-
ten fiir die Normierung der ungebundenen Energieeigenzustinde vorgehen. Es ist nimlich klar, daf$
Wellenfunktionen unterschiedlicher Paritit stets orthogonal zueinander sind. Wir werden allerdings
wie schon bei der Potentialstufe fiir unsere Simulationen lediglich die nach rechts laufenden Losungen
benétigen, die wir fiir jedes £ > 0 durch Linearkombination aus den Eigenzustinden mit definiter
Paritdt erhalten werden.

Fiir gerade Paritit besitzen die Losungen offenbar die Form

¢(+)(x) _ {Az cos(k,x) fur x| < b (3.4.18)

E A, exp(iky|x|) + B, exp(—ik,|x|) fir|x|>b
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mit k; = 4/€, k, = 4/ U, + €. Die Forderung, daf§ die Wellenfunktion und ihre Ableitung bei x = &

stetig zu sein haben, ergibt fiir die Koeffizienten

A _ exp(Fik, b) k, cos(k,b) £ ik, sm(kzb)Az. (3.4.19)
B, 2k,

Fiir ungerade Paritit haben wir

), |ASsin(kyx) fiir |x| < b 3.4.20
A= i+ Bspibls] e b1 o
mit / k,sin(k,b) Fik kyb
<A}> = explaity ) I T R C0R) G421
B 2k,

Die Losung, die nach rechts laufenden Wellen entspricht, d.h. diejenigen Eigenfunktionen, die
o< exp(+ik, x) fiir x > b sind, ergibt sich daraus sofort durch die Linearkombination

Px) = [Bisb;*%x)—;sb;‘)(x)}AR. (:422)
1 1

Setzen wir die Losungen gemif} Gln. (3.4.18}{3.4.21) ein, ergibt sich aus der Normierungsvorschrift
(3.1.38) fiir den im Bereich x < —b nach rechts laufenden Anteil der Welle:

m
Ap= .| ——. 3.4.23
RN 87k, 42 042)

Betrachten wir zunichst das asymptotische Verhalten der ungebundenen Lésungen, indem wir die wie
bei der Schwelle definierten Reflexions- und Transmissionskoeffizienten bestimmen. Dazu miissen wir
nur die Koeffizienten fiir die entsprechenden Wellenanteile aus den eben hergeleiteten Gleichungen
einsetzen. Nach ein wenig Algebra findet man

B (k12 —k2)*sin*(2bk,)
 4k2k2cos (2bky) + (k2 + k2)sin’(2bk,)’
4klk;
T = .
4k?k2 cos?(2bk,) + (kZ + k2) sin(2bk,)

(3.4.24)

Es gilt natiirlich wieder 7+ R = 1, wie es sein mufi.

Hier tritt ein gegentiiber der Schwelle neues interessantes Phinomen auf: Der Reflexionskoeffizient ver-
schwindet offenbar fiir diejenigen Energieeigenwerte, fiir die 2bk, = n7t mit » € N ist. Entsprechend
gilt fiir diese Energieeigenwerte 7' = 1, d.h. die Welle fiir diese speziellen Energieeigenwerte wird voll-
stindig transmittiert. Dies ist eine typisches Resonanzphinomen (vgl. Abb.[3.5).

3.4.4 Demonstration des Resonanzphinomens

Wir demonstrieren dies mit der Simulation eines Wellenpakets, das sich aus Wellen in einem recht en-
gen Energiebereich um eine solche Resonanzschwelle herum zusammensetzt. Entsprechend ist dieses
Wellenpaket im Ortsraum zwar relativ breit, aber man erkennt deutlich, daf} fiir Zeiten relativ lang
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Abbildung 3.5: Transmissions- und Reflexionskoeffizienten beim Potentialtopf.

nach dem ersten Inkontakttreten des Wellenkopfes mit dem linken Rand des Potentialtopfes, fast die
gesamte Intensitdt der Welle nach rechts liuft und kaum Anteile reflektiert werden, d.h. schickt man
ein Teilchen mit einer Energie, die sehr genau auf eine ,Resonanzenergie” eingestellt ist, auf den Poten-
tialtopt zu wird es mit einer Wahrscheinlichkeit sehr nahe von 1 durch den Topf hindurchlaufen und
so gut wie nie reflektiert werden.

Link zum Movie

3.4.5 Mittlere Energie: £, =0.24V

Das typische Verhalten des Wellenpakets fiir eine mittlere Energie, die nicht in der Niihe einer Resonanz
liegt, demonstrieren wir im folgenden Movie. Das von links einlaufende freie Gaulwellenpaket trifft
auf den linken Rand des Potentialtopfes und wird dort teilweise reflektiert und teilweise transmittiert.
Der transmittierte Anteil trifft auf den rechten Rand des Potentialtopfes und wird dort wieder teilweise
reflektiert und teilweise transmittiert usw. Dadurch entstehen Minima und Maxima sowohl fiir den
nach x < —b reflektierten und den nach x > b transmittierten Anteil des Wellenpakets.

Link zum Movie

3.4.6 Uberlagerung gebundener Zustinde

Um eine Vorstellung iiber die Natur von Wellenpaketen zu erhalten, die sich aus der Uberlagerung
gebundener Zustinde ergeben, simulieren wir schliefflich noch einen anfang (ebenfalls naherungsweise
Gauf’formig gewiahltes) auf das Innere des Topfes konzentriertes Wellenpaket, das sich ausschlief8lich
aus den gebundenen Zustinden zusammensetzt. Wie man aus Abb.[3.4]sicht, gibt es im gegebenen Falle
n, =7 gebundene Zustinde mit positiver und », = 6 mit negativer Paritit. Das Wellenpaket besitzt
also die folgende Gestalt

"g s (+) & ()
U(x,t)= ; c,(,+>¢§,+)(x) exp <—1E7;j ! > + Z c,i_)¢§,_>(x) exp <— IE’% ! > : (3.4.25)


http://itp.uni-frankfurt.de/~hees/qm1-ss09/wavepack/resonance-fin-pot.gif
http://itp.uni-frankfurt.de/~hees/qm1-ss09/wavepack/fin-pot1.gif

3.5. Der Potentialtopf mit unendlich hohen Winden

Die Koeffizienten c,ﬂf wurden als die entsprechenden ,verallgemeinerten Fourierkoeffizienten” eines

Gauflschen Wellenpakets ¢o(x) bestimmt:

¢ = f_oo dx[E(x)]" do(x). (3.4.26)

Freilich ist dann (3.4.25) fiir ¢ = O nicht genau das Gaufipaket ¢, da zu dessen exakter Entwicklung
nach Energieeigenzustinden auch die ungebundenen Zustinde beitragen wiirden. Wir wollen hier aber
gerade den Fall eines ausschliefilich aus gebundenen Zustinden zusammengesetzten Wellenpaketes stu-

dieren. Freilich haben wir das Wellenpaket (3.4.25) wieder auf 1 normiert.

Link zum Movie

Wie wir sehen, verhilt sich ein solches Wellenpaket wie eine stehende Welle, die auch im Bereich |x| >
b nicht strikt verschwindet, wohin ein klassisches Teilchen mit einer Energie £ < 0 aufgrund des
Energieerhaltungssatzes nicht gelangen konnte. Dies ist wieder der bereits oben bei der Diskussion der
Potentialstufe erwihnte quantenmechanische Tunneleffekt.

3.5 Der Potentialtopf mit unendlich hohen Winden

Als vermeintlich einfachen Modellgrenzfall untersucht man oft den ,Potentialtopf mit unendlich ho-
hen Winden®, d.h.

0 fir 0<x<a
v — =7 =" 3.5.1
(x) {oo fiir x<0 oder x>a. ( )

Betrachtet man dies als Grenzfall eines endlich hohen Potentialtopfes ist klar, dass man eigentlich das
Problem eines freien Teilchens in dem endlichen Intervall [ 0,4 ] betrachtet, wobei die Wellenfunktionen
die Randbedingungen

$(0)=d(a) =0 (3:5.2)

erfiillen miissen, d.h. der Hilbert-Raum ist L3([0,4]), also der Raum der auf dem Intervall [0,4] qua-
dratintegrablen Funktionen mit den Randbedingungen (3.5.2). Der Hamilton-Operator ist

2
H(x)= —f—m & (x). (3.5.3)

Das Energieeigenwertproblem ist leicht zu 16sen. Offenbar ist notwendig £ > 0, und die Energieeigen-
funktion muf

up(x)=—k’up(x) mit k=+/2mE/#b (3.5.4)

erfiillen. Die Allgemeine Losung ist
ug(x) = C;sin(kx)+ C, cos(kx). (3.5.5)

Wegen der Randbedingung #;(0) = 0 ist C, = 0, und wegen #;(a) = C, sin(ka) = 0 folgen die Eigen-
werte
hk2 _ Ba?

k, = a, eN={1,2,... = E = = .
n =17/ " { J " 2m 2ma?n?

(3.5.6)

Die dazugehdrigen Eigenfunktionen liegen auch alle im Definitionsbereich von H als selbstadjungier-
ter Operator. Da diese Eigenfunktionen vollstindig sind, ist also H auf L3([0,4]) dicht definiert. Die
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Normierungsintegrale sind

<Mn1 u :J dxC,f G, sin(/en1x)sin(/en2x)
=C,C J dx2 {COS[(k,,1 —k,,,)x]—cos[(k,, +/en2)x]} (3.5.7)
_l |2 nynyd

d.h. das VONS von Eigenfunktionen ist

u,(x)= \/gsin(/enx). (3.5.8)

Betrachten wir nun die auf 1 normierte Wellenfunktion

(x)= \/gx(a—x)eLé([O,a]). (3.5.9)

Sie liegt allerdings offenbar nicht im Definitionsbereich von H als selbstadjungierter Operator, denn
es ist , ,
A ;'5 30 %
H(x)=— sb”( =1/ =~ ¢La([0.4)). (3.5.10)

Berechnet man trotzdem auf ,naive Weise® den Energleerwartungswert, erhilt man

(E) < > > 552

Mit dem Fragezeichen tiber dem Gleichheitszeichen haben wir angedeutet, daf§ der Erwartungswert

— (3.5.11)

aufierhalb des Definitionsbereichs von A durch naive Bildung des Skalarprodukts gebildet wurde.
Weiter 1st R
H2J(x)=0 = (E?)£0 = AE?=(E%)—(E)? <0, (3.5.12)

ein offenkundig absurdes Resultat. Hier wird offensichtlich, dafy man die Erwartungswerte bzgl. des
durch die Wellenfunktion -i 9) gegebenen Zustandes nicht auf diese Art bilden darf, da bereits H ¢
nicht mehr im hier betrachteten Hilbert-Raum liegt und damit also ¢ nicht im Definitionsbereich als
selbstadjungiertem Operator.

. . . . v A . .
Um die korrekten Erwartungswerte zu bestimmen, miissen wir ausniitzen, dass H nur dicht definiert
ist, und wir haben die Erwartungswerte durch entsprechende Grenzprozesse zu berechnen. Da wir mit

1) ein VONS von H-Eigenfunktionen besitzen, kénnen wir die Partialsummen der entsprechenden
Fourier-Entwicklung verwenden. Die Fourier-Koeffizienten sind

8v/15
b = (n|§) = ﬂ3n3 fir 7 ungerade, (3.5.13)
fir n gerade.
Fiir die korrekten Energieerwartungswerte erhalten wir also
& 480" & 1 2405 &1
2 2

=S4, = > (Y= > 3.5.14
e |¢n| nT 42 p (2/€ + 1)4 < > m2a4m?2 = (Zk + 1)2 ( )

94
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Die unendlichen Reihen lassen sich mit Hilfe einer geeigneten Konturintegration einer komplexen
Funktion unter Anwendung des Residuensatzes berechnen. Dazu bemerken wir,dass

s 1 > /1 1 3,1 3 1
2—2:Z<_2_—2>:_ ==z > —. (3.5.15)
D Qk+12 H\n?2 (2n) =t 8.0
Diese Summe kénnen wir aber berechnen, indem wir den Residuensatz auf
1 1
Z — == dz%z cot(7z) (3.5.16)
neziop 2m1 Jo  z

mit der Kontur

Imz

denn die Funktion
f(z)=rmcot(rz) (3.5.17)

besitzt einfache Pole bei z € Z mit Residuum 1 (schwarze Punkte). Die urspriingliche Kontur ist durch
die beiden roten Rechtecke ober- und unterhalb der reellen Achse, wobei die 0 ausgespart wird, gegeben.
Die groflen Halbkreise (blau) tragen im Limes des Radius — oo nichts zum Integral bei. Die entstehen-
de geschlossene Kontur C, die im Uhrzeigersinn durchlaufen wird, beinhaltet in ihrem Inneren nur
den einfachen Pol des Integranden bei z = 0. Das entsprechende Residuum ist unter Beriicksichtigung
des Vorzeichens aufgrund des Umlaufsinns der Kontur

v . & r?
—B_e}cs) 52 cot(rz) = % lli% T [zcot(rmz)] = > (3.5.18)
Der Residuensatz ergibt also fiir (3.5.16)
1
—_ = 3.5.19
2 5T (3:5.19)
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Ebenso verfahren wir mit der anderen Reihe in (3.5.14):

iw‘z[n4 e

1

BEEAS 1=-2 L (3.5.20)
l6s=n 32 nevjo} ™
157 d* ot
L A
Mit (3.5.15), (3.5.19) und (3.5.20) erhalten wir fiir (3.5.14)
55° 5 30% s , 5K
(E):%, (E >:M = AE?=(E*)—(E) == (3.5.21)

Die naive Berechnung der Erwartungswertes (3.5.11) erweist sich also noch als korrekt. Dies ergibt sich
daraus, dass die Operationen in der Rechnung

= ZEn|¢n|z = ZE2k+1|¢zk+1|2 = ZEZ/e-H <¢ } Mokt1 ><”2/e+1 | ¢ >
n=1 k=0 0=1

oo oo (3.5.22)
:kz<¢ | #2141 ><H”2/e+1 | ¢>:kz<¢ | #p11 ><”z/e+1 |H¢>: (¢|H)

gerechtfertigt sind, da eine direkte Rechnung zeigt, dass fiir die hier allein mafSgeblichen Eigenfunktio-
nen mit 7 =2k + 1

(Hu, |¢) = (u,[H¢) (3-5.23)
ist, obwohl ¢ nicht im Definitionbereich von H als selbstadjungiertem Operator liegt.
Fiir H? ist dieser Schritt aber nicht mehr gerechtfertigt. Es gilt zwar

(B =S B e = D (Fgeys | )¢ |l
o = . (3.5.24)
=Zl<uzk+llH¢><H¢|uzk+l>= O dx|H ()

aber man kann nicht mehr naiv die Selbstadjungiertheit von H in Anwendung auf H ¢ ausfiihren, da
H(x) nicht in L2([0,4]) liegt:

(£2)= [ ol gl | drgligen = 6:525)

3.6 Der harmonische Oszillator

3.6.1 Energieeigenzustinde

Wir betrachten ein Teilchen, das sich in einem dufleren harmonischen Potential entlang der x-Achse
bewegen moge. Der Hamiltonoperator besitzt die Gestalt

2 2

p mw* ,

H=—+ .
2m 2

(3.6.1)
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Wir stellen uns die Aufgabe, ein vollstindiges Orthonormalsystem von Energieeigenvektoren zu fin-
den. Dazu lassen wir uns zunichst von den Bewegungsgleichungen im Heisenbergbild leiten. Aus den
Kommutatorrelationen (4.1.1) ergeben sich die Bewegungsgleichungen

dx .i[x,H]z 2
dp 1 o

[p,H]=—mw’x.

dr — ib

Die Losung dieser Bewegungsgleichungen finden wir am einfachsten, indem wir den nicht-selbstadjun-

gierten Operator
[me 1
a= X+ P (3.6.3)
25 V2mbew

einfithren. Dann lassen sich die Bewegungsgleichungen zu

% =—iwa (3.6.4)

zusammenfassen. Die Losungen dieser Gleichungen lassen sich sofort hinschreiben,
a(t) = agexp(—iwt). (3.6.5)

Wir sind nun aber nicht weiter an der Zeitentwicklung der Operatoren interessiert, sondern wollen das
Eigenwertproblem fiir H 16sen. Die Struktur des Hamiltonoperators legt die Berechnung des selbstad-

jungierten Operators

mow , 1 , 1
— + — = 3.6.6
25 2mwh? 2 (-66)

nahe, wobei wir das Operatorprodukt einfach ausmultipliziert und die Vertauschungsrelationen (4.1.1)
verwendet haben. Der Vergleich mit (3.6.1) ergibt

aTa

Hew
H=—"> (2afa+1). (3.6.7)

Wir konnen also das Eigenwertproblem fiir H [6sen, indem wir das fiir den hermiteschen Operator
N=a'a (3.6.8)

betrachten.

Die Kommutatorrelationen des Operators a und af untereinander berechnet man sofort mit Hilfe der
Kommutatorrelationen (4.1.1):

[a,a] = [aT,aT] =0, [a, aT] =1. (3.6.9)
Schlieflich sind im folgenden noch die Kommutatoren
[a,N]=a, [aT,N] ——af (3.6.10)

niitzlich.
Sei nun |7) irgendein Eigenvektor von N zum Eigenwert 7. Dann gilt

Na|n) ={[N,a]+aN} =(n—1)a|n), (3.6.11)
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d.h. a|n) ist also entweder ein Eigenvektor von N zum Eigenwert 7 — 1 oder der Nullvektor.

Weiter ist N ein ,positiv semidefiniter Operator®, d.h. fiir jeden Vektor |¢) gilt

(¢INI¢) = (ag|ag) >0. (3-6.12)

Setzen wir hierin insbesondere |¢) = |2), folgt, dafl 2 > 0 sein mufl. Wenden wir also a* auf |7) an,
muf} fiir ein £ € N gelten n—k = 0, weil es andernfalls Eigenvektoren mit beliebig kleinen Eigenwerten
von N gibe, was aber eben wegen nicht moglich ist. Existiert also tiberhaupt ein simultaner
Eigenvektor von N, dann muf$ es (wenigstens) einen mit 7 = 0 geben, und fiir diesen muf3 gelten

a|0)=0. (3.6.13)

Weiter gilt aber auch
Na'|n) = {[N,a"]+a'N}|n) = (n + 1)a'|n), (3.6.14)

und das beweist, daf} af |) ein simultaner Eigenvektor von N; zum Eigenwert 7 + 1 sein mufi, und
also das Spektrum von N gerade N ist, vorausgesetzt, es existiert zumindest ein Eigenvektor mit der

Eigenschaft A

Nehmen wir an, |0) sei auf 1 normiert, ergeben sich gemif} (3.6.14) weiter die auf 1 normierten simul-
tanen Eigenvektoren von N durch fortgesetzte Anwendung von a' aus |0) und nachfolgende Normie-
rung. Zur Bestimmung des Normierungsfaktors, nehmen wir nun also an, die |) seien auf 1 normiert.

Dann folgt

<aTn |aTn > = <n |N+|:a,aT]| n> =(n+1)|n+1). (3.6.15)

durch Rekursion erhalten wir also schliefllich

n) = \/g(af)” 0), (3.6.16)

wobei wir die Normierungskonstanten willkiirlich reell gewihlt haben, da Phasenfaktoren ohnehin
irrelevant sind. Mit Hilfe der Kommutatorrelation (3.6.9) finden wir

aln) = \/g{[a,a’f] +N} (") j0) = \/g(]l +N)W(n—Dn—1)=ynln—1).  (3.6.17)

Wir stellen weiter fest, daf§ damit auch das Eigenwertproblem fiir H gelost ist, denn gemif$ (3.6.7) ist
|7) ein Eigenvektor von H

H|n)=E, |n) (3.6.18)
zum Eigenwert
hew

Es ist klar, daf§ der Zustand |0) der Grundzustand, d.h. der Zustand der niedrigstméglichen Energie
des Teilchens ist.

Nun miissen wir noch die Existenz und Eindeutigkeit des Grundzustands nachweisen sowie zeigen,
dafy durch (3.6.16) wieder normierbare Hilbertraumvektoren entstehen. Dies ldfit sich am einfachsten
in der Ortsdarstellung bewerkstelligen. Betrachten wir also die Wellenfunktionen

¢, (x)=(x|n). (3.6.20)

Hier und im folgenden bezeichnen wir mit N die Menge aller natiirlichen Zahlen einschlieflich der 0.
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3.6. Der harmonische Oszillator

Erinnern wir uns, daf§ die Orts- und Impulsoperatoren in der Ortsdarstellung durch (2.4.4) gegeben
sind, folgt fiir die Grundzustandswellenfunktion

h maw
ago(x)= <\ ET— +4/ ﬁx> ¢o(x)=0. (3.6.21)

Setzen wir zur Abkiirzung

a’= i, (3.6.22)
mew
schreibt sich diese Gleichung als
d x
Die Losung ergibt sich sofort eindeutig zu
X2
tho(x) = N exp <——> (3.6.24)
242
Die Normierung ist (bis auf einen unerheblichen Phasenfaktor) durch
, 1 1/4
(0]0) = J dx|go(x)? = | N P(ma®) P =1 = N = <—2> (3.6.25)
na

gegeben.
Wir erhalten also schliefilichlich

a?

o(x) = <L>1/4 exp <—§> (3.6.26)

Es existiert also genau eine quadratintegrable Wellenfunktion zum simultanen Eigenwertproblem von
N mit den Eigenwerten 7 = 0. Mittels sehen wir, daf$ dann auch alle iibrigen Eigenfunktionen
quadratintegrabel sind, denn sie ergeben sich als Produkt aus der Gaufifunktion mit einem
Polynom, das sich durch fortgesetzte Anwendung des Differentialoperators a’ bestimmen lif3t:

5,0 = 6 g0 = o (=) oo 6627

Um diese Funktionen einfacher berechnen zu kénnen, fithren die dimensionslose Variable

==X (3.6.29)
a

ein und schreiben die Wellenfunktion im folgenden als Funktion von £. Dann ist
to@)= L (e— ) gey=— Lex <‘5_2>i[x <_5_2> ]
a¢(5)—ﬁ<5 d§>¢(£)_ 75\ 7 )z |3 Gb(&)|. (3.6.29)

Durch Iteration folgt daraus

al” = <—%>nexp<§><%>n [exp <—%2>¢(5)}. (3.6.30)
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Aus (3.6.27) folgt daraus mit (3.6.26)

da(x)= <$>1/4 2”171! (—=1)"exp <%2> <%>" exp (—52) . (3.6.31)

da(x)= <$>1/4 \/ann!H,,(S)exp <—%2> (3.6.32)

H,(&):=(—1)"exp <§2><%>” exp (—52) (3.6.33)

die sog. Hermiteschen Polynome.

Folglich ist

Dabei sind

Eine niitzliche Darstellung als Integral entsteht, indem man die Gauf{funktion als Fourier-Integral
1
exp(—fz) = f du exp(—u2 +2iu&) (3.6.34)
Jr

schreibt und in die Rodrigues-Formel (3.6.33) einsetzt:
(2

T

H, (&)=L

f du(—2iu)" exp(—u® +2iué). (3.6.35)

Aus dem Vorstehenden ergibt sich dann weiter unmittelbar, daff die ¢, ein orthonormiertes Funktio-
nensystem bilden, daf§ also

| & m0,0=8,, 6636

gilt. Substuieren wir hierin x = a&, folgt fiir die Hermite-Polynome die Orthogonalititsbeziehung
j d& exp(—EHH (E)H, (E) =2"n!/ 7S, (3.6.37)

Andere niitzliche Beziehungen ergeben sich aus der erzeugenden Funktion der Hermitepolynome.

Sie ist definiert als -

F(&,2)=>_ %Hﬂ(f )z". (3.6.38)
n=0 """

Verwenden wir (3.6.33)), folgt aus dem Taylor-Satz

F(&,z)=exp <§2>Z (—nz')” <%>ﬂ exp(—&?) = exp [52 (e z)z] =exp(2§z—2%).  (3.6.39)
n=0 :

Differenzieren wir diese Gleichung nach z, finden wir

2E—z)exp(28z—28) =] T i o H,()z"'=>" %Hnﬂ(g’)z". (3.6.40)
n=1 : n=0 """

Multiplizieren wir andererseits (3.6.39) mit 2(§ — z) und vergleichen die Koeffizienten von z”, finden
wir die Rekursionsformel

H, (&) =2EHy(E), Hn+1(5) =2{H,(&)—2nH,_(E), (3.6.41)
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0.6 T T T T
n=0 ——
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n=10 ----------
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Abbildung 3.6: Die Energieeigenfunktionen des eindimensionalen Harmonischen Oszillators zu den
Eigenwerten E, = hw(n + 1/2) fiir n = 0,1,2,10. Besonders bemerkenswert ist die Tatsache, dafs in
dieser Situation, die einem Teilchen mit scharf bestimmter Energie entsprechen, die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit fiir beliebig groffe Ortskomponenten x nicht verschwindet. In der klassischen Situation
verbietet der Energiesatz, daf§ sich das Teilchen aufSerhalb der durch die Energie vorgegebenen Um-
kehrpunkte +x, bewegt, die durch E = mcw?x} /2 bestimmt sind. Diese Eigenschaft, daf§ Teilchen mit
scharf bestimmter Energie sich in Regionen aufhalten konnen, in die sie sich gemafs der klassischen
Mechanik autgrund des Energiesatzes nicht gelangen konnen, bezeichnet man als Tunneleffekt.
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3. Eindimensionale Probleme

die sich (zusammen mit der Startbedingung Hy(&') = 1) gut zur numerischen Berechnung der Hermi-
tepolynome eignet. Auf dieselbe Weise erhalten wir durch Ableiten von (3.6.39) nach & die Ableitung
der Hermitepolynome

0 fiir n =0,

H, (&)= {2an_1(§) irn > 1 (3.6.42)

3.6.2 Der Propagator des harmonischen Oszillators

Zur lllustration der soeben entwickelten Methoden wollen wir nun den Propagator des eindimsionalen
harmonischen Oszillators gewinnen. Dazu gehen wir von (2.11.7) aus, wonach der Propagator in der

Ortsdarstellung durch ‘
U(t;x,x")= <x exp (—%tH) x’> (3.6.43)

gegeben ist, wobei wir den Anfangszeitpunkt der Einfachheit halber #, = 0 gesetzt haben. Wegen der
Vollstindigkeit der Energieeigenzustinde folgt

U(t;x,x/):i<x exp<—%tH> n>(n|x’>

n=0

=0 g (3.6.44)
1 iwt\ = 1 , + )
- “CD ST H,(6H _ _
meXp< 2 >n202”n! (&) "(5)6Xp< 2 mw>
/
mit :i, f/:x—.

Dabei haben wir im letzten Schritt (3.6.19) und (3.6.32) angewandt. Um die Summe explizit auszufiih-
ren, substituieren wir die Integraldarstellung der Hermite-Polynome (3.6.35)

£2+5’2>

a1

U(t;x,x')= ——exp<

mwa
X J du f d‘vZ mexp(—uz — 02 428 u +2i&"v)
n=0 n!

2
(3.6.45)

mit @ = exp(—iwt). Die Summe stellt gerade die Exponentialreihe dar, so dafl wir fiir sie sofort

1 2487
U(t;x,x) = %;exp<§ —;5

>J du f dvexp(—u® — v +2iE u +2iE’'v—2auv)  (3.6.46)

erhalten. Die beiden Gauflintegrale lassen sich nacheinander ausfithren, und das Ergebnis lautet
1 a E24¢ 21442 2a
U(t;x,x')= \/ — + ") 3.6.47
(£5x,x) Vra 1—0{2€Xp< 2 1—a2 1—0{255 ( )

a1 1 1
1—a? 1/a—a exp(iowt)—exp(—icwt) 2isin(wt)’
1+a> 1/a+a .cos(wt)
= =—i

1—a? 1/a—a  sin(wt)

Wegen

(3.6.48)
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3.6. Der harmonische Oszillator

ergibt sich daraus

1 1 H 5
U t; ’ / = N 7 N —_— 2 / t _2 / . 3.6'49
(73 271'isin(a)t)¢exp{zazsin(wt)[(x +x"%) cos(wt) xx]} (3.6.49)

3.6.3 Energieeigenfunktionen in der Impulsdarstellung

Jetzt berechnen wir noch die Impulsdarstellung der Energieeigenfunktionen. Gemif (2.4.13) haben

WIr

Jp=| (zfﬁsbn(x)exp (-2%) (.6.50)

zu bestimmen(’} Setzen wir hierin (3.6.32) ein und substituieren im Fourierintegral x = a¢, ergibt sich

. 42 1/4 1 .
%(P)Z(;) V WJdfHn(f)exp[—52/2—1a§p/b:|. (3.6.51)

Das Integral bestimmen wir nun mit Hilfe der erzeugenden Funktion (3.6.38), indem wir (3.6.39) ver-

wenden. Demnach ist das Integral durch den 7-ten Koetfizienten der Potenzreihenentwicklung von

ﬁ(p,z):fdf exp[—§2/2+£(2z—iap/h)—zz]

3.6.52
2, (3.652)

4 >exp[z‘%(—iz)—(—iz)2]

252

_ VIrexp <_

nach z eindeutig bestimmt. Der zweite Exponentialfaktor ist aber gerade wieder durch die erzeugende
Funktion der Hermitepolynome gegeben:

2,2
F(p,z)=+2mexp <—%>F<%,—iz>. (3.6.53)

Wenden wir hier wieder (3.6.38) an, ergibt sich schliellich

" ﬂZ 1/4 1 . o 52
%(P)z(ﬂhz) 2nn!(—l) [Hn(f)exp <—7>Lw/b. (3.6.54)

Bis auf Skalierungsfaktoren und Phasen stimmen also die Eigenfunktionen in der Impulsdarstellung mit
denen in der Ortsdarstellung tiberein. Der Grund dafiir ist die Tatsache, dafy der Hamiltonoperator,
abgesehen von Skalierungsfaktoren, symmetrisch unter Vertauschungen von Ort und Impuls ist.

3.6.4 Kohiherente und gequetschte Zustinde

Die Kohirenten Zustinde des harmonischen Oszillators wurden von Schrodinger gefunden als er
nach solchen Zustinden suchte, fiir die das quantenmechanische Verhalten des Oszillators moglichst
genau der klassischen Bewegung eines Teilchens in einem x?-Potential entspricht.

3Wir unterscheiden die Wellenfunktion in der Impulsdarstellung durch eine Tilde von der in der Ortsdarstellung, schrei-

ben also im folgenden stets ¢(p) = (p| ¢ ) in der Impuls- bzw. ¢(x) = (x| ¢) in der Ortsdarstellung.
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3. Eindimensionale Probleme

Wahlen wir nun einen gequetschten Zustand minimaler Orts-Impulsunschirfe gemif} (2.6.17)

(VT e i
¢O(x)_<m> exp[— T + > } (3.6.55)

als Anfangszustand einer Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung fiir den harmonischen
Oszillator, erhalten wir die Wellenfunktion fiir spatere Zeiten mit Hilfe des Propagators (3.6.49):

\If(t,x):foo dx'U(t;,x" ) o(x"), (3.6.56)

und das ist wieder ein Gaufisches Wellenpaket. Wir konnen die Erwartungswerte fiir Ort und Impuls
sowie deren Standardabweichungen einfacher berechnen, wenn wir uns des Heisenbergbildes bedienen.
Im Heisenbergbild ist gemif} (3.6.3) und (3.6.5) nimlich

((0)) = (gl X6 (1)) = xocos(wr) + L sin(eor),

4 (3.6.57)
(p(e))= mo (x(2)) =—mxyewsin(wt) + pycos(wt)
und nach einiger Rechnung
Ax? = UL cos?(wt) + ———— sin’(wt),
2 2Am2w? (3.6.58)
Fm?w? A A

sin®(ewt) + Ll cos*(ewt).

Ap*= 22

2
Die Erwartungswerte von Ort und Impuls bewegen sich also genau wie die entsprechenden Grofien
eines klassischen Teilchens, und die Orts- und Impulsunschirfen bleiben im Gegensatz zum Fall des
freien Teilchens beschrinkt.

Weiter finden wir

2 4_ 212
Ax(£)Ap(t) = b | 1+6(Amw)* + (Amw)* — [(Amw)* —1]* cos(4wt) (3.6.59)
2 8(Amw)?
Das Unscharfeprodukt oszilliert also periodisch im Intervall
b 1+ (Amw)* b

— < Ax(1)A < —"—. 3.6.60
5 SAx(Ap() < — =3 (3.6.60)

Das Unschirfeprodukt bleibt demnach fiir die spezielle Wahl
i=-L (3.6.61)

me

zeitlich konstant und minimal. Solche Zustinde bezeichnet man als kohirente Zustinde. Sie entspre-
chen in dem Sinne am besten einem klassischen Teilchen in einem harmonischen Oszillatorpotential
als sie zeitlich konstante Orts- und Impulsunschirfen besitzten, wobei das Orts-Impulsunschirfepro-
dukt minimal ist. Genauer lift sich ein solches Teilchen offenbar nicht fiir alle Zeiten zugleich im
Phasenraum lokalisieren.
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3.6. Der harmonische Oszillator

Nun kann man die Gleichung (2.6.15) fiir die kohirenten Zustinde mit A = 1/(mw) in der Form

[x+ip/(me)]ldo) = [xo+ipo/(me)]|do) (3.6.62)

schreiben. Im Vergleich mit bedeudet dies, daf} die kohirenten Zustinde Eigenzustinde des
Vernichtungsoperators sind. Wir konnen offenbar Lésungen mit beliebigen Eigenwerten @ € C fin-
den, da wir ja immer noch beliebige Erwartungswerte fiir Ort und Impuls (also x, und p,) vorgeben
konnen. Ein kohirenter Zustand ist also durch

a|®(a)) = a|®(a)) (3.6.63)

bestimmt.
Nun wollen wir die kohirenten Zustinde nach Energieeigenzustinden entwickeln. Statt die explizite

Form des kohiherenten Zustandes in der Ortsdarstellung (3.6.55) mit A aus (3.6.61) zu verwenden, ist

es bequemer, von dem Ansatz

[@(a)) => ¢, |n) (3.6.64)
n=0
auszugehen. Aus (3.6.17) ergibt sich fiir die Eigenwertgleichung (3.6.63)

icn\/mn—l):iac”n). (3.6.65)
n=1 n=0

Numerieren wir die Summe auf der linken Seite um, finden wir die Rekursionsformel
c,piVn+l=ac,. (3.6.66)

Offensichtlich ist also

a?l

n ﬁ%’

wobei ¢, frei wihlbar ist. Wir werden diese Konstante sogleich verwenden, um den kohiherenten Zu-
stand zu normieren. Jedenfalls gilt nun

(3.6.67)

[B(a)) = cp >~ |n). (3.6.68)

Die Norm ist offenbar
|l |2n 2 2
= |co|” exp(|al*). (3.6.69)

(®(a)|8(@)) = [co* S
n=0

n!

Fiir auf 1 normierte kohirente Zustinde gilt also (bis auf einen irrelevanten Phasenfaktor)

Co=exp <——> . (3.6.70)

Wir zeigen noch, daf3 |®(«)) durch eine unitire Transformation aus den Grundzustand |0) hervorgeht.

Mit (3.6.16) kénnen wir (3.6.68) nimlich in der Form
S (aal)y
o) = >
n=

|0) = ¢ exp(aa’) |0) (3.6.71)
n.
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3. Eindimensionale Probleme
schreiben. Da a|0) = 0 ist, ist demnach
|®(a)) = cyexp(aa’)exp(—a*a)|0). (3.6.72)

Wegen [aT, A] = 1 konnen wir offenbar die im Anhang hergeleitete Formel anwenden:

2
exp(aa’ —a*a) = exp(aa’) exp(—a*a) exp <—%> . (3.6.73)
|
0
Damit folgt

|®(a)) = exp(aal —a*a)|0). (3.6.74)

Offensichtlich ist der Operator
U(a) = exp(aa’ —a*a) (3.6.75)

unitdr, und das wollten wir zeigen.

Wir kénnen nun auch recht einfach die Zeitentwicklung der Wellenfunktion angeben, wenn wir zur
Zeit t =0 den kohidrenten Zustand |¥(0)) = |®(a)) vorgeben. Im Schrodingerbild ist namlich

|¥(t)) =exp <—%HI> U(a)|0)
=exp <—%Ht> U(a)exp <%Ht> exp <—%> |0).

Nun beschreiben die Exponentialoperatoren aber genau die inverse Zeitentwicklung|der Observablen-
operatoren im Heisenbergbild, und wir kénnen daher sofort mit Hilfe von (3.6.5) schreiben

(3.6.76)

|¥(t)) = exp (—%) Ul exp(—iwt)]|0) = exp <—%> |®[a exp(—icwt)]). (3.6.77)

Ein Vergleich von (3.6.62) mit (3.6.63) fiir den speziellen Fall eines kohirenten Zustands, d.h. fiir A =
1/(mw) cf. (3.6.61) zeigt den Zusammenhang zwischen den zeitabhingigen Erwartungswerten von
Ort und Impuls und a:

(x(2)) =1 ;—ZRe[a exp(—iwt)], (p(t))=v2hmewIm[aexp(—iwt)]. (3.6.78)

Aufspalten in Real- und Imaginirteil fihrt in der Tat wieder auf (3.6.57). Die Ortsdarstellung ist dann
unter Verwendung von (3.6.61) unmittelbar mit Hilfe von (3.6.55) zu

U(t,x)= <%>1/4 exp {—%[x —(x(t)) P+ ih_x (p(r))— ﬂ} (3.6.79)

bestimmt.

Wir berechnen weiter die Wahrscheinlichkeit, bei einer Energiemessung gerade den Wert

E, = hw/2(2n + 1) zu finden. Diese lesen wir sofort aus (3.6.68) ab:
()"

P() = expl(—la) "

(3.6.80)

*d.h. wir haben t durch —t zu ersetzen
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3.6. Der harmonische Oszillator
Dies ist eine Poissonverteilung mit dem Erwartungswert
2 how 2

Wir leiten noch einige niitzliche Eigenschaften der kohihrenten Zustinde her. Als erstes zeigen wir,

daf§ X
dPa—|a){a|=1 (3.6.82)
R2 T
ist. Dabei verstehen wir unter d?a = da;da, mit ¢, = Rea und @, = Ima. Um (3.6.82) zu beweisen
berechnen wir mit Hilfe von (3.6.68) und (3.6.70)

dza— 3(a)) (®(a)|m)=| d*a—exp(—|af . 3.6.83
Pt (n18(0)) (3@ m) = | exp (o) £ 2 665
Fithren wir Polarkoordinaten via o = r exp(ig) ein, ergibt sich
1 [ 2 yprtm
Fa (n]8(@) @) |m) == [ "drr | dpespl—r) T explipm—n]
BT o 0 nim! (3.6.84)
oo y2ntl o
=28,, dr exp(—r?)=38,,,-
0 n!
Damit ist aber
1 o0
[ Farp@r@@l= 3 | dalin o) @@imim
=0 (3.6.85)

= > Oyl =) b =1,

n,m=0

und damit ist in der Tat (3.6.82) bewiesen.
Allerdings sind die kohdrenten Zustinde nicht orthogonal zueinander, denn es ist mit (3.6.68)

a2 2 ) a*k !
(@()|2(5)) =exp<—M) ST

2 k=0 VR!!

— exp <_|“|2 J; |'6|2>i (“Z)k (3.6.86)
g koﬁ>

2
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Kapitel 4

Zentralpotentiale

In diesem Kapitel wenden wir uns den einfachsten realistischen Anwendungen der Quantentheorie zu,
insoweit man geschlossene Losungen fiir das Eigenwertproblem des Hamiltonoperators finden kann.
Das schrinkt allerdings die Anwendungen gehorig ein. Wir werden nur drei konkrete Probleme 16sen,
nimlich den symmetrischen harmonischen Oszillator, das Wasserstotfatom in seiner einfachsten Form
und das sog. Morsepotential aus der Molekiilphysik.

4.1 Der Drehimpuls

Wir betrachten zunichst ausschliellich quantisierte ,klassische® Systeme in dem Sinne, dafl wir die
Heisenbergalgebra fiir kartesische Orts- und Impulskomponenten postulieren:

[xop;]=i88y1 [xox;]=[pip;] =0, 1.1)

Weiter nehmen wir an, dafd sich alle Observablen als Funktionen von X und p definieren lassen. Wir
werden im nichsten Kapitel sehen, daf dies nicht die allgemeinst mdgliche Beschreibung von Teilche-
neigenschaften in der nichtrelativistischen Quantentheorie dar. Wir kdnnen eine andere Basis fiir die
Energieeigenfunktionen des harmonischen Oszillators bzw. allgemein fiir jeden Hamiltonoperator, fiir
den das Potential nur vom Abstand r = |X| abhingt, einfiihren, indem wir auf8er der Energie noch den
Drehimpuls als Observable betrachten. Hier betrachten wir nur den sog. Bahndrehimpuls, der in Ana-
logie zur klassischen Physik durch
L=%xp (4.1.2)
definiert ist. Dabei treten iibrigens keine Operatorordnungsprobleme auf, da im Kreuzprodukt nur
Produkte von Orts- und Impulskomponenten in zueinander senkrechten Richtungen auftreten. In
Komponentenschreibweise gilt
Lﬂ = €4bcXpPe> (4.1.3)

wobei €, das Levi-Civita-Symbol bezeichnet, welches vollstindig antisymmetrisch unter
Vertauschungen der Indizes ist und damit durch ¢,,; = 1 vollstandig definiert ist. Als erstes zeigen
wir, daf} die Drehimpulskomponenten selbstadjungiert sind:

LZ =€abPXp = €1pcXpPe = Lﬂ’ (414)

wobei wir verwendet haben, daf§ aufgrund der Antisymmetrie von €, nur Produkte aus Orts und
Impulskomponenten mit unterschiedlichen Indizes auftreten, und diese kommutieren aufgrund von
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4. Zentralpotentiale

(4.1.1). Die Drehimpulskomponenten sind also auch in der Quantentheorie mégliche Observable eines
Teilchens. Da die Drehimpulskomponenten allerdings nicht verstauchen, wie wir gleich sehen werden,
sind sie nicht kompatibel, d.h. die Praparation eines Teilchens, so dafl eine Komponente des Drehimpul-
ses (gewohnlich wihlt man L) bestimmt ist zieht gewohnlich die Unbestimmtheit der beiden anderen
Drehimpulskomponenten nach sich.

Wir erinnern uns von der klassischen Mechanik her, dafl im Hamiltonformalismus die Drehimpuls-
komponente L, gerade die Erzeugende einer infinitesimalen Drehung um die jeweilige Richtung ¢,
im Sinne einer kanonischen Transformation sind. Die Poissonklammerbeziehungen entsprechen da-
bei den Kommutatorbeziehungen fiir die entsprechende Basis der zur Drehgruppe SO(3) gehorigen
Liealgebra so(3). In der Tat ergibt sich aus der Heisenbergalgebra sofort, dafy auch im quanten-
mechanischen Falle

[L,,L,]=ihe (4.1.5)

abc c

gilt. Als nichstes weisen wir nach, dafl alle drei Komponenten L mit formalen Skalarprodukten von
vektorartigen Operatoren wie X, p und auch L selbst vertauschen. Zunichst zeigen wir allgemeiner, daf3

L infinitesimale Erzeugende von Drehungen sind, wenn sie auf die oben genannten “Vektoroperatoren®
angewendet werden. In der Tat ist z.B.

[mej] = €abe [XchaX;] = €4bcXp [PC,X]'] = €apcXp(—1h0 1) =—ibe,yx), (4.1.6)

Es ist also )

N =g - >
—%SQ[L,X]-] =—¢€;502,%, =—(8a xX);.
Wir koénnen also davon ausgehen, dafl eine Drehung um einen Drehwinkel @ = |&| um die Achse
n = a/a durch die unitire Drebmatrix

(4.1.7)

D(a) =exp <—ih52i> (4.1.8)

gegeben ist. In der Tat ergibt sich durch Entwicklung von D(8@)x; D'(8&) bis zur linearen
Ordnung in 8« als Anderung des Vektors X unter dieser unitiren Transformation.

Analog zum Vorgehen in (4.1.6) zeigt man, dafl

[La’p]:l 1h€]abpb’ [La’Lb]__lhebac c_lhéabc c (4.1.9)
gelten. Die letztere Formel zeigt insbesondere, dafy die Drehimpulskomponenten in der Tat eine Basis
der Liealgebra der Drehgruppe so(3) bilden.

Nun zeigen wir, daf fiir irgendeinen Vektoroperator V, fiir den definitionsgemif} die Kommutatorre-
lationen
[L,.V;]=—ike;,V, (4.1.10)

gelten, der Operator V mit allen drei Drehimpulskomponenten kommutiert:
3]'/6 I:Lﬂ,VijiI = é\jkV]-(—ihekﬂb)Vb + Sjk(—ih6j4b>vbvk = lbfjﬂb(Vij +VbV]) (4111)

Da der Operator in der Klammer (unabhingig davon, ob V; und V, vertauschen oder nicht!) symme-
trisch unter Vertauschung der Indizes j und & ist, wihrend das Levi-Civita-Symbol dabei das Vorzei-
chen wechselt, ist in der Tat

[Lﬂ,\ﬂ —0. 4.1.12)
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4.1. Der Drehimpuls

Insbesondere folgt fiir V=L
[Ld,iz]:o. (4.1.13)

Haben wir also einen Hamiltonoperator der Form
_Pp
H=_—+V(r) (4.1.14)

vorliegen, wobei r = V %2 ist, so vertauscht H mit L. Wir kénnen also simultane Eigenvektoren von

H, L’ und L, als Basis verwenden. Alternativ kénnen wir statt H auch r oder p = 1/p” wihlen. Ei-
ne natiirliche Wahl fiir die Ortsdarstellung sind in diesem Zusammenhang freilich Kugelkoordinaten
(7,9, ¢). Darauf kommen wir unten noch im Detail zurtick.

Zur Losung des Eigenwertproblems fragen wir zunichst nach den simultanen Eigenvektoren fiir L? :=

=2 . . . . . .
L und L;. Wir gehen zunichst wieder algebraisch vor. Nehmen wir an, diese Operatoren hitten Ei-
genwerte @ und . Nun ist L? ein positiv semidefiniter Operator, so dafl @ > 0 sein muf}, denn es ist
wegen der Selbstadjungiertheit der Drehimpulskomponenten L, fiir jeden Vektor [¢)

<¢|L2|¢>:§<¢’L§|¢>22<L/¢)Lj¢>20- (4.1.15)

Aus der letzteren Form folgt auch sofort, daf$
(|L3]¢)=(¢|L|¢) (4.1.16)
ist. Setzt man hierin den simultanen Eigenvektor fiir L2 und L ein, folgt
a>u’>0 (4.1.17)
Es ist also zu gegebenem « der Eigenwert von J; sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt:
—vVa<u<va (4.1.18)

In Analogie zu den , Leiteroperatoren® beim Harmonischen Oszillator fithren wir die zueinander ad-
jungierten Operatoren
L, =L +iL, (4.1.19)

ein. Aus den Kommutatorrelation folgt
[Ls, L. ]|=ih(L,FiL;)=+hL,. (4.1.20)
Daraus ergibt sich
LL, |o,u) = ([L3>L:I:] + L:I:L3> |a, i) (= B)L |, 1) (4.1.21)

Dies bedeutet, dafl L, |, 1) entweder Eigenvektor von L; zum Eigenwert u £ 4 oder der Nullvektor
ist. Sei nun y,, =/ b der maximale Eigenwert von J; zu vorgegebenem a. Dann muf} gelten

L, |,/ 5)=0, (4.1.22)
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4. Zentralpotentiale

denn andernfalls wire (/4 1)% Eigenwert von L, und das kann nach Voraussetzung nicht der Fall sein.
Andererseits muf§ es auch eine natiirliche Zahl & geben, so daf§

L |a,15) £0, LFa,l5)=0. (4.1.23)

Damit ist der minimale Eigenwert von L; also u,;, = (I —k)5.
Stellen wir nun einen Zusammenhang zwischen den Leiteroperatoren (4.1.19) und L? her:

L L, =(L,—iL,)(L,; +iL,)=L{+ L3 +i[L;,L,]=L*— L3 — #L,. (4.1.24)
Wegen ist also
0=L_L,|a,l5)=[a—(I*+1)5*]|a,l}). (4.1.25)
Da|a,!5) #0, muf§ also
a=I1(l+1)5 (4.1.26)
sein.
Weiter gilt aber auch
L L =Li+L3—i[L,L,]=L*—L1+AL,. (4.1.27)
Wegen ist
O0=L,L_|a,(l—k)B) =[I(l +1)— (I —k)(I —k—1)]H*|a,(l —k)B). (4.1.28)
Also ist L
@ —k)k+1)=0= 1=, (4.1.29)

d.h.esmufy / €{0,1/2,1,3/2,...} mit k € N sein, und es ist fiir vorgegebenes / der kleinste Eigenwert
von L,

o = (1 — k) =—1b. (4.1.30)

Wir stellen also fest, dafl sich allein aufgrund der Vertauschungsrelationen der L untereinander (also der
Drehliealgebra so(3)) die Eigenwerte von L2 die Werte [(/ + 1)%% mit [ € {0,1/2,1,3/2,...} ergeben.
Fiir jeden Eigenraum von L? sind dann die simultanen Eigenwerte von Ly durch 7 % mit m € {—I,—[+
1,...,1 — 1,1} gegeben. Wie allgemein iiblich bezeichnen wir die simultanen Eigenvektoren fiir r, L2
und L; im folgenden |7,/,m). Es ist allerdings stets zu beachten, daf§ die dazugehorigen Eigenwerte
bezichentlich 7, /(I +1)4* und m 5 sind.

Wir kénnen also die simultanen Eigenvektoren von L? und L; mit Hilfe des ,Absteigeoperators* L_
aus dem durch

Li|l,m=10)=hl|l,m=1), L+|l,m:l):O (4.1.31)

charakterisierten Eigenvektor zum grofiten Eigenwert von L fiir die durch / bestimmte Darstellung
der Drehgruppe erzeugen. Es fehlt nur noch die (bis auf einen willkiirlichen Phasenfaktor festgelegte)
Normierung. Nehmen wir also an, die simultanen Eigenvektoren |/, m) seien normiert,

<l/,ml

l,m>:811/8mm/. (4.132)
Dann gilt

(L_lym|L_l,m)=(l,m|L,L_

Lm)= B[+ 1)—m(m—1)]= B +m)(l—m+1), 4133)
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4.1. Der Drehimpuls

wobei wir im letzten Schritt (4.1.27) verwendet haben. Bis auf einen Phasenfaktor ist also

L_|l,m)y=hb/(+m)l—m+1)|[,m—1), (4.1.34)
was im Ubrigen auf das korrekte Resultat
L_|l,m=—I)=0 (4.1.35)

fithrt. Wir wihlen die relative Phase zwischen |/m) und |[,m — 1), so daf} ohne weitere Pha-
senfaktoren gilt. Auf dhnliche Weise folgt dann

L, |l,m) = hexp(ia;, )W/ ([ —m)l+m+1)|l,m+1). (4.1.36)

Den Phasenfaktor kénnen wir nun aufgrund von (4.1.24) und der Festlegung (4.1.34) eindeutig bestim-
men. Dazu wenden wir auf (4.1.36) L_ an. Dann folgt

L L, |1,m) S22 520 — )+ m+ D)), m) = Brexpliay, N[ —m)[+m+1)|l,m), *137)

d.h. exp(ia;,,) = 1 und folglich

L, |l,m) =B/ ([ —m) I +m+1)|l,m+1). (4.1.38)

Nun wollen wir noch zeigen, daf$ fiir den Bahndrehimpuls nur ganzzahlige Werte fiir / (und damit
auch m) auftreten konnen. Dies rithrt von der durch Orts- und Impulsoperatoren zusammengesetzten
Form dieses speziellen Drehimpulsoperators her. Daf§ in der Natur auch halbzahlige Drehim-
pulseigenzustinde vorkommen, ist ein spezifisch quantentheoretisches Phinomen, das mit der Mog-
lichkeit eines instrinsischen Drehimpulses (Spin) der Teilchen zu tun hat. Wir folgen dem Beweis fiir
die Ganzzahligkeit der Bahndrehimpulsdarstellungen [KW71]].

Dazu fiithren wir wie bei der Behandlung des harmonischen Oszillators ,Leiteroperatoren®

a; = je{1,2} (4.1.39)

] 7'5 X; ‘/fpl’

ein. Dabei ist C > 0 eine beliebige Konstante von der Dimension Masse x Frequenz. Aus den Kom-
mutatorrelationen fiir die Orts- und Impulsoperatoren (4.1.1) folgt dann durch einfaches Nachrechnen

[a]-,a;f] =1, [aa,]= [aj,az] = [az,al] =0. (4.1.40)

Wie beim eindimensionalen harmonischen Oszillator in Abschnitt |3.6| gezeigt, besitzen die selbstad-
jungierten Operatoren

_ T :

die ganzzahligen Eigenwerte O, 1, 2,.... Weiter ist wegen (4
[N,,N,]=0. (4.1.42)
Nun fithren wir noch einen dritten Leiteroperator ein, nimlich

1
B=—(a, +ia,), N;=B'B. (4.1.43)
1/5( 1 2) 3—
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Dieser Operator erfiillt die Kommutatorregeln eines Leiteroperators,
[B,B]=1. (4.1.44)
Unter Verwendung der Definitionen zeigt man durch unmittelbares Nachrechnen, daf$
L, =x,p,—x,p;, = 5(N; + N, —2N;) und [N;+N,,N;]=0. (4.1.45)

Wegen besitzt N; + N, wie die N, und N, die Eigenwerte 0,1,2,..., denn es gibt eine voll-
standige gemeinsame Basis von Eigenvektoren zu N und N,. Nun kommutiert zwar N5 nicht einzeln
mit N; und N,, aber gemif} mit N, + N, so dafl es also auch eine gemeinsame vollstindige
Basis von Eigenvektoren zu Ny + N, und Nj gibt. Dies ist dann aber gemif3 auch eine Eigenbasis zu
L,/ %, und auch dieser Operator besitzt demnach nur Eigenwerte € {0, 1,...}. Dies bedeutet, daff L,
nur Eigenwerte 5m mit m € {0,1,2,...} und nicht mit halbzahligen 7 besitzen kann. Da nun fir
die irreduzible Darstellung eines beliebigen Satzes von Drehimpulsoperatoren zur Bahndrehimpulsbe-
tragsquantenzahl / die Werte m € {—I,—[ +1,...,]—1,1} liegen, kann also fiir den speziellen Fall des
Bahndrehimpulses / nicht halbzahlig sein, da ggf. 7 nur halbzahlige Werte annehmen kénnte. Folg-
lich kann es keine irreduzible Darstellung des Bahndrehimpulses mit halbzahligem / geben und folglich
muf also / ganzzahlig sein.

Als nichstes bestimmen wir die Bahndrehimpulseigenzustinde |/, 7) in der Ortsdarstellung. Dazu
bietet sich eine Formulierung in Kugelkoordinaten (r,¢,¢) an. Verwenden wir wieder den Impuls-
operator in Ortsdarstellung (2.4.4), ergibt sich fiir den Bahndrehimpulsoperator, angewandt auf eine
beliebige Wellenfunktion ¢(X) = (X|¢) und benutzen die bekannte Darstellung des Gradienten in
Kugelkoordinaten

X

L=%x fhi_)gb(r,ﬁ,ga)
1 dx

Er?x(é'i—i-g 1245 L i)w& )

i 7 "ar Uy 39 ?rsind do i (4.146)
Bl . 18 .3

= (g 5y oz 00

Damit folgt fiir die kartesischen Komponenten[[]

= h Jd . 2
Ly =¢LJ= - <—cot19cos<p%—smgoa—ﬁ> ¢,

Lz h .0 d
L,y =¢,LJ = T <—cot1951ng0% +cos¢%> ¢, (4.1.47)
= h Jd
Ly=aip=22y
1oy
Die Leiteroperatoren sind also durch
L, ¢ = hexp(io) (icotd 2+ 2 ) ¢ (4.1.48)
L= hexp(Eigp)| ico 7,575 1.

gegeben.

"Wir lassen im folgenden die Argumente von ¢ der Kiirze halber weg.
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4.1. Der Drehimpuls

Zur Berechnung von L? empfiehlt sich zunichst die Riickkehr zu kartesischen Koordinaten:

L= 752< X %) <£ X %) ¢ (4.1.49)

Schreibt man dies mit Hilfe der Levi-Civita-Symbole um, erhilt man schliefilich

L’y =—% [ 2A¢—x§¢ 55; < ?fﬂ (4.1.50)

X

Anwendung des Laplace- und Gradientenoperators in Kugelkoordinaten liefert dann schliefflich

2, 1 &’¢> 1 ﬂ}
L =—h |:51r119319 <smt9819 eyl (4.1.51)

Wir kdnnen uns nun der Bestimmung der Eigenfunktionen von L? und L, zuwenden. Wir miissen
dazu, Dank unserer algebraischen Betrachtungen, allerdings nicht das simultane Eigenwertproblem
fiir L, und L2 mit Hilfe der Differentialoperatoren und 16sen, wie es in den meisten
Lehrbiichern der Quantentheorie durchgefiihrt wird.

Nun konnen wir die simultanen Eigenvektoren |/,m) in der Ortsdarstellung gewinnen, indem wir
gemafd (4.1.31) zunichst den Zustand |/,/) und dann durch sukzessive Anwendung von (4.1.34) die
tibrigen berechnen. Es ist klar, daff die entsprechenden Wellenfunktionen die Gestalt

Gi(r)i=(E|r,l,m) =R}, (7)Y},,(8,0) (4.1.52)

besitzen werden. Durch die Bestimmung der simultanen Eigenvektoren von L? und L; werden die
Kugelflichenfunktionen Y;,, bestimmt, die sich wieder in eine reine Funktion von ¢ und eine von ¢
faktorisieren. Die Drehimpulsoperatoren wirken nur auf ¢ und ¢, nicht auf , so daf§ wir im folgenden
den Faktor R;,, aufler acht lassen kénnen. Dieser bestimmt sich dann durch Festlegung einer weiteren
zu L? und L; Observablen, z.B. der Energie in einem Zentralkraftproblem.

Beginnen wir also mit der Bestimmung der Kugelflichenfunktionen zu vorgegebenem
l eN={0,1,2,3,...}. Betrachten wir zunichst das Eigenwertproblem von L; zum Eigenwert m #:

5 d

_ 2y, = bmY),, (4.1.53)
1dy

L3Ylm =

Die eindeutige Losung dieser Differentialgleichung ist
Y. (3,90)=0,,,(3)exp(img). (4.1.54)

Wir kénnen uns nun von der Ganzzahligkeit des Operators L, auch in der Ortsdarstellung tiberzeugen.
Wenn nidmlich L; selbstadjungiert sein sollen, miissen dessen Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigen-
werten orthogonal aufeinander sein. Fiir m = 0 ist die Eigenfunktion gemif} (4.1.54) ®,,_,(¢) = const,
und das ist eine L%([0,27])-Funktion, so daff tatsichlich O ein Eigenwert von L; ist. Sei weiter 7 # 0.
Aus der Orthogonalititsbedingung fiir Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten folgt
2r 1 ,
dyexp(imy) = —;[exp(ani) —1]=0, (4.1.55)
0

und daraus folgt m € N.
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Zur Bestimmung der ©;,, verwenden wir zunichst die zweite Gleichung in (4.1.31) und die Darstellung
des Leiteroperators L in der Ortsdarstellung gemif} (4.1.48), um die Y, zu bestimmen:

Ausfithrung der Ableitungen fithrt auf die Differentialgleichung

d

dﬁGH—lcotﬁ@” (4157)

Durch ,Trennung“ der Variablen findet sich sofort die eindeutige Losung
@ll(ﬁ):(f“ sinl ’(9 (4158)

Zur Bestimmung der Normierungskonstanten bemerken wir, daf$ das Skalarprodukt in der Ortsdar-
stellung, ausgedriickt in Kugelkoordinaten

(¢1|¢2):Jd355¢’[(55)¢2 J er dt? dgor sind i(r,3,0)by(r,0,0)  (4.1.59)

lautet. Es ist daher bequem, die Kugelflichenfunktionen gemaf3

] 27
f dﬁf dosind|Y;, (8,0) =1 (4.1.60)
0 0

zu normieren. Fiir Y}; bedeutet das

)
2n|c”|2f d sin2t1 ¢ = 1. (4.1.61)
0
Zur Berechnung des Integrals substituieren wir # = cos ¢, du = —sin ¢dd:
) 1
I :J dﬁsinZZHﬁ:f du(1—u?). (4.1.62)
0 —1

Dafiir kénnen wir fiir / > 1 eine Rekursionsformel herleiten:

u d 1

= J du[( Ot 21d_u<1_%2)1 =]1_1—z]1- (4.1.63)

Dies ergibt schliellich zusammen mit J, =2

21 (20
= = 4.1.64
h= o= = e (164
wobei die Doppelfakultiten durch

@IM=2-4-6---(21), QI+1)=1-3-5--2] +1) (4.1.65)
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definiert sind. Sie lassen sich wie folgt durch gewohnliche Fakultiten ausdriicken:

@L+1) (2] +1)!

Qhn=2n @l+1)n= T TR (4.1.66)
Schlieflich erhalten wir also (bis auf einen unerheblichen Phasenfaktorf]
=\ (214; 1)! %
' (4.1.67)

21+ 1) (—1)

yP———T sinlﬁexp(ilgo).

Yy (9,9)=

Fiir das folgende ist es bequem, die Variablensubstitution # = cos®¥ zu verwenden. Der fiir uns rele-

vante Operator L_ i3t sich dann in der Gestalt
SoHVi—w o J > (4.1.68)

L ¢ = hexp(—i

/ P gp)( J—»ﬂ 340

schreiben. Insbesondere gilt fiir Y;,, gemif} (4.1.53]
L_Y),,(8,9) = L_Up,, () explime)

mu , 4.1.69
=kmﬂxm—m¢ﬂ—¢t3ﬁwmwr+«vﬂﬂ%mwﬂ, (4169

wobei wir ©;,,(3) = U,,,(cos ) gesetzt haben. Dies lifit sich nun zu

ViU, (s u))- (4.1.70)

LY}, (8,¢)= hexpli(m—1)p]
Gemifd folgt daraus
VI m)E=m+ DUy ()=

Wegen (4.1.58) ist

JI=2" 1dz¢[m Uim(# ] (*.1.71)
—u

I
[]”(%):C”\/ 1—142 (4172)

Daraus ergibt sich durch Iteration sofort die Formel

D! |20 +1(L+m) 1 cll—m1 N
7\ i U—m) i dal )

die man formal auch sofort mit der Rekursionsformel (4.1.71) durch vollstindige Induktion beweist:
In der Tat ist die Formel fiir m = [ korrekt. Nehmen wir nun an, sie gelte fiir irgendein —/ < m < /.

Dann ist wegen (4.1.71)

, (4.1.73)

Uy () =

_ 1 (—1>Z\J 20+ 1(I4m)
) = =) 21\ 4z (=) (4174
1 dl—m+1 B
(1—u?),

X
mm—l dul—m—l—l

2Wir folgen der Phasenkonvention von [Fic79].
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und das entspricht gerade (4.1.73) fiir m — m — 1. Fiir m > [ ist (4.1.73) definitionsgemif} 0, da man
das Inverse von Fakultiten negativer ganzzahliger Argumente zu O definiert. Fiir m < —[ verschwindet
die / —m > 2/-te Ableitung des Polynoms vom Grade 2/.

Die Kugelflichenfunktionen sind nunmehr also vollstindig bestimmt:
Y}, (8, 9)=U,,(cos?)exp(im). (4.1.75)

Die entsprechenden Orthonormalititseigenschaften sind

T 27
(Limy|Lm,) = fo dd ; de sinﬁYfl‘ml(ﬁ, VY (0,0) =818 - (4.1.76)
Daraus folgt fiir m; =m, = mEI:
1
1
|| w00 = =8 4177
Fiir m = —/ konnen wir sofort auswerten, da dann gilt
¢ 2\/ ¢ 2\! /
Mit folgt daraus
1 2[ +1)!
U100 = 55\ S V1= = (1) Ty () (4179

Nun kénnen wir gemif} (4.1.38) die Funktionen Y}, auch durch fortgesetzte Anwendung von L, aus
Y; _; erhalten. Aus (4.1.48) folgt

. wit d [ U,
LY, (9,0)=—hexp[i(m+ 1)p]v/1— 2 “5[11‘/__—(:2),”]- (4.1.80)

Das heif3t mit folgt
i O
U =— 1—u? — | === . 4.1.81
Durch Iteration dieser Gleichung beginnend mit 7 = —/ erhilt man unter Verwendung von (4.1.79)

den allgemeinen Zusammenhang

Upon(1) = (=1)" U, (n) (4.1.82)
oder wegen
Y, _n(0,0)=(=1)"Y] (8, 0). (4.1.83)

Verwenden wir (4.1.73), folgt aus (4.1.82) sofort die alternative Darstellung der Uj,,, die man freilich
auch direkt aus (4.1.80) durch Iteration, beginnend mit / = —m findet,

—1)l+m —m). m
Upo)= (1" Uy () = sz(l L

211 47 (I+m) dul+m

dl+m

(1—u?)!.  (4.1.84)

*Man beachte, daff in unserer Konvention die Uj,, rein reelle Funktionen sind
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Weiter ergibt sich der folgende Zusammenhang unserer Kugelflichenfunktionen mit den Legendre-Po-
lynomen. Fiir m =0 ist

—1) | 20+1 d |2l+1

Dabei sind die Legendreschen Polynome durch

definiert. Aus der Orthonormiertheit der Kugelflichenfunktionen folgt sofort, daff die P; ein Ortho-
normalsystem des Hilbertraums L?([—1,1]) bilden. Da die Kugelflichenfunktionen orthonormiert
sind, gilt entsprechend fiir die Legendrepolynome

1 2
duP; (u)P),(n) =

=—3. 4.1.87
» 21 10kt (4.1.87)

Die zugeordneten Legendre-Funktionen ergeben sich dann fiir 0 < m < [ durch Differentiation der

Legendrepolynome gemif} (4.1.84) zu

P (x)=(=1)"+/ 1—x2mdd—mPl(x), (4.1.88)

xm

und fiir negative 7 aus der Beziehung

p =(—1 p . 4.1.89
Fiir die U}, gilt dann allgemein
| 20+1(l—m)

Aus (4.1.77) ergibt sich dann die (4.1.87) Orthogonalititsbeziehung

2 (ll—l-m)!é\
T2 1 (L —m) B

1
f dx Py, ()P, () (4.1.91)
—1

4.2 Das Wasserstoffatom

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der einfachsten (nichtrelativistischen) Behandlung des
Wasserstoffatoms als einem der wenigen physikalisch interessanten analytisch 16sbaren Energieeigen-
wertproblem.
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4.2.1 Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

Wir betrachten die gemeinsame Bewegung eines Elektrons und eines Atomkerns mit der Kernladungs-
zahl Z, die wir hier beide zu spinlosen geladenen Punktteilchen vereinfachen. Fiir die Wechselwirkung
nehmen wir ein einfaches Coulombpotential an, vernachlissigen also auch die Retardierung der Wech-
selwirkung, welche allerdings auch ein relativistischer Effekt ist. Wir kommen auf die Rechtfertigung
dieser Annahme weiter unten noch kurz zurtick. Bezeichnen wir die Observablen des Elektrons mit
dem Index 1, die des Kerns mit Index 2, so ergibt sich der Hamiltonoperator

-2 )
P P > =
H12:2—1 =2 L V(% —%,)). 4.2.1)
my  2m,
Fiir unser Coulombproblem ist
- - Ze?
V(% —%,))=— (4.2.2)

wobei wir uns der SI-Einheiten fiir die elektromagnetischen Groflen bedient haben. Es ist klar, daf} die
Orts- und Impulsoperatoren fiir die verschiedenen Teilchen miteinander vertauschen. Insgesamt haben
wir also die folgende Operatorenalgebra vorliegen

[xij,xi,]»/] = [Pz‘j’Pi’j’] =0, [xl-]-,pi,]-,] =1%3,;8;;. (4.2.3)

Dabei bezieht sich der erste Index 7,1’ € {1,2} auf das Teilchen, wihrend der zweite ,;’ € {1,2,3} die
Orts- bzw. Impulskomponenten durchnumeriert.

In Analogie zum klassischen Fall erwarten wir, dafl der Gesamt- bzw. Schwerpunktsimpuls

-

P=p,+p, (4.2.4)

mit H kommutiert, also eine Erhaltungsgrofie ist. Um dies zu zeigen, fithren wir als tibrige unabhin-
gige Variablen noch Schwerpunkts- und Relativkoordinaten sowie den Relativimpuls ein:

- Py —mp,

X X=X, —X =
1 2» P
M

(4.2.5)

Dabet ist M = m, + m,. Die Einteilchenimpulsoperatoren ergeben sich umgekehrt nach einigen einfa-
chen algebraischen Umformungen zu
- m= - S

1 ™p_ =
plzﬁP—i-p, PzzﬁP_P- (4.2.6)

Dies in den Hamiltonoperator (4.2.1) eingesetzt fiihrt schliefflich auf

1 22 1., .
H,=—P +— \% t =
2= 50t 20 +V(r) mit p

mym;y
M

, r=[%|. (4.2.7)

Weiter 1if3t sich aus den Kommutatorrelationen (4.2.3) sofort nachrechnen, daf§
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4.2. Das Wasserstoffatom

Als vollstandigen Satz kommutierender Observabler konnen wir also die drei Schwerpunktsimpuls-

komponenten P, den Hamiltonoperator der Relativbewegung
1 -
H=—p"+ V(r) (4.2.9)
2u

) R
das Relativbahndrehimpulsbetragsquadrat L™ = (% x p)* und dessen z-Komponente L, verwenden. Da
weiter diese drei auf die Relativbewegung bezogenen Observablen auch mit dem Hamiltonoperator
der freien Schwerpunktsbewegung, also

1 =2

T, =-—D, (4.2.10)
2M

kann man die Energieeigenfunktionen separieren gemifd
|13,E,1,m>:(13>®|E,l,m). 4.2.11)

Das Eigenwertproblem fiir P entspricht einfach der Impulseigenbasis, welche gleichzeitig die Ener-
gieeigenbasis des freien Teilchens bildet, also der Schwerpunktsbewegung des Zweiteilchensystems als
ganzem.
Die Relativbewegung entspricht der Bewegung eines Teilchen mit der reduzierten Masse u im Zen-
tralpotential V(r). Wir betrachten nun den Fall ,wasserstoffartiger” Systeme, wo dieses Potential durch
ein attraktives Coulombpotential gegeben ist:

Ze?

V(r)=— , (4.2.12)
4mepnr

wobei wir uns einen Kern der Ladungszahl Z vorstellen, um den sich ein Elektron bewegt. Beque-
mer als die hier verwendeten SI-Einheiten ist die Einfiihrung der dimensionslosen Sommerfeldschen
Feinstrukturkonstante, die durch

e? 1
a= o~
4reqhic  137.036

(4.2.13)

gegeben isf’] Auf die physikalische Bedeutung dieser dimensionslosen Konstanten kommen wir spiter
noch zu sprechen.

Es bleibt uns also, das simultane Eigenwertproblem fiir drei Observablen der Relativbewegung zu 16-

sen, dessen Hamiltonoperator
1., Zabh
H=—p2-227¢ (4.2.14)
2u r

lautet. Es ist nun am bequemsten, in der Ortsdarstellung weiterzuarbeiten. Die natiirliche Wahl sind
weiter aufgrund der Rotationssymmetrie Kugelkoordinaten. Wir suchen also die simultanen Eigen-

=2
funktionen der Operatoren H_j, L und L,. Dazu schreiben wir zunichst die zeitunabhingige Schro-
dingergleichung in Kugelkoordinaten an

2
H¢<z>:—%A¢<z>— 2ah¢ 43y = E4(). (.2.15)

y

*In SI-Einheiten gilt: e ~ 1.602- 107 C, ic ~3.162- 107%] m, ¢, = 1/(u,c?) ~ 8.854 - 1072 C?/(J m). Alle Gréfien sind
nach [[AT08]] auf die angegebene Stelle gerundet angegeben.
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4. Zentralpotentiale

Driicken wir den Laplaceoperator nun in Kugelkoordinaten aus und vergleichen mit (4.1.51), kénnen
wir diese Gleichung in die Form

2 dd(r, 3, 2 e?
HY( .0 == (P EEG 2 L g ,0)— gt b.0)

ZIurZE dr 2ur? (4.2.16)

= Ed(r,9,0)

bringen. Das simultane Eigenwertproblem fiir L? := L? und L, haben wir in Abschnitt 4.1| geldst.
Demnach muf} sich die simultane Eigenfunktion fiir H, L? und L, in der Form

1
¢Elm(r’19’gp):7RE1(7)YZM<19’§0) (4217)

schreiben lassen. Dabei sind die Y, die in Abschnitt|4.1|ausfiihrlich besprochenen Kugelflichenfunk-
tionen (s. auch [[CH10]). Wegen

L4 (r,8,0) = 5211+ 1) g)(r, 8, 0) 4.2.18)

ergibt sich fiir die Radialwellenfunktion die Gleichung

* [(I+1)k*  Zake

ur r
Diese Gleichung ist offenbar die Schrodingergleichung fiir die eindimensionale Bewegung im effektiven
Potential

2
V(r) = I(I+1)h" Zahc.

o - (4.2.20)
Allerdings ist hierbei zu beachten, dafl » auf » > 0 eingeschrinkt ist, und wir miissen daher zunichst
Randbedingungen fiir die Radialwellenfunktion bei » = 0 finden. Dabei gilt es sicherzustellen, dafl
der Differentialoperator auf der linken Seite von selbstadjungiert ist bzgl. des entsprechenden
Skalarproduktes. Letzteres ergibt sich daraus, daf} die Gesamtwellenfunktion im L(R?) liegt.
Das Skalarprodukt fiir die Radialwellenfunktionen ist also

(R{|R,) :JO drRi(7)R,(7). (4.2.21)

damit der Differentialoperator (d/dr)? selbstadjungiert ist, muf} offenbar fiir alle Radialwellenfunktio-
nen die Randbedingung
R(0)=0 (4.2.22)

gefordert werden.

Wir wollen nun die verbliebene Radialgleichung 16sen und beschrinken uns in diesem Kapitel
auf die gebundenen Zustinde. Da das effektive Potential fiir » — 0% nach +oo divergiert und
fiir » — oo gegen O strebt, erwarten wir gebundene Zustinde fiir £ < 0 (vgl. Abb.[4.1). Wir suchen
also Losungen fiir £ < 0. Dazu fithren wir zunichst die Wellenzahl

—2uE
- 7;2‘ (4.2.23)
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Vet

r

Abbildung 4.1: Das effektive Radialpotential fiir das Coulombproblem.

und die dimensionslose Radialkoordinate
£ =2kr (4.2.24)

ein. Setzen wir dann Ry ;(7) = y,;(&) ergibt sich nach einigen einfachen Umformungen die Radialglei-

chung
&2 1 n IUl+1) ) uc?
<d_52_Z+E_ £ >%Z(§):O mit n=Za _E' (4.2.25)

Um diese Gleichung zu 16sen, befassen wir uns zunichst mit den Laguerre-Polynomen, die eng mit
den Wellenfunktionen y; zusammenhingen, wie wir gleich sehen werden.

4.2.2 Laguerre-Polynome

Die Laguerre-Polynome sind ein System orthogonaler Polynome im Hilbertraum
L?(Rq,exp(—x)), auf dem das Skalarprodukt fiir zwei Funktionen f, g : Ry, — C durch

(flgh = j dx exp(—x)f"(x)g(x) 4.2.26)

definiert ist.

Wir fiihren die Laguerre-Polynome als Losungen der Laguerreschen Differentialgleichung
—xy" —(1—x)y' =ky (4.2.27)
ein. Dies konnen wir als Eigenwertproblem des Differentialoperators

Lf(x)= —x% (x)—(1— x)%f(x) = —expx% |:x exp(—x)%f(x)] . (4.2.28)

lesen. Wir weisen nach, daf§ dieser Operator bzgl. des Skalarprodukts (4.2.26) selbstadjungiert ist.
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4. Zentralpotentiale

Durch zweimalige partielle Integration folgt namlich fiir £, g € C§°(R5,)

ltgh = | b esplon)r ) e [respon) o]

= JOOO dx [%f*(x)} x exp(—x)%g(x) (4.2.29)
= Loo dx exp(—x) {—expx% [x exp(—x)%f(x)]}* gx)=(Lf|g)L-

Da der Raum C§°(RR.) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen, die schneller fallen als jede Po-
tenz, dicht in L*(R 4, exp(—x)) liegt, ist der Operator (4.2.28) tatsichlich selbstadjungiert.

Folglich sind die Eigenwerte dieses Operators reell und die dazugehorigen Eigenfunktionen zu verschie-
denen Eigenwerten zueinander orthogonal. Seien nimlich #; diese Eigenfunktionen, so gilt wegen der
Selbstadjungiertheit von L

(i, | L, ) = (g | ooy ) = Rl | = (L |y ) = (oo [y, ) = ¥ |2, (4.2.30)
so dafl wegen || || # 0 auf £ = k* (d.h. k € R) geschlossen werden darf. Weiter gilt
(| L) = (| Ly ) = L |y ) = (L |y ) = (ong |y ) = o (g | g ) (4.2.31)

bzw.

Falls k # [ ist, mufl also (#;, | #; ) =0 sein, d.h. #;, und #; sind fiir k£ # [ zueinander orthogonal.

Wir zeigen nun, daf} die Eigenwerte von L durch die ganzen nichtnegativen Zahlen gegeben und die
Eigenfunktionen Polynome sind. Setzen wir einen verallgemeinerten Potenzreihenansatz

y(x):xAZa/exle (4.2.33)
k=0

in die Eigenwertgleichung (4.2.27) ein, folgt nach Sortieren der Potenzen von x durch Koeffizienten-
vergleich die Rekursionsformel

4, = (:;ﬁzan. (4.2.34)
Bricht diese Reihe nicht ab, ergibt sich fiir 7z > k:
1
4, 1 n§>k n_—l—ld"’ (4.2.35)
so daf§ fiir x — oo das asymptotische Verhalten durch
y(x) = expx (4.2.36)

X—00

gegeben ist. Damit wire aber y ¢ L%(R,,exp(—x)), scheidet also als Eigenfunktion aus. Wir miissen
demnach durch geeignete Wahl von £ dafiir sorgen, daf} die Reihe abbricht, d.h. fiir

keN,. (4.2.37)
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Die dazugehorige Eigenfunktion #;, des Differentialoperators L ist dann ein Polynom vom Grade k.
Wir kénnen es mit (4.2.34) explizit ausrechnen, wobei wir noch die Normierung durch Wahl von a,
festlegen missen. In der Physik ist die Wahl a4, = k! tiblich. Damit sind die Laguerre-Polynome durch

Ly(x)= i(—l)”(e)Ex” (4.2.38)

o n)n!
gegeben.
Mit Hilfe der Leibnizschen Produktformel
d” "I\ [ d* Fx dn*o(x
dx,l[ﬂx)g(x)]:kz_g(k)[ J i)][ dxf_i)], 4239

findet man weiter
& 3 " 4.2.40
= k[x exp(—x ]_exp ; <n>n' , (4.2.40)
so dafl die Rodrigues-Formel fiir die Laguerre-Polynome
L(x)= & 7 4.2.41
¢ ()= (exp ) [ x* exp(—x)] (4.2.41)
lautet.

Mit ihrer Hilfe folgt fiir die Normierung der Laguerrepolynome

(o] dk 2
(Lp|Lp) = Jo dx expx {@ [xk exp(—x)]} . (4.2.42)

Wir konnen dieses Integral k-mal partiell integrieren. Denken wir uns jeweils die dabei auftretenden
Ableitungen nach der Leibnizschen Produktregel ausgefiihrt, sehen wir, daf insgesamt jeweils ein Aus-
druck der Form P(x)exp(—x) iibrigbleibt, wobei P(x) ein Polynom mit P(0) = 0 ist. Die vom Integral
freien Terme verschwinden also jedesmal, so daf} insgesamt

0 k
(Lele) = | st explon)of 5 {expr st xt ep(-n])

0
oo * (4.2.43)
= [t epon S
0 dxk
entsteht. Die Ableitung des Laguerrepolynoms ergibt sich leicht aus der expliziten Darstellung (4.2.38),
wobei wir nur den Term fiir » = k berticksichtigen miissen:

dk¢
e ()= (—1)°k! (4.2.44)
Dies liefert insgesamt
(Ly|Ly) = /e!f dx x* exp(—x) = (k!)>. (4.2.45)
0

Dabei haben wir das Integral mit Hilfe der partiellen Integration ausgewertet. Es gilt nimlich

I, ::f xF exp(— J kx*lexp(—x) = kI, . (4.2.46)
0
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Zusammen mit

I,= J°° exp(—x) = — exp(—x) :0 =1 (4.2.47)
0
liefert dies vermittels vollstindiger Induktion in der Tat
I =k (4.2.48)
Damit bilden wegen die Funktionen
L(x)= %Lk(x) (4.2.49)

ein VONS auf LA(R., exp(—x)). Oft werden auch diese Polynome als die Laguerre-Polynome defi-

niert’]
Eine Rekursionsformel fiir die Laguerrepolynome erhalten wir mit Hilfe der Rodriguesformel (4.2.41),
indem wir eine Ableitung mittels Produktregel ausfiihren:

dk+1
Ly q(x)= XpX [ka exp(—x)]
k
= epr;—k[(/e + 1)x* exp(—x) — x* ! exp(—x)] (4.2.50)
x
k
=(k+1)Ly(x)—expx Ol—[karl exp(—x)].

dxk

Im letzten Term auf der rechten Seite verwenden wir die Leibnizsche Produktformel

@[X exp(—x)] = @[’C -x" exp(—x)] = x@[x exp(—x)]+ W[X exp(—x)]. (4.2.51)
Dies in eingesetzt ergibt
drk1
Ly =(k+1—x)L,(x)—kexpx [x* exp(—x)]. (4.2.52)

dxk—1

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite verwenden wir (4.2.50) fiir L,

dk1
Liy(x)=kL;_i(x)—exp xm[xk exp(—x)] =
4t X (4.2.53)
—exXpxo—— [xF exp(—x)] =L, (x)— kL, ,(x).
x
Dies wiederum in substituiert liefert schlielich die gesuchte Rekursionsformel
Ly (x)=(2k +1—x)Ly(x)—k*Ly_(x), (4.2.54)
die sich mit den ,Startpolynomen®
Ly(x)=1, Li(x)=1—x (4.2.55)

zur numerischen Berechnung der Laguerrepolynome eignet.

>Z.B. bezeichnet unter Mathematica die Funktion Laguerre [k,x] das Polynom (4.2.49).
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4.2.3 Die assoziierten Laguerre-Polynome

Wenden wir uns nun wieder den Wasserstoffwellenfunktionen y; zu, fiir die die assoziierten Laguerre-
Polynome wichtig sind.

Um letztere einzufiihren, betrachten wir die Laguerresche Differentialgleichung in der Form
ELUE) +(1=E)L(§)+ kL (E)=0 (4.2.56)

und leiten diese j-mal (j < k) nach & ab. Mit Hilfe der Leibnizschen Produktformel entsteht dann die
verallgemeinerte Laguerresche Differentialgleichung

ELVE) + L&) + (1LY (@) — LY + L) =0, (4.2.57)
Dabei bedeutet
. d] )
Lg)(f) a5 L,(&) fir j€{0,1,...,k} (4.2.58)

die j-te Ableitung des Laguerre-Polynoms L, Es ist offensichtlich ein Polynom (k — j)-ten Grades.
Sortieren wir (4.2.56) noch ein wenig um und schreiben die Gleichung als Eigenwertgleichung, erhalten

wir

d2
G- WO =G -k 4.2.59
Setzen wir hier nun k =i + j, folgt
[g_er(] +1_g)i]L<ﬁ>, —iLY) (). (4.2.60)
dgz dé’ 1+ i+

()

Fiir vorgegebenes j ist L. ein Polynom i-ten Grades.

Fiir das folgende ist eine andere Form dieser Funktionen bequemer zu handhaben. Dazu definieren wir
die assoziierten Laguerre-Polynome mittels ihrer Rodrigues-Formel

. dk¢ L
Li(&)=¢" (eng)dSk [exp(=E)E™]. (4.2.61)
Wir beweisen nun die Gleichung
LY) (&)= (~1) G+t (&). (4.2.62)

Dazu wenden wir die Leibnizsche Produktformel auf an:
_ i\,. ... ) et
L6 = o€ St esp) 41— 41

(e

(4.2.63)
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Andererseits haben wir wegen (4.2.38)

_ A Sh (i)

) (€)= ngZ< ()

(42
(i)

l ( )n+]<l+]>(i+j)!xn
p— n+j n!

ey YD Zi:(_l)nC) (470

A —— (n+)
n=0
Der Vergleich dieser Gleichung mit (4.2.63) beweist also (4.2.62). Dabei haben wir wiederholt die Be-

ziehungen
<“>_d—!—< “ > fir aeN be{0,1,2 a} (4.2.65)
b _bl(d_b)'_ 4-[9 0» yly&yenny L.

(4.2.64)

angewandt.

Nun zeigen wir mit Hilfe von (4.2.61), daf8 die assoziierten Laguerre-Polynome L; zu festem ; ein

Orthogonalsystem auf dem Hilbertraum L*(R, &7 exp(—&)) bilden. Das Skalarprodukt auf diesem
Raum ist durch

Ulgh, =] 48 & =017 (©u® 4.2.66)

definiert. Zum Nachweis der Orthogonalitit zeigen wir, dafl der Differentialoperator auf der linken
Seite von (4.2.60) auf diesem Hilbertraum selbstadjungiert ist. Dazu schreiben wir ihn in der Form

Z,f(&) [5d—52+(/+1 5)dg]f(5)—5_]exl’5 g[fjﬂexp f(g} (4.2.67)

Die Selbstadjungiertheit ergibt sich mittels zweimaliger partieller Integrat1on vermoge

(Fle),, = s [5f+1exp< £)-ra(0)]

—5g
:fo & {dg [51 Pl ]} 8(c) (4.2.68)

f d& &7 exp(— L f(E :<$jf’g>.

(

denn Lf ist Eigenfunktion des selbstadjungierten Differentialoperators ;.

Damit gilt

> =N..8.., (4.2.69)

1jY 11

Zur Berechnung des Normierungsintegrals N;; verwenden wir die Rodriguesformel (4.2.61) und inte-
grieren i-mal partiell

Ny =(1 |1 >L,]- :fow(_l)idg Li(€)15 4

aF
00 . di o .

= d& L(E)—=[& exp(—&) ] = d& (—1) exp(—&)EHH —
fo € UO) 5z (€7 exp(-8)] L £ (1) exp(—£)E

[ exp(—£)]

p (4.2.70)

FLO.
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Mit (4.2.63) erhalten wir unter Verwendung von (4.2.46({4.2.48)
N; = f d€ exp(—=E)E M it =il(i 4 ) 4.2.71)
0

Ein Orthonormalsystem von Polynomen auf LA(R_ 5, &/ exp(—&)) ist demnach durch

U=\ i].)!L;‘ () #2.72)

Eine fiir die numerische Rechnung geeignete Rekursionsformel lifit sich auf exakt die gleiche Weise

herleiten wie die entsprechende Formel fiir die Laguerre-Polynome (4.2.54). Das Resultat lautet

gegeben.

L (&)= (i +j +1—x)L)(x)—i(i + j)L]_,(x),

) , (4.2.73)
Lé(f) 1, le(f):]'-l—l—g.

DaEei haben wir die ,Startpolynome* Lé und L{ durch Anwendung der Rodriguesformel (4.2.61) be-
rechnet.

Es ist klar, dafl LY(&) = L;(£) ist und alle Formeln fiir j = 0 in die entsprechenden Formeln fiir die
Laguerre-Polynome tibergehen.

4.2.4 Die Wasserstoffradialwellenfunktionen

Nun sind wir bestens gewappnet, um die Radialgleichung des Wasserstoffproblems (4.2.25) zu 16sen.
Dazu betrachten wir zunichst das asymptotische Verhalten fiir £ — 0%. Dann kann man alle Terme

aufler dem Zentrifugalterm in (4.2.25) vernachlissigen:

(-2 e

T 0. (4.2.74)

+

LR

3

Diese Gleichung hat offenbar zwei linear unabhingige Losungen der Gestalt y;(&) = Ay * mit A=—/
oder A = [ + 1. Die erstere scheidet wegen der Randbedingung (4.2.22) fiir die Radialwellenfunktion
aus, d.h. wir haben

=~ AgH 4.2.75
0(E) = A€ 4275)
Fiir £ — oo kénnen wir in sowohl das Coulomb- als auch das Zentrifugalpotential vernachlis-
sigen, d.h. es gilt
T 2 e 4276
d&? Al £—oo 4 ARG/ o
Die beiden linear unabhingigen Losungen dieser Gleichung lauten y;(&) = Aexp(+&/2), von denen
nur die mit dem negativen Vorzeichen im Exponenten akzeptabel ist, da die Radialwellenfunktion fiir
gebundene Zustinde normierbar sein soll, d.h.

(&) = Aexp <—§> 4.2.77)

£—oo
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Aus dem asymptotischen Verhalten (4.2.75) und (4.2.77) an den Randbereichen des Definitionsbereiches
bzw. den singuliren Punkten der Differentialgleichung (4.2.25) fiir £ ergibt sich der folgende Ansatz
fur die Radialwellenfunktion: ¢

x(§)=A& ™ exp <_E>L(5 ), (4.2.78)

wobei L eine analytische Funktion mit L(0) # 0 sein muf8. Setzt man diesen Ansatz in (4.2.25) ein,
erhilt man nach einigen Umformungen

d? d
—L 2042-E)—=L(&E)=(l+1—n)L(&)=0. 4.2.79
1 UE + Q42O LEO =+ 1= ) L(E) 4279
Dies ist eine modifizierte Laguerrsche Differentialgleichung der Form (4.2.60) mit j = 2/ +1 € N
und ; = n — [ — 1. Die in Abschnitt behandelten assoziierten Laguerre-Polynome (4.2.61) sind
Losungen, falls n — [/ — 1 € N liegt.
Wegen (4.2.25) bedeutet das, daff die Energieeigenwerte durch
72 uc? 1

E,=—"25° " mit neN (4.2.80)
2 n?

und die dazugehorigen Eigenfunktionen durch
LE)=127 (&) (4.2.81)

gegeben sind. Analog wie wir es bei den Laguerre-Polyonomen in (4.2.33)-(4.2.36) gezeigt haben, ergibt
auch eine Untersuchung des asymptotischen Verhaltens von (4.2.79) fiir Werte n — [ — 1 # N, daf
L(&)=¢ oo exp( ist. Diese Losungen scheiden aus, weil dann keine auf Rt quadratintegrable
Funktion ist. Damit ergibt also samtliche negativen Energieeigenwerte.

Sammeln wir unsere Ansitze (4.2.17), und das Ergebnis fir die Radialfunktion zu-
sammen, erhalten wir schlief$lich die dazugehorigen Eigenfunktionen zu vorgegebener Drehimpuls-
quantenzahl / € Ny, Magnetquantenzahl m € {—/,—/ +1,...,/ —1,/} und Hauptquantenzahl
ne{l+1,1+2,...}

Uy (753 0) = %(zkr)”quj_ (2kr)exp(—k7)Y),,(8,0). (4.2.82)

Dabet ist k in (4.2.23) angegeben.

Nun hingt der Energieeigenwert E,, nur von der Hauptquantenzahl » und nicht von der Drehimpuls-
quantenzahl / ab. Dies deutet auf eine dynamische Symmetrie des Coulombproblems hin, die iiber die
reine Rotationssymmetrie eines Zentralkraftproblems hinausgeht, worauf wir hier aber nicht genauer
eingehen wollen (s. z.B. [Pau26]).

Zu jedem Energieeigenwert E,, also vorgegebenem n € N, kann also [ € {0,1,...n — 1} sein, und
zu jedem dieser [ gibt es die 2/ + 1 Zustinde zu m € {+/,4+(/ —1),...,0}. Wir haben also zu jedem

Energieeigenwert £, insgesamt
n—1

> @l+1)=n’ (4.2.83)

/=0

zueinander orthogonale Eigenlosungen der zeitunabhingigen Schrodingergleichung (4.2.15). Man sagt,
der Eigenwert E, sei n?-fach entartet.
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4.2. Das Wasserstoffatom

Da der Hamiltonoperator (4.2.15) selbstadjungiert auf L?(R?) ist, sind die Wellenfunktionen zu ver-
schiedenen Quantenzahlen 7, / und m zueinander orthogonal, d.h. es gilt nach Normierung

<%n1m|”n’l’m’>:JO dr E dQT 741 ( )% "1'm /( ):3 /8”/3 (4.2.84)

Dabei bezeichnen S, die Einheitssphire im R®> und d2 = d dg sin & deren Flichenelement in Kugel-
koordinaten.

Da die Kugelflichenfunktionen auf L*(S,) per constructionem ein Orthonormalsystem bilden (vgl.

Abschnitt[4.1), ergibt sich das Normierungsintegral von zu
(uy, | 1,7, )= lN”l"’|2Jo dr (2k7)2*D exp(—2k ) [ijjll_l(zk r)]2 = (4.2.85)
Substituieren wir wieder & = 2kr, entsteht
() =Wl 5 | 98 £ exp-) 12, O] 4.2.86)

Zur Auswertung des Integrals schreiben wir

2_ 2(141) gy (— 2141 _ 2 2141 2041
Noinl' o7 JO d e exp(—E)[ L2 ()] =N, o <Ln 1 1|5Ln_l_1>w+1 (4.2.87)

mit dem Skalarprodukt 6), bzgl. dessen die LZZ *1orthogonal sind. Die Rekurs1onsf0rmel m
liefert

SO =201 (O (== D+ DLHLEO-LFE), @289)

und unter Ausnutzung der Orthogonalitit der assoziierten Laguerrepolynome finden wir schliefilich

mit (4.2.71)

2 2041 |7 2i+1 _ yn(n—I—1D(n+)
| | —27’1<Ln 1—1 |Ln I— 1>L,2[+1 | nlm| L =1=>
k (4.2.89)
N, = _
nlm \J n(n—1—1)\(n+1)

Dies in (4.2.82) eingesetzt ergibt nach einigen Umformungen schliefilich fiir die normierten Energieei-
genfunktionen

4%
%nzm(nﬁ,go):\J i =TT (2kr) LI (2k7)Y,,, (8, 9). (4.2.90)

Das Schrédinger-Coulomb-Eigenwertproblem besitzt noch Losungen fiir £ € Ry. Dies entspricht
der Streuung eines Teilchens an einem Coulombpotential. Wir gehen auf diese Losungen im nichsten
Abschnitt ein.
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Kapitel 5

Streutheorie

Die Bedeutung der Streuung von Teilchen fiir die Quantenphysik kann kaum tiberschitzt werden. Man
kann wohl ohne Ubertreibung sagen, daf} der grofite Teil unseres heutigen Wissens iber den Aufbau
der Materie aus Elementarteilchen und die zwischen ihnen wirkenden Krifte Streuexperimenten zu
verdanken ist.

5.1 Streuoperator und Mgller-Operatoren

Wir beginnen mit einer formalen Analyse des Streuproblems [[Fic79}Str13] anhand des einfachsten Bei-
spiels der Potentialstreuung eines einzelnen Teilchens, d.h. wir betrachten die Bewegung eines Teil-
chens, das sich in einem dufleren Potential bewegt. Der Hamilton-Operator ist also

1 - -
H=_—p"+ V(%) (5.1.1)
2u

Dabei nehmen wir an, dass das Potential fiir » = |X| — oo mindestens wie 1/717% mit a > 0 abfillt.
Dies schlief3t die historisch besonders wichtige Coulomb-Streuung zunichst aus.

Wir rechnen zunichst im Wechselwirkungsbild, d.h. bei der Wahl des Bildes der Zeitentwicklung, wie
in in den Abschnitten und beschrieben, setzen wir

X:Hozzp, Y=V. (5.1.2)

Wir bezeichnen die Zustandskets und Observablenoperatoren im Wechselwirkungsbild ohne Index. Im
folgenden werden wir auch das Schrédinger-Bild heranziehen. Hier bezeichnen wir Observablenope-
ratoren mit einem Index S. Das Schrédinger-Bild ist in dem in den Abschnitten[2.15lund[2.16/gegebenen
Formalismus durch

X® =0, Y®O=H® (5.1.3)

definiert. Die Zeit t,, bei der die beiden Bilder {ibereinstimmen, wahlen wir aus Bequemlichkeitsgriin-
den zu t; = 0. Eigenzustinde von Observablenoperatoren, die nicht explizit zeitabhingig sind, z.B.
die Impulseigenzustinde bezeichnen wir im Wechselwirkungsbild mit |t,1_5> = exp(iHyt) |]§>, d.h.
|i5> =19, f)> sind die Eigenvektoren im Schrodinger-Bild. Weiter ist klar, dafl HY = Hj, ist.

Die Zeitentwicklung in den beiden Bildern ist durch die Bewegungsgleichungen fiir die unitiren Zeit-
entwicklungsoperatoren fiir die Observablenoperatoren x und p und fiir die Zustandskets
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5. Streutheorie

bzw. gegeben. Fiir das Wechselwirkungsbild haben wir
J,A(t,t")=1HyA(t,t"), J,C(t,t")=—iV(¢)C(t,t"). (5.1.4)

-

Dabei haben wir zur Abkiirzung V(¢) = V[X(t)] geschrieben, und wir fithren zwei beliebige Zeiten in
den Zeitentwicklungsoperatoren ein. Die zweite Zeit ¢’ ist die Zeit, an der die Anfangsbedingungen
tiir die Zeitentwicklungsoperatoren bestimmt werden, d.h.

At t)=1, C({t',t")=1. (5.1.5)

Da der Hamilton-Operator nicht explizit zeitabhingig ist, ist im Wechselwirkungsbild H, zeitunab-
hiingig und daher die Losung des Anfangswertproblems fiir Al

A(t,t")=exp[iHy(t —t')]. (5.1.6)
Die Losung fiir C ist durch (2.15.18) gegeben:

t
C(t,t")= ]l—iJ dt, V(£)C(¢,t")
t/

=1 +i(—i)" J t dsztn dt, - f ; de, V(e )V (t, ) V(z,). (5.1.7)
n= t/ t/ t/
1 C)(t)
Ebenso ergibt sich fiir das Schrodinger-Bild
A,y =1, CO(t,t") = exp[—HO(t —1')]. (5.1.8)

Daraus folgt fiir die unitire Bild-Transformationsmatrix gemif§ (2.16.2) und (2.16.5)

B®S)(1) = A(£,00A8(£,0) = A(t,0) = exp(iH,t ) = C(£,0)C)(£,0) = C(¢,0) exp(i(H® ). (5.1.9)

Ein Streuprozefl wird nun physikalisch durch die Situation definiert, daf§ ein Teilchen sehr weit weg
vom Streuzentrum bei X = 0 entfernt mit einem relativ gut bestimmten Impuls um p; pripariert wird
und auf das Streuzentrum zuliuft. Dieses Teilchen wird mit einem Detektor, der wiederum sehr weit
weg vom Streuzentrum plaziert ist, registriert, und die Frage ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit die
Teilchen in Abhingigkeit von der Richtung registriert werden. Dies wird durch den Streuquerschnitt
quantifiziert. Wir werden diese Grofie allerdings erst in Abschnitt|5.3|definieren konnen.

Vorab sei nur noch die Formulierung ,sehr weit vom Streuzentrum® und ,relativ gut bestimmter Im-
puls® erldutert. Es ist klar, daf§ das Potential i.a. einen Lingenparameter enthilt, der die Reichweite des
Potentials quantifiziert. Als paradigmatisches Beispiel sei das Yukawa-Potential
N exp(—7r /R -
V(x):gp(—/), r =|x| (5.1.10)
4ty

betrachtet. Es ist nicht zuletzt auch von besonderem Interesse, weil es auch als ,regularisiertes Cou-
lomb-Potential“ dienen kann, denn mit g = g und R — oo geht das Yukawa-Potential ins Coulomb-
Potential {iber, welches bezeichnenderweise keine Lingenskala enthilt, das eine Reichweite charakte-
risieren konnte. Beim Yukawa-Potential ist explizit ein Maf} fiir die Reichweite durch R gegeben, d.h.

'Wir verwenden der Bequemlichkeit halber in diesem Kapitel ,natiirliche Einheiten®, d.h. wir setzen % = 1.
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5.1. Strenoperator und Moller-Operatoren

in diesem Falle heifst ,,sehr weit vom Streuzentrum®, dass » >> R sein soll. Lokalisiert ,,;sehr weit vom
Streuzentrum® ist das bei t’ — —oo priparierte Teilchen, wenn es durch ein Wellenpaket beschrieben
wird, das um einen Ort X; mit r; = |X;| > R mit einer Ortsunschirfe Ar; < r; — R konzentriert
ist. Wie wir gleich zeigen werden, diirfen wir unter diesen Voraussetzungen annehmen, daf§ das Teil-
chen zunichst als freies Teilchen propagiert, dann zu Zeiten ¢ ~ 0 durch das Potential gestreut wird
und schliellich, wenn es weit weg vom Streuzentrum detektiert wird, wieder fiir eine sehr lange Zeit
als freies Teilchen propagiert ist. Dabei kann man die Stofldauer, also die Zeit, in der es sich in der
Einflulsphire des Potentials aufhilt, durch ¢, ¢ = R/v; = Ru/p, abgeschitzen. Diese Stof3dauer ist
aufgrund der Plazierung des Detektors in einer Entfernung 7y .0, > R sehr viel kleiner als die Zeit
yeq> 2U der es vom Detektor detektiert wird. Man spricht auch von R und tg ¢ als mikroskopische
Lingen- bzw. Zeitskalen wihrend die typischen Abmessungen des Experiments, also die Entfernung
des Praparationsortes und des Detektors vom Streuzentrum sowie die typischen Flugzeiten vom Pri-
parationsort zum Detektor als makroskopische Lingen- bzw. Zeitskalen bezeichnet werden.

Zugleich soll das Teilchen vor dem Streuprozef} einen ,relativ scharf definierten Impuls“ besitzen. Das
verlangt, dass die Impulsunschirfe Ap; < |p;] ist.

Beide Forderungen sind mit der Heisenbergschen Unschirferelation vereinbar, denn esist 7, —R >
Ar;~B/Ap, > B/|p;|> A;/(27), wo A; die de Broglie-Wellenlinge der das Teilchen beschreibenden
Wellenfunktion ist. Diese Bedingungen lassen sich offenbar durch hinreichend grofie Wahl von r; > R
stets erfiillen. Dass Ar; > A, /(27) ist, bedeutet, dass viele Wellenldngen innerhalb der Einhiillenden
des Wellenpakets enthalten sind. Wir werden diese Bedingungen weiter unten noch genauer analysieren.
Nun wenden wir uns zunichst der formalen Beschreibung dieses Streuprozefles zu. Zunichst zeigen
wir, dafl die Bedingungen fiir die freie Bewegung der asymptotischen Zustinde fiir t — +-o00 erfiillt sind.
Verwenden wir das Wechselwirkungsbild, lauten die Bewegungsgleichungen fiir die Impulsoperatoren

2 1
p=-[p,Hy]=0 = p=p,=const. (5.1.11)
i
Das ist zu erwarten, da sich im Wechselwirkungsbild die Observablenoperatoren gemify der Bewe-
gungsgleichungen fiir ein kriftefreies Teilchen zeitlich entwickeln und daher der Impuls erhalten ist.
Fiir den Ortsoperator ergibt sich

s 1. - - - -
x=-[x,Hy]|=v, = x(t) =Vt +X,. (5.1.12)
1

Dabei haben wir zur Abkiirzung den Operator fiir die Teilchengeschwindigkeit Vo = p,/ 4 eingefiihrt.
Wir bemerken, dass p, = 1_5(5) und X, = ¥, da voraussetzungsgemaf$ Schrodinger- und Wechselwir-
kungsbild bei t = 0 iibereinstimmen.

Fiir t — £o00 1st nun

V(t) = V (t)=V(E,t). (5.1.13)

t—Foo

Betrachten wir den Fall t — co. Dann ist fiir 7> R/|7,und t > T

C(T,t)~C,(t,t,) =exp [—iJ t dthas(tl)} . (5.1.14)
T

Dabei haben wir verwendet, dass V, nur vom Impuls p = p, abhingt, also [V (), V,,(¢,)] = 0 fiir
beliebige Zeiten ¢, und ¢, ist. Somit ist

C(T,00) = [1 —if;o dthaS(tl)] = [n 40(%)] (5.1.15)

T—o0
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5. Streutheorie

und damit fiir hinreichend grofe T

t—00

4(£)) = C(T,00)= [1—iﬁ<%>}|¢(T)), (5.1.16)

d.h. der Zustand im Wechselwirkungsbild dndert sich fiir grofle Zeiten fast nicht mehr, was im Wech-
selwirkungsbild bedeutet, dass es sich um einen sich gemifl der Dynamik eines freien Teilchens ent-
wickelnden Zustand handelt, d.h. in einen asymptotisch freien Endzustand | ). Ein genau analoges
Argument ergibt sich fiir t — —oo und den ensprechenden asymptotisch freien Anfangszustand.

Formal ist dann die Ubergangswahrscheinlichkeitsamplitude, dafl aufgrund des Streuprozesses das
Teilchen vom asymptotisch freien Anfangszustand |¢;) in den asymptotisch freien Endzustand |¢ f>

tibergeht, durch das sogenannte Streumatrixelement

Sri=(¢y|Clo0,—00)| ¢:) (5.1.17)
gegeben. Entsprechend heifit der Operator
$ = C(00,—00) (5.1.18)

Streuoperator. Freilich ist dies zunichst nur symbolisch zu verstehen, da wir die genaue Austiithrung
der Grenzwerte t' — —o0 und t — oo noch prizisieren miissen.

Dazu ist es nun einfacher, sich des Schrédinger-Bildes zu bedienen. Mit (5.1.9) erhalten wir

C(t,t")=C(t,0)C(0,¢") = C(z,0)CT(¢',0)

. . , (5.1.19)
= exp(iH,t) exp(—iH® ) exp(+it'H®) exp(—iHyt").
Definieren wir nun vermdge
Q,= lim exp(iH®) ) exp(—iHyt) = lim C(0,1)=lim C'(z,0) (5.1.20)

die Meller-Operatoren [Str13[], erhalten wir wegen der Definition des Streuoperators (5.1.18)
S = C(00,—00) = C(00,0)C(0,—00) =0 0_. (5.1.21)
Als erstes zeigen wir, daf§
ol =1 (5.1.22)
ist.
Das erkennt man aber sofort mit Hilfe von (5.1.19). Demnach ist nimlich

T _ . . N _ . _
n.Q, = tl}gloo t/krfm C(t,t")= tl}gloo C(t,£o00)=1, (5.1.23)
wobei wir im letzten Schritt (5.1.15) verwendet haben.

Wie wir allerdings gleich sehen werden, sind die Mglleroperatoren nicht unitdr. Sie sind sog. nichtuni-

tare Isometrien, d.h. obwohl (5.1.22) gilt, folgt nicht norwendig, daf$ auch Qiﬂl = 1 ist, was freilich
nur in einem unendlichdimensionalen Hilbert-Raum der Fall sein kann. Es ist nimlich

exp(—H®O )0, = lim  exp[iH®(¢'—t)]exp[—iH(¢'—t)]exp(—iHyz) = Q. exp(—iH,t). (5.1.24)

t/'—to00
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5.1. Strenoperator und Moller-Operatoren

Leitet man dies nach ¢ ab und setzt dann ¢ =0, erhilt man
HO0, =0, H,. (5.1.25)
Wendet man dies auf einen Impulseigenvektor an, folgt

|”i(]3)> =0, {f)>a

. . R R (5.1.26)
=H® |”i(P>> =H®q, |P> =2.H, |P> =E, |”i(17>>-

Die asymptotisch freien ein- (Index —) und auslaufenden Zustinde (Index +) |, (p #)> sind also Eigenzu-

stinde des vollen Hamilton-Operators H®) zu beliebigen positiven Eigenwerten, also Streuzustinden.
Wir nehmen an, dass sie alle Streuzustinde erfassen (asymptotische Vollstindigkeit). Im folgenden
bezeichnen wir den von den Streuzustinden aufgespannten Unterraum des Hilbertraums mit 52, ..
Besitzt nun H® auch Eigenzustinde zu Eigenwerten E < 0, so sind dies die gebundenen Zustinde,
und dann sind die Q2 nicht surjektiv, denn wie wir soeben gesehen haben, ist unter der Annahme der
asymptotischen Vollstandigkeit Q. = 5 .. Das orthogonale Komplement des Unterraums der

streu*

Streuzustinde ist der von den gebundenen Zustinden aufgespannte Untervektorraum L = web-

Ist nun |¢,) € H, ein beliebiger Vektor im Unterraum der gebundenen Zustinde und [¢) €
beliebig, so folgt

0Ly, |¢)=(¢s|0ug)=0 (5.1.27)

Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, daf} fur alle |¢) € A die Vektoren Q |¢) €
3?; ib sind. Da dies fiir beliebige |¢) gilt, folgt fiir alle |¢), € F,

str eu

ol |4,)=0. (5.1.28)

Seinun [¢) € ., beliebig. Wegen der Annahme der asymptotlschen Vollstindigkeit, gibt es dann

Vektoren |¢i> € A, sodass|¢,) = |¢i> Damit ist wegen
|¢ |¢i> |¢ﬂ:> (5.1.29)

Nun sind die Q2 injektiv, denn gilt Q. |¢) = Q. [¢/ >, so folgt aus der Isometrie dieser Operatoren

0=(Q(d— )| —))=(¢—¢ | 4—¢") = |4) =1¢), (5.1.30)
d.h. fiir jedes |¢) sind die |¢i> eindeutig bestimmt. Zusammen mit gilt demnach

T —q! U —
ol =l el =o (5.131)
und folglich ist
o0 =P, (5.1.32)
Wobei Streu der Projektionsoperator auf den Unterraum ., ist. Da fiir alle Vektoren |¢) € S stets

0, |4) € H,,., ist, folgt daraus sofort, daf} P, .,y = Q, ist.
Wir zeigen nun, dafl der Streuoperator unitir ist. Dies folgt mit (5.1.31) unmittelbar aus (5.1.21):

stis=0f0, 0o =o'p 0 =0'a =1 (5.1.33)

streu
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Im letzten Schritt haben wir (5.1.22) verwendet. Analog ist

sst=ala o'a, =alp 0 =0l0, =1 (5.1.34)

streu

Es ist also SST = S$TS = 1 und folglich S in der Tat unitir.
Ferner gilt wegen (5.1.21)

(P 0:(3)) = (P |01 |p) = (317) = DG —F') (5.1.35)

ist.
Im folgenden interessiert uns die Zeitentwicklung des Zustands eines Teilchens, das fiir ¢ — —o0 in
einem beliebigen asymptotisch freien Zustand |¢;,) € A pripariert wurde. Im Wechselwirkungsbild
ist

|¢ t)) =C(t,— |¢in) C(t O O oo)l(lbln) t O Q_ |¢ ) (5 L. 36)

Dabei haben wir im letzten Schritt die Definition des Mgller-Operators Q2_ verwendet (5.1.20 m Der
Zustand im Schrddinger-Bild ist gemif (5.1.9)

|#9)) =B 14()
= eXp(—iH(S)t)CT(taO)C(t’ O) |¢in>
o (5.1.37)

= exp(—iH(S)t)CT(t, 0)C(£,0)Q_¢;,)
= exp(—iH® 1) |¢);,).

5.2 Wellenpakete

In diesem Abschnitt wollen wir die oben eingangs qualitativ beschriebene Charakteristik des Streuwel-
lenpaketes, also die Zeitentwicklung des Wellenpakets aus dem asymptotisch freien in-Zustand berech-
nen. Es ist durch eine beliebige Funktion @;i(fy) € L2(R?)), die im oben beschriebenen Sinne scharf

um den Impuls des asymptotisch frei einlaufenden Teilchens p; gepeakt sei. Dann ist mit

¢in,ﬁi>_J & 505 (p) |u_(p))- (5.2.1)

a_[7)

und damit gemaf} (5.1.37) der Zustand durch

mp f d3p¢ Z))exp(—iEpt)|u_(ZJ)> (5.2.2)

;. (1)) = exp(—iHO1) |

bestimmt.

Wir beginnen mit der Konstruktion der verallgemeinerten Eigenzustinde von H®)
[n_(P))=0_|p)= lim_ exp[i(H® —E,)t]|p). (5.2.3)

Dabet ist der obige Grenzwert nicht wohldefiniert. Da es sich um verallgemeinerte Zustinde handelt,
miissen wir sie zur Grenzwertbildung im Sinne der Distributionentheorie zunichst geeignet regulari-
sieren.
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Eine in unserem Fall geeignete Regularisierungsvorschrift ergibt sich daraus, dafy wir fiir die Limesbil-
dung t — —oo die folgende Integraldarstellung zu verwenden:

t——00

lim f(t)= hm nf dtf(t)exp(nt). (5.2.4)

Zum Beweis von (5.2.4) substitutieren wir in dem Integral t' = nt:

0 0
lim 7 [ difenprn) = fim [ e espls)

n—0*
, (5.2.5)
= lim f(¢)| di'exp(t’)= lim f(z).
Damit wird der regularisierte einlaufende Zustand
0 .
- . _x(S) -\ L -
|%_,,7(p)> = ti}moorjj . dt exp[—i(E, —H™ +in)t] |p> = L IO }p) (5.2.6)
Daraus folgt
(E,—H® +in)|[u_(p)) =in|p) = (E,—Ho+in)|p) (5.2.7)
bzw.
(E,—Hy+in— VO [u_( p))=(E,—Hy+in)|p). (5.2.8)
Lost man dies nach |Z)> auf, folgt
1
V=1 VO u_(p)) = |u_(} 5.2.9
D e el (RO SL A 5.29)
und schliefllich die Lippmann-Schwinger-Gleichung
1
N=p)+ ———VO p)). 5.2.10
lu_(p))=1p)+ I Hyrir |u_(7)) (5.2.10)
Wir bendtigen diesen Ket in der Ortsdarstellung:
u_,;,(X):<x|u_ > < |P> < E Ho+17} P>
_ ip-x 3%/ 5 (x") 5.2.11
= )3/zeXP(1P X)+ J d’x < E Ho+177 > (x") ( )

1
= G B [ P Do (2= 55

Daf$ das Matrixelement im Integranden tatsichlich die postulierte Form besitzt, werden wir nun nach-
rechnen. Dazu erinnern wir uns der obigen Herleitung:

1Dy (7 =)= | de0(0) (2 foliCE —Ho+ )] 7). 6521
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Wir definieren also mit 7 = ¥ — X’ and r = |7| die retardierte Green-Funktion des Schrodinger-
Operators
D, (t,7) = O(t) (% |exp[—i(Ho —in)e]| X'). (5.2.13)

Bilden der Zeitableitung unter Verwendung von d,0(¢) = &8(t) ergibt

i8}.‘l)ret(t’ T) = 8(3)(7)8(t)_ <2A + 177> Dret(t’ 7)

1 # (5.2.14)

= <i8t —5.A +1;7>Dm(t, 7) =808 (¢).
lu

Also st D, tatsichlich eine Green-Funktion des Schrédinger-Operators fiir freie Teilchen (im Limes
n — 40). Wie wir gleich sehen werden, ist es aber zunichst wichtig, noch 7 > 0 beizubehalten, denn
dies wird die Green-Funktion eindeutig bestimmen.

Durch inverse Fourier-Transformation von (5.2.12) folgt

D, (t,r)= dE exp(—iEt)D,. p(7). (5.2.15)

RZTE

Gehen wir damit in (5.2.14) ein, erhalten wir nach kurzer Rechung

<$A+E+iq> D, ;(r)=8(7)

A+ p? +in)Dy g (1) = 2u8V)(7),

(5.2.16)

wobei wir verwendet haben, dafl 2uE , = p? ist. Bis auf Faktoren ist also D, E, eine Green-Funktion

des Helmholtz-Operators (A + p?). Mit Kugelkoordinaten erhalten wir fiir » # 0

C C
arz[rDret,Ep] = _(P2 +i}7)rDret,E(r) = Dret,Ep(7> = 716Xp[1(k +177)7’] + 72€Xp[—1(]€ +1’])”]
(5.2.17)

Damit D, (r) — 0 fiir » — oo, miissen wir C, = 0 setzen, d.h. der Regulator i sondert eindeu-
£y

tig diejenige Green-Funktion des Helmholtz-Opeators aus, die auslaufenden Kugelwellen entspricht.
Von jetzt an kénnen wir 7 = 0 setzen. Verwenden wir weiter

YN SOF), (5.2.18)
4ty

was aus der Elektrostatik wohlbekannt ist, erhalten wir nach einiger Rechnung

(Bt pI)Dy (1) = —47C, 007 BE 2u8005) = ¢, = -£. (5.2.19)
Damut 1st .
Dy p(7) = —%M (5.2.20)
und wird schliefilich zu
u_3(%) = —e?;g}f ) —% fw d%’—eXp(l;p E;l adl VE)u_5(7). (5.2.21)
uf;(z) u<_‘P>
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5.2. Wellenpakete

Offensichtlich ist #'®™ die einlaufende ebene Welle zum Impuls p, und # St;eu) die gestreute Welle,

P
die fiir |X| = r > R wie mit 1/r abfillt (wobei R die oben erliuterte Reichweite des Potentials V ist).
Da nur der Bereich |7| < R merklich zur Streuwelle beitrigt, konnen wir fiir » > R im Nenner unter
dem Integral |X —X’| = |X| = r setzen, und im Exponenten

X —X'|~r—¢, -7, (5.2.22)

r

wobei €, = X/r der vom Streuzentrum weg weisende radiale Einheitsvektor ist. Das asymptotische
Verhalten der asymptotisch freien in-Wellenfunktion zum Impuls  ist also

n_p(¥) = m [GXP(LT? +X) +f;;(é)@]. (5.2.23)

Dabei ist die Streuamplitude durch
(@) =—Zp | & explipd, IV w57
— _m{u JR3 d3}—5/(2n)3/2 (FET | }—5/ > V(??/)M_JJ'()_C)/) (5224)

=~ u(pe, [VO|u_;

definiert.

Nun verwenden wir (5.2.23), um das durch den auf 1 normierten ,,echten Hilbertraum-Vektor“ definier-
te Wellenpaket zu betrachten, das die Streuung eines Teilchens in dem Sinne beschreibt, wie zu Beginn
von Abschnitt[5.1]erklirt. Dazu berechnen wir die Ortswellenfunktion des Zustandskets (5.2.2), wobei

wir uns nur fiir die asymptotische Region » > R ,weit weg vom Streuzentrum® interessieren, d.h. wir

konnen gleich die asymptotische Niherung (5.2.22) des exakten in-Zustandes (5.2.21) verwenden:
f3(€,)

- &$p oL L ) -
G(t,%) = ij (2ﬂ£/2<1>;,i(p)exp<—1]5§t)[exp<1p'x) exp(1pr)] (5.2.25)

r—0o0

Dem ersten Summanden in der Klammer entspricht nun in der Tat das freie einlaufende Wellenpaket
dSﬁ ~ - -

- (£,X —_— i(p-x—Est)]. 5.2.26

¢e1n(t9x) JR3 (27‘[%)3/2 P, (P)exp [I(P x Pt)] ( )

Dabei setzen wir voraus, dafl <f>;)i eine um den einlaufenden Impuls p; scharf gepeakte Funktion sein

soll, so daf} wir im Exponenten p = p; + p’ um p’ =0 in fithrender Ordnung entwickeln kénnen:

3

Dies in (5.2.26) eingesetzt liefert
()Lein(t’z) = eXp(—lEpt)cb;;l(;C)— 77it) (5228)

mit der Einhiillenden des freien Wellenpakets

. d&p’ d&p 5. (3 =
‘I’ﬁ,-(x)zj 2 pz ©; (p; +p )exp[ix- (7' +5;)] = f P & (hlexp(iz-3). (5229

) RS (27.[)3/2 P;
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5. Streutheorie

Dieses Wellenpaket ist voraussetzungsgemifd makroskopisch lokalisiert um ¥ = 0 aber doch die Orts-
breite wesentlich grofer als die de Broglie-Wellenlinge A; =27t/ p; des einlaufenden Wellenpakets. Dies
ist aufgrund der Heisenbergschen Unschirferelation in der Tat mit der Forderung Ap < p; vertrig-

lich, die wir an (i)f?i gestellt hatten. Makroskopisch gesehen beschreibt also (5.2.28) in der Tat ein frei
mit der konstanten Geschwindigkeit 7; laufendes Teilchen, reprisentiert durch die makroskopisch gut
lokalisierte Funktion ®(x—7, ¢ ). Man nennt ein Wellenpaket dieser Art in etwas altertiimlicher Sprech-
weise auch eine Wellengruppe und daher die Geschwindigkeit 7; auch die Gruppengeschwindigkei.
Sie ergibt sich gemaf3 aus der Dispersionsrelation der freien Schrodinger-Welle.

Der zweite Summand in (5.2.25)

f3()

. &y L ) r )
Doren(t, X) = fw (—pfb (p)exp<—1E;t)|: pr CXP(IPV)] (5.2.30)

,_:,oo 27.[)3/2 i

ist der Streuanteil der Wellenfunktion. Hier konnen wir die Entwicklung

.o - 2
p=1pi+p1=pi+¢E, - p'+0(p") (5.2.31)
verwenden und annehmen, daf} sich die Streuamplitude f;(€, ) nur langsam mit 7 indert und folglich
durch f; (¢,) ersetzt und damit aus dem Integral herausgezogen werden kann. Der Streuanteil des Wel-
lenpaketes ist demnach insgesamt durch
Sbstreu(t,x) E lr

r—0Q

exp[i(p;r —E;1)] 95 [(r —;1)¢, ] (5.2.32)

gegeben. Dies ist eine vom Streuzentrum weglaufende Kugelwelle. Dieses Resultat ist eine Manife-
station des Huygensschen Prinzips, wonach von jedem Punkt, an dem die einlaufende Welle , gestort®
wird, eine Kugelwelle ausgeht.

Nun gilt in der Tat ¢

aus der Richtung p. einlaufende Wellenpaket vor, wie es unsere Anfangsbedingung entsprechend dem
Streuexperiment erfordert. Ansonsten ist die Streuwelle nur auf einer Kugelschale von etwa der Breite
des einlaufenden Wellenpaketes um x = v, wesentlich von 0 verschieden.

Fiir » — oo tiberlagern sich weiter der einlaufende Anteil und der Streuanteil nur in
einem makroskopisch kleinen Raumwinkelbereich um die Richtung des Impulses des einlaufenden Teil-
chens ¢, , der wieder durch die Breite des einlaufenden Wellenpakets bestimmt ist. Ist also der Detek-
tor in hinreichend groflem Raumwinkelabstand von der Einfallsrichtung der Teilchen entfernt, werden
nur tatsichlich gestreute Teilchen registriert. Wie wir sehen werden, ist allerdings der kleine Bereich,
in dem die einlaufende und die gestreute Schrodinger-Welle interferieren wichtig fiir die Erhaltung

der Norm der Wellenfunktion und spiegelt die Unitaritit des Streuoperators wider.

(t,X) — 0 fiir t > —o0, d.h. es liegt fiir Zeiten t — —oo der Tat lediglich das

streu

Im nichsten Abschnitt wollen wir den Streuquerschnitt als eine Grofle definieren, die lediglich Ei-
genschaften des Streupotentials charakterisiert und im wesentlichen unabhingig von der detaillierten
Form des einlaufenden Wellenpaketes ist.

5.3 Der Streuquerschnitt und das optische Theorem

Nun berechnen wir die Wahrscheinlichkeit, daf ein in der Richtung €, weit weg vom Streuzentrum,
also bei r > R, aufgestellter Detektor bei sehr langer Mefldauer ein Teilchen registriert. Dabei gehen
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5.3. Der Streuquerschnitt und das optische Theorem

wir davon aus, daf} dieser Detektor auflerhalb der engen Uberlappzone um die Vorwirtsstreurichtung
ausgerichtet ist, so dafl der auslaufende Strom praktisch ausschliellich durch den Streuwellenanteil
gegeben ist. Um die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dafi ein Teilchen in diese Richtung ge-
streut wird, berechnen wir die Radialkomponente des entsprechenden Wahrscheinlichkeitsstroms

. .1 . L7 1 .- .
]streu,r =e, - ;ImI:Sbstreu(t’x)vsbstreu(t’x)il = ;Im[sbstreu(t’x)ar ¢strcu(t’x)] . (5'3'1)

Zur Berechnung der Radialableitung der Streuwelle ist es am bequemsten, auf zuriickzugrei-
fen. Dann miissen wir unter dem Integral nur die Exponentialfunktion ableiten, denn wegen (1/7) =
—1/7?% ergibt die Ableitung des Terms 1/7 einen im asymptotischen Limes r — oo vernachlissigbaren
Beitrag. Wir erhalten dann nach Ausfithrung der Integration nach p, wobei wir dieselben Niherungen,

die oben zu (5.2.32) gefiihrt haben, vornehmen

5.(¢.) R
- @;,i[(r —fvl»t)epl_]

2
(5.3.2)

Jstreu — Vi

Da wir die Messung tiber einen sehr groflen Zeitraum austithren und uns nur dafiir interessieren, ob
wihrend dieses Zeitraums ein Teilchen registriert wird oder nicht, ergibt sich die Wahrscheinlichkeit,
zu irgendeiner Zeit ein Teilchen, im Raumwinkelelement d€2 in Richtung von €, zu registrieren, durch
4P,

dQ

=oulfy @) | drfog [ix w0, ). 533

Das Integral charakterisiert nun aber die Einzelheiten der Quelle, die uns nicht interessieren, solange
wir nur an der Natur des Streupotentials interessiert sind. Daher definiert man den differentiellen
Streuquerschnitt dadurch, daff man durch die Stromdichte der einfallenden Teilchen dividiert. Zu
deren Messung denken wir uns einen Detektor vor dem Streuzentrum in den Strahl in Richtung des
einfallenden Teilchens gestellt. Wir erhalten dann fiir die gesamte registrierte Teilchenzahl pro Fliche
mit genau derselben Rechnung wie fiir die Streuwelle

Noo=v, | difo G—3,0F, 6534)
R

Da hier X = 7€, ist, ist das Integral {iber die Zeit das gleiche wie in (5.3.3), d.h. normieren wir die
Wahrscheinlichkeit pro Raumwinkelelement auf diesen einlaufenden Strom, erhalten wir eine Grofle,
die unter den gemachten Annahmen unabhingig von der genauen Struktur des einlaufenden Wellen-
paketes ist, die man als differentiellen Streuquerschnitt bezeichnet. Wir erhalten dann

d - -
o = 5@ =155@ P (5.3.5)

Dabei haben wir im letzten Schritt benutzt, daf} die Richtung €, die Richtung der auslaufenden Impulse
P ¢ der in den Detektor gestreuten Teilchen entsprich.

Nun miissen wir uns noch tiber die Bedeutung der Interferenzterme im totalen Strom, die nur in Vor-
wirtsrichtung auftreten, klar werden. Physikalisch ist deren Bedeutung sofort evident: Wir betrachten
hier die elastische Streuung, d.h. die Gesamtwahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo zu finden,
muf} zeitlich erhalten, also stets 1, sein. Dies folgt unmittelbar aus der Selbstadjungiertheit des Hamil-
tonoperators in der Schrodingergleichung fiir das Gesamtwellenpaket, welches daher die Kontinuitits-
gleichung

- -

6(6,3)+V-j(6,%)=0 mit p(t,%)=|d(z, %) ](z,f):%Im[gb*(z,;)wc,z)] (5.3.6)

143



5. Streutheorie

erfiillt. Nun ist

P(6:3) =1 hein(t: D) +2Re[ 456 %) figren (%) |+ [ gren (£, DI (5.3.7)

Aufierhalb des Uberlappungsgebiets des einlaufenden Wellenpakets und der Streuwelle, brauchen wir
bei Beobachtung weit weg vom Streuzentrum fiir ¢ — oo bei der Berechnung von p(t,X) nur den
Streuanteil zu berticksichtigen. Da die Gesamtwahrscheinlichkeit nach der Kontinuititsgleichung aber
zeitlich erhalten bleibt (und entsprechend auf 1 normiert ist, da das einlaufende Wellenpaket, welches
fiir t — —oo die Gesamtwellenfunktion darstellt, definitionsgemif$ auf 1 normiert wurde), mufi der
Interferenzterm dafiir sorgen, dafl die Gesamtwahrscheinlichkeit auf 1 normiert bleibt, d.h. der Interfe-
renzterm sorgt dafiir, dafl der Strom in Vorwirtsrichtung um genau den Betrag des gesamten gestreuten
Stromanteils abgeschwicht wird. Dies entspricht in der klassischen Wellenoptik der Schattenbildung
bei Streuung an einem Gegenstand.

Integrieren wir nun die Kontinuititsgleichung iiber eine Kugel K mit sehr groflem Radius R
um das Streuzentrum, ergibt die sich mit Hilfe des Gaufschen Integralsatzes

ij d3§p(t,§)+J &F - j(¢,%)=0. (5.3.8)
dt Jg, Ky

Da die Wellenfunktion quadratintegrabel ist, fillt der Strom im Unendlichen hinreichend schnell ab,
so dafy im Limes R — oo tatsichlich

d ( 5, -
— =0 5.3.9
dt de xlo(t’x) ( )

gilt, d.h. ist das einlaufende Wellenpaket zur Zeit t; — —oo auf 1 normiert, so bleibt die Gesamtwel-
lenfunktion (die sich aufgrund der obigen Betrachtungen aus dem ungestort weiterlaufenden einfal-
lenden Wellenpaket und der Streukugelwelle additiv zusammensetzt) zu allen Zeiten auf 1 normiert.
Da sich aber ¢;, gemif} fiir sich genommen nach der freien Schrodingergleichung bewegt, gilt
(Deins | Peins ) = 1flir alle Zeiten ¢. Integrieren wir nun bzgl. t zwischen zwei Zeiten t; — —o0
und ¢, — +o0, folgt daraus

3 pliod)= | FF Waltn =12 [ PEole3
R3 R3 R3
:fH@ d33—5 {|¢ein(t1’)_c))|2+2Re[¢:in(t1’J_C))(zéaus(tl’;é)]+|¢streu(tl’9_c))|2} (5310)
= 1+JR3 d355 {|¢ein(t1’£)|2+2Re[¢:treu(t1’}?)Sbaus(tl’;c))]}

oder

f PN rent X = —2Ref PX [Pt %) Pren(t, %) (5.3.11)
R3 R3

Fiir t; — oo trigt sowohl fiir den Streuwellenanteil als auch fiir den durchlaufenden ungestreuten
Wellenanteil nur die asymptotische Region x = |X| — oo wesentlich zum Integral bei, wie wir aus
(5.2.28) und (5.2.32) entnehmen kénnen.

Wir betrachten diese Formel nun fiir r — co. Gemif} hingt in dieser Formel der Integrand auf
der rechten Seite nur ¢, vom Raumwinkel relativ zur ¢, -Richtung ab, da nur der Uberlappbereich
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5.3. Der Streuquerschnitt und das optische Theorem

zwischen dem einlaufenden Wellenpaket und der Streuwelle in Vorw'eirtsrichtung Wesentlich zum In-
tegral beitrigt und wir also fiir das gestreute Wellenpaket in (5.2.32) f; (¢,) = f;.(¢, ) setzen diirfen.

Daher berechnen wir zunichst fiir X = rEp_,
1

R & (p)expliE;e)- J Qexp(—irp -2, )

em 3/2
S, ]R3 27‘[ / pl S,

&Py, o 47 .
:JRa( Ty p( p)exp(iEst )P—rsm(pr)

: (5.3.12)
~ f {exp(lpl )Rol(r + 'vit)gp,- ] —exp(—ip;x)Po[(r _’”it)gpi]}
t—::voo;iexp( 1p;7) Bl(r —v;t)e Pl]

Konzentration von <f> (f)) um p = p; verwendet. Damit ergibt sich unter Verwendung von (5.2.32) fiir

Dabei haben wir im Schritt von der 2. zur 3. Zeile wieder die oben erlduterte Niherung aufgrund der
b2
die rechte Seite von 1) schliefflich

~2Re | E [P0t )] = —2Re [27“]; @) 1¢;i[<r—vitl>2m112]

) : (5.3.13)
7 - -
= —Imf;i(epi)f dr ‘Qﬁi[(r—vitl)epi]‘
Pi 0
Auf der linken Seite von (5.3.11) erhalten wir wieder wegen (5.2.32)
2 2
J 3| et X)) :f d’0 dr &; [(r—v;1)e, ]‘ : (5.3.14)
R3 S, '

Setzen wir also (5.3.13) und (5.3.14) unter Beachtung von (5.3.5) gleich, erhalten wir das optische Theo-
rem

4 >

Otort = Imfz,i(epi), (5315)

pi
d.h. der Imaginirteil der Vorwirtsstreuamplitude entspricht bis auf den Faktor 47t/p; dem totalen
Streuquerschnitt. Wie unsere Herleitung zeigt, besagt dies nichts anderes als daff der Anteil der aus der
Vorwirtsrichtung herausgestreuten Teilchen dem entsprechend in Vorwirtrichtung fehlenden Anteil
entspricht. Freilich ist dies im Sinne der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunk-
tion zu verstehen und letztlich eine Folge der unitiren Zeitentwicklung der Wellenfunktion.

Nachdem wir nun mittels der mathematisch strengen Rechnung den Begriff des Streuquerschnitts defi-
niert haben, konnen wir uns der weit einfacheren Berechnung desselben mittels S-Matrix-Elementen
zuwenden. Dazu berechnen wir die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, daff ein mit dem Impuls p,
einlaufendes Teilchen in den asymptotische freien Endzustand mit dem Impuls ﬁf gestreut wird, also

Spi =7y |s';3i>. (5.3.16)
Mit erhalten wir
§;; = lim (;f|(3(t,_oo)

t—00

bi)- (5.3.17)
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5. Streutheorie
Auf der rechten Seite wenden wir nun (5.1.7) an:

t
S =80 —F)—i fim | du (F [V(eC(a,—o0)

5)
I3
= 8(py—py)—i lim f de, (B [V(5)C(11,0C(0,—00)| 7;)
BIZWBI29 o3y~ = - [ - -
2= 80 by — py)—i lim f de, (B |V()C(1,0)| (7))

B.19 L .
8Os — 1)

(5.3.18)
_iJ d’f1<;f exp(iH, ;) exp(—iHyt,) V(t;) exp(iHot, ) exp(—H®t))| u_(3,)
oo -
5129 IO )
B 500G, —5)—i | duesplitey— 0] (B[O 30)
=80 py— py)—2miS(E—E Pf|V| P;)>
=80 (B, —p;)—2mid(E;— l.)Tf,..
Dabei haben wir das T-Matrixelement
_{3.17l3 _{3.1lvoa |3
Tpi =(3r 1| 5:) = (3 |VO|n_G)) = (B | VO] 3:) (5.3.19)

eingefiihrt.
Offenbar reprisentiert dabei der erste Term den einlaufenden und der zweite Term den Streuanteil der
Schrédinger-Welle. Die 8-Distribution im Streuterm ergibt sich aus der Energieerhaltung.
Wellenmechanisch beschreibt dies aber den stationiren Zustand einer vor sehr langer Zeit ¢t; — —oo
eingeschalteten ebenen Welle. Dies sind natiirlich verallgemeinerte Eigenzustinde, die sich nur ,auf ei-
ne §-Distribution normieren® lassen. Um dies zu regularisieren, denken wir uns das Teilchen auf einen
endlichen Wiirfel W =[0, L]’ der Kantenlinge L eingeschrinkt. Um selbstadjungierte Impulsoperato-
ren (in der Ortsdarstellung wie im ganzen Raum R? durch v definiert) zu ermdglichen, fordern wir
periodische Randbedingungen, d.h. ¢(x +iLé;) = ¢(x) fiir # € {1,2,3}. Die normierten Impulsei-
genfunktionen sind dann
1 -
P

(X)= ﬁexp(lp X), v=IL, € ZTNZ3. (5.3.20)

2L
“

Die diskreten Impulseigenwerte sind dabei durch die periodischen Randbedingungen bestimmt. Die
Normierung ist so gewihlt, dafl

1 falls  p, = pys
0 falls p,# p,

gilt. Der Limes zum ganzen Raum R? ist dann so zu verstehen, dafl L — oo zu nehmen ist, und Summen

- o 1 ey
(P1]72)= fW daxveXP[IX(Pz—Pl)] =3855,= { (5.3.21)

tiber die diskreten Impulse durch Integrale zu ersetzen sind. In einem Impulsvolumenelement sind in

diesem Limes AN(d®p) = Vd® 5 /(27)? Impulseigenzustinde enthalten, d.h. es gilt die Ersetzungsregel

&3 v
-V AN(Pp)=d .
2 fRs a2y ANEP=drES

(5.3.22)
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Damit die Impulseigenzustinde in diesem Limes korrekt ,auf &-Distributionen normiert“ sind, mufy
man die Amplituden der Wellenfunktion bzw. Matrixelemente bzgl. Impulseigenzustinden gemif3

1 1 2n
7o = =S 6229

ersetzen. Dabei ist 7" das T-Matrixelement mit regularisierten und 7%, das mit den iiblichen R>-

fi

Impulseigenfunktionen.

Der einlaufenden ebenen Welle entspricht dann fiir endliches L dem stationiren Strom (Strom der
Wahrscheinlichkeitsdichte o = |ui;(9?)|2 =1/V!) von 1 Teilchen im Volumen

1) = _i[u;?*(z)wg)(z)— u;?(z)wg)*(z)] - % = o7, (5.3.24)

Im Streuanteil von Sy, in rithrt die energieerhaltende &-Distribution von der Integration iiber
das Zeitintervall (¢;,¢,) mit t; — —oo und ¢y — oo her, d.h. auch dieses Zeitintegral kdnnen wir
regularisieren, indem wir eine endliche Zeit ty —t; = T, also T; = —7 /2 und Ty = +T /2, annehmen
und am Ende der Rechnung den 7" — oo bilden. Da in diesem Limes Randbedingungen keine Rolle
spielen, nehmen wir auch hier periodische Randbedingungen an, d.h. wir setzen E;,E; € 27/T)Z.
Dann folgt

/2
T8Ef,Ei:JT/2dtexp[1t(Ef— )]T—>27'c8(Ef E)= JRdtexp[it(Ef—Ei)], (5.3.25)

d.h. wir miissen den undefinierten Ausdruck “[278(Ef — E; NP in S fi |? im regularisierten Ausdruck
durch 728 2f =728 £, ersetzen.

Das bedeutet, dafl im besagten Zeitintervall (—7'/2, T /2) der Linge T in einem Impulsvolumen d’ p,
um den Impuls p,

AN, =d f’T |T28Ef, (5.3.26)

streu

Teilchen am Detektor einlaufen.
Entsprechend ist definitionsgemifl der differentielle Streuquerschnitt (mit AN(d’p)= als Anzahl
der Impulszustinde im Impulsvolumen d* » )

_ A]\[streu |4 (L) 22
dU—Tein AN(d pf)T | fi | T SEf’Ei
~ V2 ( m)°

-~ (27

2

Um die Beziehung zwischen (5.3.27) und (5.3.5) zu finden, miissen wir nur die energieerhaltende 8-
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Distribution in li ausintegrieren. Unter Beachtung, daf§ d° py=dp,dQ pj% ist, folgt

do =dQ

27)* e
( A) |Tfi|2L dePfré\(Ef—Ei)

v

2 2
(271_)4 zfoo 5 Pf pi
=dQ T, dp p2d
| 75| ) Prpy 24

7;

(5.3.28)
(2m)*
v

=dQ

= %
7 iIZJ dpppj—=8(pr—1pi)
c i) TR, y !
b33 -
= dn(r) 2T, P Eaqlf, @, )P
Der Zusammenhang zwischen T-Matrixelement und Streuamplitude ist also durch
13, P = @n)* | Ty, (5.3.29)

gegeben.

5.4 Storungsrechung fiir die S-Matrix

Gewohnlich 1aft sich die S- bzw. die T-Matrix nicht in geschlossener analytischer Form losen. Eine
Niherungsmethode ist die Storungsrechnung, die eine Entwicklung nach Potenzen des Potentials,
also einer Kopplungskonstanten (wie z.B. g im Yukawa-Potential (5.1.10). Die Herleitung erfolgt am
einfachsten im Schrédinger-Bild, da hier die Zeitentwicklungsoperatoren fiir Observablenoperatoren
und die die einfache Form

A® =1, CO,t") = exp[—iHO)(t —1')] (5.4.1)

annehmen. Den Streuoperator hatten wir gemif3 (5.1.18) im Wechselwirkungsbild definiert. Allerdings
1ifit sich C(¢,¢) mittels auch einfach im Schrédinger-Bild ausdriicken:

C(t,t") = exp[iHy(t —t’)]exp[—iH®) (£ — t')]. (5.4.2)

Der Streuoperator kann auch gemif$ (5.1.21) mit den Megller-Operatoren (5.1.20) ausgedriickt werden.
Wir wollen nun die S-Matrixelemente in der Impulsdarstellung ausrechnen, d.h.

Spi=(py |s

mit den in- und out-Impulszustinden

By = (30l ) = (B (3 (5.43)

)ui(j;)) =Q, |j;). (5.4.4)

Wir berechnen das Skalarprodukt (5.4.3) zunichst mit Hilfe der regularisierten Form der in- und out-
Zustinde. Gemif} (5.2.6) gilt

S0\ S\ g in o\ e -
lu_(p)) = ,}L%L ’”—,v(f’ )> - ,}L%L m )= ﬁlggg 117G er,n(E,)|P) (5.4.5)
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5.4. Storungsrechung fir die S-Matrix

Dabei haben wir den regularisierten retardierten Green-Operator

G, (w)= ; f dt exp[it(cw +i7)0(t)exp(—iH®)t) (5.4.6)
7 w—HO® +ip
eingefiihrt. Es ist also
da) . 1
— = 5.4.7
(=00 exp(HN = [ S2i6,4(0) mit Gul@)=—— ot (547

Auf genau analoge Weise erhalten wir fiir den out-Zustand

TN in -\ R
{%-i—(p))_ EP—H(S)—U? |P>— lnGava,n(Ep)|p>’ (548)

wobei der regularisierte avancierte Green-Operator durch

—iG,,,  (w)= J dt exp[it(w —in)]O(—t)exp(—iHO t) = ———— (5.4.9)
7 R w—HO® — 17
dw 1
@( )CXP(—IH J 1Gava(a))exp(—1a)t) mit Gava((l)) = m (5410)

definiert ist.

Die retardierten und avancierten Propagatoren treten hierbei aus folgenden Griinden auf: der in-Zu-
stand |14_(Z7)> (| +(Z))>) gerade der Zustand bei ¢t = 0 ist, der sich aus dem Anfangszustand p fiir
t; — —oo aus der exakten Zeitentwicklung mit dem vollen Hamiltonoperator H® ergibt. Der out-
Zustand |u +(Z))> gibt hingegen den Zustand bei ¢ = 0 an, der sich fiir # — oo in den vorgegebenen
Endzustand |]3> entwickelt. Deshalb entsteht #_(p) aus der Vorwirtszeitentwicklung des Anfangs-
zustandes p bei t — —oo, was zum retardierten Propagator fiihrt, und #_ () aus der Riickwirts-
zeitentwicklung des Endzustandes  bei t — oo, was zum avancierten Propagator fiihrt.

Nun st wegen H,, |Z7> =L, |Z)> und H®) =H,+ V©)

[u_(7)) =1+ G (E)VI]|7) = 0 =1+G(E,)V®), (5.4.11)
[0 (7)) =[ 1+ GoaE,) VO] [P) = 0, =1+ G (E,)VO. (5.4.12)
Damit wird
|1(7)) = |4_(7)) +[ GaalEp) = G E,) [V 7). (5.4.13)
Gemif$ ist
Gon() = Grulo) =i | dresplit(o —HIO()+ (1)
(5.4.14)

= iJ dt exp[it(cw —H)] = 2718 (w0 —H®)
R

und somit

|y (P)) = |u_(p)) +2miS(E, —HO)VO) | ). (5.4.15)
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5. Streutheorie

Wegen (5.1.35) und (5.1.26) folgt damit

Spi = ()| n_(B) ) = 8OGp — bi) —2mi8 (Ep — E)) (B [VO | u_())- (5.4.16)
Mit der Definition des T-Operators
T(E,)|p)= VO |u_(p)) (5.4.17)

haben wir also (5.3.18) reproduziert.

Um nun die Stérungsreihe fiir 7(E,) herzuleiten, verwenden wir (5.4.11)
T(E,)[p)=VO|u_(p)) = VOp)+ VIG () VI |F). (5.4.18)

Da dies fiir alle |Z)> gilt, konnen wir den T-Operator basisunabhingig durch die Lippmann-Schwinger-
Gleichung fiir den T-Operator

T((,()) — V(S) + V(S)Gret(w)V(S) (5419)
definieren.
Gemif} ist
G l(w)=w—HY4i0" =w—Hy+i0t —V® = D () - VO. (5.4.20)
Dabei haben wir den retardierten freien Propagator
D, () : (5.4.21)
W)= ———— ST
ret w — Ho + io+

eingefithrt. Multipliziert man von links mit D () und von rechts mit G (w) ergibt sich
schliefflich die Lippmann-Schwinger-Gleichung fiir den retardierten Propagator

G (@) = D (@) + D, (0)VOG (). (5.4.22)

Diese Gleichung konnen wir nun iterativ 16sen, was auf die Born-Reihe fiir den retardierten Propagator

Gee(@) = Dy(@) 2 [ VOD () || (5.4.23)
n=0
fiihre.
Setzen wir dies in ein, finden wir die Born-Reihe fiir den 7T-Operator
T()= > [VOD, ()] V0. (5.4.24)
n=0

Daraus liest man auch die (5.4.22) entsprechende Rekursionsformel

T(w)=VO +VOD,_ ()T (w) (5.4.25)

ret

ab.
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5.4. Storungsrechung fir die S-Matrix

Die Entwicklung der Matrixelemente sowohl des Propgators als auch der 7-Matrix nach Potenzen von
V© L4}t sich nun in der Impulsdarstellung leicht bewerkstelligen. Dazu miissen wir nur die Vollstin-
digkeitsrelation fiir die Impulseigenkets nutzen. Dazu betrachten wir zunichst die Rekursionsformeln:
tiir den Propgator ist

Gret(w’ ;’ ;/) = <15 }Gret(w)| ﬁ/>

., 1 1 I, . -, (5.4.26)
=D, (w,p,p") + Jde P de P1Dre(@, P, P2) V(P2 P1)Gree s p1s p)-
Wegen (5.4.21) gilt
1
D 5,7)=(5|D i P — O] S 5.4.27
i@, 5, 8') = (P | Dy @)| ') o"E, 70" (7—7") (5.4.27)
und
V3= (3 VO] = | 45 (6 VORI
® (5.4.28)

g I S
= | el (=)= 5 V- )

Die Rekursionsformel (5.4.26) 13t sich nun auch diagrammatisch mittels Feynman-Diagrammen no-
tieren. Dazu fiihren wir die folgenden Diagrammelemente ein

1
® _)( ® — o)—Ep-i-iO+
p

._f._f. :Drct(w’lg’z_b)/)
p P’
-G (v, 7) (5.4.29)

(2711')3 V(p—7)
>/

p p

Die diagrammatische Darstellung der Dyson-Gleichung (5.4.26) ist

(5.4.30)
B - —<CB < -
p P’ p P’

>/

p P 4

Man kann die Linien physikalisch als die Propagation des Teilchens interpretieren, wobei die Zeit von
rechts nach links laufend aufgefafit wird: auf der linken Seite liuft das Teilchen mit dem Impuls 5’
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5. Streutheorie

ein und wird durch die Wechselwirkung, symbolisiert durch das Kreuz, in den Impulszustand mit Im-
puls p gestreut. Das Kreuzchen in der einfachen Linie, die den freien Propgator symbolisiert, ist als
der Einsoperator zu verstehen, denn freie Teilchen wechselwirken nicht mit irgendeinem Potential.
Daher beinhaltet diese Einfachlinie auch den Faktor 8©)(5 — p%), der die Impulserhaltung der freien
Bewegung des Teilchens bedeutet.

Die Iteration, die zur Born-Reihe fiihrt, [ifdt sich nun ebenfalls einfach diagrammatisch bewerkstelligen,
indem man mit G, , = D, beginnt und dies fiir die volle Propagatorlinie auf der rechten Seite der
Diagrammgleichung einsetzt und diese Prozedur mit den jeweils gefundenen Losungen beliebig
oft wiederholt. Der Beitrag zur n-ten Ordnung in der im Potential enthaltenen Kopplungskonstanten

ist dann offenbar

(5.4.31)

P P 2] 15%1 p

Daraus werden die Feynman-Regeln zur Berechnung der Born-Reihenelemente fiir die retardierte
Green-Funktion ersichtlich: Zur Berechnung des Beitrags n-ter Ordnung zeichne man 7 Vertizes,
also die Diagrammelemente, die gemif3 V(p,— p,)/(27)? entsprechen. Ein Vertex ist mit dem
jufleren Punkt zu verbinden, der am Ende des Diagramms mit dem auslaufenden Impuls 5 und ebenso
einer, der mit dem iufleren Punkt des einlaufenden Impulses p” verbunden ist (fiir » = 1 sind beide
duflere Beinchen mit diesem einen Vertex verbunden). Einfache Linien, die zwei Punkte verbinden,
stehen fiir den freien Propagator ohne die impulserhaltende 8-Distribution, also 1/(w — E, +107).
Uber die Impulse an den inneren Propgatorlinien p,, ..., p, ist zu integrieren.

Fiir die T-Matrixelemente ergibt sich fiir den Beitrag n-ter Ordnung in der Kopplungskonstanten (z €
N = {1,2,...} dieselben Diagramme wie in (5.4.31), wobei die beiden dufleren Beinchen wegzulassen

sind (,amputierte Diagramme®).

5.5 Beispiel: Streuung am Yukawa-Potential
5.6 Coulomb-Streuung

5.7 Partialwellenanalyse
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Kapitel 6

Galilei-Symmetrie

Die Analyse der grundlegenden physikalischen Theorien im Hinblick auf ihre Symmetrien kann in
ihrer Bedeutung fiir die moderne Physik nicht iberschitzt werden. Nicht zuletzt gestatten erst die fun-
damentalen Symmetrieprinzipien eine mathematisch konsistente physikalische Begriindung der Ob-
servablenalgebra, insbesondere der Kommutatorrelationen zwischen den Observablenoperatoren,
der Quantentheorie. In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit den Symmetrien des Galilei-Newton-
schen Raum-Zeit-Kontinuums und wie diese im Rahmen der Quantentheorie formuliert werden kon-
nen. Dabei ergeben sich interessante Folgerungen, die zum Teil iiber die heuristische Quantisierung
klassischer Observablen hinausgehen, wie wir sie in QM I verwendet haben, um zu einer quanten-
theoretischen Beschreibung von Teilchen zu gelangen. Insbesondere wird sich die Existenz einer in der
klassischen Physik der Punktteilchen unbekannten Form des Drehimpulses, nimlich des Spins von
Teilchen ergeben.

6.1 Das Wigner-Theorem

In Analogie dazu miissen wir nun zunichst die Transformationen bestimmen, die die Forderung der
Kovarianz des quantentheoretischen Formalismusses erfiillen. Wir sprechen der Kiirze halber von ei-
nem quantenmechanischen Isomorphismus. Aus der allgemeinen Struktur der Quantentheorie (vgl.
Abschnitt[2.1) folgt, dafl ein quantentheoretischer Isomorphismus einfach ein Isomorphismus des zum
separablen Hilbertraum gehorigen projektiven Raum ist, d.h.

Ein quantenmechanischer Isomorphismus ist eine invertierbare Abbildung des projektiven Raums in
sich: § : [] — [ ], tur die folgendes gilt:

Sei |} € A beliebig. Dann wihlen wir }¢/> so, dafl durch S([|¢)]) = [’¢’>] Dann gilt stets

VIl LU €[] (1] da) | = |<¢/1 { ¢£>| (6.1.1)

Es ist klar, daf} ein Isomorphismus des Strahlraums sich gerade dadurch auszeichnet, dafl sich die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten unter dem Isomorphismus nicht indern. Umgekehrt hingen die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten nicht von der Normierung der Reprisentanten ab, so dafl diese 0.B.d.A. zu 1
angenommen werden kann, d.h. die obige Forderung ist notwendig und hinreichend fiir einen quan-
tenmechanischen Isomorphismus.

Die dynamische Beschreibung quantenmechanischer Systeme ist aber im Hilbertraum selbst und nicht
im projektiven Raum formuliert, d.h. wir miissen untersuchen, welche allgemeine Form ein quanten-
mechanischer Isomorphismus im Hilbertraum besitzt. Es ist klar, daff ein Hilbertraumautomorphis-
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6. Galilei-Symmetrie

mus, also eine unitire Abbildung in kanonischer Weise einen quantenmechanischen Isomorphismus
induziert. Im folgenden zeigen wir, daf$ es umgekehrt moglich ist, durch geeignete Wahl von Reprisen-
tanten, den quantenmechanischen Isomorphismus zu einer unitiren oder antiunitiren Abbildung des
Hilbertraums in sich zu liften, das Wigner-Theorem:

Durch geeignete Wahl der Phasen von |¢) und |¢’> 143t sich die Abbildung S zu einer Abbildung
U : A — S des Hilbertraums in sich liften. Dabei ist entweder

Vi), |ﬁ>e%-u,xec (ule) + A1B)) = |y + A|5'),

Vi) 1) €.+ (2l B) = (| B') O

oder

Vi), |,6>e%-y,Aec (ula)+A1B)) = u ')+ 27| B),
Via),|8) e (a| B)=(B'|a")=(|B')"-

Im Fall I) ist die Abbildung Uy unitir, im zweiten Falle antiunitir. Dabei ist ein antiunitdrer Operator
durch die in (I) angegebenen Eigenschaften definiert.

Wir beweisen nun das Theorem. Dazu sei die durch die Abbildung § induzierte Abbildung in 5 zu-
nichst durch die Minimalforderung S([|¢)]) =[ |4’ > ], aber ansonsten beliebig erklirt.

(I

Sei {|a,,)},,en ein VONS (Abkiirzung fiir vollstindiges Orthonormalsystem) von . Wir zeigen jetzt,
daff man die von § geliftete Abbildung durch geeignete Phasenwahl der |a;> so festlegen kann, daf}
auch diese Vektoren ein VONS bilden. Zunichst zeigen wir die Vollstandigkeit. Sei |’ > ein zu allen

Vektoren |, > orthogonaler Vektor Wegen der Umbkehrbarkeit von § existiert dazu ein Vektor |¢),
so dafl S[|¢)]=1[|¢ ) Wegen (6 ist |¢) orthogonal zu allen |2,). Da diese Vektoren ein VONS
bilden, ist |¢) = 0 und folglich auch }gb >

Wegen (6.1.1) ist weiter <a; | a’m> = exp(it,,,)S,,,- Wir kdnnen nun die relativen Phasen der |a;>
willkiirlich so wihlen, daf§ alle 7, , verschwinden. Wir gehen davon aus, daf§ dies der Fall ist.

Als nichstes betrachten wir die Vektoren |¢,,) := |2;) + |2,,) und die ihnen zugeordneten Vektoren

|47,). Aus folgt sofort, dafl

ist. Da wir weiter die Phasen der |a;) so gewihlt haben, daf§ sie ein VONS bilden, gilt damit sofort:

= Sl ) e lh) = explirlal) +explin, o). 6.13)

Durch Umdefinition der Phasen der |@/,) kénnen wir erreichen, daf§

|$7,) =lay) +1a),) (6.1.4)

ist. Die |a;> bilden weiterhin ein VONS, denn die Vollstindigkeit und lineare Unabhingigkeit dieser
Vektoren durch Multiplikation derselben mit beliebigen Phasenfaktoren wird nicht zerstort. Es gilt
namlich auch nach Umdefinition der Phasenfaktoren

P EAICAESE (6.1.5)

Wendet man diese Vollstindigkeitsrelation auf |/, ) an, folgt aus der linearen Unabhingigkeit der |a7,)
sofort, dafl (! |a,) = &,,,,» also daff die |o],) weiterhin ein VONS bilden.
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6.1. Das Wigner-Theorem

Wir zeigen nun, daf} wir jetzt bereits die gewiinschten Phasenbeziehungen festgelegt haben. Sei dazu
|¢) ein beliebiger Vektor und ¢, = (,,|¢). Weiter sei 0.B.d.A. ¢; # 0. Fiir die entsprechenden transfor-
mierten Vektoren ist wegen (6.1.5):

) =2 el mit ¢, =(a,1¢). (6.1.6)

Wegen (6.1.1) und (6.1.4) gilt:

lc,| = lepls ey + ¢, = et +cl. (6.1.7)

Da wir die Phase von |¢’> beliebig wihlen diirfen, konnen wir verlangen, daf3
¢ =c (6.1.8)
ist. Dann folgt aus durch Quadrieren:
cic, +eci=cich +cpc)t (6.1.9)

Multiplikation dieser Gleichung mit ¢/, und Lésung der entstehenden quadratischen Gleichung fiir ¢/,
ergibt unter Beriicksichtigung von (6.1.7) die beiden Méglichkeiten:

P K ()
C”_{ﬁ—}c‘; 0" (6.1.10)

Wir konnen nun noch die Phase von |¢) beliebig wihlen, weil auch dies fiir die durch S induzierte
Zuordnung von Vektoren in # ohne Belang ist. Wir wihlen daher diese Phase so, daf§ ¢; reell ist.
Dann haben wir

C

; {cn im Fall (I) 6.1.11)

" et imFall (@)’

n

d.h. wir kénnen bei einem gegebenen Paar von Strahlen [|¢)] und [|¢)] = S([|¢)]) die Phasen der
Reprisentanten so wihlen, dafl die oben behaupteten Beziehungen (I) oder (II) auf die Entwicklung
bzgl. der Orthonormalbasen |2, ) und |a/,) zutreffen.

Es ist klar, daf}, wenn zwei Vektoren |¢) und |¢) beide zugleich dieselbe der Eigenschaften I)
oder (6.1.11]1I) erfiillen, auch die Behauptungen (I) und (II) fiir diese beiden Vektoren erfiillt sind.
Wir miissen also nur noch zeigen, daf in dem Fall, daf§ I oder II) fiir einen Vektor |¢) erfiillt ist,
dieselbe Beziehung auch fiir jeden anderen Vektor |¢) erfiillt sein muf3.

Nehmen wir nun an, diese Annahme sei nicht erfiillt. Sei also etwa |¢) =3 ¢,|a,,) ein Vektor, der

(6.1.11T)) und |¢) =3, d,,|2,,) einer, der (6.1.11]1I) erfiillt, wobei wir annehmen, dafl keiner der beiden

Vektoren rein reelle Koeffizienten besitzt. Dann wire ja auch die Gegenannahme gar nicht erfiillbar,
weil ein Vektor mit rein reellen Koeffizienten stets beide Beziehungen (6.1.11) erfiillt. Esist also ¢/, = c,,
und d], = d. Dann folgt aber, weil die |a/,) ein VONS bilden:

(1)1 = 1D cadnl £ (19)] (6.1.12)

Die Gleichheit des Betrages des Skalarproduktes auf der linken mit dem auf der rechten Seite dieser
Ungleichung war aber per definitionem vorausgesetzt, d.h. wenn ein Vektor in 7 (6.1.11] I bzw. II)
erfiille, trifft dies auch auf jeden anderen Vektor in S zu. Damit haben wir das Theorem von E. P.
Wigner vollstindig bewiesen.
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Bemerkung:

Jetzt betrachten wir noch einen beliebigen quantenmechanischen Isomorphismus, der stetig von einem
reellen Parameter ¢ € [0, 1] abhidngt und bei ¢ = 0 die Identitit ist. Fiir jedes ¢ € [0, 1]1df3t sich der quan-
tenmechanische Isomorphismus nach dem Wignertheorem zu einer Abbildung U(#) des Hilbertraums
€ in sich liften, und diese ist entweder unitir oder antiunitir und hingt stetig von ¢ ab.

Sei nun |¢) ein beliebiger Vektor, ¢ € C\ R und durch

U(t)e|¢) = c()U(2)]4) (6.1.13)

eine Abbildung ¢ : [0,1] — C definiert. Diese ist wegen der Stetigkeit von U stetig.

Wegen des Wigner-Theorems ist fiir alle £ € [0, 1] entweder ¢(¢) = ¢ oder ¢(¢) = ¢*. Da nach Voraus-
setzung ¢ nicht reell sein soll, mufl wegen der Stetigkeit die Funktion ¢(#) konstant sein. Da ¢(0) = ¢
wegen U(0) =1 ist, ist also U(t) stets unitdr.

6.2 Die Galileigruppe in der Newtonschen Mechanik

Die grundlegenden Annahmen der Newtonschen Mechanik lassen sich sehr anschaulich in Form von
Symmetrieprinzipien formulieren. So sagt das 1. Newtonsche Gesetz (der Trigheitssatz) aus, dafl es
spezifische Bezugssysteme gibt, in denen Teilchen, auf die keine Krifte wirken, sich stets geradlinig
gleichformig bewegen und daf$ ein Beobachter durch kein physikalisches Experiment irgendeine Form
von absoluter Geschwindigkeit feststellen kann. Die grundlegenden Naturgesetze miissen also in allen
zueinander geradlinig gleichformig bewegten Bezugssystemen gleich aussehen, d.h. die Gleichun-
gen sind invariant unter Galilei-Boosts. Seien (#,x) die Zeit und die drei Raumkomponenten eines
Punktteilchens bzgl. einer kartesischen Basis, welches zusammen mit der Festlegung irgendeines in die-
sem Bezugssystem ruhenden Koordinatenursprungs ein Inertialsystem definiert. Bewegt sich nun der
Ursprung eines anderen Inertialsystems, in dem die Zeit und Ortskoordinaten durch (¢',X) gegeben
seien, relativ zum ersten Bezugssystem mit der Geschwindigkeit @, so gilt

t'=t, X'=Xx—wt, 6.2.1)

wobei wir stillschweigend Newtons Grundannahme, daf} die Zeit unabhingig von jeglichen physikali-
schen Vorgingen in allen Inertialsystemen gleich verlduft, verwendet haben. Diese Transformationen
nennt man Galilei-Boosts.

Sie bilden mathematisch gesehen eine Gruppe mit der Hintereinanderaustithrung als Gruppenmulti-
plikation. Fiihren wir nimlich einen weiteren Boost zu einem dritten Inertialsystem (¢”,X”), welches
sich gegen das Inertialsystem (¢, ) mit der Geschwindigkeit @, bewegt, aus, erhalten wir zusammen

mit

t"=t'=t, ¥=X"—@,t'=X—(0,+@)t. (6.2.2)
Die Gesamttransformation, die direkt von den Gréflen im Inertialsystem (¢,X) zum System (¢”,x")
fithre, ist also ihrerseits durch einen Galileiboost gegeben, und zwar dem mit der Geschwindigkeit
Wy = W, + W,. Schreiben wir den Galilei-Boost mit Geschwindigkeit @ formal als Matrix-Vektormul-
tiplikation in der Form

, (6.2.3)
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6.2. Die Galileigruppe in der Newtonschen Mechanik

ergibt sich diese Hintereinanderausfithrung durch die Matrizenmultiplikationsregel
B(@z)B("Bl) :B(@l +‘Zzz) :B(‘ZBOB(@Q) (6.2.4)

Es ist weiter klar, da} B(w = 0) = 1, das neutrale Element der Gruppe und B(—@) das zu B(w)
inverse Element ist. Da weiter wegen diese Boost-Matrizen kommutieren, nennt man diese
Galilei-Boost-Gruppe eine Abelsche Gruppe.

Dies sind freilich noch nicht alle Symmetrien der Galilei-Newtonschen Raumzeit. Es wird weiter vor-
ausgesetzt, dafl die Naturgesetze sich nicht mit der Zeit dndern. Es kann also auch kein absoluter Zeit-
punkt gegeniiber irgendeinem anderen Zeitpunkt ausgezeichnet sein. Auflerdem gehen wir davon aus,
daf} die Naturgesetze auch an jedem Ort die gleichen sind. Die Naturgesetze miissen also auch unter
Raum-Zeit-Translationen invariant sein, d.h. andern wir den Ursprung der Zeitrechnung und den
Koordinatenursprung um irgendwelche konstanten Werte, also

Vet ¥ =¥ T(a,z)[<i>]:<““> 6.2.5)

— -
X—a

diirfen sich die Bewegungsgleichungen eines Systems von Punktteilchen nicht andern. Es ist klar, daf§
auch diese Transformationen, die wir mit 7(a,a) bezeichnen wollen, untereinander eine Abelsche
Gruppe bilden, denn es gilt offenbar

Ebenso bilden die Transformationen, die sich aus beliebigen Hintereinanderaustithrungen von Galilei-
Boosts und Raum-Zeit-Translationen erzeugen lifit, eine Gruppe, allerdings keine Abelsche (Ubung).
Schliefflich wird fiir jeden (inertialen) Beobachter der Raum als euklidisch angenommen, so daf} auch
keine Wahl irgendeines kartesischen Basissystems gegentiber einem anderen ausgezeichnet ist, d.h. auch
die Orientierung des Bezugssystems ist durch kein physikalisches Phinomen absolut bestimmt. Dem-
nach miissen die Naturgesetze auch unter raiumlichen Drehungen invariant sein:

t'=t, x¥'= ]Ai(c;;)?c. 6.2.7)

Dabei ist gg ein Vektor, dessen Richtung 7 = g; /¢ mit  =0< |q§| < 7 die Richtung der Drehachse
und dessen Betrag ¢» den Drehwinkel im Sinne der Rechte-Handregel angibt. Um diese Drehung soll die
Basis des Bezugssystems (t/,x ) gegen die des Bezugssystems (¢, X ) verdreht sein. Konkret erhilt man die
Wirkung der Drehung auf die Komponenten des Ortsvektors wie folgt: Die Projektion auf die Richtung
der Drehachse X, = 7i(7 - X) bleibt ungedndert, wihrend der dazu senkrechte Anteil X ; =7 x X und

X) = (7 xX)xn=Xx—x um den Winkel ¢ gedreht wird. Die Einheitsvektoren &; = %, /[x|,

Zz = n X x/|n x X| und 7 bilden offenbar ein rechtshindiges kartesisches Basissystem, und folglich
lautet die Drehung

A =

X' =R(p)X =7(7-X)+cosd(nn x X) x i —sind 7 X X. (6.2.8)

Es ist klar, daff auch die Drehungen eine Gruppe bilden. Es ist die Gruppe der reellen speziellen or-
thogonalen 3x3-Matrizen SO(3). Dies sind die reellen 3 x 3-Matrizen, fiir die

A A

RR"=1, und detR=1 6.2.9)

157



6. Galilei-Symmetrie

gilt. Das inverse Element zu ]%(q;) ist offenbar f?(—q;), und das neutrale Element der Gruppe ist ]%(O) =
1. Da Drehungen um verschieden gerichtete Drehachsen nicht kommutieren, ist hier auf die Reihen-
folge der Drehungen zu achten.

Es ist bequem, die Drehungen und die Boosts in eine 4 X 4-Matrix

r(zz,fz)::< L ;) mit R eSO(3) (6.2.10)

—w

zusammenzufassen. Fiir R # 15 entspricht dies der Hintereinanderausfiihrung einer Drehung gefolgt
von einem Galileiboost mit Geschwindigkeit @. Hierbei ist auf die Rethenfolge der Operationen zu
achten, denn die Drehungen und die Boosts bilden zwar eine Gruppe, aber Drehungen und Boosts
vertauschen i.a. nicht miteinander! Die Matrizen bilden die Boost-Dreh-Gruppe, denn die

Hintereinanderausfithrung zweier solcher Transformationen ergibt

o A LA 1 0 R A, A A
r<w2’R2)r(wl>R1) = <_(@2 +jé2721) k2é1> = r(wz +R2w15R2R1)' (6.2.11)

Man bezeichnet diese Symmetriegruppe der Galilei-Newtonschen Raum-Zeit auch als homogene Ga-
lilei-Gruppe, denn sie ist eine lineare Abbildung des Raum-Zeit-Vektors (¢, X). Nehmen wir auch noch
die Raum-Zeit-Translationen hinzu, indem wir die Wirkung einer solchen aus Boosts, Translationen
und Drehungen kombinierten Transformation auf die Raum-Zeit-Vektoren durch

r(@,a,z,é)[@)] - <D£t—_@i—z> (6.2.12)

definieren, haben wir schliefilich die volle Galilei-Gruppe konstruiert. Fiir die Hintereinanderausfiih-
rung zweier solcher Transformationen ergibt sich

L(,, yrdp, Ry)D(@y, 1,3y, Ry) = TR,y + By, 0 + @, Rody +dy — By RyR,). (6.2.13)
Die inverse Transformation zu I'(%, @, 4, R) folgt aus der Forderung
I(@',a,d',R\[(%,a,d,R) =T(0,0,0,1,). (6.2.14)
Mit der Gruppenmultiplikationsregel folgt daraus das Gleichungssystem
Ré+%'=0, a+a'=0, Ri+di'—@'a=0, RR=1_13. (6.2.15)
Dies lifit sich leicht nach den gesuchten Parametern auflésen (Ubung!), so daf sich schliefllich
I Y®,a,4,R) =T(—R'@,—a,—R (@ +Ba),D) (6.2.16)
ergibt.
Wir kénnen im folgenden die einzelnen Untergruppen der volle Galileigruppe getrennt behandeln, wie

bereits oben geschehen, denn sie ergab sich ja durch Zusammensetzung aus Galileiboosts, raum-zeit-
lichen Translationen und riumlichen Drehungen. In der obigen Konvention gilt

(@, a,4,R) = T(2,@)B(%)R (6.2.17)
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6.2. Die Galileigruppe in der Newtonschen Mechanik

Es ergibt sich eine erhebliche Vereinfachung der Analyse von solchen kontinuierlichen Symmetrien,
wenn man zunichst infinitesimale Transformationen betrachtet, also solche Transformationen fiir
sehr kleine Abweichungen vom Gruppeneinheitselement. Im vorliegenden Fall der Galileigruppe wird
dies dadurch erleichtert, dafd die Transformationen offensichtlich differenzierbar nach den Parametern

@, a, 4 und q; in der Parametrisierung der Drehmatrix D gemif} li Solche Gruppen nennt man
Lie-Grupperﬂ
Wihrend sich fiir die Translationen und Boosts zunichst keine erhebliche Vereinfachung zu ergeben
scheint, fiihrt eine Entwicklung von cos und sin in (6.2.8) nach einem infinitesimalen Drehwinkel & ¢
zu

X =X4+8%=n(i %)+ xX)xn1—8Pn xT=%—8P x X+ O(SH?). (6.2.18)

Fiir die infinitesimale Anderung des Ortsvektors aufgrund der infinitesimalen Drehung ergibt sich also
SFi=—8¢xi+0(54). (6.2.19)

Man rechnet auch leicht nach (Ubung!), dafl die Hintereinanderausfiihrung zweier solcher infinitesima-
ler Drehungen sich zu

R(SP)R(SP)ZF=F—(8d,+8¢,) x T+ O(S P2, 8 p). (6.2.20)
ergibt.
Man kann nun die infinitesimalen Transformationen offenbar wieder als Matrizen schreiben. Fiir die
Komponenten des Vektors ergibt sich aufgrund der Definition des Vektorprodukts ja

8T =—8xF=C(—e; ;0. (6.2.21)
Definieren wir nun drei Matrizen J j durc}ﬂ
i(3;)ik = —€ijp> (6.2.22)
konnen wir fiir (6.2.21) auch
IxX =18 ;(J;)ipxp =1 Sgb J (6.2.23)

schreiben. Die infinitesimalen Matrizen & 919 -3 bilden nun offenbar einen Vektorraum, wobei die Hin-
tereinanderausfithrung zweier infinitesimaler Drehungen sich gemiaf3 als die Summe der ent-
sprechenden Matrizen ergibt. In diesem Sinne bilden die drei durch definierten Matrizen J;
eine Basis fiir die infinitesimalen Drehungen.

Mit Matrizen konnen wir aber noch weitere Operationen ausfiihren, nimlich die Matrizenmultipli-
kation. Die Multiplikation zweier J-Matrizen fiithrt aber 1.a. aus dem Vektorraum der infinitesimalen
Drehungen heraus (Ubung). Es stellt sich allerdings heraus, daf§ in solchen Fillen stets der Kommutator
zweier infinitesimaler Drehungen wieder eine infinitesimale Drehung ergibt. Freilich miissen wir dazu
die infinitesimalen Drehungen in hoherer als linearer Ordnung in den Drehvektoren & gg entwickeln.
Es gilt namlich offenbar

[ 3952 R(3¢ ] (L3418 ¢1;3;)(L3 +18 $ppdp) — (L3 +18 hpp Jp L3 +18 ¢ y;3;)
:_3¢1]8¢2]|: ]"jk]_18¢31‘”

'Sophus Lie (1842-1899), norwegischer Mathematiker
*Die Vorzeichenwahl der J ist willkiirlich. Wir wihlen die Bezeichnungen dieser infinitesimalen Generatoren sowie die

(6.2.24)

Vorzeichen bereits hier so, wie es spiter auch in der Quantentheorie der tiblichen Konvention entspricht.
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6. Galilei-Symmetrie

Wir miissen also zeigen, dafl es Zahlen f,; gibt, so dafl
[Ja’:jb] =1 cabsc (6.2.25)

gilt. Dazu berechnen wir den Kommutator aufgrund der Definition (6.2.23), indem wir die Matrizen
in Komponenten ausschreiben
(3311 =—(€ajn€per —€pjk€ars) = (8401 — S4;04)
. 6.2.26)
=1 mb(dc)jl :f;abgjcl = _fmbfcjl'

Daraus ergibt sich
[3a’3b] = i‘,}cfcab mit f;ab = €cab- (6227)

Die Kommutatoren zweier beliebiger infinitesimaler Rotationen lassen sich also wieder durch solche
infinitesimalen Rotationen schreiben, d.h. der Vektorraum ist abgeschlossen unter der Kommutator-
operation. Bezeichnen wir nun mit Frakturbuchstaben a = Z - £ eine beliebige solche infinitesimale
Transformation, so gilt fiir irgendwelche drei solcher Elemente die Jacobi-Identitit

[[a,6],¢]+[[b,c],a]+[[c,a],b]=0. (6.2.28)

Man bezeichnet einen Vektorraum £, auf dem ein antisymmetrisches Produkt [-,-]: £ — £, welches
tir irgendwelche drei Elemente a,b,¢ € £ die Jacobi-Identitit erfiillt, als Lie-Algebra. Eine
Lie-Algebra ist im wesentlichen durch ihre Strukturkonstanten bzgl. irgendeiner Basis definiert.

Wir kénnen nun umgekehrt aus den infinitesimalen Drehungen wieder endliche Drehungen gewinnen,
indem wir nur hinreichend oft eine infinitesimale Drehung ausfithren. Betrachten wir dazu zunichst
Drehungen um eine feste Achse, die durch den Einheitsvektor 7 vorgegeben ist. Fiir zwei Drehungen
um eine vorgegebene feste Achse gilt nimlich

R(¢,7)R(¢,7) = R[(¢, + b,)ii ). (6.2.29)

Dies zeigt man unmittelbar durch Hintereinanderausfithrung der beiden Drehungen gemif3 und
Anwendung der Additionstheoreme fiir Cosinus und Sinus. Offenbar bilden also Drehungen um eine
feste Achse eine Abelsche einparametrige Untergruppe, wobei sich die Parameter (in unserem Falle die
Drehwinkel ¢, und ¢,) bei einer Hintereinanderausfithrung addieren. Man nennt eine solche Unter-
gruppe einer Lie-Gruppe auch kurz eine Einparametergruppe.

Nun konnen wir aber wegen (6.2.30) offenbar

R(pn)= [fz <%ﬁ>r mit NeN (6.2.30)

schreiben. Fiir N > 1 konnen wir die Drehung in den eckigen Klammern durch eine infinitesimale
Drehung approximieren, wobei wir nur Glieder bis zur Ordnung ¢ /N mitnehmen miissen, d.h. es gilt

N
]Ai(gbﬁ):]\}i_r)r;o[h—i-iﬁ-ﬁ%] = exp(i¢7 - J). (6.2.31)

Man kann durch direkte Rechnung tiber die Reithenentwicklung der rechts stehenden Matrix-Exponen-
tial-Abbildung zeigen, daf} diese Uberlegung tatsichlich richtig ist.
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6.3. Hamiltonsche kanonische Mechanik

Eine andere Herleitung desselben Ergebnisses erhilt man, indem man zunichst die Drehungen in eine
feste Richtung 7 nach dem Drehwinkel ableitet. Wegen (6.2.29) gilt nimlich

. Dl(¢+A¢)i1—R($7) R(A$#)—1
dé Rigi) = Am, A¢ = Rg7) AI;SmOA—gS}

AGiF-J + ﬁ(A¢2)]§(¢ﬁ) =i7t -3 R(¢7).

(6.2.32)

=i
Aclﬁrgo A

Liest man dies als Differentialgleichung fiir ]%(gﬁﬁ ) und berticksichtigt die Anfangsbedingung IAQ(O) =15,
erhilt man wieder (6.2.31). Man erhilt also die Einparameteruntergruppen einer durch Matrizenabbil-
dung realisierten Liegruppe aus deren Liealgebra durch die Matrix-Exponential-Abbildung. Man nennt
daher die Lie-Algebra Elemente a € £ auch die ,infinitesimalen Erzeugenden® der entsprechenden
Gruppenoperationen.

Bemerkung: Fiir die Drehgruppe haben wir eben gesehen, dafy man iiberhaupt die ganze Gruppe durch
die Matrix-Exponential-Abbildung aus Lie-Algebra-Elementen zuriickgewinnen kann. Dies ist bei all-
gemeineren Liegruppen nicht mehr unbedingt der Fall.

6.3 Hamiltonsche kanonische Mechanik

In diesem Kapitel erinnern wir in aller Kiirze an die Formulierung der klassischen Mechanik von Punkt-
teilchen mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung in seiner Hamiltonschen (er-
weiterten) Form.

Die Wirkung fiir einen Massenpunkt wird zunichst tiber die Lagrange-Funktion (X, %, t) als Funk-
tional der Trajektorien im Konfigurationsraum definiert:

) .
:J dt L(x,%,1). 6.3.1)
1

Die von dem Teilchen tatsichlich durchlaufene Trajektorie ergibt sich aus dem Prinzip der kleinsten
Wirkung, demzufolge das Wirkungsfunktional entlang dieser Trajektorie extremal (bzw. zumindest
stationir) sein muf, wobei die Endpunkte der Bahn zu den Zeitpunkten ¢, und ¢, festzuhalten sind:

SA[X]=0 unter der Nebenbedingung &8%(z,) = 8%(z,) =0. (6.3.2)

Fiihrt man die Variation aus, erhilt man

7]
aA:f dt [sxﬂwxiax] (6.3.3)
f1 ax d

Da beim Hamiltonschen Prinzip die Zeit nicht variiert wird, gilt & X= d/dz(8X), und durch partielle
Integration folgt unter den Randbedingungen in (6.3.2)

JL dJdL
— —__—_~~|=o. 6.3.
SA L dr 8x|:8x i ax] (6.3.4)

Da wir nun fiir 8 X beliebige hinreichend glatte Funktionen einsetzen diirfen, folgt aus dem Verschwin-
den der Variation des Wirkungsfunktionals wegen (6.3.4) das Verschwinden der eckigen Klammer unter
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6. Galilei-Symmetrie

dem Integral und also die Euler-Lagrange-Gleichungen

JdL  dJL
-l (6.3.5)
dx dt g%
Setzen wir fiir ein Newtonsches Punktteilchen unter dem Einfluf} eines dufleren Potentials die La-
grange-Funktion

L(x,x,t):%?cz—\/(t,z). (6.3.6)
an, ergeben die Euler-Lagrange-Gleichungen in der Tat die Newtonsche Bewegungsgleichung
m?é:—a—‘f =F. 6.3.7)
ax

Fiir das folgende ist allerdings die Hamiltonsche Formulierung im Phasenraum zweckmifliger. Dazu
definieren wir die zu den Konfigurationsvariablen X gehorigen kanonisch konjugierten Impulse

. dL
P==z

== 6.3.8)
ax
und die Hamilton-Funktion als Legendre-Transformierte der Lagrangefunktion bzgl. p:

Dabei sind in der Lagrangefunktion die Geschwindigkeiten x durch die kanonischen Impulse p auszu-
driicken. Die Wirkung wird dann zu einem Funktional fiir Phasenraumtrajektorien [%(2), p(¢)],

2] .
A[z,;]:f de [p-X—H(X, p,t)]. (6.3.10)

t

Das erweiterte Hamiltonsche Prinzip besagt dann, dafl sich die tatsichlich durchlaufene Phasenraum-
trajektorie des Teilchens aus der Stationaritit unter unabhingigen Variationen 8%, 8 p mit den Rand-
bedingungen 8%(¢;) = 8%(t,) = 0 ergibf]

Fiihren wir die Variation aus, ergeben sich die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen (Ubung!)

JH

JH =
p_—ﬁ. (6.3.11)

p’

X=

Daf} diese in der Tat zu den Euler-Lagrange-Gleichungen dquivalent sind, ergibt sich direkt durch Bil-
dung des totalen Differentials von (6.3.9):

- 5 - dL L .. dH . JH JH
dH_dp-x—dx-ﬁ—dtZ—dp- 73 +dx - EF +dt P (6.3.12)

Dabei haben wir von der Definition der kanonisch konugierten Impulse (6.3.8) Gebrauch gemacht. Ein
Vergleich der Differentiale ergibt

35 o (6.3.13)

SBemerkung: Die 8 p werden frei variiert, ohne spezielle Randbedingungen zu verlangen!
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6.4. Kanonische Transformationen

Die erste Gleichung ist identisch mit der ersten Hamiltonschen Gleichung in (6.3.11). Gelten dann
tiir die Trajektorie die Lagrangegleichungen folgt zusammen mit auch die zweite Hamiltonsche
Gleichung.

Der Vorteil der Hamiltonschen Formulierung liegt im Zusammenhang mit den Symmetriebetrach-
tungen und schliellich der Analogie zur Quantentheorie in folgender Beobachtung. Betrachten wir
eine beliebige Funktion f : Q — R, wobei Q den durch (X, ) parametrisierten sechsdimensionalen
Phasenraum bezeichnet, so folgt fiir Trajektorien, die den Hamiltonschen kanonischen Gleichungen

geniigen,
d .. - 5’f 3 af émé’f 3H af 8H
— = = ———= -—={f,H} . 6.3.14
Dabei definieren wir die Poisson-Klammer fiir zwei beliebige Phasenraumfunktionen f,g : @ —» R
durch
of dg _df g
9 28 2/ .28 6.3.15
Uoghw =37 3p dp 9% (6319

Es ist nun entscheidend, daf} die Phasenraumfunktionen mit der Poisson-Klammer eine Lie-Algebra
bilden. Es ist offensichtlich, daf} die Poisson-Klammer linear in beiden Argumenten ist und daf sie
antisymmetrisch ist, d.h. daf}

8t =—18/ I (6.3.16)

gilt. Auch der Nachweis der Jacobiidentitit

{{f,g}pb,h}Pb + {{g,h}pb,f}Pb +{{h.fop g}pb =0 (6.3.17)

ist durch Nachrechnen unter Verwendung der Definition (6.3.15) zu fithren, wenngleich dies mit etwas
Schreibarbeit verbunden ist (Ubung?).

6.4 Kanonische Transformationen

Die kanonischen Transformationen sind umkehrbar eindeutige Funktionen R x 2 — Q
=3%(t,X,P), p=p(tX,P), 6.4.1)
die die Eigenschaft haben, daf§ sie die Sturktur der Hamiltonschen kanonischen Gleichungen (6.3.13) in-

variant lassen. Um diese Eigenschaft genauer zu charakterisieren und die Form des Hamilton- Operators

in den neuen Koordinaten H'(¢,X,P) zu erhalten, ist es am bequemsten, die Invarianz der Variation
der Wirkung zu verlangen. Dazu muf§ in

N R 2] K. N = -
I[X,P]—1I[%,3]= f dt [X P—H(t,X,P)—%-7 +H(t,x,p)} (6.4.2)
4
der Integrand in der eckigen Klammer offenbar die totale Zeitableitung einer Funktion von X(¢) und
X (t) (sowie evtl. explizit von t) allein sein, weil nur dann die Variation aufgrund der Nebenbedingun-

gen 8q(t;) =8 Q(t;) = 8q(t,) = 8 Q(t,) = 0 identisch verschwindet, d.h. es muf} gelten

X-P—H'(t,X,P)—% ;+H(t,£,;’;):—dilt (t,%,X)
——[é-i+f-i+i]f(z %,X) o4
- EF ax dt]) T
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Dabei bezieht sich die partielle Zeitableitung allein auf die explizite Zeitabhingigkeit von f. Durch
Vergleich der Koeffizienten vor X und ¥ finden wir schlieflich

]3:——_) t,?_é,)_(),

E ( )

- a .z

P =+—=1f(t,%,X), (6.4.4)
Ix

}ﬂgiﬂ:Hmffﬂé%@jj)

Gibt man also umgekehrt irgendeine beliebige Funktion f(%,X,t) vor, so kann man sich vermdge
die fehlenden Variablen P und p sowie die auf die neuen Phasenraumkoordinaten X, P trans-
formierte Hamiltonfunktion verschaffen, so dafy die Bewegungsgleichungen in den neuen Koordina-
ten und mit der neuen Hamiltonfunktion wieder durch die kanonischen Hamiltonschen Gleichungen
gegeben sind. Solche Transformationen nennen wir kanonische Transformationen, weil sie den ka-
nonischen Hamiltonformalismus forminvariant lassen. Man nennt die Funktion f in in diesem
Zusammenhang auch die Erzeugende der kanonischen Transformation.

Man kann sich freilich durch direktes Nachrechnen der Ableitungen vermoge der Kettenregel auch
direkt davon iiberzeugen, daf§ durch die Wahl der alten und neuen Koordinaten vermége (6.4.4) tat-
sichlich die kanonischen Gleichungen in den neuen und alten Variablen dquivalent sind (Ubung!).

Es ist klar, daf§ wir die Symmetrietransformationen der Galileigruppe innerhalb der Hamiltonschen
Formulierung der kanonsichen Mechanik durch solche kanonischen Transformationen darstellen miis-
sen. Wie wir gleich sehen werden, ist es fiir diesen Zweck giinstiger, die erzeugende Funktion durch eine
willkiirlich vorgegebene Funktion der Form g(%, P, t ) festzulegen. Damit das totale Differential von f
wieder nur von d% und dX abhingt, miissen wir eine Legendre-Transformation der Gestalt

fGX,t)=g(®P,t)—X -P (6.4.5)

durchfiihren. In der Tat ergibt sich dann

0 28 3. [nd sd .3 L

Verwendet man auf der linken Seite die Beziehungen (6.4.4) und vergleicht die Koeffizienten der Dif-
ferentiale mit denen auf der rechten Seite, erhalten wir

I R
X = — X,P,t ,
apr ( )
- d L=
p — g(x,P’t)’ (6.4.7)

6.5 Das Noether-Theorem (klassisch)

Wir wollen nun die im vorigen Abschnitt entwickelte Theorie der kanonischen Transformationen auf
Symmetrien anwenden. Fiir das folgende geniigt es, infinitesimale Symmetrietransformationen zu
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6.5. Das Noether-Theorem (klassisch)

betrachten. Wir untersuchen infinitesimale Anderungen der Phasenraumvariablen und beriicksichtigen
zugleich eine Umparametrisierung der Zeit:

X=%+8% DP=p+8p, t'=t+dt. (6.5.1)

Damit die Transformation bzgl. der Phasenraumvariablen eine kanonische Transformation ist, stel-
len wir sie mit einer kanonischen Transformation dar. Wir setzen weiter voraus, die Transformation
sei durch eine Einparametergruppe gegeben wie Abschnitt[6.2] beschrieben. Den entsprechenden Para-
meter nennen wir @. Eine infinitesimale Transformation kann dann offenbar durch eine erzeugende
Funktion der Gestalt _ _ _

g(X,P,t)=%-P+38aG(X,P,t) (6.5.2)

beschrieben werden. In der Tat folgt zunichst aus (6.4.7)

)2:§+3aiG(§,ﬁ,t). (6.5.3)
P

Wir berticksichtigen nun nur Terme in erster Ordnung in 8 @, so dafl wir im zweiten Term fiir P auch
7 einsetzen konnen, d.h. es ist

= a
X=—g=%+8a—=G(&,5,t)+ 0(82>). (6.5.4)
= 556,50+ 0(0)
Fiir die kanonischen Impulse finden wir gemif3 (6.4.7)
- 9 = 8 - = 2
p===g=P+8a=—=G(X,p,t)+ 0(Sa"). (6.5.5)
ax ax

Bis auf Groflen der Ordnung 0(8 a?) ist also
“_G(%,3,0). 6.5.6)

Eine infinitesimale Symmetrietransformation liegt nun definitionsgemifd genau dann vor, wenn

. . a
- 2 = ~Z |H= 5.7
SH [Sx 3£+8p 8;+3tat]H 0 (6.5.7)

ist. Setzen wir darin (6.5.4) und (6.5.6) ein, finden wir

JH JdG JH QG] s JH

SH:Sa[f-f—T'f + tﬁzo- (6.5.8)

Dies konnen wir definitionsgemif durch die Poissonklammer gemafd (6.3.15) ausdriicken

JH

SHZSQ{H,G}pb'i‘StE:

0. (6.5.9)

Andererseits 143t sich aber die Anderung von H aufgrund der kanonischen Transformation wegen

(6.4.7) auch durch

G JH
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schreiben. Substituieren wir also 8 td,H in (6.5.9), finden wir

aG aG
é\a[{H Gl 5 }:—é‘a[{G R ] 0. (6.5.11)
Wegen der folgt dann fiir die tatsichliche Phasenraumtrajektorie der Teilchen
%G(z,;, t)=0. (6.5.12)

Dies ist das Noether-Theoren’} Die kanonische Erzeugende jeder Einteilchensymmetriegruppe der
Hamilton-Funktion ist eine Erhaltungsgrofle der Bewegungsgleichungen. Aus der obigen Herleitung
ist klar, daf§ auch die Umkehrung gilt: Jede Erhaltungsgrofle der Bewegungsgleichungen stellt die ka-
nonische Erzeugende einer Einparametersymmetriegruppe dar.

Formal haben also die kanonischen Transformationen eine sehr grofie Ahnlichkeit mit dem Lie-Grup-
penformalismus aus Abschnitt|6.2; Die Lie-Algebra ist dabei durch den Vektorraum der Phasenraum-
funktionen mit der Poisson-Klammer als Lie-Produkt gegeben. Die entsprechende endliche Gruppe
konnen wir fiir Transformationen, bei denen die Zeit nicht transformiert wird, formal mit Hilfe der
durch den Generator erzeugten Lie-Ableitung finden. Fiir die infinitesimale Transformation einer be-
liebigen Phasenraumfunktion f(X, p, t) folgt wie oben fiir die Hamiltonfunktion hergeleitet

Sf=8a{f,Gly. (6.5.13)

Betrachten wir die endliche Transformation der Phasenraumkoordinaten als Funktion des Einparame-
tergruppenparameters « folgt daraus

d . 5
o/ [E@) p(@) 1] =1/, G}y = iL6/ [X(a), P(a). 1] (6.5.14)
Da G voraussetzungsgemafl selbst nicht von o abhingt, folgt als formale Losung

FIR(a), p(a), t] = exp(ia L) f[%, X, t]. (6.5.15)

Wir wenden nun das Noether-Theorem auf die Einparameteruntergruppen der Galileitransformatio-
nen an.

Zeittranslationen: Fiir zeitliche Translationen ist
8% =38a%, 8p=8ap, St=dua. (6.5.16)

Damit dies eine Symmetrietransformation der Hamilton-Funktion ist, darf diese gemaf3 nicht
explizit von der Zeit abhingen. Da die zeitliche Anderung der Phasenraumvariablen ¥ und p durch die
Hamiltonfunktion gegeben ist, ist die zu zeitlichen Translationen gehorige kanonische Erzeugende die
Hamilton-Funktion und diese ist zeitlich erhalten, wenn sie nicht explizit von der Zeit abhingt. Dies
ist wegen (6.3.14) und der Antisymmetrie der Poisson-Klammer trivial, denn falls H nicht explizit von

der Zeit abhangt ist

d .
“H(E )= {H, H)

Die zur zeitlichen Translationsinvarianz gehorige Erhaltungsgrofie nennen wir Energie, so daf diese
folglich durch die Hamiltonfunktion gegeben ist.

ob = (6.5.17)

*Amalie (Emmy) Noether, 1882-1935, deutsche Mathematikerin
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6.5. Das Noether-Theorem (klassisch)

Riaumliche Translationen: Angenommen, die Hamilton-Funktion sei unter raumlichen Translationen
in der Richtung 7 invariant. Die Symmetrietransformation lautet

SXx=—n8a, Sp=0, St=0. (6.5.18)
Aus und folgt fiir die Erzeugendenfunktion
aG aG
— =0, — =n. 6.5.19

Die erzeugende Funktion ist also (bis auf eine irrelevante Konstante)

G(X,p)=1"p, (6.5.20)
d.h. die dazugehorige Erhaltungsgrofie ist die Komponente des kanonischen Impulses in Richtung
von 7. Die Symmetrie liegt gemif3 (6.5.9) tatsichlich vor, wenn die entsprechende Richtungsableitung

= — — —=n:-—— 6.5.21
2% 35 Jp 2% | % 6.21)
der Hamilton-Funktion nach den Ortskoordinaten verschwindet. Dies ist auch anschaulich klar:

Translationsinvarianz unter Verschiebungen in Richtung von 7 bedeutet, daf§ die Hamilton-Funkti-
on nicht von der entsprechenden Ortskomponente abhingt.

Drehungen: Die infinitesimalen Drehungen um eine Drehachse in Richtung von 7 sind gemif} (6.2.21)
durch

Si=—8aixi=—8a"s, 3p:—3anxp£3af. (6.5.22)
ap x
gegeben. Es ist also
aG . o e v Ao
3p, = ik > G(x,p)=€jpmpq pj =1+ (x X p)+ G(X). (6.5.23)
j
Leiten wir dies nach x; ab, erhalten wir
3G .
€1 pjt+ E L Y +€pmp; = G(X) = const. (6.5.24)
/
Die Konstante ist wieder physikalisch irrelevant, so dafl also
GG, p)=n-kxp)=:n-L (6.5.25)

gof. die Erhaltungsgrofie die durch 7 gegebene Komponente des Drehimpulses L = % x 5 ist. Eine
einfache Rechnung (Ubung) ergibt gemifl (6.5.9), dafl die Symmetrie vorliegt, wenn

ﬁ-<£xé—g+ﬁxg—;j>:o. (6.5.26)
Falls wir eine Hamilton-Funktion der einfachsten Form
32
H(Z,p)=+—+ V(%) (6.5.27)
2m
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6. Galilei-Symmetrie

vorliegen haben, reduziert sich dies auf die Forderung, daf§
i [xVV(E)]=—1- -k xF)=0 (6.5.28)

ist, d.h. daf} die Komponente des Drehmoments in Richtung der Drehachse verschwindet. Damit die
Hamilton-Funktion dieser Form tiberhaupt unter allen Drehungen invariant ist, muf diese Forderung

fiir alle 7 gelten, und es mufl M = X x F =0 gelten. Dies ist offenbar genau dann erfiillt, wenn F o< X
ist. Das bedeutet, daf} das Potential eine Funktion von |X| sein muf}, denn nur dann ist

VV (%) = V/(Z)VIE| = V/(|Z])% /]3] o< 3. (6.5.29)

Dies ist ein typisches Beispiel dafiir, wie Symmetrieforderungen die mogliche Form der Hamiltonfunk-
tion einschrianken konnen.

Galilei-Boosts: Betrachten wir schliefflich noch einen Galileiboost in Richtung von 7. Gemifd (6.2.1)

lautet die infinitesimale Transformation fiir ein Teilchen in einem dufleren Potential
Sx=—8wnt, &p=—8wmi, St=0. (6.5.30)
Es ergibt sich daraus fiir die Erzeugende der kanonischen Transformation
G(%,p,t)=1-(mX — pt). (6.5.31)

Damit dies eine Symmetrie ist, muf$ gemaf3 (6.5.11) fiir eine Hamilton-Funktion in der Gestalt (6.5.27)

z.<m3_H_t‘9_H_*>:_*.<3_Y>:o 6.5.32)
ax

gelten. Das Potential muff also von der Ortskomponente in Richtung von 7 unabhingig sein, d.h. es
genligt fiir die Galilei-Boost-Invarianz bereits die Translationsinvarianz in diese Richtung. In diesem
Fall ist wegen (6.5.20) also automatisch auch p = const, und der entsprechende Erhaltungssatz besagt

wegen (6.5.31), dafl

72-9?:71-<J?O+£t> 6.5.33)
m

mit einer Integrationskonstanten X, gilt.

Verlangt man nun tiberhaupt Invarianz unter der vollen Galilei-Gruppe, so ergibt sich fiir ein einzelnes
Teilchen, dafl V' = const sein muf3, da in alle Richtungen riumliche Translationsinvarianz herrschen
mufl. Aus der zeitlichen Translationsinvarianz folgt weiter, dafl H nicht explizit von der Zeit abhingen
darf. Esist also H = H(p). Aus der Rotationsinvarianz folgt unter der Voraussetzung, dafl p sich unter
Drehungen wie ein Vektor verhilt, dafl H nur vom Betrag von p abhingen darf. Schliefilich verlangt
die Boostinvarianz zusitzlich die Erhaltung der Geschwindigkeit, welche gemif3 i= p/m ist.

Andererseits verlangt die eine verbleibende nichttriviale Hamiltonsche kanonische Gleichung, daf§
=L r (6.5.34)
m

ist, und das laf3t sich wiederum aufintegrieren integrieren zu
22

H= L + const, (6.5.35)
2m
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6.6. Quantentheoretische Formulierung von Symmetrien

wobei die Integrationskonstante willkiirlich ist, da sie in die Bewegungsgleichungen nicht eingeht. Wir
haben also aus der Forderung nach Invarianz unter der vollen Galilei-Gruppe fiir ein einzelnes Teil-
chen die Hamiltonfunktion fiir ein freies Punktteilchen erhalten.

Fiir Zweiteilchensysteme folgt aus genau analogen Betrachtungen (Ubung) die Form
22 22
H=TU 4 2 vz, 3. (6.5.36)
2my  2m,

Wieder schrinkt die Symmetrie unter allgemeinen Galilei-Transformationen die mdgliche Form der
Hamilton-Funktion stark ein. Das Potential der Zentralkraft fiir die Wechselwirkungskraft selbst folgt
allerdings nicht aus der Galilei-Invarianz. Die konkrete Form der Zentralkrifte ist also im Rahmen
der Newtonschen Mechanik eine zusitzliche (empirische!) Information erfordernde Fragestellung, die
nicht durch die Galilei-Symmetrie allein entschieden werden kann.

Wir kénnen nun bereits die oben erwihnte Verbindung der Galileigruppe der klassischen Mechanik
zur Quantentheorie erahnen: Gelingt es, die infinitesimalen Boosts, raum-zeitlichen Translationen und
die Drehungen als Symmetrietransformationen im quantentheoretischen Formalismus darzustellen,
erhilt man die Kommutatorrelationen der Observablenoperatoren zu Energie, Impuls (raum-zeitliche
Translationen), Drehimpuls (Drehungen) und Ortsvektor (Galilei-Boosts). Dabei ergeben sich aus den
infinitesimalen Gruppenoperationen die Liealgebra und damit die Kommutatorregeln zwischen den
entsprechenden Observablenoperatoren.

Ein Beispiel haben wir in Abschnitt[2.1{anhand der riumlichen Translationen angegeben. Wir wollen
diese Betrachtung nun durch eine systematische Untersuchung der Galilei-Gruppe vervollstindigen.
Wie wir sehen werden, gewinnen wir daraus zum einen die aus QM I bekannte Quantentheorie eines
klassischen Punktteilchens als Spezialfall aber auch die wichtige Verallgemeinerung auf Teilchen mit
Spin.

6.6 Quantentheoretische Formulierung von Symmetrien

Um Symmetrieprinzipien fiir die in den vorigen Abschnitten im Kontext der klassischen Mechanik
besprochenen kontinuierlichen Raum-Zeit-Symmetrien in der Quantentheorie zu behandeln, bendti-
gen wir die Darstellungstheorie von Lie-Gruppen bzw. Lie-Algebren auf dem Raum der quanten-
mechanischen Zustinde. Dabei ist es wichtig, daf} die Zustandsvektoren immer nur bis auf einen
Phasenfaktor relevant sind. Es ist daher zur Beschreibung der quantenmechanischen Zustinde hin-
reichend, statt der Zustandsvektoren selbst die entsprechenden Statistischen Operatoren des reinen
Zustands

Py =) {4l (6.6.1)

zu verwenden. Wie wir in Aschnitt [2.8|gesehen haben, konnen Symmetrien durch unitire Operatoren
U beschrieben werden. Die Statistischen Operatoren und Observablenoperatoren transformieren sich
dann gemif§

P = up,UT, O'=uoU". (6.6.2)

Daraus wird aber unmittelbar klar, daf§ jede unitire Transformation, die sich von U nur um einen
Phasenfaktor unterscheidet,

U’ =exp(ip)U, (6.6.3)
vollstindig dquivalent zu der Realisierung der Symmetrie durch U ist, denn die Ausdriicke an-
dern sich nicht, wenn man statt U die Transformation U’ verwendet. Es sind also die unitiren Trans-
formationen, die Symmetrien beschreiben, nur bis auf einen willkiirlichen Phasenfaktor festgelegt.
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6. Galilei-Symmetrie

Betrachtet man genauer, welche Groflen gemif§ den Postulaten der Quantentheorie (vgl. Abschnitt[2.2)
beobachtbaren Aussagen entsprechen, stellt man sogar fest, daff Symmetrietransformationen auch
durch antiunitire Transformationen beschrieben werden konnen. Dabei heifdt eine Transformation
A antiunitir, wenn sie antilinear ist, d.h. wenn

A(A 1) + A 14,)) = AA 1) + AA4)) (6.6.4)

gilt. Weiter heif3t eine antilineare Abbildung U antiunitir, wenn fiir Skalarprodukte beliebiger Vek-

toren

(Udi1Uds) =(d11¢2)" = (421 ¢1) (6.6.5)
ist.
Nach dem in Abschnitt|6.1|bewiesenen Wigner-Theorem mufl jede Symmetrietransformation in der
Quantentheorie entweder durch eine unitire oder eine antiunitire Transformation dargestellt werden.
Auflerdem zeigt sich, dafy Symmetrietransformationen, die stetig aus der Identitdt 1 ,, hervorgehen,
stets durch unitire Operatoren dargestellt werden miissen.
Seialso G eine Lie-Gruppe mit Parametern § = (6,) € D CR”, wobeia € {1,2,...,n}. Dann definieren
wir die Funktion f : D?> — D durch die Forderung

L(0,)T(6,) =T[f (05, 6,)]- (6.6.6)
Es sei nun U: G — % (P so dafl
UL 1) = expli®(L, T JUL)U(L;) (6.6.7)

mit ®(I},L) € R fir alle I; = T(0,),I, =T'(6,) € G gilt. Man bezeichnet solch eine Abbildung eine
unitdre Strahldarstellung der Gruppe. Offensichtlich stellt sie bis auf die quantentheoretisch irre-
levanten Phasenfaktoren eine Realisierung der Gruppe durch unitire Abbildungen auf dem Hilber-
traum dar. Falls ®(L,, I}) = 0 ist, spricht man von einer unitiren Darstellung der Gruppe. Oft kann
man durch einfache Umdefinition der Phasen der unitiren Abbildungen alle ®(I,, I) zum Verschwin-
den bringen. Dann ist es bequemer und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit méglich, direkt mit
der dadurch entstehenden Darstellung zu arbeiten. Wie wir sehen werden, ist es fiir die Galileigruppe
nicht mdglich, eine fiir die Quantentheorie adiquate Darstellung zu finden, d.h. man muf} eine echte
Strahldarstellung betrachten.

Die Analyse der moglichen Strahldarstellungen fiir Lie-Gruppen wird nun erheblich erleichtert, weil
man zunichst die entsprechenden Darstellungen der dazugehéorigen Lie-Algebra betrachten kann und
dann, zumindest in einer Umgebung der Gruppenidentitit, aus diesen durch Exponentiation die da-
zughdrigen Strahldarstellungen der Gruppe selbst gewinnen konnen. Im folgenden schreiben wir auch
kurz U(0) fir U[I'(0)] und ®(0,,0,) fiir ®[I(6,),I(6,)]. Definitionsgemif} sollen die Parameter so
gewihlt werden, daf§ T'(0) = 1, ist. Dann folgt aus der Beziehung

£(8,0)=£(0,6)=6. (6.6.8)

Daraus folgt fiir die Entwicklung der Funktion f bis zur zweiten Ordnung in den Gruppenparametern

_ 2%1,(65,6))

f;z(ez’ 6)1) = 624 + 6)14 + Cﬂbé‘92b91(‘ +--+ mit Cﬂbc - 8(92,18(915 (669)

6,=6,=0

39/ () bezeichnet alle unitiren Transformationen des Hilbertraums 57
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6.6. Quantentheoretische Formulierung von Symmetrien

Weiter konnen wir die Phasen einer jeden Transformation U(T') so gewihlt denken, daf3
8(6,,0)=8(0,6,)=0 (6.6.10)

ist. Aus dieser Bedingung folgt dann fiir die Entwicklung der Phasen

©(05,0,)=2,4,02,01, + -+ (6.6.11)
(Ubung!).
Setzen wir weiter
. _du(9)
1T, = 20, s (6.6.12)

und nehmen wir an, daf§ die Gruppe (zumindest in einer bestimmten Umgebung der Gruppeniden-
titit) einfach zusammenhingend ist, so dafl fiir ein gegebenes (endliches) & € D die ganze gerade

Verbindungslinie A8, A € [0,1], ebenfalls in D liegt, so konnen wir dieselben Argumente wie bei der
Herleitung von (6.2.31) fiir die Drehgruppe anwenden und erhalten

U(0) =exp(it,b,). (6.6.13)
Aus der Unitaritit der U folgt dann unmittelbar die Selbstadjungiertheit der 7, denn zunichst gilt

au(b) auf(o)
El} El

Setzen wir hierin = 0 und verwenden die Definition (6.6.12) der 7, folgt in der Tat

uOui)=1,, = UT(0)+U(9) =0. (6.6.14)

=1 (6.6.15)

a

Nun kénnen wir mit Hilfe von (6.6.9) und (6.6.11) die Strahldarstellungseigenschaft bis zur
zweiten Ordnung in den Gruppenparametern entwickeln. Nach kurzer Rechnung (Ubung!) folgt

]l}f + iTa ((924 + 914 + Cabceﬂaglc)

1
— E‘L'bTC ((92b (925 + (92b(91c + (925(9117 + (914(9119) + q)bceﬂﬂelc]lﬁf (6616)

] 1
=1 +it,(0),+0,,)— Efb"'c(‘91b‘91c +20,,0,,+0,,0,.)

Der Koeffizientenvergleich liefert nach Kiirzen der auf beiden Seiten gleichen Terme

a

. 1
l‘L'ﬂC bc_z{rb’rc}—i_@bcl]‘:_fbrc' (6617)

Vertauschen wir in (6.6.16) &, mit 8,, erhalten wir wieder (6.6.17), allerdings mit vertauschten Indizes
b und c. Ziehen wir diese Gleichung von (6.6.17) ab, finden wir fiir die Kommutatorrelation

[Tb’fc]:iabcfa-i_icbc]l%' (6618)

Dabei heifden die
f/:lbc = Cacb - Cabc und Cbc = q)bc _(I)cb (6'6'19)

die Strukturkonstanten bzw. Zentralladungen der Strahldarstellung der Lie-Algebra. Wihrend die
Strukturkonstanten unabhingig von der konkreten Darstellung sind, denn C,,, folgt ja gemifd
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als eine Eigenschaft der gewihlten Parametrisierung der Gruppe, hingen die Zentralladungen von der
Darstellung ab.

Die Strukturkonstanten und Zentralladungen gehorchen nun aber noch bestimmten Bedingungen, die
sich aus der Jacobi-Identitit

[tosl7p v I+ [ops [ror ]+ 70 (7,7, ]] =0 (6.6.20)

ergeben, die fiir beliebige Operatoren 7, 7, und 7, identisch erfiillt ist (Ubung/). Verwenden wir
nimlich (6.6.18) in (6.6.20) und vergleichen die Koeffizienten, folgt (Ubung!)

f;’ﬂdfdbc +f;’bdfdm +f;cdf;iab =0, (6.6.21)
Ceatave+ Coataca+ Coafaar =0 (6.6.22)

Da (6.6.21) von den Zentralladungen unabhingig ist, gilt offensichtlich (6.6.22) identisch, wenn
Cﬂb :f;mb ¢e mit ¢e eR (6623)

ist. Falls es solche Zahlen ¢, fiir eine gegebene Darstellung tatsichlich gibt, kénnen wir zunichst die
Generatoren vermoge
=1+, 1, (6.6.24)

umdefinieren. Damit haben wir neue Operatoren 7/, die eine echte Darstellung der Lie-Algebra bilden,
d.h. es gilt (Ubung)

/

[T/b,rc:l:i e T a (6.6.25)

und durch
U'(0) = exp(i6,7) = exp(i,0,) exp(i6,T,) = exp(i¢ 0, )U(6) (6.6.26)

wird (zumindest in einer einfach zusammenhingenden Umgebung der Gruppenidentitit) eine zur
Strahldarstellung U(6)) quantentheoretisch dquivalente echte unitire Darstellung der Gruppe defi-
niert.

Da es einfacher ist, mit echten Darstellungen statt mit Strahldarstellungen zu operieren, werden wir im
folgenden moglichst viele Zentralladungen durch einen Ansatz zu eliminieren versuchen. Wie
wir im nichsten Abschnitt sehen werden, gelingt dies fiir die physikalisch relevanten Strahldarstellun-
gen der Galilei-Gruppe nur teilweise.

6.7 Die Realisierungen der Galilei-Gruppe in der Quantentheorie

Mit den Vorbereitungen des vorigen Abschnitts konnen wir nun die Analyse der fiir die Quantentheo-
rie relevanten unitiren Strahldarstellungen der Galilei-Gruppe angehen.

Das generelle Vorgehen beim Aufsuchen der unitiren Strahldarstellungen einer vorgegebenen Symme-
triegruppe besteht darin, zunichst die dazugehorigen Darstellungen der (Strahl-)Lie-Algebren zu fin-
den. Die selbstadjungierten Operatoren der Lie-Algebra bilden dann die Observablenoperatoren der
entstehenden Quantentheorie. In unserem Fall der Galilei-Gruppe gelangen wir dadurch zu den Reali-
sierungen der Observablen Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunkt (fiir ein einzelnes Teilchen
also dem Ortsvektor).

Um die moglichen Strahldarstellungen aus den Kommutatorrelationen der Lie-Algebra, die aus der
Gruppenstruktur folgen, konkret zu berechnen, werden (verallgemeinerte) Orthonormalbasissysteme
aus Eigenvektoren eines moglichen maximalen Satzes kompatibler Operatoren konstruiert und die
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Wirkung der unitiren Gruppentransformationen auf diese Basisvektoren bestimmt. Dieses Programm
fithren wir nun fiir die Galilei-Gruppe aus.

Zunichst bestimmen wir die Lie-Klammerrelationen der Galilei-Lie-Algebra. Die Lie-Algebra hat, wie
in Abschnitt|6.2|gesehen, zehn Parameter @ (Boosts), a (zeitliche Translationen), 4 (riumliche Transla-
tionen) und ¢ (Drehungen). Die Konvention fiir die Vorzeichen der Operatoren fiir die infinitesimalen
Erzeugenden ist dabei wie folgt festgelegt:

-

a,$) = exp(—iw - K—ioH +ii- p+1¢ 6.7.1)

Verwenden wir (6.2.13) und 46.2.21[) fiir die Darstellung infinitesimaler Transformationen, finden wir
fir die Entwicklung der Parameter fiir die Hintereinanderausfithrung zweier infinitesimaler Galilei-
Transformationen I; = I}

Wy; = Wy; + Wy, —f/k1¢2kw1z teo (6.7.2)
ay=ay+ay, (6.7.3)
ay; =ayj+ay; — € Popay + w0, (6.7.4)

$3; =1+ by — €yt (6.7.5)

Daraus lesen wir durch Vergleich mit der entsprechenden Entwicklung von mit Hilfe der Defini-
tion (6.6.18) die Strukturkonstanten ab. Weiter setzen wir fiir alle Kommutatoren willkiirliche Zentral-
ladungen an, deren Anzahl wir im folgenden durch Elimination mit Hilfe der Jacobidentititen
moglichst reduzieren wollen. Es folgen also zunichst die Kommutatorrelationen (Ubung!) mit der all-
gemeinsten Moglichkeit fiir das Auftreten von Zentralladungen:

e Ji1=iejp]; +iCO 1, (6.7.6)
[T Prl=i€j4/P; +iCl) Lo, 6.7.7)
[T K] =iejK; +iCl 1y, (6.7.8)
[P, P ]1=iC 1, 6.7.9)
[H,P,]=iC["1,, 6.7.10)
[H,],1=iC7 1, 6.7.11)
[Kp, P ]=iCE 1, 6.7.12)
[H,K,]=—iP, +iC[*1 4, (6.7.13)
(K, K, ]=1C 1. 6.7.14)

Wir benutzen nun die Jacobi-Identititen fiir die Zentralladungen (6.6.22), die aus den Jacobi-Identiti-
ten fiir jeweils drei der Erzeuger folgen. Dabei sind die Jacobi-Identititen fiir die Struktur-
konstanten automatisch erfiillt, weil die obigen Kommutatorregeln aus der Strahldarstellung
der Lie-Algebra zur Galilei-Gruppe hervorgehen. Sie liefern also keine weiteren Einschrinkungen. Au-
lerdem brauchen wir nur Jacobi-Identitaten fiir die nichtabelschen Teile der Gruppe zu betrachten,
weil fiir abelsche Untergruppen die Jacobi-Identititen automatisch erfiillt sind, weil in diesem
Falle die entsprechenden Strukturkonstanten identisch verschwinden.

Da offensichtlich Clg = _Cljli sein muf$, konnen wir alle moglichen Zentralladungen einer Strahldar-
stellung der Drehgruppe in der Form

Cll=—€,p19, mit g, ER (6.7.15)
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schreiben. Da die € ;4 gerade die Strukturkonstanten der der Drehgruppe sind, erfiillen also die Zentral-

ladungen der Drehgruppe automatisch die Bedingung (6.6.23), so dafl wir durch geeignete Phasenwahl
der J, dafiir sorgen konnen, daf§

J] —
cl=o 6.7.16)
ist.
Die Jacobi-Identitit fiir die drei Generatoren J, P; und P, liefert mit (6.7.7) und (6.7.9)

Enmp LY + €, CEV =0 6.7.17)
Uberschiebt man dies mit &,,;, folgt
€1 CLE =0 (6.7.18)
und folglich, da C :ZP =—C II;P ist,
c/l'=o. (6.7.19)

Auf exakt analoge Weise folgt aus der Jacobi-Identitit fiir J,, K; und K, , daf§ auch
Ccif=o (6.7.20)

sein muf3.

Mit der Jacobi-Identitit fiir Py, K; und J,, finden wir
ClK—e,, . CPE=o0. (6.7.21)

€nlm

Uberschiebt man dies mit 8, folgt

ennCik=0= ¢k =CrK. (6.7.22)
Uberschiebt man nun (6.7.21) mit ¢ ik erhalten wir
PK __ ~PK PK __

mit m € R, wobei m selbst keine weiteren Einschrinkungen durch die Gruppenstruktur erfihrt. Hier
haben wir also eine nichttriviale Zentralladung gefunden.

Verwenden wir nun die Jacobi-Identitit fiir K, J; und J,,, erhalten wir

K K K
Cl =€k C — €41 Ca =0 (6.7.24)

€nlm

Uberschiebt man diese Gleichung mit &, , folgt

K K K,
ekCll=0=Cll=CY. (6.7.25)
Uberschieben von (6.7.24) mit ¢ Imo liefert zusammen mit (6.7.25)
K K
200 =/ 8, (6.7.26)

Nochmaliges Uberschieben mit &, ergibt
2c// =3¢ = cl/ =o, (6.7.27)
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und wegen (6.7.26) ist damit

cl/=o. (6.7.28)

Eine exakt gleichartige Rechnung ergibt verméoge der Jacobi-Identitdt fiir P, J; und J,, auch

c=o. (6.7.29)
Die Jacobi-Identitit fiir H, P, und J; liefert
e CHP =0 = CHP =0, (6.7.30)
Die Jacobi-Identitdt fiir H, K;, und J; ergibt
HK P
e ClE=CllP="0 6.7.31)
und damit
CHK =, (6.7.32)

Die einzige nichttriviale Zentralladung ist also durch (6.7.23) gegeben. Zur Untersuchung der Darstel-
lungen der Galilei-Gruppe gentigt es also, von den Kommutatorregeln

e Jil=1€,11]5 (6.7.33)
[Je> Pr]=1€ /P, (6.7.34)
[ K1 =ie 4K, (6.7.35)
[P, P;]=0, (6.7.36)
[H,P.]=0, (6.7.37)
[H,]J.]=0, (6.7.38)
(K, P ]=1im3y 1, (6.7.39)
[H,K,]=—iP,, (6.7.40)
(K, K;]=0 (6.7.41)

auszugehen.

6.8 Nichtrelativistische Elementarteilchen

Wir definieren nichtrelativistische Elementarteilchen als solche Teilchen, deren Hilbert-Raum der Zu-
stande eine irreduzible Strahldarstellung der vollen Galilei-Gruppe bilden. Dabei heifit eine Strahl-
dar-stel-lung irreduzibel, wenn sich der Hilbert-Raum, auf dem diese Darstellung realisiert ist, nicht in
(nichttriviale) Unter-Hilbert-Riume zerlegen 1if3t, d.h. aus jedem von 0 verschiedenen Vektor lafit sich
durch Anwendung der unitiren Darstellungsmatrizen U(@, a,4, ¢) eine vollstindige Basis des Hilbert-
Raumes konstruieren.

Wir kénnen nun alle irreduziblen Strahldarstellungen der Galilei-Lie-Algebra gewinnen, wobei wir,
wie im vorigen Abschnitt gesehen, von den Kommutatorrelationen (6.7.33(6.7.41) ausgehen kénnen,
d.h. nur die Boost-Translations-Untergruppe enthilt gemifd eine nichttriviale Zentralladung,
welche bereits eine die Darstellung charakterisierende Grof3e m liefert. Wir werden sehen, daf} dies die
Masse des Elementarteilchens ist.
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6. Galilei-Symmetrie

Um nun eine irreduzible Darstellung zu finden, gentigt es, eine Basis des Hilbertraums zu konstruieren
und die Wirkung der Gruppenoperationen auf diesen Basisvektoren anzugeben. Dabei werden wir so
vorgehen, daf§ wir zunichst die Basisvektoren als simultanen Eigenvektor eines vollstindigen Satzes
kompatibler Observabler konstruieren. Dazu wihlen wir die simultanen Eigenvektoren |E, 2, 0> des

Hamilton-Operators H und der drei Impulskomponenten P. Dabei haben wir mit einem Satz zusiitz-
licher Parameter o die Moglichkeit offen gelassen, daf} diese Energie-Impulseigenvektoren entartet
sein konnen. Nun betrachten wir zuerst die Wirkung eines Boostes auf diese Eigenvektoren. Von der
klassischen Mechanik her erwarten wir, dafl der Boost eines Energie-Impuls-Eigenvektors wieder einen
solchen Eigenvektor zu entsprechend anderen Eigenwerten erzeugt. Betrachten wir also

=/

P'(%) = exp(—iw - K)P exp(i@ - K). (6.8.1)

Leiten wir diese Bezichung nach w; ab, erhalten wir aufgrund der Kommutatorrelationen (6.7.41) und

6.7.39)
d

P (D) =my, (6.8.2)

und zusammen mit der Anfangsbedingung I_S/(O) =P

=/

P(%)=P+mbl,,. (6.8.3)
Daraus folgt

-

f’exp(i@-ﬁ)}E,Z), >_exp(1w K ) |E, p, 0>!(p+mw)exp( #-K)}E,p,ay (6.8.4)

Damit ist also exp(iw - K)

a) Impulseigenvektor zum Eigenwert

- —

' =p+mw. (6.8.5)

Eine entsprechende Betrachtung des Operators

H'(%) = exp(—i@ - K)H exp(i@ - K) (6.8.6)
liefert mit (6.7.41) und (6.8.3)
H(®)=H+w- P+ zmwz (6.8.7)
Entsprechend ist
H exp(i@ - K) a)z<E+’L?5-177+%@2>exp(i@-ﬁ)|E,ZJ,a> (6.8.8)

Falls m # 0 ist, besitzt P den ganzen R? als Spektrum, und die Boost-Untergruppe wirkt aufgrund
der angenommenen Irreduzibilitit der Strahldarstellung transitiv auf den verallgemeinerten Impulsei-
genvektoren. Wir konnen daher die folgende Wignerbasis fiir die Impulseigenvektoren wihlen:

-

{E,;J}:: exp<i£.ﬁ> {EO,]S:O,0>, (6.8.9)
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Fiir den Energieeigenwert folgt dann wegen (6.8.8)

72
HI|E,p,0)= <Eo+;—m> |E,p,0). (6.8.10)

Wir kénnen nun aber H um beliebige zum Einheitsoperator proportionale Operatoren verschieben,
ohne daf} sich etwas an den Kommutatorrelationen (6.7.33l6.7.41) andert. Wir diirfen also E, = 0 an-
nehmen. Dann ist

22
E=1" 6.8.11)
2m
und folglich kénnen wir statt |E, p, a) =: |]3, a) schreiben. Da voraussetzungsgemaf3 die ]5,0> voll-
standig sind, folgt daraus
3> > > 32 P - > f)z
H= fﬂ@ d P;H |p,0'><p,0'| = J;R3 d p; E |p,0'><p,0'| = E (6812)

Mit der Wahl der Eigenvektoren (6.8.9) konnen wir aufgrund der Kommutativitit der Galilei-Boosts
sofort die Wirkung der Galilei-Boostuntergruppe auf die Impulseigenvektoren angeben:

exp(i@ - K)

;,J>:exp<imw+pﬁ>|fyzo,a>|27+m725,0>. (6.8.13)
m

Jetzt miissen wir noch die Wirkung von Drehungen auf die Eigenvektoren untersuchen. Setzen wir

¢ = ¢, so folgt aus den Kommutatorrelationen (6.7.34) dhnlich wie oben bei der Herleitung von
(6.8.3) durch Ableiten nach ¢ und anschliefendem Zuriickintegrieren (Ubung)

—

P'(§) = exp(—igp- )P exp(ids - ) = R()P. (6.8.14)

Dabei ist R € R die gewohnliche orthogonale Drehmatrix fiir eine Drehung um den Winkel ¢ um
die durch 7 gegebene Drehrichtung. Damit folgt

Pexp(id-J)|3,0) = R()pexp(ip - 1) |, o). (6.8.15)
Es ist also exp(igzg . j) |]5,c7> Impulseigenvektor zum Eigenwert IAQ(gg)fy, und es muf} folglich Zahlen
D, (P, gzZ) € C geben, so daf$

explig 1)[7:0) = X Dorol(B+ ) [R($)P1 ") (6.8.16)

ist. Wir zeigen nun, dafl die Matrizen D,,,(¢) := D, (p =0, $) eine unitire Darstellung der Dreh-
gruppe bilden miissen und daff dann auch die Wirkung von Drehungen auf beliebige Eigenvektoren
7, 0> durch diese Darstellung bestimmt ist. Dazu wenden wir (6.8.16) wie folgt auf die Hintereinan-
derausfithrung zweier Drehungen

exp(idhs - J) = explich, - ) explich; - ) (6.8.17)
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6. Galilei-Symmetrie

eXP(i¢3‘.T)|]3:O,0>:ZD0//,U(§;3)|Z7:O,‘T >—eXP ¢2 J)exp(i ¢1 |O o)
_ZD GXP ¢2 />: ZDJ”U/($2)DU’0($1) 0
:Zj[ﬁ(ﬁgz)b 97; ] Ny >

") (6.8.18)

Dies verlangt aber in der Tat die Darstellungseigenschaft

D($3)=D($)D($)). (6.8.19)

Falls wir also nichttriviale Darstellungen der Drehgruppe finden kdnnen, was wir im nichsten Ab-
schnitt zeigen werden, transformieren sich Impulseigenzustinde zum Impulseigenwert p = O unter
Drehungen unter eben dieser nichttrivialen Darstellung. Wir interpretieren diese der klassischen Phy-
sik fremde Eigenschaft, daf} sich die Zustinde eines ruhenden freien elementaren Teilchens unter Dre-
hungen indern konnen, dadurch, dafy wir den durch diese Strahldarstellung der Galilei-Gruppe be-
schriebenen Teilchen eine zum Drehimpuls gehorige innere Quantenzahl zuschreiben, die als Spin
bezeichnet wird. Dieser Name geht auf die etwas heikle Vorstellung zurtick, daf§ Elementarteilchen
neben den drei Translationsfreiheitsgraden eine Art inneren Drehimpuls in Analogie zum Drall eines
ausgedehnten starren Korpers besitzen. Dies ist insofern problematisch als wir Elementarteilchen als
punktformig ansehen, da es physikalisch keinen Sinn ergibt, ithnen aufgrund der quantentheoretischen
Beschreibung tiberhaupt eine Art von Ausdehnung zuzuordnen.

Nun konnen wir die Wirkung einer Drehung auf beliebige Basisvektoren |f),0> bestimmen. Dazu
schreiben wir

exp(id - J)|p,0 ) =expligh- ) eXP<i% fi> 7=0,0)
. (6.8.20)
= exp(ig - JeXp<i%-K>eXp(—i¢~J)eXp(i¢~J)|77=0,0)
Nun gilt
exp(i gg :f )exp <1£K> exp(—iggi):exp <1%I_i/(gg)> (6.8.21)
mit ) o -l
K (¢) =exp(i gﬁ TKexp(— gﬁ “H(P)K, (6.8.22)

wobei die letzte Gleichung genauso herzuleiten ist wie die entsprechende Gleichung (6.8.14) fiir den
Impulsoperator. Verwenden wir zuerst (6.8.16) in (6.8.20) und wenden dann nacheinaner (6.8.21) und

(6.8.9) an, erhalten wir

exp(id - 1)|7,0) =D Do) |1%(¢)j;,o—’>, (6.8.23)
wobei wir von der Orthogonalitdt der Drehmatrix fi(g;) Gebrauch gemacht haben:

3[R UHK]=[R($)5]-K=[R(¢)5] (6.8.24)
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Damit haben wir die Wirkung aller Bestandteile der Strahldarstellung der Galilei-Gruppe fiir ein Ele-
mentarteilchen festgelegt. Es verbleibt uns nur noch, die Darstellungen der Drehgruppe zu charakteri-
sieren, um alle moglichen Realisierungen von Matrizen f)(ﬁ) zu ermitteln.

Wir miissen uns nun aber noch von der Unitaritit der Strahldarstellung {iberzeugen. Fiir die zeitli-
chen und riumlichen Translationen ist dies klar, da diese die Basisvektoren |p, a> lediglich mit Phasen-
faktoren multiplizieren, weil diese Vektoren konstruktionsgemif3 Eigenvektoren der entsprechenden

Erzeugenden H und P sind. Fiir die Boosts folgt

<p1+m'zf5,01 |f)2+mz?5,02>
= 8O[(B) + m®)—(p, + m®)]8
8O (p, —272)80102 = <P1a‘71 |Pz:‘72>-

<CXP(i"5 : R)f’p oy [exp(iw PZ, i >
(6.8.25)

010,

Dabet sind wir davon ausgegangen, dafl die |, 0 > auf die tibliche Weise normiert und dafl sich die

Darstellungsmatrizen D(gb) der Drehgruppe auf eine diskrete Basis beziehen. Wir werden im nichsten
Abschnitt sehen, dafl dies notwendig der Fall ist. Betrachten wir schliellich noch die Drehungen:

(exp(—igp- 1)B1s 0 | exp(—igp- 1)Frs 0 ) = ZD o, Doroy (R(B)p1,0" | R()Frs0” )
=ZD:;/gl<$>Daﬁgz<q?>8<3>[1%<$><p — 518,00 (6.8.26)

=89G =5 DU@D($)], , -
Dabei haben wir bei der Umrechnung der 8-Distribution verwendet, daf} det ]%(gg) =1 ist. Damit also
die Strahldarstellung unitar ist, muf

DI(SD($) =1, (6.8.27)

also die Darstellung der Drehgruppe b(gg) unitir sein. Damit die Strahldarstellung irreduzibel ist, muf}
offenbar auch die unitire Darstellung der Drehgruppe irreduzibel sein, denn nur dann kénnen alle
Eigenzustinde zum Impulseigenwert p = 0 durch Anwendung von Drehungen aus einem beliebigen
solchen Zustand gewonnen werden.

Wir miissen also noch die unitiren irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe finden, um unsere Dar-
stellungstheorie der Galilei-Symmetrie und damit die Beschreibung nichtrelativistischer Elementarteil-
chen abzuschlieflen.

Zunichst bemerken wir, dafl die Galilei-Boosts fiir sich genommen eine (Abelsche) Untergruppe der
vollen Galilei-Gruppe bilden, die insbesondere keine Drehungen generieren kann. Daher konnen die
eben konstruierten Basiszustinde als dyadisches Produkt

|p,0)=p)®l0) 6.8.28)

geschrieben werden, und der Drehimpuls 13t sich in einen Bahndrehimpuls- und einen Spinanteil
zerlegen:

J=Lx1+1xS=L+S. (6.8.29)

Offensichtlich gelten dann die Drehimpulskommutatorregeln (6.7.33) fiir L und S, und diese Operato-
ren kommutieren untereinander. Die Darstellung der Drehungen ist damit durch

) = exp(—i- 1) |p) ® exp(—igh - §) o) (6.8.30)

179

exp(—i-)|p.0
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gegeben. Es lifit sich dann aus den Kommutatorrelationen (6.7.3306.7.41) herleiten (Ubung!), dafy wir

- 1 — -
L=—KxP (6.8.31)
m

setzen konnen. Der Spinoperator kommutiert mit allen Operatoren aufer den Spinoperatorkompo-
nenten selbst, die die Drehimpulsalgebra

[Sk’sl]:i€j/elsj (6832)

erfiillen.

6.9 Die unitiren irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe

Zur vollstindigen Charakterisierung der unitiren irreduziblen Strahldarstellungen der Galileigruppe
fehlt jetzt nur noch die Konstruktion der irreduziblen Darstellungen der Drehgruppe.

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dafl die [p =0, 0> =|p= O> ® |o), also die Energie-Impuls-
Eigenzustinde zum Impulseigenwert » = 0 einen Darstellungsraum der Drehgruppe zu einer irredu-
ziblen unitiren Darstellung aufspannen. Dabei wirken auf die |o') die Spinoperatoren, die die Kommu-
tatorregeln erfiillen. Die entsprechenden unitiren Darstellungen der Drehgruppe wollen wir
im folgenden konstruieren.

Laut (6.7.33) wird die Lie-Algebra der Drehgruppe durch die drei selbstadjungierten Drehimpulsope-

ratoren S aufgespannt, und es gelten die Kommutatorrelationen

[S;:8 ] =ieuS- (6.9.1)

-2 -
Zunichst erwarten wir, daff S mit allen S vertauscht. Mit (6.9.1) ist dies sofort zu bestitigen:
[Se>SiS11=1€41,n(S,S,, +8,,8,) =0. (6.9.2)

Man nennt einen Operator, der mit allen Elementen einer Lie-Algebra vertauscht, einen Casimir-

Operator. Folglich ist §” also ein Casimir-Operator der Drehgruppe. Wir konnen die irreduziblen
Darstellungen einer Lie-Algebra durch den Eigenwert der untereinander kommutierenden Casimir-
Operatoren charakterisieren, denn fiir eine irreduzible Darstellung konnen wir alle Vektoren durch
Anwendung einer Drehung exp(i¢ - §) auf einen Eigenvektor erzeugen. Dabei entstehen wieder Ei-
genvektoren der Casimir-Operatoren zu denselben Eigenwerten, d.h. eine irreduzible Darstellung ist
vollstindig durch die Eigenwerte eines vollstindigen Satz kompatibler Casimir-Operatoren bestimmt.
Die Lie-Algebra der Drehgruppe besitzt nun offenbar nur diesen einen Casimir-Operator, denn dies ist
die einzige unter Drehungen invariante Grofle, die sich aus S gewinnen laf3c.

Da die drei Drehimpulsoperatoren untereinander nicht vertauschen, muf$ sich der zu einer irreduziblen
unitire Darstellung gehérige Vektorraum zum §2-Eigenwert A durch die Eigenbasis einer beliebigen
Komponente des Drehimpulsoperators, tiblicherweise nimmt man S, aufspannen lassen:

§2|/1,0):/1|/1,0), S, |Ao)=0]|A0). (6.9.3)

Wir haben durch die willkiirliche Wahl von S, zur Charakterisierung der Basisvektoren die z-Richtung
ausgezeichnet. Es empfiehlt sich daher die Einfithrung eines Polarkoordinatensystems in der xy-Ebene.
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Dies ist aber nicht so einfach im Operatorformalismus zu realisieren. Wir nutzen eine andere Mdglich-
keit, die auch oft im Zusammenhang mit Rechnungen in der klassischen Mechanik niitzlich ist, ndim-
lich die Darstellung der xy-Ebene als komplexe Zahlenebene. Entsprechend konstruieren wir die nicht
selbstadjungierten zueinander hermitesch adjungierten Operatoren

S, =S _+iS.. (6.9.4)
+ X y

Wir werden im folgenden intensiven Gebrauch von Kommutatorrelationen dieser Operatoren machen,
kol

die sich leicht aus (6.9.1) herleiten lassen. Besonders einfach ist die Kommutativitit mit S einzusehen

[s . §2} —0, 6.9.5)

=2
weil S Casimiroperator der Drehalgebra ist. Die Anwendung von (6.9.1) fiihrt sofort auf

[S,,S.]=4S., (6.9.6)
[S,..S_]=2S,. (6.9.7)

Weiter rechnet man unter erneuter Anwendung von (6.9.1) leicht nach, dafl

=2

S =S.S_+S,,—-1) (6.9.8)
gilt, und durch Anwendung von folgt hieraus sofort auch

=2

S =S_S,+S,(S,+1). (6.9.9)

. R 22 . -2 .. .
Jetzt bestimmen wir die Eigenwerte von S und S,. Zunichst ist S ein positiver Operator, was sich

unmittelbar aus der Selbstadjungiertheit der S ergibt. Damit ist A > 0. Weiter zeigen wir, daf§ S, fiir
vorgegebenes A beschrinkt ist:
A, 0> < </1, o

/1,0>:</1,0 §2
S,S.|Ao)= {[SZ,Si] + Sio} A o) =(c £1)S_|A,0). (6.9.11)

o =(Aols? 5§ —s2—s?

A,a>:A:>azg A (6.9.10)

Nun gilt wegen

Das bedeutet, dafl entweder S, |A, o) Eigenvektor von S, zum Eigenwert o & 1 oder der Nullvektor
ist.

Sei nun s = max{o }. Dann ist zwingend

S, [A,s)=0, 6.9.12)
und ergibt

A=s(s+1). (6.9.13)
/1,—5/> =0und A=5'(s’+1) und zusammen mit

=2
6.9.13) und —s’ < s folgert man s = s’. Meist wird die Darstellung, die durch den Eigenwert von S

=2
definiert ist, durch s gekennzeichnet, und wir folgen diesem Brauch. Dabeti ist der Eigenwert A von S

Sei jetzt —s’ = min{c }. Dann gilt wegen S_
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durch gegeben. Neben der Masse ist also zu einer vollstindigen Charakterisierung eines Ele-
mentarteilchens auch sein Spin s notwendig. Damit ist aber die Bestimmung der intrinsischen Eigen-
schaften eines freien Teilchens auch vollstindig erfaflt, wie wir bei der Konstruktion der irreduziblen
unitdren Strahldarstellungen der Galilei-Gruppe gezeigt haben.

Jetzt legen wir die Orthonormalbasis des irreduziblen Darstellungsraums durch die Gleichung
S_|A,0)=N(0)|A,0—1) (6.9.14)

sowie die Forderung N(co) € R und N(o) > 0 fest. Dies ist eine Rekursionsformel, die aus |4,s) die
Berechnung der ibrigen zur irreduziblen Darstellung gehorigen Eigenvektoren von S, gestattet. Diese

bricht wegen der Beschrinktheit der Eigenvektoren mit Erreichen des minimalen Eigenwertes —s von
S, ab. Es mufl also

Sk |A4s)=C,|As—k) mit keN (6.9.15)
sein. Aufgrund der obigen Uberlegung, dafl der minimale Eigenwert von S gerade —s ist, folgt damit

JeeN:s—k=—s=>3JkeN: s=Fk/2. (6.9.16)

=2
Damit sind die moglichen Eigenwerte von S gemiaf} (6.9.13) durch s € {0,1/2,1,...} bestimmt. Die
moglichen Eigenwerte von S, sind dann aufgrund der Irreduzibilitit der Darstellung gemif} (6.9.15)

-

durch o € {—s,—s+1,...,s} gegeben, woraus sich die Dimension der Darstellung zu dim Eig[S ,s(s +
1)] =2s + 1 ergibt. Da die moglichen Werte von s ganzzahlige Vielfache von 1/2 sind, gibt es zu jeder
Dimension genau eine Darstellung der Drehgruppe. Insbesondere gehort zu s = 0 die triviale Darstel-
lung, in der alle Drehimpulsoperatoren den einen Basisvektor des Darstellungsraums annullieren, so

dafl alle Drehungen exp(—ig - §) auf diesem Darstellungsraum durch die Identitit dargestellt werden.

Dabei ist aber fiir halbzahligen Spin die Besonderheit zu beachten, daff Drehungen um 27 nicht zur
Identitdt fithren. Betrachten wir nimlich eine Drehung um die z-Achse, ergibt sich

exp(—i@S,)|A, o) = exp(—igo)|A, o). (6.9.17)

Fiir ¢ = 27 ergibt sich aber
exp(—i2ro) = (—1)%. (6.9.18)

Falls also o halbzahlig ist, ergibt sich ein Faktor —1 in (6.9.17). Dies ist allerdings fiir die Quantentheo-
rie kein Problem, solange sich alle moglichen Zustandsvektoren eines Teilchens bei Drehungen um 27

mit —1 multiplizieren. Wir werden im folgenden sehen, daf§ der Bahndrehimpulsoperator (6.8.31) nur

=2
ganzzahlige Darstellungen besitzt, d.h. L besitzt stets Eigenwerte /(/4+1) mit / € Ny ={0,1,2,...}. Bei
einer Drehung um 27 liefert dieser also keinerlei Phasenfaktoren, so daf} fiir ein einzelnes Elementar-
teilchen in der Tat alle Basisvektoren mit demselben Phasenfaktor (6.9.18) multipliziert werden.

Hat man es nun mit Systemen aus mehreren Teilchen verschiedenen Spins zu tun, folgt aus dieser Uber-
legung weiter, daf§ es keine Superpositionen von Zustandsvektoren fiir Teilchen mit ganzzahligem und
halbzahligem Spin geben kann, ohne die Invarianz unter Drehungen zu verletzen. Solche ,Verbote®
von Uberlagerungen von Zustinden nennt man eine Superauswahlregel.

Wir werden weiter unten noch ausfithrlich erértern, dafl fiir s = 1/2 die Operatoren exp(—i¢- §) genau
den unitiren C**2-Matrizen mit Determinante 1 entsprechen. Diese bilden eine Gruppe, die man in
der Mathematik als SU(2), d.h. Spezielle Unitire Gruppe in zwei Dimensionen, bezeichnet. Die
SU(2) besitzt, wie wir soeben gesehen haben, dieselbe Liealgebra wie die eigentliche Drehgruppe SO(3),

ordnet aber jeder endlichen Drehung nicht eine SU(2)-Matrix, sondern zwei zu, nimlich :I:exp(—ig; .
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§) Der Spin erzeugt also nicht Darstellungen der eigentlichen Drehgruppe SO(3) sondern der SU(2).
Wie wir gesehen haben, spricht allerdings quantentheoretisch nichts gegen eine solche Realisierung der
Drehungen auf den Zustinden, solange wir die oben beschriebene Spin-Superauswahlregel beachten.
Es ist auch empirisch wohlbekannt, dafl es Teilchen mit Spin 1/2 gibt, wie z.B. Elektronen. Auflerdem
wurden bislang auch nie experimentelle Hinweise auf Uberlagerungszustinde von Teilchen mit ganz-
und halbzahligem Spin gefunden, so daf§ die Charakterisierung der Elementarteilchen durch die Ga-
lilei-Gruppe im empirischen Sinne vollstindig ist, solange man relativistische Effekte vernachlissigen
kann.

Jetzt verbleibt zur vollstindigen Bestimmung der Darstellungen der Spin-Drehgruppe (also mathema-

tisch gesprochen der SU(2)) noch die Normierungsfaktoren in (6.9.14) zu berechnen,

N%(o)= <S_/1,a | S_/La): </1,U 1S,.S_| /1,0> =A—o(oc—1), (6.9.19)

wobei wir von (6.9.8), (6.9.3) und (6.9.13) Gebrauch gemacht haben. Treffen wir die Phasenwahl so,
dafl N(s) positiv reell wird, folgt daraus

S_|Ao)=1/ss+1)—a(o—1)|[Lo—1). (6.9.20)

Schliefilich ist die Wirkung von S_ auf die Basisvektoren zu bestimmen, denn dann wissen wir aus

(6.9.4) auch, wie die Komponenten §x und §y auf die Basisvektoren | A, o) wirken. Definieren wir N'(o)
durch
S, |A0)=N'(o)|Ao+1), (6.9.21)

folgt
N/Z(O') = <S+/1,(7 | S, Ao > = (/{,0' | S_S Ao > =A—o(oc+1) (6.9.22)

wobei wir angewendet haben. Die gesuchte Gleichung lautet also

S, [Ao)=/s(s+1)—o(o+1)|Ao+1). (6.9.23)

6.10 Das Noether-Theorem (quantenmechanisch)

Als nichstes miissen wir die Vertriglichkeit der Symmetrietransformation mit der Zeitentwicklung
herleiten. Dies muff eine Bedingung an die Symmetrietransformationen ergeben, die unabhingig von
der Wahl des Bildes der Zeitentwicklung ist (vgl. Abschnitt [2.10ff). Daher kénnen wir diese Bedin-
gung in einem beliebigen Bild der Zeitentwicklung herleiten. Wir wihlen dazu das Schrédingerbild.
Ein beliebiger Zustand gentigt dann wegen Y = H, X = 0 (Definition des Schrodingerbildes) der
Differentialgleichung

d .
Nun sei U () eine beliebige (i.a. explizit zeitabhingige) unitire Transformation. Sei dann

W5, £) = U (1) T, ). 6.10.2)

Es ist klar, daf§ U genau dann Symmetrietransformation ist, wenn auch |‘I/g, t> der Zeitentwicklung,
die durch (6.10.1) definiert ist, gentigt, denn U ist definitionsgemaf$ dann Symmetrietransformation,
wenn der Zustand |\I/;, t> stets dquivalent zum Zustand |¥g, t) ist. Durch Ableitung von (6.10.2) nach
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6. Galilei-Symmetrie

der Zeit finden wir unter Verwendung von (6.10.1) und der Annahme, daff diese Gleichung auch fiir
o, t> mit demselben Hamilton-Operator H (t) zutritft, dafl U, genau dann Symmetrietransformation

1st, wenn
1 au, .
expl

ist, wobei U ¢ die physikalische Zeitableitung von U bedeutet. Da diese Gleichung bildunabhingig ist,
vgl. (2.10.13), stellt sie die gesuchte Symmetriebedingung dar.

Es ist ferner klar, dafl dieselben Betrachtungen auch auf die infinitesimalen Erzeugenden der Einpara-
meteruntergruppen der Symmetriegruppe zutreffen. Ist nimlich o der entsprechende Parameter der
Einparameteruntergruppe und g der dazugehorige Generator, so gilt (im hier betrachteten Schrédin-

gerbild)

U, (1) = exp[—iagy(t)], (6.10.4)
und somit P
go(1)= ng(t) . (6.10.5)

Leiten wir dann Gleichung (6.10.3) nach @ ab und beachten, daff im zweiten Term auf der linken Seite
die Ableitung nach @ mit der expliziten Zeitableitung vertauscht werden kann, ergibt sich die bildun-
abhingige Gleichung
. 1 a
g:T[g,H]+<—g> =0. (6.10.6)
1 a expl

Dies ist aber das quantentheoretische Pendant zum klassischen Noethertheorem, besagt doch (6.10.6),
dafd jeder Generator der Einparametersymmetriegrupe g notwendig eine ErhaltungsgrofSe ist, und um-
gekehrt ist jede Erhaltungsgrofie auch der Generator ein Einparametersymmetriegruppe des betrach-
teten Systems.

6.11 Einteilchenzustinde fiir Teilchen mit Spin s

Nun konnen wir eine vollstindige Beschreibung fiir ein freies Teilchen mit beliebigem Spin angeben.
Die irreduzible Darstellung des Spins durch die Matrizen IA)(gﬁ) aus Abschnittist namlich vollstindig
durch die Spinbetragsquantenzahl s definiert.

Zunichst folgt aus dem im vorigen Abschnitt hergeleiteten Noether-Theorem und der Kommutatorre-
lation (6.7.40), daf} die Erzeugenden K; fiir Boosts explizit zeitabhingig sein miissen, denn es muf§

i =k me (2 K\ Ly 6.11.1
= T iy +|{ —= =p;+| —=— = V. 1.
! ! [ ! :I dt expl p] di expl ( )
Nun folgt aber aus (6.7.37)

o apP !

p.—(22) Lo 6.11.2

! < adt >exp1 ( )

und damit durch Integration von (6.11.1)
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6.11. Einteilchenzustinde fiir Teilchen mit Spin s

wobei X ; entsprechend dem Korrespondenzprinzip mit der klassischen Mechanik die nicht explizit

zeitabhingigen Ortskomponentenoperatoren sein miissen. In der Tat folgt aus (6.7.39) unter Verwen-
dung von (6.7.36), daf§ diese Operatoren die Heisenberg-Algebra fiir Orts- und Impulskomponenten

(X, | =101, 6.11.4)

erfiillen. Wir haben bereits in Abschnitt[2.8|gezeigt, wie man mit diesen Kommutatorrelationen zu der
aus QM 1 bekannten Darstellung der Quantentheorie mit Impuls- bzw. Ortswellenfunktionen gelangt.
Fiir ein Teilchen mit Spin s # 0 kommen nur noch die (2s + 1) Spinfreiheitsgrade hinzu. So ergibt sich
z.B. fiir die Ortswellenfunktion eine (25 + 1)-dimensionale Grofie

- d3Z) S -
t,x)= exp(1p - x ,O |, t), 6.11.5
bolt)= | i D(palgr) ©115)
wobei wir hier wieder im Schrodingerbild der Zeitentwicklung rechnen. Da der Spinoperator auch
mit dem Ortsoperator vertauscht, konnen wir zugleich die drei Ortskomponenten und die z-Kom-
ponente des Spins messen. Die entsprechenden verallgemeinerten Eigenvektoren bezeichnen wir mit

|X,0). Wie in Abschnitt|2.8| zeigt man sofort (Ubung/), dafl

1 o
2P exp(ip - X)8 (6.11.6)

ist. Die Wirkung des Impulsoperators in der Ortsdarstellung ergibt sich sofort aus

ﬁ¢g(z,z):<§,a)ﬂ¢,t>:f d3)7;/2 p(ip )5 (5| gt )

<9_5,0|17),0/>:

R3 (271'
=i [ P e (oo |t 117
R3 (275)3/2
:—inSLU t,X .

Aus (6.8.12) folgt daraus sofort

. A
Ay (1, x)_—¢ (68) =224, (1.%). 6.11.8)

Als letztes Beispiel fiir den hier aus der Galileisymmetrie hergeleiteten Bra-Ket-Formalismus der nicht-
relativistischen Quantentheorie fiir ein Teilchen mit Spin wollen wir die Wirkung einer Drehung auf
die Ortswellenfunktion finden. Dazu benétigen wir lediglich (6.8.23). Sei ¢/ (¢, %) die Wellenfunktion

fiir ein um q; gedrehtes System. Dann gilt

003)= [ L o) (o ot o)

R3
d3

—~

[l

5 = e
~
SRR

< |~
<

s exp(ip - %) (exp(—id-))p.o| o)

<

—~
N
=

(6.11.9)

-

>Z<D;2<q?>z%—l<¢>za,a’

0/

=21

72 exp(ip -

Gy exp(ip - X ZD <
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6. Galilei-Symmetrie

Dabei haben wir von der Unitaritit der Drehmatrizen Gebrauch gemacht, die zu D! = DZ,U =D,

fithrt. Nun substituieren wir p = ]%(gg)])) " und Verwenden wieder die Orthogonalitit von I%(gzg), die zu
poi=[R@F-E=p [RGF]=p K P3 (6.11.10)
fithre. Dies in (6.11.9) eingesetzt liefert (unter Verwendung von det R = 1)

0o (6,3)= > D, o ($)h (1, RIF). (6.11.11)

Man nennt eine mehrkomponentige Feldgrofle ¢, die sich unter Drehungen gemif} verhile,
ein Spinorfeld zur Darstellung s € {0,1/2,1,...}. Das Spinorfeld zu s = 0 heiflt dann entsprechend
auch Skalarfeld, zu s = 1 Vektorfeld usw. Zur besseren Unterscheidung von den in der relativisti-
schen Quantentheorie auftretenden Dirac-Spinoren bezeichnet man die hier in der nichtrelativistischen
Quantentheorie vorkommenden Groflen zum Spin s = 1/2 auch als Weyl-Spinoren.

Die Gl. 143t sich freilich auch aus der Formel fiir infinitesimale Drehungen, angewandt auf
die Wellenfunktion bestimmen, denn es ist

A
— -

+S=—i¥xV;+S, (6.11.12)

S~

J=

wobei S die auf die Spinorkomponenten ¢, wirkenden (2s + 1) X (2s + 1)-Matrizen sind. Bezeichnen
wir mit (¢, %) also die 25 + 1-komponentige Spinorwellenfunktion, so ist die Anderung der Wellen-

funktion unter einer infinitesimalen Drehung bis auf Groflen zweiter Ordnung in & (; =18 ¢ offenbar

durch
S (6, 7) =18 i - (6, F) = S pii- (% x Vo 4 $)(t,5) = S b - S(t, 5+ Spii x F)  (6.11.13)

gegeben. Dabei haben wir die Operatoridentitit
7 (% x Vi) = (7 x %) Vs (6.11.14)
verwendet.

Etwas mehr Vorsicht ist bei der Betrachtung von Galilei-Boosts angebracht. Da die Generatoren K
explizit zeitabhingig sind, vertauschen sie nimlich nicht mit dem Hamiltonoperator (vgl. (6.7.40)).
Die Spinorwellenfunktion im geboosteten Bezugssystem ist durch

b, (t,%)=(X,0|¢,t) (6.11.15)
gegeben. Im hier verwendeten Schrodingerbild der Zeitentwicklung gilt
|4, t) = exp(—itH)|¢,0). (6.11.16)

Der Zustand im geboosteten Bezugssystem ist derjenige, fiir den zur Anfangszeit ¢t =0
|¢/,0) = exp(—i% - K) |¢,0) (6.11.17)
gilt. Die Zeitentwicklung erfolgt dann mit dem urspriinglichen Hamiltonoperator
|4, t> = exp(—itH)|{', O) =exp(—itH)exp(—iw - K) |4,0). (6.11.18)
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6.12. Die Panli-Gleichung

Um wieder (6.8.13) anwenden zu knnen, schieben wir wieder die Entwicklung des Einsoperators nach
Impuls-Spin-Eigenzustinden ein:

g (t,%)= f 3 d3ﬁz<§,a ’exp(—itH)eXp(—izB . I—i)’ 7, U/><15,0/ | gb,O)
f d3_) <x,0|exp(—itH)|ﬁ—mz@,0/><ZJ,0/|¢,O>

2
= d“zexp[ G\ o |3’} 5o 10
J

-

—mw)?

e (P

2 $3 32
:exp<—1mw Xx—i . t>fR 2yl exp[1p (x+fwt)—1%t]
X(Z),0|¢,O>

< 2 d&p -
exp<—1mw x—1m;} t>fwﬁexp[ip-(§+@t)]

X <l5,0 |exp(—irH)| ¢, O>
)
exp<—1mw x—1m;) t>¢0(t,f+z§t).

exp |:i3_5 (p—mw)—
3/2 (6.11.19)

Die Wellenfunktion verhilt sich also nicht einfach wie ein Skalar unter Galilei-Boosts, wie man naiver-
weise erwarten wiirde, sondern erhilt einen zusitzlichen Phasenfaktor. Wieder ergibt sich die Super-
auswahlregel, dafl Zustinde zu Teilchen mit verschiedener Masse nicht superponiert werden diirfen,
wenn die Theorie Galilei-invariant sein soll. Das Auftreten dieses Phasenfaktors ist auf die Rolle der
Masse als nichttriviale Zentralladung zuriickzufiihren.

6.12 Die Pauli-Gleichung

In diesem Abschnitt behandeln wir als ein konkretes Beispiel fiir Teilchen mit Spin ein Teilchen mit
Spin 1/2. Dies ist nicht nur die einfachste Realisierung eines Teilchens mit Spin, sondern es ist auch prak-
tisch duflerst wichtig, da alle (bislang bekannten) Elementarteilchen, die die ,Materie“ konstituieren,
solche Spin-1/2-Teilchen sind®| Freilich beziehen sich alle Betrachtungen in diesem Abschnitt auf den
Fall, dafi die nichtrelativistische Beschreibung der Teilchen gerechtfertigt ist. Das ist allerdings fiir einen
durchaus grofen Anwendungsbereich der Fall. So kénnen die Atome mit nicht zu groflen Ladungszah-
len durch die nichtrelativistische quantenmechanische Beschreibung der Bewegung der Elektronen um
den Atomkern sehr gut beschrieben werden. Entsprechend wird auch die Molekiil- und Festkorper-
physik durch die nichtrelativistische Vielteilchenphysik, auf die wir im nichsten Kapitel ausfiihrlich
zu sprechen kommen, abgedeckt.

Wir wollen nun den Hamilton-Operator fiir ein Teilchen mit Spin 1/2, das sich in einem dufieren elek-

tromagnetischen Feld £, B bewegt, finden. Dazu bedienen wir uns des Hilfsmittels der kanonischen
Quantisierung, indem wir zunichst die Situation im Rahmen der klassischen Mechanik betrachten.

®Das sind die Leptonen (Elektron, Muon, 7) und Quarks (up, down, charm, strange, top, bottom).
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6. Galilei-Symmetrie

Um die Lagrangefunktion aufstellen zu konnen, bendtigen wir zunichst die Darstellung des elektro-
magnetischen Feldes durch die elektromagnetischen Potentiale:

-

E(t,%) :—%(t,gz)—%ﬁ(t,z), B(t,3)=V x A(t,%). (6.12.1)

Dabei sind die Potentiale ® und A nur bis auf eine Eichtransformation bestimmt, denn fiir ein belie-
biges skalares Feld y ergeben

(1, %) =8(t,%)— 3,y (%), A'(t,%)=A(t, %)+ Vy(t,%) (6.12.2)

offensichtlich dieselben Felder E und B.

Die Lagrangefunktion fiir die (nichtrelativistische) Bewegung eines geladenen Punktteilchens im elek-
tromagnetischen Feld lautet dann

L:%iz_q[ep(t,z)_;.ﬁ(t,z)]. (6.12.3)
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus den Euler-Lagrange-Gleichungen
3_{_18_; —o. (6.12.4)
dx dt 9%

Bildet man die Ableitungen, erhilt man unter Verwendung von (6.12.1) in der Tat die richtige Bewe-
gungsgleichung ) .
mx =q[E(t,X)+ X X B(t,X)]. (6.12.5)

Wir gehen nun in der tiblichen Weise zum Hamilton-Formalismus tiber, indem wir zunichst die kano-
nischen Impulse berechnen:
. dL O TP
p=—=mx+qA(t,X). (6.12.6)
ax

Wir bemerken, daf3 dies 7icht mit dem mechanischen Impuls m? iibereinstimmt. Die Hamilton-Funk-
tion ergibt sich nach kuzer Rechnung (Ubung/) zu

! [Z;—qﬁ(t,a?)]2+qcb(t,>?). 6.12.7)

H=%%—L=23%244%(t,7)= —
2 2m

Wir erhalten also die Hamiltonfunktion aus dem Ausdruck fiir die Energie eines freien Teilchens, in-
dem wir ¥ gemif durch den kanonischen Impuls ausdriicken und die potentielle Energie g®
addieren. Wir werden nun in dhnlicher Weise in der Quantentheorie vorgehen. Es ist dabei klar, dafy wir
den quantenmechanischen Hamilton-Operator nicht eindeutig aus der klassischen Hamiltonfunktion
herleiten konnen. Es handelt sich bei der kanonischen Quantisierung lediglich um ein heuristisches Ver-
fahren, welches letztlich nur durch den Erfolg in der Beschreibung der in Experimenten beobachteten
Phinomene zu rechtfertigen ist. Spater, bei der Behandlung der relativistischen Quantenfeldtheorie,
werden wir eine tiberzeugendere Begriindung fiir den nun herzuleitenden Hamilton-Operator finden.
Wir betrachten Teilchen mit Spin 1/2 genauer. Es ist gemdfy Abschnitt [6.9) klar, dafl die Eigenwer-
te des Operator S, die Werte 0 € {—1/2,+1/2} annehmen konnen. Als Orthonormalbasis fiir die
Spinzustinde wihlen wir entsprechend |0 = 1/2) und |0 =—1/2) (in dieser in der Literatur {iblichen
Reihenfolge). Bzgl. dieser Basis ergeben sich die Spin-Matrizen wie folgt. Zunichst gilt
1

A 1 0 1,
S,lo)=0lo) > S_§<O _1> =50z (6.12.8)
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Die tibrigen Komponenten finden wir aus (6.9.20)

S_|0:1/2>:|0:—1/2), S_|o :—1/2):0 (6.12.9)

n 00\ a4 A (01
5__<1 O>, 5+_s__<o O>. (6.12.10)

und damit

1 A A 1/0 1 1,
Sx—E(S++S_)—§<1 O>—.§0'x,

A1 oA A 1/0 —ji 1,
Sy:—,(5+—S_):—<. O>:Z§0'y.

(6.12.11)

Die Matrizen 6, 6, und 6, heiflen Pauli-Matrizen, und wir werden nun einige niitzliche Rechenregeln
herleiten. Wegen der Kommutatorrelationen (6.9.1) fiir die Spinoperatoren, die natiirlicherweise auch

tiir die Spinmatrizen gelten, folgt fiir die Pauli-Matrizen unmittelbar
(6,61 =2ie;46. (6.12.12)
Durch direktes Nachrechnen (Ubung) findet man die nicht minder wichtigen Antikommutatorregeln
(6,60} =281, (6.12.13)

Kommen wir nun zum Hamilton-Operator. Entsprechend unserem oben besprochenen heuristischen
Vorgehen schreiben wir zunichst den Hamilton-Operator des freien Teilchens in der Form

1. 1 4 ,.,8 o
Hi = z—p2 ==—(a-p)(7-Pp)- (6.12.14)
m 2m

Dabei haben wir benutzt, dafl den Kommutatorrelationen (6.7.36) gemif3 die Operatoren fiir die Im-
pulskomponenten vertauschen und demnach der letzte Umformungsschritt sofort aus (6.12.13) folgt.

Wir gehen nun entsprechend dem oben bei der analogen Situation der klassischen Mechanik bespro-
chenen Prinzip der minimalen Substitution im Sinne der kanonischen Quantisierung vor, um den Ha-
milton-Operator fiir die Bewegung des Teilchens im elektromagnetischen Feld zu erhalten. Wie wir
sogleich sehen werden, ist es dabei entscheidend, die etwas umstindlich erscheinende Formulierung

mit den Pauli-Matrizen in (6.12.14) zu verwenden und nicht direkt die iibliche Form (welche fiir freie
Teilchen selbstverstiandlich identisch ist). Wir erhalten dann den Hamilton-Operator

B—qA)[G - (B—qA)]+49. (6.12.15)

Q4>

He L
2m

Um diesen Hamilton-Operator genauer zu analysieren, bietet es sich an, in der Ortsdarstellung zu
arbeiten. Dabei fassen wir die Wellenfunktionen

o (t,%)=(X,0|¥) (6.12.16)

zu einem zweikomponenten Weyl-Spinor

%) = ¢+1/2(t’£)
d(t, )—<¢_1/2(t,£)> (6.12.17)
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zusammen. Auf diesen Wellenfunktionen operieren dann sowohl die aus QM I bekannten Differential-
operatoren als auch 2 x 2-Matrizen wie die Pauli-Matrizen. Der Hamilton-Operator (6.12.15) lautet in
der Ortsdarstellung offenbar

A 1 A - A A — LY A
H= 2_[5.(_iv_qA)][g.(—iV—qA)]+q<I>. (6.12.18)
m

Um den physikalischen Gehalt dieses Hamilton-Operators zu analysieren, multiplizieren wir zunichst

den ersten Term aus:
[0-(—qA)][7-(B—qA)]= (7 -P)(T -B)—ql(7-P)(0 -A)+(0-A)G )] +4*(T-A)G -A). (6.12.19)
Dies ldfit sich noch weiter vereinfachen. Da die Impulskomponenten miteinander kommutieren, gilt

A

- - i - A A 1 A A —>2
(0-p)N0-p)=0;01p;Pr= 3 {Ujsak}pjpk =31P;Pr =P > (6.12.20)
wobei wir (6.12.13) verwendet haben. Da das Vektorpotential eine reine Funktion des Ortsoperators
ist, vertauschen auch dessen Komponenten, so daf§ dieselbe Rechnung

A - A = -2
G -A)G-A)=A 6.12.21)

ergibt. Wenden wir uns nun dem mittleren Term in zu. Hier ist Vorsicht geboten, denn die
Impulskomponenten vertauschen nicht mit den Komponenten des ortsabhingigen Vektorpotentials.
Hier ist es am einfachsten, die Wirkung des entsprechenden Differentialoperators auf die Wellenfunk-
tion zu untersuchen:

[(

Qi>

X

Qi>

G A)+

Qi>
~ >

P)Y =—i6;64(GAL +4;3)¢ (6.12.22)
=—i6,04[(F ALY + AL +A;6,¢].

Jetzt schreiben wir das Produkt der Pauli-Matrizen mit Hilfe von (6.12.12) und (6.12.13)) wie folgt um:

6,6, = % ({6706} +[6;,04]] = 8L +ies 160 (6.12.23)

Dies in (6.12.22) eingesetzt und ein wenig umgeformt, ergibt

[(5-p)G-A)+(G-ANG - p)lgp=(p-A+A-p)b+(G - B)o. (6.12.24)

Dabei haben wir V x A = B gemifd (6.12.1) verwendet. Fassen wir nun (6.12.2016.12.24) zu dem Ha-

milton-Operator (6.12.18) zusammen, finden wir schlief$lich

P < 5 .
H= —(p—gA—-Lg(5-B)+¢® mit g =2 (6.12.25)

2m 2m
wobei wir & = 25 geschrieben haben.

Daraus ergibt sich, daf§ ein elementares Teilchen (z.B. ein Elektron) bei minimaler Substitution ein mit
dem Spin des Teilchens verkniipftes magnetisches Moment besitzt, das durch den Operator
L MeV L
G=upgS mit up= ZL =5.7883817555(79) - 1011 Te , g =2 (SI-Einheiten) (6.12.26)
m

e
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reprisentiert wird (Zahlenwert aus [N 10]). Es ist dabei zu beachten, daff fiir ein Elektron der negative
Wert g, = —e mit der Elementarladung

e =1.602176487(40)- 107 C  (SI-Einheiten) (6.12.27)

zu verwenden ist. In unseren natiirlichen Einheiten, wo das modifizierte Wirkungsquantum % = 1 und
die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 gesetzt sind, und in den ebenfalls in diesem Skript verwendeten Heav-
iside-Lorentz-Einheiten (HL-Einheiten) der Elektrodynamik ist e eine dimensionslose Variable, die
sich aus der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstante

2
1 . .
= = (HL-Einheiten) (6.12.28)
47 137.035999679(94)
ergibt. In SI-Einheiten ist
2
a=—2F (SI-Einheiten). (6.12.29)
4reqghic

Man kann {ibrigens leicht zwischen natiirlichen Einheiten und SI-Einheiten hin- und herrechnen, in-
dem man den Konversionsfaktor

hec =197.3269631(49) MeV fm (6.12.30)

verwendet. Auflerdem ist in HL-Einheiten €y = uy =1 zu setzen.

Der Parameter g, in heifit Gyrofaktor und ist (hnlich wie die elektrische Ladung) eine fiir das
Teilchen charakteristische Grofle. Fiir Elementarteilchen ergibt sich aus dem Prinzip der minimalen
Kopplung an elektromagnetische Felder der Gyrofaktor 2, wobei dies allerdings in der hier gezeigten
nichtrelativistischen Behandlung nicht allzu zwingend erscheint, weil wir ja die minimale Kopplung in
der spezifischen Weise mit den in den Hamiltonoperator freier Teilchen eingeschobenen Pauli-Matrizen
(6.12.14) vornehmen mufiten. Wiirden wir die minimale Kopplung einfach mit dem Hamiltonoperator
p°/(2m) vornehmen, erhielten wir ein verschwindendes magnetisches Moment, also g, = 0. In der
relativistischen Beschreibung von Spin-1/2-Teilchen vermdge der Dirac-Gleichung fiihrt das Prinzip
der minimalen Kopplung zwingend auf g, = 2 fiir elementare Teilchen. Dies war (neben der Vorhersage
der Existenz von Antiteilchen) einer der grofiten Erfolge der Dirac-Gleichung.

Man bezeichnet die in definierte Grofle up als das Bohrsche Magneton. Es wurde von Bohr
in seinem Atommodell, basierend auf der von ihm entwickelten ,alten Quantentheorie, bei dem Ver-
such, die Aufspaltung der Spektrallinien bei Atomen in magnetischen Feldern zu erkliren, (Zeeman-
Effekt) eingefiihrt. Wihrend die klassische Elektronentheorie von Lorentz eine kontinuierliche Auf-
spaltung der Spektrallinien ergab, konnte Bohr den sog. anomalen Zeemaneffekt erkliren, der auf
der Quantelung des Bahndrehimpulses beruht. Dies werden wir gleich noch naher ausfithren. Die al-
lerdings ebenfalls beobachtete Aufspaltung in nur 2 (statt mindestens 3 aufgrund der Quantelung des
Bahndrehimpulses) konnte nur durch Einfithrung des Elektronenspins erklart werden, die schliefilich
durch Goudsmith und Uhlenbeck erfolgte, nachdem Kramers von Pauli iiberzeugt worden war, die-
se Idee besser nicht zu versffentlichen. Der Hamilton-Operator (6.12.25) wurde schliefflich von Pauli
vorgeschlagen, nachdem er schliellich doch von der Korrektheit des Spins zur Spinquantenzahl 1/2
tiberzeugt werden konnte. Die Schrodinger-Gleichung mit dem Hamilton-Operator fir die
zweikomponentige Weyl-Spinor-Wellenfunktion,

i%w”?) = _ﬁ(%_iqg)z(zb(t’f)_gsﬂB‘é'E(t’z)Sb(t,f)+6]‘I’(t,§), Gb(6,%)  (6.12.31)
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heiflt daher Pauli-Gleichung.

Wir bemerken noch, dafl sich bei der sehr genau mdglichen Vermessung des magnetischen Moments des
Elektrons eine kleine Abweichung vom Wert g, = 2 fiir ein elementares Teilchen ergibt. Der neueste
Wert fiir diese Abweichung betrigt gemaf} [N™10]]

8e —

2
=(1159.65218073 4 0.00000028) - 107°. (6.12.32)

Theoretisch sind diese winzigen Abweichungen durch sich in der Quantenelektrodynamik ergebende
Korrekturen in héherer Ordnung der Stérungstheorie erklirbar.

Die Hadronen, allen voran die Kernbausteine Proton und Neutron, weisen allerdings deutlich von 2
verschiedene Gyrofaktoren auf. Dies weist darauf hin, daf} sie keine elementaren Teilchen sind, sondern

ein komplizierter Bindungszustand aus drei Valenzquarks aufgrund der starken Wechselwirkung. Die
Werte fiir die Gyrofaktoren sind (wieder cf. [NT10])

g, =2.792847356 £0.000000023, g, =—1.9130427 £ 0.0000005. (6.12.33)

Freilich beziehen sich diese Gyrofaktoren auf das Bohrsche Kernmagneton

MeV C
Sk (SI-Einheiten). (6.12.34)

G = = 013.1524512326(45) - 10
2m,

Der Gyrofaktor g, ~ 2, der sich hier aus der minimalen Kopplung in der spezifischen Form des freien
Hamilton-Operators mit o-Matrizen ergeben hat, folgt (allerdings eindeutig!) auch aus der relativisti-
schen Dirac-Gleichung, auf die wir in einem spiteren Kapitel genauer eingehen werden.

In der Atomphysik (insbesondere bei der Behandlung des Wasserstoffatoms in der Naherung, wo das
Proton als einfaches Coulomb-Feld behandelt wird) ist es bei der Berechnung der Energieeigenzustinde
notwendig, den Symmetrien des Problems entsprechend die Pauligleichung in riumliche Kugelkoor-

. . . . . . =2 =2
dinaten umzuschreiben, denn man wird simultane Eigenzustinde von H, J ', J, und S, bzw. H, J ,

I’ und L, und S, verwenden (bei ausgeschaltetem dufleren Magnetfeld). Den Zeeman-Effekt kann
man dann fiir schwache Felder storungstheoretisch behandeln. Wir gehen darauf in dieser Vorlesung
nicht niher ein. Diese Probleme werden ausfiihrlich in vielen Quantenmechanik-Lehrbiichern behan-
delt (z.B. [LLZ7])).

Der Vollstindigkeit halber schreiben wir noch den Hamilton-Operator fiir ein konstantes Magnetfeld
etwas um. Offenbar ist das Vektorpotential durch

- 1. = -
A= —5% x B fiir B=const (6.12.35)
gegeben, denn es gilt in der Tat
- = 1 é\]mé\kn _é\]né\km
(VX A); = €41 FeA) = =2 € k1€ (X By) = = p B8, =B;.  (6.12.36)
Der erste Term in lautet also
- - - g - -2 = - = -2
P—qgAP =p"—q(PA+AP)+¢°A =p" —¢B-L+4°A". (6.12.37)
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Dabei haben wir verwendet, dafl [Xj,pk] =0 fiir j # k und daher L=%x P =—p X X ist. Setzen wir

dies in (6.12.25) ein, finden wir

52 . . g2 S T
H:p——,uBB-(L—i-gSS)-I-q—A +4q® fir A=—-XxB, B=const. (6.12.38)
2m 2m 2

Man kann aufgrund des zweiten Terms
M = uy(L+g,S) (6.12.39)

als Operator fiir das totale magnetische Moment des Teilchens interpretieren. Dabei entspricht der
Bahnanteil im Sinne des Korrespondenzprinzips der entsprechenden klassischen Grofie fiir ein auf einer
Kreisbahn laufendes geladenes Punktteilchen (Ubung). Der Spinanteil weist jedoch den zusitzlichen
Gyrofaktor g, auf und besitzt kein Analogon in der klassischen Physik eines geladenen Punktteilchens.
Wir betrachten schliefflich noch die Eichinvarianz der Pauligleichung, d.h. die Unabhingigkeit der
physikalischen Bedeutung der Zeitentwicklung der Wellenfunktion von der Wahl der Eichung der elek-
tromagnetischen Potentiale. Dazu machen wir den Ansatz

&'(t,%) = exp[ia(t,%)]d(t, X) (6.12.40)

fiir die eichtransformierte Wellenfunktion, denn ein reiner Phasenfaktor dndert nichts am physikali-

schen Gehalt der Wellenfunktion. In der Tat gilt dann fiir die linke Seite der Pauli-Gleichung

ad’ d
1 &;é =iexp(ia) <i%¢ + 8—f> . (6.12.41)
Zur Auswertung der rechten Seite betrachten wir zunichst
(V—igA")' = exp(ia)[V¢ +i(Va) ) —ig(A+Vy )] (6.12.42)
Setzen wir nun
a=qy, (6.12.43)
so folgt
(V—igA"J' = exp(ig y )V —igA)¢. (6.12.44)
Wendet man darauf nochmals diesen Operator an, folgt
(V—igA" ' = exp(iqy (¥ —igA)*¢. (6.12.45)
Damit folgt zusammen mit (6.12.41) und (6.12.43)
g : .d d > . = = 2
1 asi =explaz) <18_f _qa_)f¢> =—(V—igA"P ¢ — g, B-S§ +q2' Y/

1 i} 5 (6.12.46)
=exp(igy) [—%(V—iqAW + <<1>— 3—f> b—ppgB- Ssb]

Kiirzen des gemeinsamen Phasenfaktors ergibt also, dafl aus der Pauligleichung fiir ¢’ mit den elektro-
magnetischen Potentialen ' und A’ die Pauligleichung fiir ¢ mit den urspriinglichen elektromagneti-

schen Potentialen  und A folgt. Die Pauli-Gleichung ist also invariant unter der lokalen Eichtrans-
formation

Sb/(t”_c)) = eXP[iq)((ta’?)]sﬁ(t’z)’

P . 4 R 77T R R (6.12.47)
@(t,x):@(t,x)—z)((t,x), A(t,X)=A(t,X)+ Vy(t,x).
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Dabei ist y ein beliebiges skalares Feld. Wir werden in einem spiteren Kapitel noch genau auf die Ei-
chinvarianz der Elektrodynamik zuriickkommen, die sich dort als notwendige Folgerung aus der Sym-
metrie der speziell relativistischen Raumzeit (Minkowski-Raum) unter Poincaré-Transformationen
ergeben wird.

Eine interessante Folgerung aus dem Transformationsverhalten ist, daf} es in Theorien mit
mehreren Teilchensorten keine Uberlagerungen von Zustandsvektoren (bzw. Wellenfunktionen in der
Ortsdarstellung) zu Teilchen mit verschiedener Ladung geben darf, weil fiir solche Uberlagerungen die
Theorie nicht mehr eichinvariant wire, weil dann die Phasenfaktoren fiir die verschiedenen Wellen-
funktionen verschieden wiren, denn diese enthilt explizit die jeweilige Ladung der Teilchen. Dieses
Verbot von Superpositionen heifit Ladungs-Superauswahlregel.

Wir leiten schliefilich noch die Erhaltung der Norm der Wellenfunktion unter Zeitentwicklungen aus
der Pauli-Gleichung her, die im abstrakten Bra-Ket-Formalismus (z.B. im Schrédingerbild) schon aus
der Selbstadjungiertheit von H folgt. Allerdings ergibt sich bei der Herleitung fiir die Wellenfunktion
der Wahrscheinlichkeitsstrom fiir Spin-1/2-Teilchen im elektromagnetischen Feld, der uns im nich-
sten Kapitel noch niitzlich sein wird. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Messung eines Teilchens
am Ort X mit Spin-z-Komponente 0 = £1/2 ist nach dem Bornschen Postulat durch

P(t,%,0) = {Z,0 | 4(0)) ] = ¢, (1, D) (6.12.48)

gegeben(] Interessiert man sich fiir die reine Teilchendichte, unabhingig davon, welche Spineinstellung
man vorfindet, folgt

P(£,%)=>|¢,(t, %) = 1(£,%)(t,%). (6.12.49)

-

Wir wollen nun zeigen, daf} es eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte j(z,x) gibt, so daf} die Konti-
nuititsgleichung

P - -
= 4+V.j=0 6.12.50
3, ] ( )

gilt. Dazu leiten wir (6.12.49) nach der Zeit ab und verwenden die Pauli-Gleichung fiir die Zeitablei-
tungen. Wir bendtigen dazu zunichst die Pauligleichung fiir den adjungierten Weyl-Spinor ¢, Bilden
wir also die hermitesch Adjungierte der Gleichung (6.12.31):

AT 1 = .= 3 -
s asi :_E(VJHAWT_&NBSNS.B+q<1>(z,x)¢’f. (6.12.51)

dabei haben wir die Selbstadjungiertheit der Spinmatrizen verwendet. Nach einigen Umformungen
(Ubung) gelangt man schlieilich zu der folgenden Form des Wahrscheinlichkeitsstromes

F= L[ty — (Tt —2ighgty). (6.12.52)

2mi1

Es lifit sich auch leicht zeigen (Ubung), dafl dieser Ausdruck unter der Eichtransformation (6.12.47) in-

variant ist, wie es fiir physikalisch beobachtbare Groflen wie den Wahrscheinlichkeitsstrom sein mufif]

"Wir verwenden hier 0.b.d.A. das Schrédinger-Bild der Zeitentwicklung.
$Diese Grofle ist physikalisch beobachtbar, denn man kann die Anzahl der Teilchen eines im durch ¢ beschriebenen

Zustand priparierten Ensembles zihlen, die in einem bestimmten Zeitintervall d¢ durch ein Flichenelement dF fliegen. Der

Erwartungswert dieser Anzahl von Teilchen (pro einlaufendes Teilchen) ist dann definitionsgemifl durch dN = dedF ;
gegeben.
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Wir bestimmen noch den Operator der elektrischen Stromdichte. Dazu miissen wir den Erwartungs-
wert der Teilchenenergie

E=(H)= . $PrgTHY (6.12.53)

mit dem Hamilton-Operator (6.12.25) betrachten. Den Zusammenhang zur elektrischen Stromdichte
ergibt sich aus dem Korrespondenzprinzip. In der Lagrangefunktion (6.12.3) hat man den Anteil

Lisg=q%-A (6.12.54)

bzw. fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung

-

L = f PEJ-A mit J=p7, (6.12.55)
R}

mag

wo p die Ladungsdichte der Ladungsverteilung bezeichnet. Variiert man also in der Lagrangefunktion

A, erhilt man

SL=8Ly, = f $7SA-T. (6.12.56)

R3

Die entsprechende Variation im Hamilton-Operator ist
SH:—SL:—J &7 SA-]. (6.12.57)

R3

Genauso zeigt man (Ubung), dafl eine Variation nach dem skalaren Potential ®

SH=—S8L=+| di8%p (6.12.58)
R3

zur elektrischen Ladungsdichte fiihrt.

Wenden wir diese Gleichungen auf (6.12.53) mit dem Hamilton-Operator (6.12.25) an, erhalten wir fiir
die elektrische Ladungs- und Stromdichte

p=qd b =qP, J=qj+uzg.V xSy (6.12.59)

Neben der konvektiven Stromdichte pv = q; erhalten wir also noch einen Beitrag vom intrinsischen
magnetischen Moment der Teilchen, den sie aufgrund ihres Spins besitzen. Es ist klar, dafl wegen
und der Relation V- (6 X \7) = 0 fiir ein beliebiges Vektorfeld V die Kontinuititsgleichung
auch fiir die elektrische Ladung gilt,

p +V.J=0, (6.12.60)
dt

d.h. die elektrische Ladung ist eine Erhaltungsgrofle. Wir weisen noch darauf hin, daf} bei einer Normie-
rung von ¢ auf 1 die hier betrachteten Ladungen und Stréme sich auf ein Teilchen im Sinne der Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation der Quantentheorie beziehen. Will man reale Ensembles aus N Teilchen
beschreiben, wobei man die Korrelationen zwischen den Teilchen vernachlissigen kann, kann man die
entsprechenden Groflen mit N multiplizieren, um die im realen Experiment auftretenden Ladungs-
und Stromverteilungen zu berechnen.
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6.13 Der Stern-Gerlach-Versuch

Der Stern-Gerlach-Versuch zur ,Richtungsquantelung® wurde 1922, also schon vor der Entwicklung
der modernen Quantentheorie ausgefiihrf’} Das Bohr-Sommerfeldsche Atommodell sagte allerdings
bereits damals voraus, dafy der Drehimpuls quantisiert sein sollte. Auflerdem war bekannt, daf3 ein
Atom mit einer Elektronenkonfiguration in einem Zustand zum Bahndrehimpuls / # 0 (in moderner
Sprache ausgedriickt) ein entsprechendes magnetisches Moment wie durch aufweisen muf3.
Der Spin war allerdings noch unbekannt. Gleichwohl sollte ein Atomstrahl mit Atomen mit magneti-
schem Moment in einem inhomogenen Magnetfeld abgelenkt werden. Wihrend die klassische Physik
einfach eine kontinuierliche Aufweitung des Strahls vorhersagte, mufite nach dem Bohrschen Atommo-
dell der Strahl in einem Magnetfeld mit Feldgradient in z-Richtung entsprechend der Quantelung der
z-Komponente des Bahndrehimpulses in diskreter Weise abgelenkt werden. Stern und Gerlach gelang
der Nachweis dieser Richtungsquantelung eines Atomstrahls von Silberatomen. Sie fanden eine Auf-
spaltung des Strahls entsprechend zweier Einstellmoglichkeiten der z-Komponente des Drehimpulses,
was mit der damaligen Vorhersage des Bohr-Sommerfeld-Modells vertriglich war. Die moderne Quan-
tentheorie wiirde allerdings bei einem Teilchen ohne Spin nur Aufspaltungen in eine ungerade Anzahl
von Strahlen vorhersagen, denn der Bahndrehimpuls gehort immer zu Darstellungen der Drehgruppe
mit Drehimpulsquantenzahl / € N, und die z-Komponente des Bahndrehimpulses kann immer nur
die (2] +1) Werte m, = {0,%1,...,£/} annehmen.

Im Lichte der modernen Quantentheorie betrachtet ist allerdings die Aufspaltung in zwei Strahlen fiir
Silberatome leicht erklirbar: Das Silberatom besitzt ein Valenzelektron, das sich im Grundzustand in
einem Bahndrehimpulszustand / = 0 (s-Orbital) befindet. Die tibrigen Elektronen fiillen ihre entspre-
chenden Orbitale vollstindig auf, so daf} deren Gesamtdrehimpuls O ist. Entsprechend ist der Gesamt-
drehimpuls des Atoms | = 1/2. Es verhilt sich also wie ein neutrales Teilchen mit einer groflen Masse
und einem magnetischen Moment aufgrund des Spins 1/2 dieses Elektrons, solange das Atom nicht auf
irgendeine Weise in angeregte Zustinde tibergeht. Dies ist aber unter den Versuchsbedingungen von
Stern und Gerlach nur hochst unwahrscheinlich. Daher konnen wir bei der Analyse des Experiments
das Silberatom einfach als neutrales Teilchen mit einem magnetischen Moment entsprechend dem vom
Spin des Valenzelektrons behandeln. Entsprechend der beiden Einstellungsmoglichkeiten fiir die z-
Komponente des Spins (o = £1/2) spaltet sich also der Strahl in der Tat in zwei Teilstrahlen auf, von
denen einer aus Teilchen mit o = 1/2 und einer aus solchen mit & =—1/2 besteht.

Schon diese qualitative Beschreibung zeigt, warum der Stern-Gerlach-Versuch auch heute noch als Mu-
sterbeispiel fiir den quantenmechanischen Mefiprozef§ dient: Er zeigt alle Charakteristika einer quan-
tenmechanischen Messung, und wir wollen daher dieses Experiment aus quantentheoretischer Sicht
genauer betrachten. Der Versuchsaufbau ist schematisch in Abb. [6.1] dargestellt. In einem Ofen wird
Silber geschmolzen, und durch eine Offnung tritt ein Atomstrahl aus und wird durch Blenden auf eine
bestimmte Richtung fokussiert. Dies konnen wir im Sinne der Quantentheorie als Praparation der Sil-
beratome auffassen. Wir haben es allerdings mit einem gemischten Zustand von Teilchen zu tun, die
einen Impuls besitzen, der entsprechend einer thermischen Verteilung um den Mittelwert (]5> =€, po
verteilt ist. Die Atome durchlaufen nun ein inhomogenes zeitlich konstantes Magnetfeld, welches
wir in der Nihe des Strahls durch die Entwicklung bis zur ersten Ordnung in den Raumkoordinaten
approximieren konnen:

-

B =(By+ fz)¢,— ByE,. (6.13.1)

Eine duflerst vergniigliche Darstellung der Historie des Stern-Gerlach-Versuchs findet sich in [[FHO3).
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l<l§ssisch tatsachlich
erwartete beobachtete

Verteilung Vertellung Silberatomstrahl

Atom-
strahl-
ofen
inhomogenes
Magnetfeld

Abbildung 6.1: Schematischer Autbau des Stern-Gerlach-Versuchs (Quelle des Bildes: Wikipedia).

Dieses Feld erfiillt offenbar die Maxwell-Gleichungen
V.-B=0, VxB=0 (6.13.2)

fiir ein statischen Magnetfeld in einem quellenfreien Raumbereich. Der Hamiltonoperator (6.12.25)
vereinfacht sich im gegebenen Falle wegen g =0 zq"]

-2
p S b

H=—+uzgS-B. 6.13.3
2M Bés ( )

Setzen wir (6.13.1) ein, erhalten wir ein vom Spin abhingiges Potential, dessen klassisches Analogon
einer konstanten Kraft entspricht. Um die Analyse weiter zu vereinfachen, nehmen wir an, daf |By| >
Bl{»)] ist, wobei wir annehmen, der Strahl sei hinreichend in xy-Richtung um x =0, y = 0 fokussiert.
Dann koénnen wir zunichst den einfacheren Hamiltonoperator

=2
H =2y 0,68+ s, (6.13.4)
2M
verwenden. Betrachten wir Teilchen in einem S,-Eigenzustand, haben wir es also mit der Bewegung
in einem konstanten Kraftfeld zu tun, und die Atome werden fiir 0 = 1/2 nach unten, fiir 0 = —1/2
nach oben abgelenkt. Ein Atomstrahl, dessen Zustand durch eine beliebige Superposition aus solchen
Eigenzustinden beschrieben wird, spaltet sich also entsprechend in zwei Teilstrahlen auf.

Falls die Strahlen in der yz-Ebene hinreichend fokussiert bleiben, bilden sich zwei wohlseparierte Teil-
strahlen, die in der hier betrachteten Niherung aus reinen S,-Eigenzustinden bestehen, d.h. in diesen
Teilstrahlen haben wir es mit Teilchen zu tun, die eine wohldefinierte z-Komponente des Spins besit-
zen. Vorher war diese Spinkomponente unbestimmt. Durch das inhomogene Magnetfeld konnen wir
nun einen der Teilstrahlen ausfiltern und so Teilchen mit determinierter Spinkomponente praparieren.
Der Zustand des Gesamtensembles wird aber immer noch durch eine Superposition bzw. durch einen
Statistischen Operator beschrieben. Allerdings sind nach Durchlaufen des Magnetfeldes Ort und Spin-
z-Komponente verschrinkt, d.h. eine hinreichend genaue Ortsmessung liefert zugleich auch einen

%Das Vorzeichen des Spinterms kehrt sich wegen der negativen Ladung des Elektrons um.
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wohlbestimmten Spinzustand. Man kann also durch Nachweis eines Silberatoms am Schirm mit einer
nahezu 100%-Wahrscheinlichkeit sagen, welchen Wert o = 41/2 die Spin-z-Komponente dieses Silbe-
ratoms besitzt. Voraussetzung dafiir ist allerdings, daf§ der Ort der Teilchen zumindest in z-Richtung
so scharf bestimmt ist, dafl die beiden Teilstrahlen als wohlsepariert angesehen werden konnen. In die-
sem Zusammenhang nennt man die Ortskomponente z auch eine Zeigervariable, denn sie wird bei
dem betrachteten Versuchsautbau zur Messung der eigentlich interessierenden Observable, nimlich der
Spin-z-Komponente, im Sinne des Zeigers eines Mef3gerites verwendet.

Wir betrachten nun diese Vorginge quantitativ. Zunichst beschreiben wir den Anfangszustand des
Atomstrahls vereinfacht durch einen beliebigen Spinzustand und bzgl. des Ortes als GaufSsches Wel-
lenpaket, das um X = 0 gepeakt ist und einen entsprechend der Unschirferelation bestimmten Impuls
mit (}5} = poé, besitzt:

. Co Xz
do(t=0,%)= W exp <_E + 1pox>, |c1/2|2 + |c_1/2|2 =1 (6.13.5)
Diese Wellenfunktion ist normiert (Ubung!):
&3 |t =0,7) =1. (6.13.6)
R3

Die zeitliche Entwicklung dieser Wellenfunktion ist durch den Hamiltonoperator bestimmt.
Wir betrachten hier aber nur den einfacheren Hamiltonoperator und berechnen den Propaga-
tor. Dazu verwenden wir die Methode, die wir in Abschnitt[2.11]verwendet haben, um den Propagator
tiir das freie Teilchen zu berechnen.

Wir berechnen also die Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild, d.h. der Zustandsvektor |¢) ist zeitlich
konstant, und die Zeitabhingigkeit der hier relevanten Observablenoperatoren wird durch die Heisen-
bergschen Bewegungsgleichungen

dx 1., P
E:Y[X’H ]:]l—/[’ 6.13.7)
df’ 1 e / d
5= Y[p,H |=—¢,MaS,, (6.13.8)
ds, 1
dtl = Y[sz,H’] =0 (6.13.9)

beschrieben. Dabei haben wir zur Abkiirzung die Beschleunigung a = uz g, B/M eingefiihrt. Die Glei-
chungen (6.13.7)-(6.13.9) sind unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen

%0)=%, pO)=p’, S,0)=S, (6.13.10)
zu l6sen. Die Integration ist in diesem Falle sehr einfach und ergibt (Ubung!)
X= 20808, + 1 B4R,
S MarS'E, 4 (6.13.11)
S,=S..
Wie wir in gesehen haben, ist das konjugiert Komplexe des Propagators durch

U:a/(t,.;c’;to:O,EC)/):(t:O,;C)/,O-/

t,%,0)=(t=0,%",0"|exp(itH)| t =0,%,0) (6.13.12)
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gegeben. Diese Gleichung folgt unmittelbar aus der Bewegungsgleichung fiir die Eigenvektoren nicht
explizit zeitabhingiger Observablen im Heisenbergbild

|t,%,0) =exp(itH)|t =0,%X,0). (6.13.13)

Es handelt sich also um die Komponenten der simultanen x-S,-Eigenvektoren bzgl. der x’-S-Eigen-
basis. Wir konnen diese Grofie unter Verwendung von (6.13.11) bestimmen, indem wir zunichst die
simultanen Eigenwertgleichungen in dieser Basis schreiben:

A a I = !
2r7R = 2 / =/ * =TTk
xUM/—<—EeZt o +—iMVx,+x >UM,_xUM,,
A « o Jrpe L *

S,U> ,=o'U’ ,=0U .

z oo’

(6.13.14)

Die letzte Gleichung besagt, daf U, ., o< &,/ ist. In der hier betrachteten Niherung bleibt also ein
Spin-z-Eigenzustand stets in diesem Eigenzustand, maW. es erfolgt wihrend der Bewegung durch das
Magnetfeld kein ,,Spin-Flip“. Wie wir unten noch sehen werden, ist dies allerdings die wesentliche Folge
der hier betrachteten Niherung. Die Losung von ist ebenfalls einfach durch direkte Integrati-
on zu gewinnen (Ubung!):

= =/ IM =/ =\2 2 /
U, (t,x,X")=N(t)exp {Z [(x —X)" —at‘o(z' + z)]} Sy (6.13.15)

o0
Dabei haben wir die Integrationskonstanten so angepafit, dafy unter der Voraussetzung, dafy wir N(t)

so wihlen konnen, daf
N(t)=N*(—t) (6.13.16)

1st,
U*

oo

(—t,X,%)=U, .(t,%,X) (6.13.17)

[

- =/

gilt. Um N(t) zu bestimmen, verwenden wir die Tatsache, dafy U, .(¢,x,x") die zeitabhingige Schro-

dingergleichung erfiillt. Dies fithrt auf eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung fiir N(t), die
die Losung (Ubung!)

M
2t

/ o ot?
>32exp[i<1>1(t)] mit (1) = 140t 24B + faot) (6.13.18)

248

besitzt. Dabei haben wir die zunichst unbestimmte Normierungskonstante bereits so gewihlt, dafl
auch die Anfangsbedingung

N(t):<

U, (t=0,%3%)=80x-%") (6.13.19)

g,

erfull ist.
Die Wellenfunktion mit dem Gaufischen Wellenpaket (6.13.5) als Anfangsbedingung lautet also

2\3/4 MA 3/2
t, )= DU (6,53 (t =0,% :<—> <—>
0,09 S0 5e=09=(2) (igm) ©
y M2A? < pot>2+ 2, +Mt2 2 (6.13.20)
xpe—————— [ (x— = z
Pl a2 |\ ) Y 2

x exp[i®(z,X)]
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0.016 T

og = +1/2 —_—
0.014 "\ —1/2 ==
I .
0.012 i \.‘
S 001 Iy
S Iy
0.008 I
< i)
2 0.006 i \
: \
0.004 I \
I .
0.002 \
! \
0 — =
0 +(2) (tr)

Abbildung 6.2: Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die z-Position eines Teilchens nach Durchlaufen ei-
nes inhomogenen Magnetfeldes bei x = L. Anfangs lag eine bei X = 0 gepeakte Gauf§verteilung vor,
wobei die Teilchen mir gleicher Wahrscheinlichkeit eine Spinkomponente 0 = +1/2 oder o = —1/2
besitzen.

mit der Phase

aMoByt M
®(t,X)=— — 16A*[3p5t —6M pyx +aM*ot(act® + 6z
(t,x) g 24(4M2A4+t2){ [375 Pox ot(ao )] 6.15.21
+t(a*ogtt +12a04t%z — 12;?2)}.
Um diese Wellenfunktion zu interpretieren, bilden wir ihr Betragsquadrat:
. 7 mar
|40 (, %) = Yy VY] le,
TAM2A* + ¢
(6.13.22)

2M?*A? A ao ,\?
<t —rape ) T

Die Ortswahrscheinlichkeitsverteilung fiir ein Teilchen mit anfangs scharf bestimmter Spin-z-Kompo-
nente o ist also zur Zeit ¢ in der Tat eine Gauflverteilung, mit Ortserwartungswerten entsprechend
der Bewegung des entsprechenden klassischen Teilchens. Dies liegt daran, daf} die Kraft hier konstant
ist und folglich die Ortserwartungswerte aufgrund des Ehrenfestschen Theorems die klassischen Bewe-

gungsgleichungen erfiillen. Dies ersicht man auch durch direkte Mittelwertbildung aus (6.13.11). Die

Unschirfe jeder der Ortskomponenten ist

VAAM? + 2

Ax(t)=Ay(t)=Az(t)= A

(6.13.23)

Stellen wir nun einen Schirm bei x = L auf, erreicht das Maximum des Wellenpakets diesen Schirm
bei t =t; =2ML/ py, und wir erhalten eine gute Separation der beiden Peaks in z-Richtung, wenn die
entsprechende Unschirfe klein gegen 2z(;) = aot ist.
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6.13. Der Stern-Gerlach-Versuch

Gemessen werden (unter der Annahme einer idealen Photoplatte, die jedes Teilchen, das auf sie trifft,
auch wirklich registriert) alle Teilchen, die im Laufe der Zeit ¢ € (—o0, 00) bei x = L ankommen. Die
entsprechende Verteilung erhalten wir offenbar, indem wir die Stcromkomponente

jultx=Ly2)= 5 4. 0p—(@47)g] (6.13.24

tiber ¢ € R integrieren. In Abb. 6.2 haben wir diese Stromkomponente fiir die Situation, dafl anfangs
gleich viele Teilchen mit Spin-z-Komponenten o = £1/2 vorhanden waren (d.h. ;) =c_y, =1/ V2)
numerisch iiber ¢ € R und y € R integriert, d.h. wir betrachten die Verteilung in z-Richtung. In der
Tat sind aufgrund der Wahl der Anfangsparameter fiir dieses Beispiel die beiden Peaks entsprechend
der Anfangseinstellung des Spins wohlsepariert, und die Teilchen besitzen entsprechend unserer Ni-
herung des Hamiltonoperators praktisch reine Spin-z-Zustinde, wenn wir einen der beiden
Teilstrahlen durch eine Blende laufen lassen, und den anderen vollstindig absorbieren.

Betrachtet man statt der Niherung den genaueren Hamiltonoperator (6.13.5), lifit sich das
Problem nicht mehr geschlossen l6sen. Die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir Orts-, Impuls-
und Spinoperatoren lauten dann nimlich

s 1 . o >

p:;[p,H]:—aSzez—i—aSyey,

s_P (6.13.25)
M’

§:MBgSEX§.

Man kann allerdings mit Hilfe der zeitabhingigen Storungstheorie zeigen, dafl fiir B, > 3 (y) die Bei-
mischungen von Teilchen mit entgegengesetzten Spin klein sind, weil die Korrekturglieder mit der
groflen Larmorfrequenz w = ugg B, oszillieren und sich somit bei der Zeitintegration der entspre-
chenden Stromkomponente j, gegenseitig autheben. Genauere numerische Untersuchungen zur Be-
rlicksichtigung des Spin-Flips beim Stern-Gerlach-Versuch finden sich in [PBCBGCO3]].

201



6. Galilei-Symmetrie

202



Kapitel 7

Pfadintegrale

Die Pfadintegralmethode wurde 1942 von Feynman im Rahmen seiner Promotion als alternative For-
mulierung der Quantentheorie entwickelt [Fey48]]. Der grundlegende Vorteil der Pfadintegralmethode
gegeniiber der Operatorformulierung besteht darin, dafl sie in vielen Fillen die quantentheoretischen
Groflen mittels der Lagrangefunktion anstelle der Hamiltonfunktion herzuleiten gestattet und iiber-
haupt einen engen Zusammenhang der Quantentheorie zum klassischen Wirkungsprinzip herstellt.
Es ergeben sich dabei nicht nur mathematische Vereinfachungen durch die Verwendung von Funktio-
nalen, insbesondere fiir stdrungstheoretische Anwendungen semiklassische Naherungsverfahren
und die Streutheorie, sondern auch interessante heuristische Aspekte zur Interpretation der Quanten-
theorie.

7.1 Die Feynman-Kac-Formel

Wihrend Feynman (zumindest zeitweise) die Pfadintegralformulierung als alternativen Zugang zur
Quantenmechanik gegeniiber der historisch alteren in diesem Skript verwendeten kanonischen Quan-
tisierung im Rahmen der Operatorformulierung der Quantentheorie betrachtete verwenden wir hier
umgekehrt die Operatormethoden, um die Pfadintegrale zu begriinden. Diese stellen insbesondere die
Unitaritdt der Zeitentwicklung sicher, und wie wir sehen werden, ist die naive Korrespondenz zwi-
schen dem klassischen Lagrangeformalismus der Mechanik und den Pfadintegralen nur fiir bestimmte
Hamilton-Operatoren giiltig.

Wir betrachten zunichst den einfachen Fall eines Teilchens, das sich in einer Raumdimension in einem
vorgegebenen dufleren Potential V(x) bewegt. Unser erstes Ziel ist die Berechnung des Zeitentwick-
lungskerns U(t’, x’; t, x) mittels Pfadintegralen. Im Heisenbergbild gilt

x,t>:<x’,0

Dabei haben wir die Losung der Bewegungsgleichung fiir die Operatoren im Heisenbergbild (2.10.10)
mit X = H verwendet. Die Losung fiir den nicht explizit zeitabhingigen Ortsoperator ist nimlich

(.t exp [—%H(t’— t)] x,O>. (7.1.1)

x(t):exp<%Ht>xoeXp<—%Ht>, (7.1.2)

wie man sich durch Ableiten nach der Zeit iiberzeugt. Dabei ist zu beriicksichtigen, daf H im Heisen-
bergbild zeitunabhingig ist, solange keine explizite Zeitabhingigkeit vorliegt, wovon wir hier ausgehen
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7. Pfadintegrale

wollen. Daraus folgt aber fiir die Ortseigenvektoren

|x,t):exp<%Ht>|x,O). (7.1.3)

Wir betrachten nun den einfachsten Fall eines Hamiltonoperators fiir ein sich entlang der x-Achse in
einem Potential V bewegenden Teilchens. Der entsprechende Hamiltonoperator lautet

p?
H=" v (7.1.4)
2m
Im allgemeinen konnen wir (7.1.1) nicht geschlossen ausrechnen, da die Exponentialfunktion wegen
der Nichtkommutativitit des Orts- und Impulsoperators nicht einfach zu berechnen ist.

Die grundlegende Idee der Pfadintegralmethode zur Berechnung von (7.1.1) besteht daher darin, das
Zeitintervall (¢,¢") in N Teilintervalle der Linge At = (¢t —t’)/N aufzuteilen. Da H nicht explizit zeit-
abhingig ist (und also im Heisenbergbild iberhaupt nicht von der Zeit abhingt), konnen wir schreiben

exp I:—%H(t/ — t)] = exp <—%HAt> exp <—%HAt> “-exXp <—%HAt> . (7.1.5)

N  Faktoren

Durch Entwicklung des Faktors nach Az gemif}

exp <—%Hm> = 1——HAt+0(Ar) 7.1.6)
wird klar, daf} zu jedem Zeitpunkt ¢
. . 2 .
exp <—iAtH> =exp _1p (t)At exp |:—i V(X(t))Atj| + 0(Ar?) (7.1.7)
h h 2m h

gilt.
Setzen wir diese Naherung in (7.1.5) und dann in (7.1.1) ein, kdnnen wir an der jeweils geeigneten Stelle

einen Einsoperator in der Form

Il:f dp|p,t)(p,t| bzw. ]l:f dx|x, ) (x,¢] (7.1.8)
R R

einschieben. Dabe1 verwenden wir die Zeiten
t;=t+jAt, j€{0,1,...,N}. (7.1.9)
Schreiben wir zur Abkiirzung p(¢;) = p; und x(¢;) = x;, erhalten wir

U(t/,x/;t,x):f dpl...def dxy...dxy_4
RN

RN—1
X <xl PN><PN exp [_%V(XN—OAI]

.2
exp<—%§—;\;At>
.2
1 Pn—
€xp <_% évmlAt> PN—1><PN—1

. <N
P1><P1

X oo
.2
exp <—%2p—nl7At>
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exp [—% V(XN_Z)AIj|

> (7.1.10)

XN—2

exp [—% V(X)A[i|




7.1. Die Feynman-Kac-Formel

.2

1 Py
—— L2 At
exp< h2m >

Nun gilt

<xk+1

P p? exp (L, x
et i)

2m ZT’L” (7.1.11)
<Pk exp <—%V(xk)At:| xk> =exp [—% V(xk)At:| W.
Setzen wir dies in wiederum ein, erhalten wir
U(t',x'st,x) :A}l_r)r;o N dp;...dpy JRNl dx; ... dxy_y -
. 2 . 1.
X <ﬁ>N exp [—%é <;—7/; + V<x/e)> + %gpk(’% —xk—1)] ;

Die Paare von Eigenwerten (x;, p;,) konnen wir nun als diskrete Niherung von Teilchenbahnen im
Phasenraum interpretieren. Dann wird die Summe im Exponenten im Limes N — oo zu dem Integral
entlang einer vorgegebenen Phasenraumtrajektorie [x(¢”),y(¢t”)] mit t” € (¢,¢’). Der Exponent wird
dadurch zum Wirkungsfunktional

C d
S[x,p]:f dt |:—H(x,p)+pd—f]. (7.1.13)

Dabei sind die Endpunkte x(z) = x und x(¢") = x’ fixiert, wihrend die Impulse keine Einschrinkun-
gen an den Endpunkten besitzen. Damit lifit sich als das Integral iiber alle Phasenraumtra-
jektorien mit festgehaltenem Anfangs- und Endpunkt im Konfigurationsraum interpretieren. Dabei
ist tiber solche Trajektorien zu integrieren, fiir die im Ortsraum die Randbedingungen x(¢) = x und
x(t') = x’ gelten, wihrend die kanonischen Impulse keinerlei Randbedingungen unterworfen sind.
Dies weist schon auf einen engen Zusammenhang der Pfadintegralmethoden mit dem Hamiltonschen
Wirkungsprinzip hin, wo genau diese Randbedingungen zu stellen sind. Wir schreiben nun den Kon-

tinuumslimes von (7.1.12) symbolisch als

i

(')
U(t/,xl;t,x):ﬂf Dp Dx exp<h5[x,p]>. (7.1.14)
(t.x)

Dabei ist A" eine Normierungskonstante, die durch die Anfangsbedingung U(t +0*,x’;¢,x) = &(x'—
x) bestimmt wird.

Wir koénnen U(t',x’;t,x) als f]bergangswahrscheinlichkeitsamplitude interpretieren, d.h.
|U(t',x";t,x)|dxdx’ gibt die Wahrscheinlichkeit an, daff ein Teilchen, das sich zur Zeit ¢ in einem
kleinen Ortsintervall dx um den Punkt x befunden hat, zur Zeit ¢ in einem Ortsintervall dx’ um x’
herum beobachtet wird.

Der entscheidende Schritt fiir eine Formulierung des Pfadintegrals als Summe iiber Ortsraumtrajekto-
rien und nicht Phasenraumtrajektorien ist nun, daf§ wir die Integrale iiber die Impulse in (7.1.12) aus-
fiihren konnen. Dazu miissen wir die Integrale zunichst regularisieren, indem wir Az durch Ar —i0"

ersetzen. Dann werden die Impulsintegrale zu GauflIntegralen, die wir geschlossen ausrechnen konnen.
Es ergibt sich dabei

2nhm im(x, —x, 1)
1At 2AtHh

. pz .
L ZJde exp [_%Atﬁ+%f7k(xk_xk—l):| = ] (7.1.15)
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7. Pfadintegrale

Setzen wir dieses Resultat in (7.1.12) ein, finden wir das Ortsraumpfadintegral fiir die Zeitentwick-
lungskern

N—oo

U(t',x';t,x)= lim J dxy - dxy_y
RN—1

y m Nex iAtﬁ: m(xk_—xk—l)z_v(x) 7110
2mhine P BT & 24 Clf

Im gleichen Sinne wie oben sehen wir, daf§ dies die diskretisierte Version des Pfadintegrals tiber Trajek-
torien im Ortsraum
(t/:x/) 1

U(t/,xl;t,x):f @xexp(hS[x]>, (7.1.17)

(£,x)

ist, wobei nunmehr die Lagrangesche Form des Wirkungsfunktionals
t "
S[x]:f drL(x,x) mit L()'c,x):?fcz—\/(x) (7.1.18)
t

als Argument der Exponentialfunktion auftaucht. Wir haben das Pfadintegralmafl nun mit Zx bezeich-
net, um an die zusitzlichen Faktoren in Zu erinnern.

In dieser Form besitzt das Pfadintegral die folgende intuitive Bedeutung: Die Ubergangswahrscheinlich-
keitsamplitude dafiir, daff ein zur Zeit ¢ am Ort x lokalisiertes Teilchen sich zur Zeit ¢ bei x” befindet,
ist durch die kohidrente Summe der Phasenfaktoren iiber alle moglichen Ortsraumpfade gegeben, wo-
bei Anfangs- und Endpunkt entsprechend bei x bzw. x fixiert sind.

Im nichsten Abschnitt berechnen wir als eines der sehr wenigen Beispiele, bei dem sich das Pfadinte-
gral tatsichlich analytisch auswerten lifit, erneut den Zeitentwicklungskern des harmonischen
Oszillators, den wir bereits in Abschnitt berechnet haben.

7.2 Der Propagator fiir das freie Teilchen (Gitterrechnung)

Fiir das freie Teilchen, also den Fall V' = 0 lift sich das Ortsraumpfadintegral (7.1.17) in der Gitter-
version (7.1.16) relativ leicht 16sen. Dazu beachten wir, dafl der Gitterpunkt x; in der Summe in der

Exponentialfunktion in nur zwei Termen vorkommt, nimlich fiir £ = j und & = j + 1. Es handelt sich
offenbar um die Faltung zweier Gauf}-Integrale, die freilich wieder ein Gauf3-Integral ist. Die allgemeine
Formel lautet

fdxeXp[—ﬂ1(x—y1)2]eXp[—ﬂ(x—yz)2]=,/ = eXp[— 1% (y1—yz)2]- (7.2.1)
R ar+a, a;+a

Damit konnen wir nun (7.1.16) leicht iterativ berechnen. Es ergibt sich schliellich wieder das bereits
bekannte Resultat (vgl. )

’ B m im(x' —x)?
U(t',x"st,x)= b — 1) eXp< 25— 1) > (7.2.2)
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7.3 Der Propagator fiir den harmonischen Oszillator (Gitterrechnung)

Die Lagrange-Funktion fiir den harmonischen Oszillator lautet

ma)z 2

5 x“. (7.3.1)

L:ﬁ;ﬁ_
2

Der entsprechende Hamiltonoperator ist wegen p = JdL/dx = mx

2 2

H=pi—L=L_ 7 2 (7.3.2)
2m 2

gegeben und nicht nur in p sondern auch in x quadratisch. Deshalb kénnen wir in diesem Fall iiber die
diskretisierte Form auch das Ortsraumpfadintegral berechnen.

Zunichst miissen wir uns mit der Frage befassen, wie die Randbedingungen x(¢) = x und x(¢') = x" an
Anfang und Ende der Trajektorien, iiber die zu integrieren ist, beriicksichtigt werden konnen. Wie wir
gleich sehen werden, wird dies am bequemsten dadurch bewerkstelligt, dafy wir zunichst die klassische
Trajektorie, die durch den stationiren Punkt des Wirkungsfunktionals unter diesen Randbedingungen
gegeben ist, berechnen. Wir suchen also die Trajektorie, fiir die

S S[x]
Sx

=0 mit x(t)=x, x(t)=x". (7.3.3)

X=X.|

Da die Wirkung quadratisch ist, kénnen wir das Wirkungsfunktional um die klassische Trajektorie
entwickeln, wobei die Entwicklung nach dem Glied zweiter Ordnung abbricht. Setzen wir y = x —x,
bedeutet dies

1] 828
S[y +xcl] - S[xcl] + E { 8x18x2 -

y19’2} ) (7.3.4)
Xel 12

wobei die geschweifte Klammer eine Abkiirzung fiir mehrfache Zeitintegrale

t/ t/ t/
Gonhian= f d, f ... f dt, f(tntre.nty) 7.35)
t t t

bedeutet. Es ist klar, daf§ wegen (7.3.3) kein in y linearer Term in (7.3.4) auftritt.

Da wir weiter das Pfadintegral iiber alle Trajektorien mit den in (7.3.3) angegebenen Randbedingungen
zu erfolgen hat, konnen wir im Pfadintegral y zugunsten von x substituieren, wobei y die homogenen
Randbedingungen

y(1)=y(t")=0 (7.3.6)

zu erfiillen hat. Wir erhalten also

' (t,0) i/ 8S[xy]

Y 1 1 cl
) — e L L . 7.3.7
U(t',x'st,x) exp< hS[xd]>J(z,o) Dy exp[zh <é\xlé‘x2y1y2>i| ( )

Als erstes berechnen wir die Wirkung entlang der klassischen Trajektorie. Wir erinnern zunichst an
die Herleitung der Bewegungsgleichung aus dem Variationsprinzip (7.3.3), welches nichts anderes als
das Hamiltonsche Prinzip der klassischen Mechanik ist, welches hier bezeichnenderweise im Rahmen
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der Quantentheorie auftritt. Wir werden weiter unten noch niher auf diese Beziehung der klassischen
Mechanik zur Quantenmechanik eingehen. Jedenfalls variieren wir die klassissche Trajektorie um & x:

AL AL ]
= — —_— 7.3.8
5S ftd [(9 Su+ 5 8i 7.3.8)

Eine partielle Integration liefert unter Beriicksichtigung der Randbedignungen 8x(z) = 8x(¢')=0

1L daL
3s_f dr [%_5%}3 7.3.9)

Da ansonsten 8 x eine beliebige Funktion von ¢ sein darf, ergibt die Stationarititsforderung (7.3.3) die
Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die klassische Trajektorie

o§ :<@_i@> . (7.3.10)
xX=x X=X

°= 5 Jx &1 3%

Wir erhalten in der Tat die klassische Bewegungsgleichung fiir den harmonischen Oszillator, und unter
Beriicksichtigung der Randbedingungen in (7.3.3) lautet deren Losung

x' —xcos[w(t' —1t)]
sin[aw(t’ —1t)]

Das Wirkungsfunktional nimmt entlang dieser Trajektorie den Wert

xg(T)=xcos[w(T—1)]+

sinfew (T —1)]. (7.3.11)

ma{(x? + x'*)cos[w(t’ — t)]—2xx"}
2sin[ew (' —1)]

S[xy]= (7.3.12)

an.

Schliefflich miissen wir noch das verbliebende Pfadintegral in (7.3.7) berechnen. Dazu miissen wir wie-
der zu seiner diskretisierten Version gemif} (7.1.16) tibergehen, wobei jedoch die einfacheren Randbe-
dingungen y(t) = y(¢") = 0 zur Anwendung kommen. Das Pfadintegral ist also durch

N N/2
A= 1i _mr dv,---d
Nfio<zn-ih(:/—t)> JRN1 TN

(7.3.13)
- N 2 2
1 m(yk_y/e—l) m= 5 9
xexpl S|k T2l 220,
eXp{fa;[ 2 2“7
gegeben. Da y, =y, = 0, konnen wir das Argument in der Exponentialfunktion in der Form
%—%1) m* s -
hZ[ A -5 2yt | = 2bA ‘Myy (7.3.14)
schreiben, wobei y den Spaltenvektor (y;,y,,...,yy_;)" und
c -1 0 0 O©
-1 ¢ -1 0 0 -- ) .
MN: 0 -1 C -1 0 --- mit C=2—cw"At (7.3.15)

208



7.4. Funktionale Methoden

eine RN=DX(N=1) Matrix bezeichnen.

Zunichst berechnen wir ein dhnliches k-dimensionales Gaufisches Integral mit einer symmetrischen
positiv definiten Matrix M. Da solche Matrizen stets mit einer orthogonalen Transformation diagona-
lisiert werden koénnen, erhalten wir

f dky exp(—y' My) = J dx; exp(— ) (7.3.16)

Dabei sind die 4; die Eigenwerte der Matrix M. Damit ist das Integral auf ein Produkt einfacher Gau-
Rintegrale reduziert, was schliefflich

k k
4k —yt My) = i :\J T 73.17
ka yexp(—y My) \]Hé?:l /1]' detM ( )

ergibt. Dieses Resultat konnen wir nun auf (7.3.13), indem wir At — At —i0" setzen. Das bedeutet, daf§
wir lediglich die Determinante der Matrix (7.3.15) zu berechnen haben. Die etwas lingere Rechnung
ergibt nach Ausfiihren des Kontinuumslimes N — oo

meo
A= \/ 2ribsin[e(t —1)] 73.18)

Damit ergibt sich schliefSlich der Zeitentwicklungskern des harmonischen Oszillators in der Ortsdar-
stellung zu

- _ mew ima){(xz+x/2)cos[o)(t’—t)]—2xx/}
Ulx, e, 1= \/zmﬁsin[w(ﬂ—t)] CXP{ 2hsin[e(t'—1)] } 73.19)

wobei wir (7.3.7), (7.3.8) und (7.3.18) verwendet haben. Dies stimmt in der Tat mit den Ergebnissen
unserer fritheren Rechnungen tiberein.

7.4 Funktionale Methoden

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der Frage, wie wir das Pfadintegral direkt berechnen
konnen, ohne die miithsame Diskretisierung der Wirkung und die anschlieffende Bildung des Kontinu-
umlimes’ durchfithren zu miissen. Freilich werden wir uns auch hier auf Gauflsche Pfadintegrale, also
im wesentlichen auf das freie Teilchen und den harmonischen Oszillator beschrinken miissen.

Wir gehen dazu von der Kontinuumsform (7.1.14) des Pfadintegrals in der Hamilton-Formulierung
aus:

(t'x") ;
U(t’,x’;bx):f DxJDp exp<%5[x,p]>. (7.4.1)
(£,x)

Wir folgen der Rechnung in der gegitterten Version und fithren zuerst das Pfadintegral bzgl. des ka-
nonisch konjugierten Impulses p aus. Dieses Integral ist offenbar unabhingig vom Potential, denn es

gilt
(t',x") i t/
U(t/,x/;t,x):f Dxexp [—%J dt”V(x(t”))]
( t

t,x)

X J Dpexp [% f/dz”<5c(z”)p(z”)— %)] :

209

(7.4.2)



7. Pfadintegrale

In dem Pfadintegral bzgl. p in der zweiten Zeile haben wir x als unabhingige von p unabhingige
Variable zu sehen. Daher kénnen wir die Integration formal bis auf eine von ¢ und ¢’ aber nicht von
x, x’ und dem Potential V abhingige multiplikative Konstante ausfiihren. Wie wir aus der Rechnung
im Gitterformalismus wissen, ist diese Konstante fiir Az — 0 divergent, und erst zuammen mit der
Ausfiihrung auch des Pfadintegrals bzgl. x ergibt sich ein sinnvoller Limes. Daher lassen wir die besagte
Konstante zunichst unbestimmt. Demnach gilt

(t/>xl) 1
U(t/,xl;t,x):N(t,t/)J Dxexp<%5[x]>. (7.4.3)

(%)

Um die unbestimmte Konstante N(¢,¢’) sinnvoll festzulegen, miissen wir das x-Pfadintegral fiir einen
beliebigen Spezialfall ausrechnen, und dazu bietet sich das freie Teilchen an, fiir das wir den Propagator

(2.11.25) bereits mehrfach berechnet haben.

7.4.1 Der Propagator des freien Teilchens

Der erste Schritt ist die Zurtickfiihrung auf ein Pfadintegral mit homogenen Randbedingungen durch
Substitution im Pfadintegral auf die neuen Integrationsvariable y(¢) = x(¢)— x(¢), wobei x(¢) die
klassische Trajektorie ist, welche die Randbedingungen x(¢) = x und x4(¢") = x” erfiillt. Die klassische
Trajektorie ist durch den stationdren Punkt des Wirkungsfunktionals, also die klassische Bewegungs-
gleichung gegeben. Fiir das freie Teilchen ist die Lagrangefunktion

m .,

L= 5% (7.4.4)
und die Euler-Lagrange-Gleichung lautet
ddL 1 JL
—  C—mx=—="=0. 7.4.5
deox 7 Ox 743

Die Losung der Bewegungsgleichung, welche die Randbedingungen erfiillt, ist folglich

xy(t)=x+ =—2(" —1). (7.4.6)

Wegen Dy = Dx ergibt sich durch Entwicklung der Wirkung um x

t/
S[xg+y]=S[xy]+ f dt”%y'z(t”), (7.4.7)

t

wobei wir verwendet haben, daf§ 8S[x]/8x = 0 ist. Fiir die Wirkung der klassischen Trajektorie

ergibt sich also

m (x' —x)?

5[9%1]:? T

(7.4.8)

und folglich fiir das Pfadintegral

im(x' —x 2\ (9 i (Y, m.
U(t/,x/;t,x):N(t/,t)exp<#/_t))>f(to) Dyexp<%ft dt”?yz(t”) . (7.4.9)
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7.4. Funktionale Methoden

Das verbliebene Pfadintegral konnen wir nun formal [sen, indem wir es in der Form
(t',0)

. t/
Fo(t/,t):N(t/,t)f Dyexp if de” 2520+
(£,0) s t 2

(t',0) -t
=N(t',1) f( Dy exp<; f dﬂ’%(ﬂ’)(—d%»(z”))
t

t,0)

(7.4.10)

schreiben. Wir haben dabei im Wirkungsfunktional im Exponenten unter Verwendung der homoge-
nen Randbedingungen partiell integriert. Wir fassen nun 7 = —d? als linearen Operator auf, der auf
dem Raum der Trajektorien mit den homogenen Randbedingungen definiert ist, den wir mit dem Ska-

larprodukt

/

(x1%,) = ft de”x,(£")x, (") (7.4.11)

zum Hilbertraum L?([¢,¢'],R) machen. Auf diesem Hilbertraum ist id, bis auf Faktoren analog zum
Impulsoperator in der Ortsdarstellung und folglich —d? selbstadjungiert. Freilich ist id, selbst kein
selbstadjungierter Operator, weil wir nur reellwertige x(¢) zulassen. Wir konnen dann als
Gaufl-Integral lesen und einerseits durch Zeitgitterung tatsichlich auf ein vieldimensionales Gauf3-In-
tegral abbilden. Die entsprechende Rechnung haben wir fiir den harmonischen Oszillator schon oben
durchgefiihrt. Hier wollen wir direkt eine Funktionaldeterminante fiir den kontinuierlichen Ope-
rator definieren. Da —d? ein positiv definiter Operator ist, wie wir gleich noch nachweisen werden,
miissen wir freilich im Exponenten von 1— 1—07 setzen. Dann ergibt sich aus der gegitterten
Form des Gaufi-Integrals

F(t,t)=N(t',t) {det[ZZ . (—dg)}}_l/ : (7.4.12)

Die Funktionaldeterminante ergibt sich nun als Produkt der Eigenwerte des entsprechenden Opera-
tors. Die Eigenwerte sind nun aber durch
—d?y = w?y (7.4.13)
bestimmt. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist
y(t")=Acos(wt”)+ Bsin(wt”). (7.4.14)

Offenbar befriedigen genau die Funktionen

"_
y,(t")=Asin <M

mit €N (7.4.15)
t'—t

die Randbedingungen y,(t) = y,(¢') = 0. Die Eigenwerte des Operators unter der Determinante

(7.4.12) sind also

m 2 . nrT
= w, mit w, = . 7.4.16
2rih " Tt —t ( )

Die Determinante ist also divergent wie zu erwarten, denn auch N(¢,¢) ist im Kontinuumslimes di-

vergent. Andererseits kennen wir von (2.11.25)) die Losung

m

F(t,t)= | — "
(#51) 2mih(t! —t)

(7.4.17)

und damit haben wir formal

N(t,t)= ‘/%\/det[ng(—dﬁ]. (7.4.18)
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7. Pfadintegrale

7.4.2 Propagator des harmonischen Oszillators

Wir kénnen nun unser Resultat (7.4.18) verwenden, um abermals den Propagator fiir den harmoni-
schen Oszillator direkt mit Kontinuumsmethoden zu berechnen. Dazu kénnen wir gleich von (7.3.7)
ausgehen, schreiben diese Formel aber mit Hilfe unseres universellen Faktors (7.4.18) in der Form

/ .
) ;

U(t/,xl;t,x):F(t’,t)exp(iS[de mit F(t/,t):N(t/,t)f Dyexp<h5[y]>. (7.4.19)

h (£,0)

Nun ist das Pfadintegral ebenfalls ein Gauf8-Integral. Der einzige Unterschied ist, daf} in (7.4.12) —d?

durch —d? — w? zu ersetzen ist. Die Eigenwerte des ensprechenden Operators unter der Determinante

sind aber offensichtlich ”
"= 27 (w2 —w?). (7.4.20)

Mit (7.4.18) folgt damit aus (7.4.19)
m = o\
FY(t' t)= ————— 1—— . 7.4.21
(£50) 2nih(t’—t)[1_[< 2>] ( )

n=1 Wy

Mit @ = w(t’' —t)/7 miissen wir also das unendliche Produkt

D(a)= ﬁ <1 — 0’—2> (7.4.22)

2
n=1 n
bzw.

InD(a)= iln <1 — Z—j) (7.4.23)
n=1

berechnen. Eine Methode ist die Anwendung von Summationsformeln mit Hilfe des Residuensatzes,
die wir in Anhang[C|angeben. Das Resultat lautet im gegebenen Falle

D(a)= Sin;i”) (7.4.24)
nd dami
e F(t,t)) = e (7.4.25)
’ 2rihsin[eo(t’ —1t)] o

Setzt man dies in (7.4.19) ein und beachtet (7.3.12), erhilt man in der Tat wieder (7.3.19).

7.5 Die {-Funktionenmethode

Schliefllich wollen wir noch eine Methode zur Berechnung der Propagatoren fiir das freie Teilchen und
den harmonischen Oszillator besprechen, die auch in der Anwendung von Pfadintegralmethoden in
der Quantenfeldtheorie niitzlich ist, und zwar die sogenannte Methode der {-Funktionen. Dabei geht
man formal vom Pfadintegral in der Kontinuumsschreibweise aus und berechnet den Propagator bis auf
einen unbestimmten, 1.a. divergenten Faktor, wobei man dhnlich wie oben zunichst das Funktionalin-
tegral tiber die Impulse ausfiihrt. Da die Teilchenbahnen im Impulsraum in keiner Weise restringiert
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7.5. Die { -Funktionenmethode

werden, liefert dies formal bis auf einen indefiniten von den Zeiten und Ortskomponenten unabhin-
gigen Faktor wieder das Ortsraumpfadintegral mit der Wirkung im Lagrangeformalismus

Wi .
(t'x") i

U(t/,x/;t,x):,/‘/f Dxexp<hS[x]>. (7.5.1)

(t,x)
Dabei ist
t/
_ i ﬁ.z_
S[x]= Jt dt [zx V(x)]. (7.5.2)

Dabei ist V(x) = 0 fiir das freie Teilchen und V' (x) = mw?x?/2 fiir den harmonischen Oszillator. Wie
oben kann man die funktionale Integrationsvariable y(¢) = x(#)— x4(¢) substituieren. Dabei ist x| die
Lsung der klassischen Bewegungsgleichungen mit vorgegebenen Randbedingungen

5s

g_o, x(t)=x, x(t)=x". (7.5.3)

Da § in den betrachteten Fillen ein quadratisches Funktional von x(z) ist, gilt

st[xcl]
cl(Tl)gxcl(TZ)

ST =Slxa+o)=STaal+5 | dey | deteie)g =STxl 45D 754

Die Funktionalintegration bzgl. y ist dabei tiber alle Trajektorien mit homogenen Randbedingungen
y(¢t")=y(t) =0 zu nehmen:

(t',0)

U(t/,x/;t,x):ﬂexp<ib5[xd]>J Dyexp(%_S[y]):F(t/,t)exp<ih5[xd]>. (7.5.5)

(£,0)

Das verbliebene Pfadintegral ist wieder ein Gauf3sches Funktionalintegral und damit eine Funktional-
determinante. Fiir den harmonischen Oszillator (bzw. mit cw = 0 auch fiir das freie Teilchen) ist

1= | D)=ty 759

und dies ergibt, wieder bis auf einen indefiniten zeitunabhingigen Faktor

(t/,O) 1
F(t’,t):f Dyexp<%5[y]>
(

t,0)
:W’[Det(—df—wz)]_l/z (757)

=exp {—% Trin[ v*(—d? — a)z)]} .

Dabei haben wir die indefinite multiplikative Konstante durch eine indefinite Zeitskala T ausgedriickt.

Die Spur berechnet man formal, indem man zunichst die Eigenwerte des Operators —d? — w? auf
dem Funktionenraum der Trajektorien y(¢”) mit den homogenen Randbedingungen y(¢") = y(¢) =0
bestimmt.
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7. Pfadintegrale

7.5.1 Freies Teilchen

Betrachten wir zuerst das freie Teilchen, also co = 0. Die Eigenwertaufgabe lautet dann

—%5(t"y = Ay(¢7). (7.5.8)
Die Losungen, die die Randbedingungen erfiillen, lauten
/] 2.2
y,(t") :Asin|: . (" — t):| , A, = (:_Tt)z n*, neN. (7.5.9)
Die funktionale Spur ist damit definiert zu
Tr f(—72d}) =D f(A,). (7.5.10)
n=1

Fiir f(A) =1InAin (7.5.7) divergiert freilich die Summe, und wir miissen den entsprechenden Ausdruck
zunichst regularisieren. Dazu bietet sich die sogenannte {-Funktionenmethode an. Wir definieren dazu
die Funktion

1 —Q
H(a)= - Tr[(—’d})~]. (7.5.11)
Die Idee dieser Regularisierungsmethode ist es, die Funktion H als analytische Funktion von « € C

aufzufassen und analytisch iiber den Bereich hinaus fortzusetzen, fiir den die Reihe (7.5.10) mit f(A) =
A% /a konvergiert. Die Laurent-Entwicklung von / um a = 0 lautet nun

FN =L Zln A+ 6(a) (7.5.12)
a
Damit wird formal %
H(a)= — —Tr[In(—7*d}) ]+ O(a). (7.5.13)
Dabei ist wieder A" ein irrelevanter indefiniter Faktor. Fiir erhalten wir
2a oo —2a
H(a)= l< T > A 5(2"‘)[ T ] . (7.5.14)
a\(t'—t)) “=n> a |L(t'—1t)
Dabei ist { die Riemannsche {-Funktion [CH10]], woher die Methode ihren Namen hat. Es gilt
1
{(2)=—3+0(2). (7.5.15)
Daraus folgt
Trin(—7*d? — w?) =—In < t/ﬂ_T > + const, (7.5.16)
und damit schliefilich

(t',0) i T
D —S =N . 7.5.17
L,m yeXp<h [y]> ﬂ‘/t/—t ( )

Bleibt schliefflich noch die klassische Trajektorie und die dazugehorige Wirkung zu bestimmen.
Man rechnet sofort nach, daf§ die Bewegungsgleichung ¥ = 0 mit den Randbedingungen x(¢") = x” und
x(t) = x durch

x/<t//_ t>_x(t//_ t/)

xcl(t”): ¢

(7.5.18)
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Abbildung 7.1: Kontur zur Integration der Funktion (7.5.27).

gelost wird. Dies liefert schliefSlich die klassische Wirkung

/

! m . m (x' —x)?
Sl:xcl]:J dt”?xz(t”): ?% (7519)
t
Damit erhalten wir schlie8lich mit (7.5.5) und (7.5.17)
im (x' —x)?
U(t/,xl;t,x): t/_teXp[ﬁ%]. (7520)

Dabei haben wir den indefiniten Faktor A" A" in 4/ subsumiert. Diesen unbestimmten Faktor ermit-
telt man nun leicht aus der Bedingung, dass U(t + 0, x’;¢,x) = 8(x — x’) sein muss. Integriert man
dazu iiber x" € R, wobei man m — m + 10" betrachtet und verlangt dann, daff das Integral im
Limes t’ — t zu 1 wird, erhilt man schliefflich das bereits oben mehrfach hergeleitete Resultat

. / 2
U s tx) = x| 2 =X 2501
(£5x58,%) 2ni(t’—t)eXP[2b t'—t ( )

7.5.2 Harmonischer Oszillator

Auch fiir den harmonischen Oszillator kdnnen wir diese Methode anwenden. Dazu gehen wir von
(7.5.7) aus und berechnen die entsprechende die Eigenwerte von —(d2 +¢?) mit den Randbedingungen
x(t")=x(t) = 0. Es ergeben sich die Eigenwerte

A :< s >2—a)2. (7.5.22)




7. Pfadintegrale

Zur Abkiirzung schreiben wir A = 7/(t' —t) und & = icor und definieren
f(z,63) =In(A22% + &) (7.5.23)

Es ist klar, dass die Reihe 72 | f(7, ) divergiert. Wir benétigen diese Reihe nur bis auf eine additive
Konstante, und wir kénnen einfach eine konvergente Reihe erzeugen, indem wir

O5 > f(n, )= g(n, &) (7.5.24)
n=1 n=1
mit )
&
g(z,d) =~ (7.5.25)
A2z2 4 2
berechnen. Da weiter
[ee] . 1 o0 3 1
2 8md)=5 > gnd)—— (7.5.26)
n=1 n=—00 w

ist, konnen wir wieder die in Anhang [C|beschriebene Methode verwenden, wobei wir ¢ > 0 anneh-
men. Dann sind die Residuen der Funktion

F(z)=g(z,)mcot(mz) (7.5.27)

im Inneren der in Abb.[7.1|gezeigten Kontur offenbar bei z = +icd /A, und wir erhalten

a 1 0 1
Zg(n,cb)——Nz Zcoth<w~ﬂ>——~. (7.5.28)
=1 w A A w

Dies kénnen wir nun wieder bzgl. ¢ integrieren und dann wieder & = iwt und A = nr/(t' —t)
einsetzen. Die willkiirliche additive Konstante denken wir uns dann wieder in In 7 enthalten. Damit

folgt

(7.5.29)
wT

2Ia[F ()] = [Zf(n,im)] _ 1H[M]_
n=1 r

eg
Schliefllich benétigen wir gemafd noch die Wirkung fiir die klassische Trajektorie, die die Rand-

bedingungen x(¢’) = x” und x(¢) = x erfiillt. Diese ergibt sich aus der klassischen Bewegungsgleichung
i =—w’x (7.5.30)
nach einiger Rechnung zu

_ maof(x* +x"%)cos[w(t' — )] —2xx'}
S[xcl]_ 2sin|:6<)(t/_t)]

(7.5.31)

Der noch unbestimmte konstante Faktor fiir den Propgator ergibt sich auf analoge Weise wie beim
freien Teilchen durch Integration iiber x und die Randbedingung U(t +0%,x’;,x) = §(x’ — x). Das
‘7.3.19

Endergebnis lautet schliefllich in Ubereinstimmung mit

imeo{(x2 4+ x"?) cos[ewo(t’ —t)]—2xx’
U[x’,t/;x,t]z\/ e exp{ {07+ x7)cosl (e’ — )] — 2xx'}

2ribsinfw(t’ —t)] 2hsinf[w(t' —t)] } (7.5.32)
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7.6 Die Zusammensetzungsregel fiir Pfadintegrale

Im folgenden leiten wir einige einfache allgemeine Eigenschaften von Pfadintegralen her. Als erstes
bemerken wir, daf3 fiir den Zeitentwicklungsoperator die Zusammensetzungsregel

U(t;,4) =U(5,8,)U(ty, 8y) fir ¢, <t, <14 (7.6.1)

gilt. Diese folgt unmittelbar aus

U(t',t) =exp [—%H(t/—t)] (7.6.2)

Multiplikation von (7.6.1) von links mit (x;,0| und von rechts mit |x;,0) und Einschieben einer Zerle-
gung der 1 mittels Orteigenzustinden, ergibt wegen (7.1.1)

U(xs, t35x,t) = f dx, U(x3, t35 %y, ty) U (%5, ty5 %4, 1) (7.6.3)
—0Q

Driicken wir die Zeitentwicklungskerne durch Pfadintegrale aus, erhalten wir daraus die Zusammen-
setzungsregel fiir Pfadintegrale

(t3,%3) (t2:%5) i (£3,%3) i
J Dx exp J dxzf Dx exp hS[ ])J Dx exp<%i5[x]>, (7.6.4)
( 1,%,)

t1%xy)

die man auch direkt mittels der diskretisierten Version der Pfadintegralformel zeigen kann.

Eine eher intuitive Erklirung der Zusammensetzungsregel folgt wieder aus der Vorstellung, daf das
Pfadintegral die kohiherente Uberlagerung der Phasen fiir alle méglichen Ortsraumtrajektorien, die
x; und x5 zu den festgelegten Zeitpunkten ¢, und ¢; erreichen, ist. Diese Summe kann auch dadurch
berechnet werden, daf} zunichst das Teilchen zu der Zwischenzeit ¢, bei x, angelangt ist und von dort
schliefilich zur Zeit ¢; den Ort x5 erreicht. Simtliche mdglichen Trajektorien erhilt man schlieflich,
indem man auch iiber x, integriert.

Wir bemerken schlieflich noch, dafd wir auch die Ubergangsmatrixelemente beliebiger zeitgeordneter
Produkte von Ortsoperatoren iiber ein Ortsraumpfadintegral ausdriicken konnen. Dazu mufd man
nur die Kompositionsregel mehrfach anwenden und entsprechende Zeitentwicklungsoperatoren und
Zerlegungen der 1 einschieben (Ubung!). Das Resultat lautet fiir t; €(t, t) fiir j €{1,...,k}

(t'x)

(| Tox(t )x(8y) . x(1)| 3£ ) = J @xx(tl)x(tz)...x(tk)exp<%5[x]>. 7.6.5)

(£,x)

7.7 Herleitung der Schrodinger-Gleichung

In diesem Abschnitt wollen wir die Schrodinger-Gleichung fiir den Zeitentwicklungskern aus der Pfa-
dintegraldarstellung herleiten. Beginnen wir also wieder mit dem Ortsraumpfadintegral
(t/’x/) 1
U(t/,xl;t,x):f @xexp<%5[x]>. (7.7.1)
(t.x)

Die Schrédingergleichung erhalten wir, indem wir die Zeitableitung bzgl. ¢’ berechnen. Aufgrund der
Zusammensetzungsregel (7.6.3) gilt
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7. Pfadintegrale

U(t' +e,x';t,%) :f dE Ut +e,x';t ,EYU(t,E;x, 1). (7.7.2)

Dies entwickeln wir fiir kleine € bis zur linearen Ordnung. Den ersten Summanden kénnen wir dann
als Pfadintegral mit nur einem diskreten Zeitschritt von ¢ nach ¢’ + ¢ nihern. Daraus folgt

() . /_ 2 1
U(tf,x/;t,x):f_ de Zi exp[%%][l—%e\/(ﬂ)—l—ﬁ(ez)] Ut Est,x). (7.7.3)

Der Exponentialfaktor in diesem Integral oszilliert fiir ¢ — 0 sehr schnell, aufler fiir & & x’. Der
Hauptbeitrag zum Integral wird also von diesem Bereich herriihren. Substituieren wir also & =x'—¢&,
konnen wir den Zeitentwicklungskern um & = 0 entwickeln:

U(t'+e,x';t,x) f dd A ZZZ 1mé‘2 1—%5V(x’)+0(62)]
(—3)k
X[§<3x> U(t',x';t,x) o ]

Vertauschen wir Integration und Summation der Reihe, bendtigen wir Integrale tiber eine Gauf3funk-
tion, die mit einer beliebigen Potenz multipliziert sind. Diese gewinnt man am bequemsten aus der

erzeugenden Funktion
e /] imd?
= dsy| = AS ). 7.7.5
f_oo 27ie eXp< 2he * > 77.9)

Nach der tiblichen Regularisierung mit einem kleinen Imaginirteil positiven Imaginirtel m /e — m e+
10" erhalten wir

(7.7.4)

F(A)=hexp <i;iz > . (7.7.6)

Daraus folgt

2 LN
I, _J dé Mh 8’? "”3 EVACY (7.7.7)
256 dAk |, o
Fiir ¢ — 0 bendtigen wir lediglich die folgenden Gleichungen

I,=1,1,=0, [2:1233_5’ L,=0(e"), L, =0 fir neN. (7.7.8)

m

Setzen wir dies in ( ein, erhalten wir
U(t/+€,xl;t,x):[1—%6V(X/)+ﬁ<€2)i|< 1h632> U(t',x';t,x). (7.7.9)

Ziehen wir davon U(t/,x’; ¢, x) ab, multiplizieren mit % und lassen schliefSlich € — 0 streben, erhalten
wir in der Tat die Schrodingergleichung fiir den Zeitentwicklungskern

2
153, U(t',x'st,x) = [—f—&j + V(x’)} U(t',x'st,x) fiir ¢ >t. (7.7.10)
m

Die Anfangsbedingung lautet selbstverstindlich

U(t+0,x"5t,x)=8(x"—x). (7.7.11)
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7.8 Potentialstreuung

Die Potententialstreuung ist besonders fiir die Pfadintegralformulierung geeignet. Die Resultate sind
freilich schliefflich die gleichen wie in der Operator- bzw. Wellenfunktionsformulierung (vgl. Kapi-
tel ). Wir betrachten wie dort die Streuung eines einzelnen Teilchens an einem vorgegebenen dufleren
Potential, wobei wir davon ausgehen, dafl das Potential hinreichend schnell im Unendlichen verschwin-
det, so dafl Teilchen, die sich auflerhalb der Reichweite R des Potentials befinden, als asymptotisch frei
betrachtet werden konnen.

Im Heisenbergbild der Zeitentwicklung lauten die S-Matrixelemente
b1ty o). oar
wobei |tf, P f> und | p;, tl-> diejenigen exakten Streuldsungen sind, welche fiir # — f-00 in asymptotisch

freien End- bzw. Anfangszustinde mit Impulsen Z’f bzw. p, iibergehen.

Bislang haben wir die Pfadintegralformulierung benutzt, um den Zeitentwicklungskern bzgl. der Orts-
darstellung zu berechnen. Diesen kénnen wir nun aber auch fiir die Berechnung der S-Matrix verwen-
den, indem wir ihn in die Impulsdarstellung umrechnen. Mit (7.8.1) erhalten wir

Sp; = t'_)_})iorrtlf_)oof d3£1Jd3£2 <tfj>f tr, %, ><tf,9_51 tl-,?c2><tl-,5c’2 ;55 )- (7.8.2)
¢1i7f(tf,fl) Uty 3 580%)) v5,(t%)
Die S-Matrixelemente konnen also in der Form
Sy =tim [ &3, [ 5%, 93 (41, 2Vt T 1 F o (15 753)

geschrieben werden, wobei wir lim als Abkiirzung fiir den Limes ¢; — —o0,¢; — oo geschrieben
haben. Die Wellenfunktionen ¢; konnen dabei durch die Losungen der zeitabhingigen Schrédinger-

gleichung fiir ein freies Teilchen mit Impuls p ersetzt Werdenﬂ

- 1 N
go;(t,x):mexp<—1mt+1px>. (7.8.4)

Im folgenden wollen wir die storungstheoretische Born-Reihe mit Hilfe der Pfadintegratlmethode her-
leiten. Der Ausgangspunkt ist wieder die Feynman-Kac-Formel fiir den Zeitentwicklungskern

(t/»fz)
U(tf,a?l;ti,a?z):f D% exp{iS[X]}. (7.8.5)

(£:5%)

Nun gilt

<d_x>2. 7.5.6)

S[x]:ffdt[Lo(f,j—f)—\/(x)]dt - LO<* dE);go[x]Jrgl[x]:ﬁ o

X, —
; dt 2

!Genau genommen miifiten wir hier zunichst Wellenpakete, die im Impulsraum scharf um » gepeakt sind verwenden
und dann die entsprechenden Grenzwertbetrachtungen fiir ebene Wellen vornehmen. Dies haben wir aber schon in Kapitel[5|
ausfiihrlich erortert, weshalb wir uns hier mit der folgenden mehr heuristischen Betrachtung begniigen.
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Dabei ist Sy[x] das Wirkunkgsfunktional fiir freie Teilchen und §;[x] der Wechselwirkungsteil der
vollen Wirkung. Wir entwickeln nun den Integranden des Pfadintegrals in Potenzen von §;:

([f,)?f)
Uy ipni= | Preplisix)

(£:%;)

; Cip o , (7.8.7)
x{l—if. dTV[X(T)]-l—TJ‘. dle‘. dTZV[X(Tl)]V[X<T2)]+...}.

i1

Daraus ergibt sich, daf die ,,0te Naherung® durch den Zeitentwicklungskern freier Teilchen gegeben
ist. Durch dieselben Argumente wie oben bei der Berechnung des Pfadintegrals fiir Erwartungswerte
zeitgeordneter Produkte von Operatoren finden wir fiir die Niherung erster Ordnung

- - (Y i - I .
U(l)(tf,xf; £, %;) :—1f dr, f 4’y Us(tps Xps 1, 01) V(1) Up(T1, 915 85 X ). (7.8.8)
L

Bevor wir die nichsthohere zweite Ordnung der Niherung betrachten, interpretieren wir zuichst die-
ses Resultat. Dazu betrachten wir den Integranden unter dem Integral in zu einem vorgegebenen
Zeitpunkt 7,. Um dies Interpretieren zu kdnnen, miissen wir die Formel entsprechend der Zeitordnung
von rechts nach links lesen. Zunichst propagiert das Teilchen als freies Teilchen vom Anfangsort X; zur
Zeit t; zum Punkt y; zur Zeit 7;, wo es vom Potential gestreut wird, von wo ab es sich wiederum als
freies Teilchen bewegt, so daf} es zur Zeit ¢, zum Punkt X gelangt (wo es ggf. vom Detektor registriert
wird). Die Integrale Giber das Zeitintervall [#;, ] sowie iiber alle Punkte y; ist wieder als kohiheren-
te Summe der Wahrscheinlichkeitsamplituden iiber alle moglichen Streuprozesse dieser Art betrachtet
werden, was ja schon der Feynmansche Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der Pfadintegralmethode
ist. Dadurch ist auch die Bedeutung des Beitrags k-ter Ordnung der Stérungsreihe klar: Dieser Term
tragt der Moglichkeit Rechnung, daff das Teilchen nicht nur einmal sondern k-mal vom Potential bei al-
len moglichen Zwischenzeiten und -orten gestreut wird. Auch diese Beitrige sind entsprechend
kohiherent zur Zeitentwicklungsamplitude aufzusummieren.

Wenden wir uns nun der zweiten Ordnung der Stérungsentwicklung (7.8.7) zu. Dazu fithren wir die
Heavisidesche Sprungfunktion

0 fi 0,
O(r)= arTs (7.8.9)
1 fir >0
ein. Mit Hilfe dieser Funktion kénnen wir den Term zweiter Ordnung in der Form
. . (_1)2 tr Ly
U(Z)(tﬂxﬁ Ly X)) = o § dry . dr,
L = o aie . (7.8.10)
X [O(t) =) Up(ts, %23 T, 1) V(1) Up(15 513 72, 52) V (352) Up(725 D23 £, X5)
+6(r,— 71)Uo(ffa %33 72,00)V () Us( 72,923 71, 01) V ) Us( 715915 85 %) -
Weiter fithren wir den retardierten Zeitentwicklungskern durch
R — — — -
Uo( (151572 5) = O(ty — ) Up(71, 715 70 32) (7.8.11)

ein, so dafy wir nach Vertauschen der Integrationsvariablen im zweiten Integral in (7.8.10) denselben
Ausdruck wie im ersten Integral erhalten. Dieses Argument laf3t sich auf den allgemeinen Term k-ter
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7.8. Potentialstrenung

Ordnung in der Stérungsreihe (7.8.7) anwenden, so daf§ wir schliefllich

U (s, %58, %, fd“ fd“ fd
(t5,%s Vi) @y | 4k (7.8.12)
x U, %50 VIO (2, 5590 V) - VI U 033, 7,)

erhalten.

Dabei haben wir nunmehr eine vierdimensionale Schreibweise fiir die Raum-Zeit-Variablen (7},%})
eingefiihrt. Bei den Integralen ist jede Zeitintegration tiber das Intervall [7;, 7] und jede Integration
{iber die Ortsvektoren iiber den ganzen R>. Damit gelangen wir zur gleichen Bornschen Reihe fiir
den Zeitentwicklungskern, den wir bereits von unserer Behandlung in Abschnitt [5.4/im Rahmen der
Wellenmechanik gewonnen haben.

Nun kénnen wir auch die Feynman-Regeln formulieren. Wir konnen sie direkt den Gleichungen
und entnehmen. Sie reflektieren sozusagen die ,,Zeitevolution® des Teilchens unter Ein-
flufl des Potentials. Sie sind in einem Raum-Zeit-Diagramm zu lesen, wobei wir die Zeit von unten
nach oben laufen lassen. Die horizontale Richtung im Diagramm steht dann fiir die raumlichen Koor-
dinaten. Fiir jeden retardierten Zeitentwicklungskern U®)(x,; x,) zeichnen wir eine Linie mit einem
Pfeil, der vom Raumzeit-Punkt x, = (t,,%,) zum Raumzeit-Punkt x; = (¢;,%,) weist. Dies entspricht
der Richtung der Propagation des Teilchens. Jeder Wechselwirkungsbeitrag —1V(x) wird durch einen
»Sticker” reprisentiert. Damit ergibt sich die anschauliche Bedeutung des Beitrages k-ter Ordnung der
Bornreihe als einer Propagation praktisch freier Teilchen, die £-mal am Potential gestreut werden.

. (t7,%y)
(¢5,%f) (¢,%r)

Abbildung 7.2: Diagrammatische Darstellung der Born-Reihe.

Aus dieser diagrammatischen Darstellungen kénnen wir sofort auch die Lippmann-Schwinger-Glei-
chung ablesen:

OBy, %) = Uy (x1,x2)— i f dty U (e, )V () UR (9, x,). (7.8.13)

Aus bzw. der entsprechenden Gleichung fiir den freien Propagator UO(R)(xl;xz) erhalten wir
unter Berticksichtigung der ©-Funktion und ihrer Ableitung

a
die Gleichung
A
<i8t1 + j) UO(R)(xﬁxz) = i8(4)(x1 —X,), (7.8.15)
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7. Pfadintegrale

woraus folgt, dafl UO(R) die retardierte Greensche Funktion der freien Schrodinger-Gleichung ist, die
sich durch die Randbedingung

U(R)(xl;xz)oc@(tl—tz), (7.8.16)

0
auszeichnet und die Kausalstruktur der Quantentheorie fiir die Bornsche Niherung audriickt. Der
Zustand des Teilchens zur Zeit ¢ wird allein durch Wechselwirkungsprozesse mit dem Potential zu
fritheren Zeiten bestimmt.

Verwenden wir (7.8.16) und (7.8.13), sehen wir, dafl U® die volle retardierte Greensche Funktion der
Schrodingergleichung fiir ein Teilchen unter Einfluff des Potentials V ist:

[i&t + 2A—1 — V(zl)] UB(x;x,) =18 (x; — x,). (7.8.17)
! m

Diese Formulierung in der Ortsdarstellung ist nun zwar im obigen Sinne recht anschaulich. Sie ist
aber fiir praktische Rechnungen aufgrund der verwickelten Zeitabhingigkeiten recht kompliziert. Es
ist wesentlich einfacher, in der Impulsdarstellung zu arbeiten. Dazu miissen wir lediglich die Fourier-
Darstellung des freien retardierten Propagators berechnen. Dazu gehen wir mit dem Ansatz

3=

Up(xy3 %) = f (27:;3 expl (¥, — %)) Uy(ty5 15 B)- (7.8.18)
in Gleichung ein. Dies liefert
. 7\ () - -
<13t1 _E> Uy (5t p) =18 (t; — ty). (7.8.19)

Damit erhalten wir die eindeutige Losung fiir die Greensche Funktion der freien Schrodinger-Glei-

chung unter Vorgabe der Retardierungsbedingung (7.8.16) zu

22
Uo(R)(tﬁ ty; ) = exp |:—i2p—m(t1 - tz)] O(t; —1,). (7.8.20)

Diese Zeitabhingigkeit ist wesentlich einfacher zu handhaben als in der Ortsdarstellung. Setzen wir
dieses Resultat in (7.8.8) fiir die erste Ordnung der Born-Reihe ein, erhalten wir nach einiger Rechnung
als Niherung fiir das S-Matrixelement (7.8.3) zu

Sy, = (2;1)2 V(p;— )8 (Ef—E)), (7.8.21)

wobei E; und E; die kinetische Energie des asymptotisch frei aus- bzw. einlaufenden Teilchens

1

E = —
5 om

77]2% (7.8.22)
bezeichnen. Wir bemerken, dafl die Grenzwerte ¢; — —o0 und ¢; — oo nach Austiihrung der Integrale
zu nehmen waren, dann aber keine prinzipiellen Probleme mehr verursachten. Es ist klar, dafl es sich
um schwache Grenzwerte im Sinne der Distributionentheorie handelt. Die &-Distribution in (7.8.21)
garantiert die Energieerhaltung bei der Potentialstreuung. V bezeichnet die Fourier-Transformierte
des Potentials:

V(p)= f P exp[ipx]V(Z). (7.8.23)
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7.8. Potentialstrenung

Jetzt wollen wir den Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung am dufleren Potential berechnen. Dieser
ist fiir einen Strom von Teilchen mit recht gut bestimmtem Impuls p; als das Verhiltnis der Zahl der
Teilchen, die in einen kleinen Impulsbereich um Z’f gestreut werden, zum einlaufenden Strom (d.h.
Zahl der pro Zeit- und Flicheneinheit einlaufenden Teilchen).

Die Hauptschwierigkeit besteht dabei darin, daf§ das Streumatrixelement , das die Ubergangs-
wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Ubergang p; — 7 ¢ aufgrund der Streuung am Potential angibt,
eine Distribution ist. Die entsprechende Ubergangswahrscheinlichkeit sollte durch |§ i |? gegeben sein.
Allerdings enthilt Sy; die 8-Distribution, die die Energieerhaltung wiederspiegelt. Wir regularisieren
daher das Matrixelement dadurch, daf§ wir in zu einem endlichen aber groflen Zeitintervall zu-
rlickgehen. In der ersten Ordnung der Storungstheorie ergibt dies

glireg) _ V(Z’f - f)i){exp[—i(Ef —E;)tr]—exp[—i(Ef — E;)t; ]} ' 7.8.24)

/i 2r)(Ef —E;)

Nehmen wir davon das Betragsquadrat und dividieren durch ¢, —¢;, erhalten wir nach einigen Umfor-
mungen

ire) V(pr =5l <Sin[(—’5f —E) (¢ — ti)/2]>2 tr—t 7.8.25)

- (E;—E;)t;—1,)]2 2

fi (27)5
Dies ist die mittlere Ubergangswahrscheinlichkeitsrate fiir das endliche Intervall ty —t;. Lassen wir
dieses Intervall £, —t; — oo werden, finden wir schliefllich

1 _ |‘7(Z7f_17’i)|2

T S(E;—E,). (7.8.26)

Wir erhalten wieder die energieerhaltende §-Distribution. Da das Potential voraussetzungsgemif3
nicht zeitabhingig ist, muf} dies ja auch resultieren, da in diesem Fall die Energie beim Stofiprozef}
erhalten ist.

Um nun den Wirkungsquerschnitt zu definieren, bendtigen wir nur den Strom der einlaufenden Teil-
chen. Die Dichte der einlaufenden Teilchen ist durch p(z,%) = |¢(¢,X)|%, wobei ¢ die asymptotisch

freie Wellenfunktion fiir die einlaufenden Teilchen ist. Fiir die auf eine 8-Distribution im Impulsraum
3

-

normierte ebene Welle ergibt dies 1/(277)® und folglich ist der einlaufende Strom j(¢,%) = p, /[(27)
Dies ergibt sich auch aus dem Strom der Schrédingergleichung gemif3

-

(" V—cc)=—Li . (7.8.27)

QrPm

1
2im

it %)=

Dividieren wir also die Ubergangswahrscheinlichkeitsrate durch |;|, ergibt sich schliefilich der Streu-
querschnitt in der ersten Ordnung der Stérungstheorie (Bornsche Niherung) zu

do  m|V(pr—p)P
$pp o @nPlp

Integrieren wir dieses Result iber den Impulsbetrag, erhalten wir unter Verwendung der Gleichung

S(E;—E;). (7.8.28)

pjzr Pi2 m

223



7. Pfadintegrale

den Streuquerschnitt pro Raumwinkelelement zu

do  mV (=B
o Q2r)2p?

2

¢l =1p:l- (7.8.30)
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Kapitel 8

Vielteilchenquantentheorie

In diesem Kapitel wenden wir uns der Theorie von Systemen aus gleichartigen, d.h. ununterscheidbaren
Teilchen zu. Wihrend in der klassischen Physik Teilchen schon dadurch stets voneinander unterscheid-
bar bleiben, dafy man sie durch ihre jeweiligen Anfangspositionen und -impulse kennzeichnen kann, ist
es in der Quantentheorie unméglich, auf Dauer Teilchen voneinander zu unterscheiden, es sei denn sie
unterscheiden sich durch eine intrinsische Eigenschaft voneinander, d.h. z.B. durch ihre Masse, ihren
Spin oder diverse Ladungsquantenzahlen.

8.1 Ein System von zwei ununterscheidbaren Teilchen

Wir betrachten zunichst zwei ununterscheidbare Teilchen mit Spin s € {0,1/2,1,...}. Zunichst ist eine
Basis dieses Systems durch die Produktzustinde

1€1,6) =1&1) ®1&) 8.1.1)

wobei wir mit &, = (X}, 0;,) bezeichnen, wobei x;, Orts- und Spin-z-Komponente des k-ten Teilchens
sind. Wir definieren nun den Permutationsoperator

P1¢1,8) =185,)- 8.1.2)

Dieser Operator ergibt fiir identische Teilchen einen Sinn, weil die Einteilchenzustinde in diesem Falle
im gleichen Hilbertraum ] liegen. Der Permutationsoperator wird nun auf den gesamten Produk-
traum S, = S, ® S linear fortgesetzt. Da die Produktzustinde eine vollstindige Basis von
76, bilden, bedeutet das

2= |4 [ delaapaalY) mi [d=3 [#5

oy=—s

Es ist klar, daff 22, hermitesch ist und daf$
Pr=1 (8.1.4)

ist. Damit ist also &2, auch unitir.

Die Ununterscheidbarkeit der Teilchen impliziert weiter, dafl alle Observablen A im Zweiteilchenraum
mit &, kommutieren. Andernfalls wire sonst der Operator

A'=2,A2, (8.1.5)

225



8. Vielteilchenguantentheorie

von A verschieden. Das kann aber nicht sein, weil A’ sich von A nur dadurch unterscheidet, daf} er
sich auf ein System bezieht, bei denen lediglich die Teilchen untereinander vertauscht sind, und dann
kénnte man durch Messung von A bzw. A’ die Teilchen doch voneinander unterscheiden.
Gehen wir wieder davon aus, dafl wir eine irreduzible Darstellung der Observablenalgebra des Zweiteil-
chensystems betrachten, muff also im Hilbertraum fiir zwei ununterscheidbare Teilchen &2, diagonal
sein, d.h. alle Vektoren miissen Eigenvektoren von 22, sein. Da die Eigenwerte von 22, wegen
nur £1 sein kdnnen, miissen aufgrund des Superpositionsprinzips also alle Vektoren entweder Eigen-
vektoren von £, zum Eigenwert 1 oder —1 sein. Teilchen der ersten Art nennen wir Bosonen und der
zweiten Art Fermionen. Es ist ein empirisches Faktum und lifit sich aus der relativistischen Quanten-
theorie unter recht schwachen Annahmen auch theoretisch begriinden, daf} Teilchen mit ganzzahli-
gem Spin Bosonen und solche mit halbzahligem Spin Fermionen sind.
Der zur Beschreibung zweier ununterscheidbarer Teilchen geeignete Hilbertraum ist also nicht 4,
sondern nur einer der Teilriume ;" zum Eigenwert +1 von £, je nachdem, ob es sich bei den Teil-
chen um Bosonen (oberes Vorzeichen) oder Fermionen (unteres Vorzeichen) handelt. Die geeigneten
Basen sind durch die symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Produkte der Einteilchenbasisvekto-
ren mit sich selbst gegeben:

1
V2!

Um deren Vollstindigkeit fiir die Riume ;" zu zeigen, berechnen wir zunichst

(66|68 = 26 & £ 6,6 | L& £ ELE)
=85 —E&)8(&E—8) £ 8(5—&)8(&—&)).

660" = —= (1€, &) £16.6))- (8.1.6)

(8.1.7)

Dann folgt
+4 I g\t __ |1 g\E N\ g1 _ I r\E
Jdglfd§2|5l’52> (51’52|51352> —|§1a52> :|:|§2> 1 —2|51,£2> (818)
Wir haben also im ZweiteilichenRaum die Vollstindigkeitsrelation

5 | 46 [ dele g a=1z, 19

wobei wir den Identitdtsoperator auf dem symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Zweiteilchen-
raum mit 15 bezeichnet haben.

8.2 Systeme von N ununterscheidbaren Teilchen und Fockraum

Die Argumente, die wir eben im Falle eines Systems aus zwei ununterscheidbaren Teilchen angewen-
det haben, kénnen wir uns wortlich wiederholt denken fiir N identische Teilchen. Freilich ist dann
die Gruppe Sy der Permutationen von N Elementen grofler, besteht nimlich aus N =1-2-...- N
Funktionen. Fiir N > 3 ist diese Gruppe auch nicht mehr Abels, und die Permutationsoperatoren 2,
auf dem N-fachen Produkt des Einteilchenraumes mit sich selbst 7 sind daher nicht mehr simultan
diagonalisierbar. Andererseits gilt nach wie vor unser physikalisches Argument, dafy die Observablen
unseres Systems allesamt mit allen Permutationsoperatoren vertauschen miissen und also nur solche
Unterrdume von J¢) zur Beschreibung von N ununterscheidbaren Teilchen geeignet sein konnen, in
denen alle 22, simultan diagonalisierbar sind und also das Bild dieser Darstellung abelsch sein muf3. Die
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8.2. Systeme von N ununterscheidbaren Teilchen und Fockraum

Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe (vgl. z.B. [Smi61]] Bd. III/1) besagt nun, daf} es genau
zwei abelsche Darstellungen gibt, nimlich die triviale, fiir die alle Permutationen durch den Einheits-
operator oder die alternierende, fiir die

0 falls P gerade Permutation 8.2.1)
1 falls P ungerade Permutation. o

Py =(=1? mit o(P)= {
Dabei heifit eine Permutation P : Ny, = {1,2,...,N} — Ny gerade (ungerade), wenn man eine gera-
de (ungerade) Anzahl von Vertauschungen von Paaren, um das N-Tupel (1,2,...,N) in die durch die
Permutation P vorgegebene Reihenfolge (P(1),P(2),...,P(N)) zu bringen.
Es ist dann weiter klar, dafl die entsprechenden Bosonen- bzw. Fermionen-N-Teilchenrdume von den
vollstindig symmetrisierten bzw. antisymmetrisierten Produktzustinden einer beliebigen vollstindi-
gen Einteilchenbasis aufgespannt werden. Wir wihlen zunichst wieder die Orts-Spin-Eigenbasis
{|X,0)} als Einteilchenbasis. Dann haben wi

1
=— (—1)°®) Ep1)®---®Epy
VNUiss, ‘ v ) 8.2.2)

= mr@]\:;: )5[)(1) ®...®£P<N)>

15 )

als eine vollstindige orthonormierte Basis fiir den bosonischen bzw. fermionischen N-Teilchenraum
%]\? definiert. Dabeti ist 7, die Anzahl der in den Tensorprodukten vertretenen Einteilchenzustinde
&,- Fiir Bosonen ist dabei 7, € Ny und fiir Fermionen 7, € {0,1} mit 37, 7, = N. Man rechnet leicht
nach, daf} der Symmetrisierungs- bzw. Antisymmetrisierungsoperator

1 o
PE= ~i > 1) P2, (8.2.3)
* PeSy

in vollstindigen Produktraum ), hermitesch ist sowie die Projektionseigenschaft
(PR =Py (8.2.4)

besitzt, d.h. er projiziert beliebigen Zustinde in 7€), auf den vollstindig symmetrisierten bzw. antisym-
metrisierten Teilraum %]\df Die Operatoren, die durch die Vertauschung von Einteilchenoperatoren
in der Produktbasis

‘@P|51®"-®EN>:‘EP(1)®“'®5P(N)> (8.2.5)

vollstindig definiert sind, sind unitir auf dem vollstindigen Produktraum 7). Auf den Unterriumen
fiir Bosonen und Fermionen %]\f realisieren diese Operatoren die beiden einzigen abelschen Darstel-
lungen der symmetrischen Gruppe Sy, denn offenbar gilt

Po|&ps. &) E =)D, L ENE, (8.2.6)

'Es ist hierbei zu beachten, daff wir eine Basis mit verallgemeinerten Einteilchen-Eigenzustinden mit kontinuierlichem
verwenden, die nur auf eine &-Distribution normiert werden kénnen, also (£,]&,) = 8, ,,8®/(%, — %), d.h. von den in
den Produktzustinden in auftretenden Einteilchenzustinde diirfen keine zwei identisch sein. Wiirden wir mit einer
echten Hilbertraumbasis mit auf 1 normierbaren Einteilchenzustinden arbeiten, konnten im bosonischen Fall beliebig viele

gleiche Einteilchenzustinde auftreten. Dann miissen wir noch einen zusitzlichen Normierungsfaktor 1/TT; 4/7;!in (8.2.2

anbringen, wobei 7; € N, die Anzahl von Faktoren §]> in den Produktzustinden ist. Es muf natiirlich 37, n; = N gelten,

und die Formel mit dem zusitzlichen Normierungsfaktor gilt freilich auch fiir fermionnische Zustinde, weil dann 7 ;€1{0,1}
und dann nl=1 ist.
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8. Vielteilchenguantentheorie

d.h. auf dem bosonischen (fermionischen) N-Teilchen-Hilbertraum .} handelt es sich um die triviale
(alternierende) Darstellung der symmetrischen Gruppe.

Das Rechnen in diesen Riumen erweist sich jedoch als recht kompliziert. Zum Gliick existiert ein
Formalismus, die sog. Feldquantisierung, die Vielteilchenrechnungen erheblich vereinfacht. Um zu
diesem Formalismus zu gelangen, miissen wir das Konzept einer festen Teilchenzahl verlassen. Wir
betrachten stattdessen einen grofleren Hilbertraum, in dem wir alle N simultan behandeln konnen,
den sog. Fockraum. Wir postulieren dazu, daff es genau einen Zustand, das Vakuum |(2) gibt, der den
Fall beschreibt, dafl kein Teilchen vorhanden ist, d.h. der dazugehorige Hilbertraum ist eindimensional
und addieren weiter orthogonal alle N-Teilchenriume auf:

A=A (8.2.7)
N=0

In diesem Hilbertraum gilt fiir das Skalarprodukt der (anti-)symmetrisierten Produktzustinde

e e | E s Y = S (G n E [ 6 5N

o) T , (8.2.8)
=Sn Z (£1) 1_[ 8 (e — Epgry)s
PeSy, k=1
und die Vollstindigkeitsrelation fiir diese Basiszustinde lautet
|
> [der [dnten a0t * 6 Eul=1E, 5.29)
Das folgt unmittelbar aus der Vollstindigkeitsrelation im vollen Produktraum
fdé:,’l f déy |5, 8- 0& ) (g @88, |=1y. (8.2.10)

In den bosonischen bzw. fermionischen Fockriumen sy ist 1y, = 27 = (27)%, d.h. wir kénnen

(8.2.10) von links und von rechts mit 9’; multiplizieren und erhalten dann
uﬁzfdgl---fdgNW;\gjl®---®5jN>(5jl®---®;N)g>;

:%fdgl"'fd£N|51"“’ng>ii<gj1""’£fN|'

+ - .
Daraus entsteht 17 | durch Summation tiber N € Ny und damit 1)

Wir definieren nun Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren im Fockraum, indem wir zunichst
die Wirkung eines Erzeungsoperators auf die N-Teilchenbasiszustinde definieren:

SN &V E =18, 8 E0)E. (8.2.12)

Der Erzeugungsoperator fithrt also den N-Teilchenbasiszustand in einen N + 1-Teilchenbasiszustand
tiber oder bildet im fermionischen Falle diesen Vektor auf 0 ab, wenn |£) schon in dem urspriinglichen
(anti-)symmetrisierten Produktbasisvektor enthalten ist. Multiplizieren wir also die Vollstindigkeits-
relation mit dem Erzeungsoperator, folgt sofort

(8.2.11)

¢T(5):|§)ii(n|+éj%fd;...fdgN|5,gl,...,5N)ii(51,...,£N|. (8.2.13)
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8.3. Fockraumformulierung fitr Observablen

Durch hermitesche Adjunktion folgt, daf$ entsprechend

¢<5>:|ﬂ>*<5|+é$fdgl.--fdi|51,...,5N>i*<5,51,...,£N| 8.2.149)

ein Vernichtungsoperator ist, der den durch ¢ gekennzeichneten Einteilchenzustand aus einem (anti-
)symmetrisierten Basiszustand entfernt, sofern er enthalten war oder andernfalls den entsprechenden
Vektor auf 0 abbildet. Insbesondere annuliert (&) fiir alle £ den Vakuumzustand:

() =0, (Ql¢f(&)=o0. (8.2.15)
Mit Hilfe der Darstellungen (8.2.13) und (8.2.14) folgen unter Verwendung von die folgenden

Vertauschungsregeln:

(4D ¢E =47 ¢1(&)] =0, [¢E).¢1(&)] =3 —&). (8.2.16)

Wir bemerken, daf§ wir es im bosonischen Falle formal mit einer Algebra zu tun haben, die den Lei-
teroperatoren fiir kontinuierlich viele durch ¢ durchnumerierte harmonische Oszillatormoden ent-
spricht (vgl. Kap. 3.6). Wie wir bei dessen Behandlung gesehen haben, ergeben sich allein aufgrund
der Vertauschungsrelationen bereits die (anti-)symmetrisierten Basiszustinde. Sie entsprechen
Besetzungszahlzustinden fiir Oszillatormoden. Hier handelt es sich um Besetzungszahlzustinde fiir
Teilchen. Es lifit sich auch leicht zeigen, dafl im fermionischen Fall die Konstruktion des Fockraums
allein aufgrund der Antikommutatorrelationen moglich ist. Die Antikommutatorrelationen
sorgen dabei automatisch fiir die Einhaltung des Pauliprinzips, wonach es keine Zustinde gibt, in de-
nen zwei oder mehr Teilchen ein und denselben Einteilchenzustand besetzen kénnen. Freilich sorgen
die (Anti-)Kommutatorrelationen auch fiir die korrekte (Anti-)Symmetrisierung der Fockraumbasis-
zustande.

Im folgenden wollen wir nun zeigen, dafl wir die Quantenmechanik von Vielteilchensysteme identi-
scher Bosonen oder Fermionen mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren formulieren
konnen. In dem hier betrachteten nichtrelativistischen Fall hat das den Vorteil, daf} es sich mit den
Feldoperatoren i.a. einfacher rechnen lifit als im Hilbertraum fester Teilchenzahl mit (anti-)symmetri-
sierten Produktzustinden. Da die Teilchenzahl fiir nichtrelativistische Prozesse i.a. erhalten bleibt, sind
diese Formalierungen der Vielteilchenquantenmechanik also vollstindig dquivalent. Im relativistischen
Falle stellt sich allerdings heraus, dafl eine physikalisch befriedigende Beschreibung fiir Vielteilchensy-
steme fester Teilchenzahl problematisch ist und auch nicht der Erfahrung entspricht, denn bei Stofpro-
zessen mit relativistischen Energien konnen Teilchen-Antiteilchenpaare oder z.B. elektromagnetische
Strahlen (im quantentheoretischen Bild also Photonen) erzeugt und/oder vernichtet werden.

8.3 Fockraumformulierung fiir Observablen

8.3.1 Die Teilchendichte

Betrachten wir zunichst den Operator fiir die Teilchendichte. Wir behaupten, daf§ die Teilchendichte
fiir ein Teilchen mit Spinkomponente ¢ an der Position X durch den Operator

2(E) =T (&) (8.3.1)

reprasentiert wird. Dafl dies eine physikalisch sinnvolle Definition ist, ergibt sich durch Anwendung
des Operators auf einen (anti-)symmetrisierten Basisfockzustand. Dazu berechnen wir zunichst den
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8. Vielteilchenguantentheorie

Kommutator mit einem beliebigen Erzeugungsoperator:

[e@) D] =[dT )4 (D]
=4[O E ] £ [T 4TED] 4(E) 832)
—4»* 3(&— &1)-

Nun konnen wir diese Vertauschungsrelation benutzen, um die Wirkung des Dichteoperators (8.3.1)
auf den Basisfockzustand zu berechnen, indem wir den Fockzustand mittels Erzeugungsoperatoren
darstellen:

2EW (&) dT(Ey) [9)
{[2©).47(E) ]+ (e EM (&)--- 4T (&) 1)
{4’ (ED(E =N+ dT(EDe }‘V &) $1(E) 1)

S(E)|E - )

N
=¢T(§1)~-¢T(€N){ZS(E—Ek)Jr@({)}|Q) (8.3.3)
k=1

_ i) WNias £

=1

N
:Z 5 gk |513 L) ) .
k=1

Der Basisfockzustand ist also Eigenzustand des Operators 1) zum Eigenwert Z;f:l 8(&—&,). Das
ist aber genau die Teilchendichte fiir die durch diesen Basisfockzustand reprisentierte physikalische
Situation, dafl N Teilchen mit wohlbestimmten Spin an wohlbestimmten Positionen sitzen.

Es ist weiter klar, dafl der Operator fiir die Gesamtteilchenzahl durch Integration iiber den Raum und
Summation iiber die Spinzustinde des Teilchendichteoperators

N= J d& o(&) (8.3.4)

gegeben sein sollte. Integrieren wir die Beziehung (8.3.3) iiber &, finden wir in der Tat

N[&,.. )T =NE, L 6T, (8.3.5)

d.h. der Basisfockzustand ist Eigenvektor von N zum Eigenwert N, der Gesamtteilchenzahl dieses Zu-
stands.

8.3.2 Einteilchenoperatoren

Betrachten wir nun Operatoren von Observablen im N-Teilchenraum, ist klar, daf§ diese mit allen Per-
mutationsoperatoren &, (P € Sy;) vertauschen miissen, weil sonst eben die Messung dieser Observa-
blen eine Unterscheidbarkeit von Zustinden, die sich nur durch bestimmte Permutationen der Teilchen
untereinander unterscheiden, erlauben wiirde, und das widerspricht wiederum der Ununterscheidbar-
keit der Teilchen. Es ergibt also etwa keinen Sinn, nach dem Impuls eines bestimmten Teilchens zu
fragen. Nur der Gesamtimpuls des Systems ist eine physikalisch sinnvolle Observable.
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8.3. Fockraumformulierung fitr Observablen

Sei nun also A irgendeine auf ein Teilchen bezogene Observable, so konnen wir die Summe dieser
Einteilchenobservable tiber alle Teilchen im System betrachten, also im N-Teilchenraum

N
=> A, (8.3.6)
k=1
wobei wir zur Abkiirzung
A=1Q--RIQAR1I®--®1 (8.3.7)
—_— —_————
(k—1)-mal (N—Fk)-mal

geschrieben haben.

Um eine Darstellung mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu erreichen, verwenden
wir die auf den N-Teilchenraum eingeschrinkte Vollstindigkeitsrelation (8.2.9)

/ ..Jd@(] i)
e [AN) & )

dé, -

d&y

(8.3.8)

Zur Berechnung des Matrixelements driicken wir die Bra- und Ketvektoren gemif} (8.2.2) mit Hilfe
des (Anti-)Symmetrisierungsoperators durch Produktzustinde aus. Dabeti ist zu beachten, daf} ,@]\ﬂ; mit

A™) Vertauscht und die Projektionseigenschaft 1) besitzt:

1
i<§1,...,5N|A(N>‘g{,...,g;v i:N!<51®---®£N'9;A§N>9§|5{®---®5{V>
_Nv<é’1® ®§N‘AN)3$£’§1/®'“®£Z<1>

= > (1) <§1®---®5N|A(1N)‘f£<1>®“'®5z§<zv>>

PeSy
. (8.3.9)
= > @) P> (g e ®§N|Ak|5p y® @)
PeSy k=1
N
_1;: (£1)7 kza (E = Epry) S G — S (& [A] Ere)
€Sy =1
X 8 (E1 = Epgny) S (En — Epgyy)
Im folgenden schreiben wir
A& &) = (& [A|&) (8.3.10)

fiir das Einteilchenmatrixelement. Setzen wir (8.3.9) und (8.3.10) in (8.3.8) ein und integrieren in
jedem Summanden der Summe iiber & tiber &i,...,&,_1,&p, 4, .., &y, Wobei wir die 8-Distributionen
in (8.3.9) ausnutzen konnen, erhalten wir

1 pu N / / /
A(lN) = WPEZS;V(:I:I) (P)kZ:;f dé’k J dfl o dgN A(&k?&p(k))

(8.3.11)
T4
* é’lé(/e—l)’ é’kaé};(k_’_l)a e 95[/)(N)> <£1/’ cey £]<[| .
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In dem Bra-Vektor konnen wir nun die Argumente in die durch die Permutation vorgegebene Reihen-
folge bringen. Da der Zustand vollstindig (anti-)symmetrisiert ist, gilt

e G = O G| 8.3.12)

In dem so umsortierten Bra- und auch im Ketvektor in (8.3.11) bringen wir nun noch das Argument
& Ig *) bzw. £, ganz nach vorne. Dazu miissen wir es mit den & — 1 davorstehenden Argumenten ver-

tauschen. Dabei entsteht aufgrund der Antisymmetrie unter diesen Vertauschen jedesmal der Faktor
(&), Insgesamt erhalten wir

A<1N): Y Jd{kfdél -d&yA Ek,5P |§p Ep -5p(k_1)afp(k+1)a-~-’51§(N)>i

PeS

<51§(/e)’ 512(1)’ e 51/’(k—1)’ 51/)(k+1)’ e 511(1\1)’ :
(8.3.13)

Nun kdnnen wir fiir jede Permutation die Integrationsvariablen umbenennen, ohne daff dies das Re-
sultat dndert:

g]@ = 55 glg(k) = 5//’
55(1): I 51/)(k1 5 - éVp/e+1 T éVzrg(zv)—

Daraus ersehen wir, dafl in (8.3.13) jeder der Summanden sowohl bzgl. der Summe iiber die Permuta-
tionen als auch bzg. der Summe iiber k stets den gleichen Beitrag liefert. Wir haben also einen Faktor
N!-N, was

=+
degfl"'dgll_l 5351/3"' ](;_1> <£”9 1//3"',9 ](;_1

(8.3.14)

(8.3.15)

ergibt. Nun wenden wir (8.2.12) und die entsprechende adjungierte Gleichung auf den Ket- und den
Bravektor in (8.3.15) an:

- f d f dE" A(E,E")

< G1(E) f dEr ondgl

++

W) T (E 8|, 6319

(N )

+
]]'N—l

(F ock)

wobei wir (8.2.9) fiir den N — 1-Teilchenanteil des Fockraumes verwendet haben. Um nun Al
erhalten, miissen wir nur noch die orthogonale Summe bzgl. N bilden

AFock dejdf”/l(f 5// qﬂ' (-l/ 5// (8317)

Angesichts dieser einfachen Formel erscheint die eben durchgefiihrte Rechnung recht mithsam. In Ab-
schnitt werden wir die weitaus elegantere Methode der Feldquantisierung verwenden, um zum
gleichen Resultat zu gelangen.
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8.3. Fockraumformulierung fitr Observablen

Betrachten wir aber noch einige Beispiele fiir Einteilchenoperatoren. Beginnen wir mit dem Gesam-
timpuls des Vielteilchensystems. Im N-Teilchenraum ist offenbar

N
(V) B,
=> "B (8.3.18)
k=1

Der Gesamtimpuls ist also in dem obigen Sinne ein Einteilchenoperator. Das in (8.3.17) benétigte Ein-
teilchenmatrixelement ist schnell berechnet:

PEEN=(EB|E) ==V, (R]7")8, 0 = =iV, 8D F—F")S,, .. (8.3.19)
Dabei haben wir uns bedient. Setzen wir dies in ein und fithren zunichst das Integral

iiber ¥” und die Summe {iber ¢” aus, erhalten wir

pro) J dEPTEN=VIP(E). (8.3.20)

Angenommen wir betrachten Systeme von Teilchen, die nicht untereinander wechselwirken, so ist auch
der Hamiltonoperator ein Einteilchenoperator:

N T 22
(N) _Z Pr -
Hl = [% + V(Xk):| . (8.3.21)

Dabei ist V irgendein dufleres Potential (man denke z.B. an Elektronen, die sich in einem dufleren
elektrostatischen Feld bewegen). Die Berechnung des Einteilchenmatrixelements bzgl. der Einteilchen-
Orts-Spin-Basis berechnet sich wieder auf analoge Weise wie beim Impulsoperator. Das Ergebnis fiir
die Einteilchengesamtenergie im Fockraum ist schlieflich (Ubung/)

H™ = [ € 41O 8+ V) | UE) 8.3.22)

Ebenso zeigt man, daf} der Gesamtspinoperator durch

=(Fock

g _ J dE(7,0) S5, b, o) 8.3.23)
gegeben ist (Ubung!).

8.3.3 Zweiteilchenoperatoren

Die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen wird i.a. durch ein Potential beschrieben, wobei wir der
Einfachheit annehmen, die Krifte seien Zentralkrifte und unabhingig von den Spinfreiheitsgraden der
Teilchen. Fiir ein N-Teilchensystem lautet der entsprechende Operator

ZV(|X]1— ") (8.3.24)
]176]2

Mit einer Zhnlichen Rechnung wie oben fiir Einteilchenoperatoren zeigt man, dafl die dquivalente For-
mulierung im Fockraum

Vi =2 [ d [ dg ViR -5 @V EWEHE) 325

lautet (Ubung!). Dabei ist fiir Fermionen auf die Reihenfolge der Erzeuger und Vernichter zu achten.

Dieser Beitrag ist im Fall wechselwirkender Teilchen zu (8.3.22) zu addieren, um den Gesamthamilton-
operator zu erhalten.
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8.3.4 Formulierung als Quantenfeldtheorie

Wir kdnnen nun am Beispiel nichtwechselwirkender Teilchen zeigen, dafl die Vernichtungsoperatoren
(&) der Schrodingergleichung gentigen. Die obige Formulierung unserer Fockraumtheorie haben wir
im Schrédingerbild vorgenommen. Deshalb sind die Operatoren {(&) nicht zeitabhingig. Wir kon-
nen aber den Operator berechnen, der gemifl unserem Postulat 4 (vgl. Abschnitt[2.2) die Zeitableitung
des Feldoperators reprisentiert:

e [¢(§ H{Y]. (8.3.26)

Zur Berechnung des Kommutators bendtigen wir dazu fiir Bosonen und Fermionen etwas unterschied-
liche Formeln. Durch Ausmutliplizieren erhalten wir fiir drei Operatoren A, B und C die Gleichungen

[A,BC]=[A,B]C+B[A,C], (8.3.27)
[A,BC]={A,B}C—B{A,C}. (8.3.28)

Offenbar miissen wir in (8.3.26) fiir den Hamiltonoperator (8.3.22) einsetzenf] Wir konnen dabei das

Integral aus dem Kommutator herausziehen. Dann entsteht der Kommutator

[T ENAPEN] = 9. 41(EN] e £ 4N [(E) Hrg(")]

A [UELYEN, (8.3.29)

:F

S(E —ENAY(E)

wobei wir mit A den Einteilchenhamiltonoperator in der Ortsdarstellung bezeichnet haben, der klar

(Fock)

vom entsprechenden Fockraumoperator H}
chung bzgl. &’ liefert dann

unterschieden werden mufi. Integration dieser Glei-

WE)= O =[5+ V) |9eE). 83,50

In der Tat erfiillt also die kovariante Zeitableitung des Feldoperators die Schrodingergleichung. Gehen
wir zum Heisenbergbild iiber, wird die Analogie vollkommen, denn im Heisenbergbild entspricht die
kovariante Zeitableitung der gewShnlichen Ableitung der Operatoren nach der Zeit. Das lifit sich auch
leicht explizit nachpriifen. Denn wegen (2.10.5) und (2.11.1) gilt

dB

o= HMB  mic HI = BHEWBT, (8.3.31)

H

Multiplizieren wir diese Gleichung von links mit BT erhalten wir (wieder wegen (2.10.1))

BTd_B

T iH (Fock) (8.3.32)

bzw. durch erneutes Multiplizieren mit B von links

i—lj = iBH k), (8.3.33)

ZFreilich miissen wir die Integrationsvariable umbenennen, um nicht in Konflikte mit dem Argument & in (8.3.26) zu
geraten! Nennen wir also die Integrationsvariable £”.
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Da der Hamiltonoperator im Schrédingerbild HF®) nicht von der Zeit abhingt, ist
B =exp <itH<F°°k)> . (8.3.34)

Also ist

HgOCk) — BHFok) gt — g (Fock) (8.3.35)

und der Feldoperator im Heisenbergbild

by (t,€)=BY(&)BT. (8.3.36)
Ableiten dieses Ausdrucks nach der Zeit liefert unter Verwendung von in der Tat sofort

8,tpp(£,E) =—iB[ (&), HIoD | BT = %BI—AILP(E)BT _ %ﬁzq,Hu, £). (8.3.37)

Der Feldoperator im Heisenbergbild erfiillt also dieselbe Schrodingergleichung wie die Wellenfunk-
tion fiir ein Teilchen. Historisch wurde der Fock-Raumformalismus daher auch als ,,zweite Quanti-
sierung® bezeichnet. Dabei verstand man als ,erste Quantisierung® den Ubergang von der klassischen
Mechanik zur Quantenmechanik, indem man Ort und Impuls als Operatoren im Hilbertraum auffafi-
te und korrespondenzmifSig (d.h. {iber die Identifikation der Poissonklammeralgebra der klassischen
Theorie mit der Kommutatoralgebra der Operatoren) die kanonischen Kommutatorrelationen festleg-
te. Die Fock-Raumformulierung der Vielteilchentheorie bezeichnete man dann als die ,,zweite Quanti-
sierung®. In der Tat kann man die Kommutatorrelationen durch ,kanonische Quantisierung® aus der
Hamilton-Formulierung des Prinzips der kleinsten Wirkung fiir klassische Feldtheorien gewinnen
(wobei wieder die Poissonklammern der klassischen Theorie auf Kommutatoren in der Quantentheorie
fithren). Unser Zugang zur Fock-Raumformulierung zeigt aber, daf es sich nicht um eine neue Theo-
rie handelt, sondern lediglich um eine alternative mathematische Formulierung der Quantentheorie
eines Vielteilchensystems gleichartiger Teilchen, wobei als einziges neues Postulat das Prinzip von der
Ununterscheidbarkeit gleichartiger Teilchen hinzugetreten ist, welches uns auf die vollstindig sym-
metrischen (antisymmetrischen) N-Teilchenriume fiir Bosonen (bzw. Fermionen) gefiihrt hat.

Es ist weiter klar, daf§ wir den nunmehr hergeleiteten Fock-Raumformalismus auch mit irgendeiner
anderen Einteilchenbasis hitten beginnen konnen, z.B. mit der Impuls-Spindarstellung. Das fithrt na-
tiirlich wieder auf dieselbe Theorie wie unsere Orts-Spindarstellung.

Im Fall wechselwirkender Teilchen, z.B. wenn der Hamiltonoperator eine Zweiteilchenwechselwir-
kung der Art enthilt, werden die operatorwertigen Bewegungsgleichungen nichtlinear, und
man kann i.a. keine L3sungen fiir diese Gleichungen finden. Daher ist man bei wechselwirkenden Teil-
chen auf Niherungsverfahren wie die Storungstheorie angewiesen, die wir im nichsten Kapitel bespre-
chen werden.

8.3.5 Kanonische Feldquantisierung

Man kann auf die quantentheoretische Formulierung der Vielteilchensysteme im Fock-Raum auch
noch auf andere Weise gelangen, und zwar indem man in Analogie zur kanonischen Quantisierung von
Punktteilchensystemen zunichst eine klassische Feldtheorie betrachtet und die Feldgleichungen aus
dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung herleitet und dann {iber die Poisson-Klammern
der klassischen Theorie zu Kommutator- bzw. Antikommutatorregeln fiir bosonische bzw. fermioni-
sche Feldoperatoren tibergeht. Die Rechtfertigung dieses eher heuristischen Verfahrens besteht darin,
daf§ sich daraus die korrekten Kommutatorregeln fiir die Operatoren der Galileigruppe, formuliert
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in der Fock-Raumdarstellung fiir das Vielteilchenproblem, ergeben. Freilich stimmen die tiber diese
Methode gewonnenen Kommutatorregeln und damit die Konstruktion des Fock-Raums mit den oben
hergeleiteten Resultaten tiberein. Als Beispiel betrachten wir nichtwechselwirkende Spin-1/2-Teilchen
in einem vorgegebenen dufleren elektromagnetischen Feld wie in Abschnitt[6.12}

Um die kanonische Feldquantisierung durchfithren zu kénnen, benétigen wir zunichst die Formulie-
rung einer klassischen Feldtheorie durch das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung. Wir suchen
also zuerst eine Lagrangefunktion, die auf die Pauli-Gleichung fithrt. Allgemein betrachten
wir die Felder ¢ (z,%) als kontinuierlich viele Freiheitsgrade, die durch X und o parametrisiert sind,

wobei o freilich nur die diskreten Werte +1/2 annehmen kann. Entsprechend sollte sich die Lagrange-
Funktion aus einer Lagrange-Dichte vermdge

L[%W%J"#]ZL} &% L, " b, " Vb, V51, %) (8.3.38)

ergeben. Dabei behandeln wir ¢ und ¢* als unabhingige Feldfreiheitsgrade, da die Spinorkomponenten
der Felder komplexwertig sind und im Hamiltonschen Prinzip Real- und Imaginirteil als unabhingige
reelle Feldfreiheitsgrade angesehen werden konnen. Dazu dquivalent ist es, die Spinorkomponenten
und ihr konjugiert Komplexes als unabhingig voneinander anzunehmen.

Um die Bewegungsgleichungen herzuleiten, betrachten wir die Wirkung
t, ty .. -

Alg, "= f dt L[, ", t] = f dtf $PX LD, b, NV, V5L, 7). (8.3.39)

t 4 R3

Wieder in Analogie zur kanonischen Mechanik der Punktteilchen, ergeben sich die Bewegungsglei-
chungen aus der Stationaritit der Wirkung unter unabhingiger Variation der Spinorfeldkomponenten
¢ und ¢* unter der Einschrinkung

8¢ (11,%) =8¢, (15,,%) =8 i (1, %) =S¢5 (2, %) =0. (8.3.40)
Fiihren wir die Variation aus, erhalten wir wegen
34,=388¢,), 84, =8(84;), 8V, =V(4,), 8V, =V(8¢,) 634D

durch partielle Integration nach ¢ bzw. X

“ % ¥ - ¥
SA=| dt| &£x{s —3 V.
L tfRz AR de,  13(G¢,) A(Ve,)
(8.3.42)
154t % _, 9% o 0%

3 a@d . 2

Damit dies fiir unabhingige Variationen der ¢, und ¢ verschwindet, miissen die eckigen Klammern
verschwinden. Dies liefert die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Felder

¥ ¥ - JY
—J —V.— =0,
I, "I¢,) (V)
- - (8.3.43)
A ¥ - JY
-3 —V.— =0.
dgy,  130.¢5) (Vi)
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Da die Wirkung ein reelles Funktional sein muf}, sind die ersten Gleichungen gerade das Konjugiert
Komplexe der zweiten Gleichungen, und man mufd nur einen Satz Gleichungen wirlich ausrechnen.

Eine Lagrange-Dichte fiir die Pauligleichung ist offenbar durch
2 =ig,0¢,— 5[V =g A, ] [V —gA)d,1-424 ¢,

+ EgslungzB ’ 500’¢0/

(8.3.44)

gegeben. Um zu zeigen, dafl fiir diese Lagrange-Dichte aus den Euler-Lagrange-Gleichungen tatsichlich
die Pauli-Gleichung resultiert, bilden wir die entsprechenden Ableitungen nach ¢ :

¥ z‘_f - 1 N
=id, ¢a Py —IV qA)¢a_qq)¢a+_g5/‘lBB'000’¢0”
&’gbg 2m 2

d¢ _, _o¢
A9 ds) T A(Ver)

Dies in (8.3.42) eingesetzt, liefert

(8.3.45)

}n( V+igA)d,.

-

. A, = e 1 > A 1 S
lat Sbo + Zq_m(_lv_qA)¢a _61<I’¢a + EgsluBB : oaa/sbo/ - E[_Asba +1qv ' (Asba)] =0. (8346)

Dies zusammengefafSt ergibt schlief3lich

. 1 = . - 1 - A
latsbo = —%(V—IQA)ZSLU +q<p¢o - EgslubB ) Uaa/sba" (8347)

Dies ist in der Tat die Pauli-Gleichung in Komponentenschreibweise, d.h. die Lagrangedichte
reprasentiert tatsichlich die Feldtheorie fiir ein Spin-1/2-Feld, das der Pauli-Gleichung gentigt.
Um kanonisch quantisieren zu konnen, miissen wir allerdings zur Hamiltonschen Formulierung des
Wirkungsprinzips iibergehen. Auch hier geht man wieder analog zur Punktmechanik vor. Da wir es
allerdings nun mit kontinuierlich vielen Freiheitsgraden zu tun haben, miissen wir zunichst Funktio-
nalableitungen definieren. Betrachten wir dazu die Lagrangefunktion und bilden die Variation
nach ¢, mit 847 =8¢, =8¢

¥
2(V,)

(8.3.48)

SL:f &$x 3%% +8(Ve,)
R P

Da wir bei der Variation §X = 8t = 0 voraussetzen, gilt wieder §(V¢,) = V8¢, so dafl wir im
zweiten Term partiell integrieren kénnen, was zu

¢ - J%
—V. _
I VY,

SL:f $Px8Y, (8.3.49)
R3

fithrt. Daher definieren wir als die Funktionalableitung von L nach ¢,

SL ¥ - %
— = —V.— . 8.3.50
8¢, (t,%) ¢, 3(Ve,) (8330
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Entsprechend folgt (Ubung!)
SL ¥

8¢, (6,%) 3,

Wieder analog zur klassischen Mechanik fithren wir die kanonisch konjugierten Feldimpulse

(8.3.51)

m(f)= 2L 9% _iye men="L-9%_4 8.3.52)
8¢, 9% Sy d¢s

ein. Die Hamiltonfunktion folgt dann als funktionale Legendretransformation:

H[ ¢, " LI = f &5 1,4, + 15 ¢, |- L= f & AL, ¢, 4"V, V). (8.3.53)
R3
Die Hamilton-Dichte ist also durch
A =10, +IT " — (8.3.54)
gegeben. Mit der Lagrangedichte fiir die Pauli-Gleichung folgt
0, =ig", (8.3.55)

und (Ubung)

1 - - ) . _—
A= [V igAI, - [(V—igA)p, 1+ 1, g, = 21, (5,00, (8356

Es ist leicht zu zeigen, dafl die Hamiltonschen kanonischen Feldgleichungen

o _aw o ox
SU, om,  avm,)

o=
. SH aH i
° Y, [3% (V)

fiir ¢ wieder auf die Pauli-Gleichung und fiir IT auf die konjugiert komplexe Pauli-Gleichung
fiihren (Ubung!). Wie in der klassischen Mechanik ist also die Hamilton-Formulierung dquivalent zur
Lagrange-Formulierung des Hamiltonschen Prinzips der kleinsten Wirkung.

} (8.3.57)

Im hier vorliegenden Falle folgt der Zusammenhang (8.3.55) zwischen kanonischen Feldimpulsen und
Feldern nicht aus den Hamiltonschen kanonischen Feldgleichungen, weil die Lagrange-Dichte linear in

¢ und entsprechend die Hamilton-Dichte linear in II ist. Da allerdings die kanonische Feldgleichung
fiir IT gerade die konjugiert komplexe Pauli-Gleichung fiir ¢* erfiillt, konnen wir (8.3.55) als Nebenbe-

dingung voraussetzen.

Wie in der klassischen Mechanik kénnen wir vermoge

[ oa.] 54 8B 84 8B
{A’B}Pb_Jde ¥ |:3¢0(t,9_5) STL(t,%) é\HU(t,f)é\gbg(t,E)} (83.38)
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auch Poisson-Klammern fiir beliebige Funktionale der Felder und kanonischen Feldimpulse definie-
ren. Dabei sind die Funktionale {iber ihre entsprechenden Dichten

A, 1] = N $r.d (¢, 1,V ¢, VII,...) (8.3.59)

definiert. Aus den Hamiltonschen kanonischen Gleichungen folgt dann fiir die Zeitableitung eines be-
liebigen Funktionals

%A[¢,H] ={A,H},,. (8.3.60)

Auch die Bewegungsgleichungen, die sich aus den Hamiltonschen Kanonischen Gleichungen (8.3.57)

ergeben, konnen mit Poissonklammern ausgedriickt werden, denn wegen
b, (t,%)= f EPEEOFE =38, 1 (2, %) (8.3.61)
R3
1st ~
84,(6,%)
8 Sba’(t ’ X /)
Daraus folgen insbesondere die elementaren Poisson-Klammerbeziehungen

{£o(0.3).¢, (63"} | = {0,(6,3),,(0,3)} | =0,
pb pb
{46007} | =8,,80G 7).

=38,,80F=%). (8.3.62)

(8.3.63)

Entsprechend der kanonischen Quantisierung in der Punktmechanik kénnen nun die Poisson-Klam-
merrelationen fiir Funktionale der klassischen Felder als Kommutatorrelationen fiir bosonische Feld-
operatoren uminterpretiert werden:

[ 4o (8220 (1,31 = [T, (£, 3)0,(2,3) | = 0,

(8.3.64)
[(l)g(t,y_c’),ﬂa,(t,?c’/)] =i8,,,8®(F—%') (Bosonen).

Fiir fermionische Feldoperatoren miissen wir hingegen Antikkommutatorrelationen postulieren:

{9,(0.3),4,(0,3") | = {TL,(£,2).11,.(,3")} =0,

(8.3.65)
{Ll)g(t, x),IL,.(z, 9_5/)} =i8,,8C)(—%') (Fermionen).

Es zeigt sich, daf} dieses Vorgehen alle Beziehungen aus den vorherigen Abschnitten repro-
duziert. Dabei ergibt sich die Zeitabhingigkeit der Feldoperatoren im Heisenberg-Bild. Fiir Zweiteil-
chenwechselwirkungen tiber ein Potential ist zum sich bei der kanonischen Quantisierung der Hamil-

tondichte (8.3.56) ergebenden Einteilchen-Hamilton-Operator noch der Zweiteilchenoperator (8.3.25)

hinzuzufiigen.

8.3.6 Das Noether-Theorem im Feldformalismus

Wir kénnen nun, wieder analog wie in der Punktmechanik, die Bedeutung von Symmetrien fiir die
Felder betrachten. Dabei liegt wieder eine Symmetrie vor, wenn die Bewegungsgleichungen formin-
variant unter der entsprechenden Transformation sind. So ist die Schrédinger-Gleichung fiir ein freies
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Teilchen forminvariant unter den Galilei-Transformationen. Fiir Felder bietet es sich an, die Analyse
der Symmetrien in der Lagrange-Formulierung durchzufiihren. Betrachten wir also zunichst die Wir-
kung fiir klassische Felder

Es bietet sich nun an, bereits hier die relativistische Notation fiir die Raumkomponenten und die Zeit
anzuwenden. Wir fassen diese Komponenten zusammen in einen Vierervektor, dessen Komponenten
wir mit hochgestellten griechischen Indizes versehen. Sie laufen stets von 0 bis 3, d.h. wir setzen x° :=
t. Die hochgestellten Indizes sind nicht mit Potenzen zu verwechseln. Wir werden weiter unten bei
der Behandlung der Lorentz-Transformationen sehen, warum diese Schreibweise niitzlich ist. Unsere
Vierervektoren sind wie folgt definiert

X
t x! x!

X = (x’u) = <}_5> = xz = x2 . (8366)
X X

Hat man irgendeine Funktion f(x) = f(¢,x) gegeben, so bezeichnen wir die Komponenten des Vie-
rergradienten mit einem unteren Index, d.h. es gilt

d,f(x): (x). (8.3.67)

Es ist also

(x)

2 x
[ayf(X)]=<f >= 3’“][2; : (8.3.68)

(x)

Uber wiederholte griechische Indizes wird wieder stillschweigend summiert (Einsteinsche Summati-
onskonvention).

Wir betrachten nun infinitesimale Transformationen der Form
Sxt=8a,Tf (x), S¢=38a,A,(¢,x). (8.3.69)

Dabei sind die 8« die ,infinitesimalen Parameter der betrachteten Symmetriegruppe. Die Wirkung
kénnen wir nun in der Form

Alg]= fw d*x £(4,3,¢,x) (8.3.70)

schreiben. Die Bewegungsgleichungen ergeben sich, wie in Abschnitt[8.3.5|gezeigt, aus der Stationaritit
dieses Funktionals unter beliebigen Variationen der Felder, wobei die Raumzeitkoordinaten x# nicht
mitvariiert werden. Dieses Hamiltonsche Wirkungsprinzip fiir Felder fiihrt auf die Euler-Lagrange-
Gleichungen (8.3.43). In unserer Vierervektornotation kénnen wir diese iibersichtlicher zu

8.,%38.55

EARCFIEN

0 (8.3.71)

zusammenfassen.

3Im folgenden wird fiir mehrkomponentige Felder, wie z.B. Spinorfeldern, stets stillschweigend iiber alle Feldkomponen-
ten summiert. Fiir komplexe Felder sind auch wieder ¢/ und ¢* als unabhingige Feldfreiheitsgrade anzusehen.
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Es ist klar, dafd fiir eine vorgegebene Feldgleichung die Wirkung nicht eindeutig bestimmt ist. Fligen
wir namlich zur Lagrangedichte eine beliebige Viererdivergenz

L($,0,4,%)=2L($,3,¢4,%)+ 3,04, x) (8.3.72)
hinzu, ergeben sich mit identische Feldgleichungen. Dies ergibt sich sofort aus (Ubung/)

8,0¢(¢,x)= %Q#(Sb,x)aysb+3,56XP1)Q“(¢,x) 83.7%)

durch Einsetzen der Lagrangedichte £’ in (8.3.71). Hier und im folgenden bezeichnet der Operator
Q/ECXP D die Ableitung der betreffenden Funktion nach den Raumzeitkomponenten hinsichtlich der ex-
pliziten Abhingigkeit von diesen Variablen, d.h. die Abhingigkeit, die nicht implizit in den Feldern ¢
und ihren Ableitungen d, ¢ steckt.

Wir betrachten nun die Variation der Wirkung unter der allgemeinen Transformation (8.3.69).
Im Gegensatz zur Variation beim Hamiltonschen Prinzip haben wir hier zu beriicksichtigen, dafl wir
nicht nur die Felder variieren wollen, sondern auch die Raumzeitargumente. Es gilt

SA[¢]= N d" LY, 3¢ x")— fw d*x £L(4,3,¢,%). (8.3.74)

Wir miissen also zunichst das Vierervolumenelement transformieren, wobei wir nur bis zur ersten
Ordnung in den & x entwickeln miissen. Offenbar ist

'y
d*x” = det < ox >d4x =d*x det(&’vx/"‘) (8.3.75)
dxv
mit der Jacobi-Matrix
A"t =3 (x* 4+ 8x*) =8, + 3, (8xH), (8.3.76)
wobei
1 fir u=v
St = 8.3.77
Y {O fir u#v ( )

wieder das Kronecker-Symbol bezeichnet, diesmal allerdings in unserer Vierervektorschreibweise mit

einem hoch- und einem tiefgestellten Index. Die Entwicklung der Determinante der Jacobi-Matrix
(8.3.76) nach Zeilen (oder auch Spalten) zeigt, daf} Terme in erster Ordnung in & x# nur vom Produkt

der Diagonalelemente herriihren kénnen, so daf§ wir
det(9,8x*)=14+3,(8x")+ 0(8a?) (8.3.78)

erhalten. Es ist also

Sd*x =d*x' —d*x =d*x J(8x"). (8.3.79)

Auflerdem vertauscht auch die Ableitung der Felder nach Raumzeitkomponenten nicht mehr mit der
Variation. Vielmehr gilt

83, 4)=3)4'—3,4 = (a;xV)av(¢ +8¢)—3,¢. (8.3.80)

Hier tritt die inverse Jacobimatrix der Transformation auf. Wir miissen sie also zunichst invertieren.
Die Inverse bendtigen wir aber wieder nur bis zur ersten Ordnung in den 8. Es ist

dyx” = (QxE)y =(8F, +(8x*) ' = 8", —3d,(8x")+ o(8a?). (8.3.81)
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In der Tat gilt nimlich
[8#,+3,(8x*)][8”,—,(8x")]=38",+ I, (xH)—d,(SxH)+ 0(8a?) = 3+ 0(8a?). (8.3.82)

Nun ist Py Py

0L =—"—"8¢+—=——

9 2(9.¢9)

Berechnen wir also die Variation der Wirkung (8.3.74), ergibt sich mit Hilfe der Beziehungen (8.3.79)
8.3.83) als Bedingung dafiir, daf§ eine Symmetrietransformation vorliegt,

(3, )+ 8xH . (8.3.83)

_ 4
SA= fwd x [3$+23#3xﬂ]

:J d*x {?‘js + 83¢ d,8¢+8x #g P g (8.3.84)
¥ nul
_[8(3#@ ) ) — V:|31u3x }—O

Damit dies fiir beliebige Felder ¢ gilt, muf} der Integrand bis auf eine totale Viererdivergenz der Form

(8.3.73) verschwinden, d.h. es existiert ein Vierervektor 2#(¢, x), so daf}

2% %
25°0 33,9y

gilt. Dabei haben wir den kanonischen Energie-Impulstensor

8
O, =—————3d¢J—<L8, 8.3.86

3,8¢+8x+3\ " —0k,3,8x" +3,804(¢,x)=0 (8.3.85)

eingefiihrt.

Falls also (8.3.85) fiir die Transformationen (8.3.69) erfiillt ist, sind diese Transformationen Symme-
trietransformationen. Fiir Losungen der Feldglelchungen (8.3.71) folgt nun durch Bilden der Vierer-
divergenz von m ) bzgl. u, nach kurzer Rechnung (Ubung!)

3,04, =—3/ g (8.3.87)
und damit
J f = Sh—0F 8x* +3m} (8.3.88)

Dies ist das Noether-Theorem fiir Felder: Setzt man (8.3.69) fiir 8 ¢ und Sx” ein, ergibt sich fiir jede

unabhingige Symmetrietransformation ein Vektorfeld

0% 20"

(x) = A (&, x)+ 3 _er )T (x), (8.3.89)
H)= 5 g0+ G4+ )
das der Kontinuititsgleichung

dyjs =0 (8.3.90)
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genligt. Dabei haben wir
SO =8e Qf (8.3.91)

gesetzt. Diesen Sachverhalt kennen wir aus der Elektrodynamikvorlesung im Zusammenhang mit der
Erhaltung der Ladung. Man nennt j!* daher die Noether-Stromdichte (oft auch etwas ungenau den
Noether-Strom), der der durch @, parametrisierten Symmetrietransformation zugeordnet ist.

Um zu sehen, daf$ mit (8.3.90) ein Erhaltungssatz verbunden ist, trennen wir diese Gleichung zunichst
wieder in Zeit- und Ortsableitungen auf:

3,j°+V.j =o. (8.3.92)

Bringen wir die Dreierdivergenz auf die rechte Seite und integrieren iiber den ganzen Raum, so folgt
aus dem Gauf’schen Integralsatz

ij P30, %) =— d%z%.f(t,z):f PA-j(t,3)=0. (8.3.93)
dr R3 R3 IR3

Dabei sind wir davon ausgegangen, dafl die Stromdichte ;im Unendlichen hinreichen schnell ver-
schwindet, so daf§ das Flichenintegral tiber die im Unendlichen zu denkende Randfliche des gesamten
Raumes ebenfalls verschwindet. Definieren wir die Noether-Ladung zu der durch @, parametrisierten
Symmetrietransformation durch

Q)= | &% j(t,%), (8.3.94)
R3
so folgt wegen (8.3.93) in der Tat der Erhaltungssatz
iQ (1)=0 (8.3.95)
dt a - v .

In vollkommener Analogie zum Noether-Theorem der Punktmechanik ergibt sich also aus jeder Einpa-
rametersymmetrie eine Erhaltungsgrofie, eben die dazugehdrige Noether-Ladung. Der zeitlichen Kom-
ponente j° der Viererstromdichte kommt also die Rolle der entsprechenden Ladungsdichte zu.

Wir betrachten nun als Beispiel die Galilei-Symmetrie der Quantentheorie freier Spin-1/2-Teilchen.
Die Lagrangedichte ergibt sich, wenn wir in (8.3.44) das dufleren elektromagnetische Feld 0 setzen:

¢ =i, — 5 (V) (V4,) 8:.96)

Translationen in Raum und Zeit

Die zeitlichen und rdumlichen Translationen sind durch
X'=x—a, Jx)=¢(x)=> Sx¥=—8a"=—8+8a" =const, S¢(x)=0 (8.3.97)

gegeben. Hier ist also
TH =_8K A=0. (8.3.98)

v v

Die Bedingung dafiir, daf} dies eine infinitesimale Symmetrietransformation ist, ist gemif3 (8.3.85), dafl
X nicht explizit von x# abhingt, was fiir erfiillt ist. Es ergibt sich dann, dafl Q2 = 0 gesetzt
werden kann, und die dazugehorigen Noether-Strome sind dann gemify durch den Energie-Im-
pulstensor gegeben. Die dazugehdrigen Erhaltungsgroflen sind dann (bis auf das Vorzeichen, dafl sich
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durch die Wahl der Vorzeichen in (6.7.1) bestimmt, wie wir weiter unten noch sehen werden) Energie
und Impuls der Felder. In unserem Falle also

H=| #10%= | ERgwian,= | 85 gm(—5) o)
pi== d3’?@oj: R3d355¢:;(x)(_iaj)¢o(x)-

R3

(8.3.99)

Drehungen

Fiir infinitesimale Drehungen um die Drehachse 77 haben wir mit den Pauli-Matrizen 5 gemif3 (6.12.8)

und
t'=t, ¥'=Xx-38¢nxXx, ¢(x)= <]1 +i8¢n%> ¢(x), (8.3.100)
d.h. in der Schreibweise (8.3.69)

A

8t=0, 8x;=—8¢e;umx, S¢p= i3¢’%"¢. (8.3.101)

Die Noether-Bedingung (8.3.85) ist wieder mit ; = 0 erfiillt, und folglich ergibt sich gemif3 (8.3.89)

fiir den Gesamtdrehimpuls, der die zur Rotationsinvarianz gehorige Erhaltungsgrose ist

. &, . I D
I :—f &% [@Ojejklxl—ng?gb] =] :f PRYT | 7 x (V) + 5 . (8.3.102)
R3 R3
Boosts
Fiir die Boosts ist der Phasenfaktor in (6.11.19) zu beriicksichtigen, d.h. es gilt
t'=t, ¥=%-8wt, J(x)=[1—imd@ -+ 0(8%%)](x). (8.3.103)

Da die Entwicklung nur bis zur ersten Ordnung in der infinitesimalen Boostgeschwindigkeit 8 @ er-
folgen muf, ist also

Sp=—iméw-x ¢, St=0, Sx=—-Swt. (8.3.104)

Die Auswertung von (8.3.85) ergibt wieder, daf} 2 = 0 gesetzt werden kann, und (8.3.89) liefert als
Erhaltungsgrofie

K=| &% mz—1(—iv)]¢. (8.3.105)
R3

Zur Quantisierung im Fock-Raumformalismus schreibt man nun in den Ausdriicken (8.3.99})8.3.102]
[8.3.105) fiir Erhaltungsgrofien fiir die Felder Feldoperatoren, und unter Verwendung der Kommuta-
torregeln (8.2.16), wobei in unserem Fall fiir Spin-1/2-Teilchen die fermionischen Antlkommutatoren

zu betrachten sind, 143t sich leicht zeigen (Ubung/), da} die entsprechenden Operatoren H, p, J und
K wieder die Kommutatorregeln der Strahldarstellung der Galilei-Gruppe (6.7.33}6.7.41) erfiillen, wie
wir sie im Einteilchenformalismus hergeleitet hatten.
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Phaseninvarianz

Wir haben schon oft die Tatsache betont, dafl Wellenfunktionen, die sich nur um Phasenfaktoren un-
terscheiden, denselben Zustand beschreiben. Demnach muf die Transformation

¢'(x) = exp(—ia)(x) mit a=-const (8.3.106)

eine Symmetrietransformation der Feldgleichungen sein. In der Tat ist die Lagrangedichte (8.3.96) in-
variant unter dieser Transformation und folglich die Noether-Bedingung (8.3.85) fiir die entsprechende
infinitesimale Transformation

Sx=0, S¢=—iday (8.3.107)
mit §Q# = 0 erfiillt. Der dazugehorige Noether-Strom ist (Ubung/)

P=d'd, T=5-[4V9—(Tehy]. (8.3.108)

Setzt man wieder die quantisierten Felder ein, ergibt sich als erhaltene Grofle der Operator der Ge-

samtteilchenzahl (vgl. Abschnitt|8.3.1).
N=| &£x¢h. (8.3.109)
R3

Wir weisen zum Abschluf§ unserer Symmetriebetrachtungen im Feldformalismus nur darauf hin, daf$
diese Betrachtungen genauso auf den Fall wechselwirkender Teilchen anwendbar sind. Im einfachsten
Fall haben wir es nur mit durch ein Zentralpotential beschriebenen Zweiteilchenwechselwirkungen zu
tun. Dafiir lautet die Lagrangedichte

£ =108, — 5T (T~ [ 46 [ dE VR - BV EWEUEWE). 6310

die wir gleich in quantisierter Form geschrieben haben, um die hier wichtige Reihenfolge der Ope-
ratoren im Wechselwirkungsterm zu betonen. Der Wechselwirkungsterm ergibt sich dabei aus dem
entsprechenden Ausdruck fiir den Wechselwirkungsanteil des Hamiltonoperators im Fock-Raumfor-
malismus . Auch diese Lagrangedichte erweist sich als invariant (Ubung) unter Galilei-Transfor-
mationen und beschreibt damit ein abgeschlossenes Vielteilchensystem. Da weiter auch diese Lagrange-
dichte unter der Phasentransformation invariant ist, bleibt auch fiir diesen Fall die Gesamtteilchenzahl
erhalten, und falls man eine Situation beschreibt, die zur Zeit ¢ = 0 einem System mit wohlbestimmter
Teilchenzahl N entspricht, spielt sich die gesamte Dynamik im Teilraum mit dieser wohlbestimm-
ten Teilchenzahl ab. In diesem Falle ist somit der Fockraumformalismus vollstindig dquivalent zum
Formalismus mit einer klassischen Wellenfunktion ¢(¢,¢5,...,&y), die entsprechend der bosonischen
(fermionischen) Natur der Teilchen vollstindig symmetrisch (antisymmetrisch) unter Vertauschen der
Orts-Spinargumente &, ist. Daraus wird nochmals ersichtlich, dafl fiir diesen Spezialfall einer die Teil-
chenzahl erhaltenden Wechselwirkung der Fock-Raumformalismus (,zweite Quantisierung®) dquiva-
lent ist zur Beschreibung mit einer bosonischen oder fermionischen Vielteilchenwellenfunktion zur
festen Teilchenzahl N (,erste Quantisierung®).

Freilich ist die Fock-Raumbeschreibung als Quantenfeldtheorie nicht nur in vielen Fillen rechentech-
nisch bequemer als die ,erste Quantisierung®, sondern sie 1aft sich auch auf allgemeinere Situationen
anwenden, bei denen die Teilchenzahl nicht erhalten ist. Dies trifft insbesondere auf die relativistische
Quantentheorie zu, wo bei Stofien Teilchenerzeugungs- und Vernichtungsprozesse moglich sind. Dar-
auf kommen wir weiter unten noch ausfiihrlich zu sprechen.
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8.4 Fockraume freier Bosonen und Fermionen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns ausfiihrlich mit der Beschreibung von Vielteilchensystemen,
die aus nichtwechselwirkenden Teilchen bestehen, die auch keinem dufleren Potential ausgesetzt sind.
Dies dient nicht nur der Einiibung der oben entwickelten quantenfeldtheoretischen Vielteilchenre-
chentechnik im Fock-Raumformalismus sondern bildet auch eine wichtige Grundlage fiir das Studium
wechselwirkender Vielteilchensysteme im Rahmen der Stérungstheorie, womit wir uns im nichsten
Kapitel beschiftigen wollen. Dies wird uns auf die ungemein schlagkriftige Methode der Feynman-
Diagramme fithren. Als eine erste Anwendung der Vielteilchenmethoden werden wir aber auch die
Thermodynamik idealer Quantengase behandeln.

Wir betrachten zunichst wieder Bosonen und Fermionen zusammen. Wir arbeiten von nun an im Hei-
senberg-Bild und lassen im folgenden die Indizes H an den Operatoren und Zustinden weg, ebenso
wie die Bezeichnung ,Fock“ an den Operatoren. Fettgedruckte Symbole stehen im folgenden stets fiir
Operatoren im Fockraum. Differentialoperatoren im Sinne der ,ersten Quantisierung“ kennzeichnen
wir mit einem Dach iiber dem Symbol.

Der Hamiltonoperator fiir freie Teilchen lautet gemif} (8.3.22)

H= J de c[ﬂ(t,f)(—%)q)(t,g), (8.4.1)

und die Bewegungsgleichung ist wegen (8.3.37) die Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen

. d A

(6.6 =~ )40 ) :42)
Wie wir gleich sehen werden, empfiehlt es sich, die Teilchen zunichst in einem endlichen Volumen
zu betrachten. Dazu wihlen wir einen Wiirfel der Kantenlinge L. Da wir an Randeffekten nicht in-
teressiert sind und schlie8lich an geeigneter Stelle unserer Rechnungen zum Limes L — oo iibergehen
wollen, kénnen wir die Randbedingungen bequem wihlen. Besonders einfach sind periodische Rand-
bedingungen

(t, %+ Li,0)=(t,%) firale 7#eZ’. (8.4.3)
Die Losungen der Feldgleichungen lassen sich nun nach den ebenen Wellen
- 1 . - -
”Z),U(t’x): 3 eXP[_l[E(p)t_p'x)]]Xa (844)

VvV

entwickeln. Dabei ist y, der Spaltenspinor bzgl. der Eigenbasis zu ¢, zu den Eigenwerten o mit o €
{—s,—s+1,...,s—1,s}.
Damit die periodische Randbedingung (8.4.3) erfiillt ist, muf§ offenbar

-~ 2m .
p= Tnn mit 7 €7’ (8.4.5)
erfiillt sein. Die Normierung der Moden (8.4.4) ist so gewihlt, daf§
&x |u; ,(t,%)
J 14 | P

ist. Damit die Bewegungsgleichung (8.4.2) erfiillt ist, muf} die Dispersionsrelation

2
| =1 (8.4.6)

EG)=L1- (8.4.7)
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gelten. Damit ergibt sich fiir die Entwicklung der Feldoperatoren nach Impuls-Spin-Eigenmoden

P(t,3,0)=> Z a(, )5 ,(t,%). (8.4.8)

-

p o=—s

Die Operatoren a(p, o) sind durch die Fourier-Koeffizienten

a(f),a):fvd% u;’a(t,E)Q)(t,f,a) (8.4.9)

gegeben. Aus den (Anti-) Kommutatorrelationen (8.2.16), die im hier verwendeten Heisenbergbild fiir
gleiche Zeiten in den Argumenten der (Anti-)Kommutatorklammer gelten, folgen die (Anti-)Kommu-
tatorrelationen (Ubung):

[a(7,0),a(p",0")]. =0, [a(p,0),a"(p",0")]. = 8;}7/80(,,. (8.4.10)

Dabei gilt das obere (untere) Vorzeichen wieder fiir Bosonen (Fermionen).

Wir zeigen nun noch, daf} die a(», o) (a’(p, o)) Vernichter (Erzeuger) fiir Impuls-Spin-Einteilchenzu-
stinde sind. Dies folgt unmittelbar daraus, daff gemif} (8.3.20) bzw. (8.3.23) der Gesamtimpuls- und
Gesamtspinoperator durch

P= va Ex §(1,3,0) =V, 7,0) =D pal(p,0)a(p,0"), (8.4.11)
o ]),0

5= ZJ Exdl(t,%,0) D 5,,4(t,%,0)=> 2 (p,0) D5, a(p, o) (8.4.12)
o JV o/ 50 7

gegeben sind. Fiir S, folgt wegen 0., ,» = 08, insbesondere

S,=> 0a'(p,0)a(p,0). (8.4.13)
0
Die Einteilchenzustinde
|p,0)=2a(5,0) 1) (8.4.14)

sind demnach simultane Eigenzustinde zu P und S, zu den Eigenwerten p bzw. 0.

Die Gesamtenergie ist gemifl (8.4.1) durch

H=> E(p)a'(p,0)a(p,0) (8.4.15)
p.o
gegeben. Der Gesamtteilchenzahloperator folgt aus und Einsetzen von (8.3.1):
N=> a'(p,0)a(p,0). (8.4.16)
pio

Der Operator, der die Anzahl der Teilchen mit einem bestimmen Spin und einem bestimmten Impuls
reprasentiert, ist demnach durch

N(p,0)=a'(p,0)a(p,0) (8.4.17)
gegeben.
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8.4.1 Erinnerung an die Statistische Thermodynamik

In diesem Kapitel fassen wir kurz die wesentlichen Grundlagen der statistischen Thermodynamik zu-
sammen, wobei wir uns auf Gleichgewichtszustinde und das groflkanonische Ensemble beschrin-
ken. Wesentlich fiir die Thermodynamik ist der Begriff der Entropie, die wir hier iiber die von Neumann-
Entropie des Statistischen Operators einfithren. Ein tieferes Verstindnis der Entropie liefert die Infor-
mationstheorie, die aus der statistischen Signaltheorie hervorgegangen ist, wo der informationstheo-
retische Entropiebegriff von Shannon eingefiihrt wurde. Dieses Konzept wurde dann von Jaynes auf
die Quantentheorie angewandt. Einfithrungen zum informationstheoeretischen Zugang zur statisti-
schen Physik bieten [[Jay574, [Jay57b, Kat67, Hob87, HeeO8bl]. Elementarere gute Darstellungen zur
Thermodynamik und statistischen Physik sind [[Som78, [LL87,|Cal85, Rei65 [LMB04]).

8.4.2 Die Entropie
Die Entropie wird nach von Neumann als Funktional des Statistischen Operators eines Systems durch
S[R]=—kg (InR)g =—Fkz Tr[RInR] (8.4.18)
definiert. Dabei bezeichnet
kp = 1.3806504(24) - 10> J/K = 8.617343(15) - 10~ eV/K (8.4.19)

die Boltzmann-Konstante. Auf die Temperatureinheit Kelvin kommen wir gleich noch zurtick.

Die Entropie ist ein Maf} fiir die fehlende Information iiber den Systemzustand bei gegebenem Sta-
tistischen Operator. Wir wollen diese Interpretation als Informationsmafl in dieser Vorlesung nicht
genauer begriinden. Wir bemerken nur, dafl fiir einen reinen Zustand Ry = |¢) (¢|

S[Ry]=0 (8.4.20)

ist. Dabei verwenden wir bei der Spurbildung in der Entropieformel fiir den Fall, daf} fiir einen nor-
mierten Vektor |7) das Matrixelement R, = (7 |[R|7n) =0 ist

lim R,, InR,, =0. (8.4.21)

R,,—0t

Zur Berechnung von (8.4.20) denken wir uns ein Orthonormalsystem {|7)},, oy mit |1) =|¢) gegeben.
Dann ist R%“ =1und me =0 fiir n > 2. Mit dem Grenzwert (8.4.21) erhalten wir dann

Allgemein konnen wir bei der Spurbildung als VONS die Eigenvektoren |7) des Statistischen Operators
verwendenf!

S[R]=—kz > R,,InR,,. (8.4.23)
n=1
Da R gemifd Abschnitt ein positiv semidefiniter selbstadjungierter Operator mit

TrR=>R,,=1 mit R,, >0 (8.4.24)
n=1

*Wir schreiben im folgenden die Formeln fiir den Fall, daf§ der Statistische Operator ein rein diskretes Spektrum besitzt.
Fiir den Fall, daf§ er auch kontinuierliche Eigenwerte besitzt, ist entsprechend zu integrieren.
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ist, muf 0 < R, < 1sein. Dies ergibt sich auch daraus, daf§ R, die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, bei
einer Messung eines geeigneten vollstindigen Satzes kompatibler Observabler, fiir die |) ein Eigensy-
stem ist, das System im Zustand |7) vorzufinden. Jedenfalls folgt aus (8.4.24) wegen Inx < 0 fiir x < 1,
daf§

S[R]>0 (8.4.25)

ist.
Nach dem Prinzip vom geringsten Vorurteil miissen wir nun denjenigen Statistischen Operator wih-
len, der unter Beriicksichtigung der vorliegenden Information die maximale Entropie ergibt.

8.4.3 Das groflkanonische Ensemble

In dieser Vorlesung werden wir ausschlief8lich die groffkanonische Beschreibung thermodynamischer
Systeme verwenden, da diese fiir praktische Probleme am einfachsten zu handhaben ist und die wesent-
lichen Aspekte der Beschreibung makroskopischer Systeme abdeckt. Das paradigmatische Beispiel fiir
diese Beschreibung ist ein Gas oder Plasma in einem Behilter. Dabei greift man sich ein sehr grofies Teil-
volumen dieses Behilters heraus, sodaf$ die darin enthaltenen Gasteilchen (also Atome, Molekiile oder
Ionen) mit den iibrigen Gasteilchen und mit den Behilterwinden Energie austauschen konnen. Zu-
gleich liegt auch die Teilchenzahl in dem Teilvolumen nicht exakt fest, denn es konnen sich Teilchen
aus dem Teilvolumen heraus- oder in es hineinbewegen.

Gemif} der von Neumann-Gleichung reprisentiert ein Statistischer Operator genau dann einen
stationdren Zustand, wenn er eine Funktion der Erhaltungsgroflen des Systems ist (d.h. mit dem
Hamilton-Operator kommutiert) und nicht explizit von der Zeit abhingt. Fiir das groflkanonische En-
semble betrachtet man die Energie und Teilchenzahl als die wichtigen Erhaltungsgroflen. Allerdings
betrachten wir ja nur ein Teilvolumen eines grofieren Gesamtvolumens eines Gases, und da muf3 die
Energie und Teilchenzahl nicht exakt erhalten sein. Im Gleichgewichtszustand diirfen wir aber erwar-
ten, daf} es keinen makroskopischen Energie- und Teilchenfluf} geben wird, d.h. im Mittel iiber nicht
zu kleine Zeiten wird die Gesamtenergie und Teilchenzahl der in dem betrachteten Volumen enthal-
tenen Teilchen konstant sein, und wir geben die mittlere Energie und die mittlere Teilchenzahl als
bekannte Groflen vor.

Nach dem Prinzip vom geringsten Vorurteil suchen wir also denjenigen Statistischen Operator R, fiir
den die Entropie (8.4.18) maximal wird, wobei die Einschrinkungen

TrR=1, (H)=TrHR=U, (N)=Tr(NR)=N (8.4.26)

erfiillt sein miissen. Eine solche Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen 16st man bekanntlich mit
Hilfe der Methode der Lagrange-Parameter, d.h. wir betrachten das Funktional

STR]=S[R]—kg {(@—1)1+SH+aN)=—k; Tr[R(InR+(®— 1)1+ SH+aN)]  (8.4.27)

Dabei sind @, 5 und @ die Lagrangeparameter, die so zu bestimmen sind, dafl die drei Zwangsbedingun-
gen (8.4.26) erfiillt sind. Wir legen also R dadurch fest, daf§ S'[ R ] maximal werden muf. Dazu variieren
wir (8.4.27) nach R, wobei wir uns dank der Lagrange-Parameter nicht mehr um die Nebenbedingun-
gen zu kilmmern brauchen:

SS'[R]=—k, Tr[SR(InR +(@—1)1 + SH + aN + 1)]

| (8.4.28)
=—kz Tr[R(InR + &1+ BH+aN)]=0.
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Da SR beliebig ist, muf3 die Klammer verschwinden, und daraus folgt

R = exp(—®1 — SH —aN). (8.4.29)
Es gilt
TrR = exp(—®) Tr[exp(—BH — aN)] = exp(—®)Z(B,a) =1 => & =1In Z. (8.4.30)
Die Grofle
Z =Tr[exp(—SH —aN)] (8.4.31)

heiflt grofflkanonische Zustandssumme und ® = In Z groflkanonisches thermodynamisches Poten-
tial. Es ist klar, daf} die thermodynamischen Groflen im allgemeinen noch von dufleren Systempara-
metern abhingen werden, die in den obigen Formalismus tiber den Hamiltonoperator und den Teil-
chenzahloperator oder auch durch Randbedingungen eingehen. Ein wichtiges Beispiel fiir den letzteren
Fall ist das betrachtete Volumen V/, das durch geeignete Randbedingungen an die Wellenfunktionen
in der Ortsdarstellung beschrieben wird. Darauf gehen wir im nichsten Kapitel konkret ein. Fiir die
jetzt folgenden allgemeineren Betrachtungen, geniigt es, einfach davon auszugehen, dafl die thermody-
namischen Groflen auch vom Volumen abhingen.

Die grofikanonische Zustandssumme 1st deshalb duflerst niitzlich, weil wir bei threr Kenntnis
sofort die mittlere Energie und die mittlere Teilchenzahl ausrechnen konnen. Da die Teilchenzahl vor-
aussetzungsgemaf} eine Erhaltungsgrofie ist, mufy [N, H] = 0 sein, und wir konnen die Ableitungen
nach den Lagrangeparametern bilden, als wiren H und N Zahlen, d.h. es ist

Z(B,a,V)=—Tr[Hexp(—SH—aN)|=—Z(B,a,V)(H) =—Z(3,a,V)U(B,2,V). (8.4.32)

ﬁ

Also ist
1

UB,a,V)=— ﬂ 7 aﬂ

Z(B,a,V)= —ﬁlnz B,a, V)= ——IB<I> (B,a, V). (8.4.33)

Genauso folgt

N(B,e, V)= —%cb(ﬁ, a,V). (8.4.34)

Wir geben schliefilich noch die Entropie fiir den Gleichgewichtsoperator (8.4.29) an:

S(B,a,V)=—ks T{(RInR) = ky(@ + (BH + aN))

=kg[®(B,a,V)+ BU(B,a,V)+aN(B,a,V)]. (8.4.35)

8.4.4 Phinomenologische Thermodynamik

Um den Anschluff der groflkanonischen Groflen an die tiblichen Groflen der phinomenologischen
Thermodynamik zu finden, gehen wir vom ersten Hauptsatz der Thermodynamik aus, demzufolge
eine infinitesimale Zustandsinderung zur Anderung der inneren Energie

dU=TdS— pdV + udN (8.4.36)

fithrt, wobei T die Temperatur, p den Druck und u das thermodynamische Potential des Systems
bezeichnen. Dies 16sen wir nach

ds = %(dU + pdV — udN) (8.4.37)
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auf. Die ,natiirlichen unabhingigen Variablen® fiir die Entropie sind also U, V und N, und es gelten
die thermodynamischen Beziehungen

2 13 p @ ok
S UVN) =, S S(U VN =2, oS0,V N) =~ (8.4.38)

Vergleichen wir nun (8.4.37) mit (8.4.35). Dazu bilden wir das totale Differential dieser Gleichung,
wobei wir zunichst 8, @ und V als unabhingige Variablen zu verwenden haben. Dann folgt unter
Beriicksichtigung von (8.4.33) und (8.4.35)) nach einigen Zusammenfassungen

dS:@{ﬁMﬂHMN+dV§%Mﬁ@JO] (8.4.39)

Vergleichen wir (8.4.39) mit (8.4.37), erhalten wir die Beziehungen

i 2
kB=, kpa=—t, /egﬁcp(ﬁ,a,\/):% (8.4.40)

Eine typische Berechnung der Zustandsgleichungen eines Systems mit Hilfe des groffkanonischen
Formalismusses besteht also darin, zunichst die Zustandssumme Z bzw. das kanonische Potential ®
als Funktion von /3, @ und V zu berechnen. Dadurch sind U, N und S gemif3 (8.4.33]8.4.35) als Funk-
tion dieser grolkanonischen unabhingigen Variablen bestimmt. Uber (8.4.40) gewinnen wir dann die
phinomenologischen Groflen.

Daraus folgen dann alle {ibrigen thermodynamisch interessanten Groflen. Dies erkennen wir, indem
wir und der physikalischen Interpretation des ersten Hauptsatzes erinnern. Demnach andert
sich die innere Energie durch Anderung der Entropie, des Volumens und der Teilchen entsprechend
der drei Terme im totalen Differential (8.4.36). Der erste Term bedeutet dabei die Zu- bzw. Abfuhr
von Wirmeenergie § Q = 7'dS zum System bzw. aus dem System, der zweite die mechanische Arbeit
8 W = —pdV und schliefilich der dritte die Energieinderung aufgrund der Hinzufiigung oder Ent-
nahme von Teilchen in das System bzw. aus dem System. Dies entspricht auch Transportgroflien im
Gleichgewichtslimes, nimlich dem Flufl von Wirme, mechanischer bzw. chemischer Energie. Dabei
mufl man sich allerdings die Zustandsinderungen so langsam ausgefiihrt vorstellen, dafy das System
sich stets im Gleichgewicht befindet, bzw. man fithrt die Zustandsinderung aus und wartet hinrei-
chend lange, sodaf} sich das Gleichgewicht fiir die neue Situation einstellt und betrachtet Anderung der
betreffenden Energieanteile zur Gesamtenergieinderung erst nach dieser Einstellung des neuen Gleich-
gewichts.

Eine interessante Grof3e ist auch die Warmekapazitit, die die Energie angibt, die man pro Teilchen
bendtigt, um dem System unter bestimmten Nebenbedingungen Wirme zuzufithren. Gemify
ist die innere Energie U(S, V,N) das geeignete thermodynamische Potential, um die Wirmekapazitit
bei konstant gehaltenem Volumen und Teilchenzahl zu bestimmen:

au
Cyn= <5’_T>v,N' (8.4.41)

Dabei bedeuten die Indizes an den in Klammern eingeschlossenen partiellen Ableitungen die bei dieser
Ableitung konstant zu haltenden Groflen. Wir miissen also ggf. die natiirlichen unabhingigen Varia-
blen einer Zustandsgrofle durch andere ersetzen, um weitere Groflen zu erhalten.
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8.4.5 Legendre-Transformationen thermodynamischer Potentiale

Oft sind aber auch noch andere thermodynamische Potentiale niitzlich. Dazu stellen wir zunichst ei-
ne allgemeine thermodynamische Betrachtung an. In der Thermodynamik lassen sich die Grofien in
Quantititsgroflen (extensive Variablen) und Intensititsgroflen (intensive Variablen) unterschei-
den. In unseren obigen Betrachtungen waren z.B. U, § und N extensive und 7', p und u intensive
Groflen. Halten wir die intensive Groflen konstant und erhdhen die Teilchenzahl N um einen Faktor
A, miissen sich erfahrungsgemif auch alle iibrigen extensiven Groflen um denselben Faktor A dndern.
Wir haben also das Skalenverhalten

U(AS, AV, AN) = AU(S, V,N), (8.4.42)

d.h. U als Funktion von extensiven GrofSen ist eine homogene Funktion ersten Grades dieser Gro-
fen. Differenzieren wir diese Gleichung nach A und setzen anschlieffen A =1 erhalten wir

JU JU JU
U=§(— V|I—=— N —=— . 8.4.43
<9$ >V,N+ <3V>S,N+ <3N>s,v ( )
Der Vergleich mit liefert andererseits die thermodynamischen Beziehungen
JU JU JU JU
Y =71, Uu=s(ZZ v(iZEZ) =—p, (Z2) = 8.4.44
<35 >V,N ’ <35 >V,N+ <3V>5,N P> <3N>s,v ,u, ( )

und daher folgt aus (8.4.44)
U=TS—pV +uN. (8.4.45)

Wir kénnen nun weitere thermodynamische Potentiale mit Hilfe der Legendre-Transformation er-
halten. Diese Methode hat zum Ziel, an andere natiirliche unabhingige Variable angepafite Groflen zu
erhalten. Fiithren wir z.B. die Enthalpie durch

H=U+pV, (8.4.46)
so ergibt der erste Hauptsatz
dH =dU + pdV +Vdp =TdS+ Vdp + udN. (8.4.47)

Dies besagt, dafl die natiirlichen unabhingigen Variablen fiir die Enthalpie S, p und N sind. Es gelten
die thermodynamischen Beziehungen

JH JH JH
BN 7 (ZE) -y, (—> = L. 8.4.48

Aus der Enthalpie erhalten wir die Warmekapazitit bei konstantem Druck zu

JH
C yv=(— . 8.4.49
PN < 3 T >p,N ( )
Gemif (8.4.45) gilt noch die Beziehung
H=TS+uN. (8.4.50)

252



8.4. Fockriume freier Bosonen und Fermionen

Die Helmholtzsche Freie Energie ist hingegen durch
F=U-TS=—pV+uN (8.4.51)
definiert. Mit dem ersten Hauptsatz erhalten wir
dF = dU — TdS — $dT = —SdT — pdV + udN. (8.4.52)

Die natiirlichen unabhingigen Variablen sind 7', V und N, und es gelten die thermodynamischen Re-

lationen IF IF IF
<ﬁ>w == <W>T,N =P <m>m =4 (8:4.53)

Die Gibbssche Energie ist wiederum eine Legendretransformierte der freien Energie
G=F+pV=uN. (8.4.54)
Mit erhalten wir
dG=dF + pdV + Vdp =—8dT + Vdp + udN, (8.4.55)

d.h. die natiirlichen Variablen sind 7', p und N. Die dazugeh6rigen thermodynamischen Relationen

lauten 26 26 26
LA N T A R <_> — . 8.4.56
<9T>p,N <3P>T,N IN/1p g ( :

Schlieflich ergibt sich noch das groffkanonische Potential mit etwas umdefinierten unabhingigen Va-
riablen als
Q=F—uN=—pV. (8.4.57)

Verwenden wir wieder , erhalten wir
dQ=dF — udN —Ndu =—8dT — pdV — Ndp. (8.4.58)

Die unabhingigen Variablen sind hier 7', V und u, und es gelten die Relationen

a0 a0 a0
AL Y <_> — <_> —_N. 8.4.59
<3T>V,/1 av S,u P alu A% ( :

Vergleichen wir dies mit unserer urspriinglichen Definition (8.4.30). Aus (8.4.35) und (8.4.40) folgt

U—uN+kyT®=TS, (8.4.60)

und daher :
kyTO=U—TS—uN=F—uN 200, (8.4.61)

In den urspriinglichen statistischen Variablen geschrieben ist also wegen (8.4.57)

QO kyT® _ ®(B,a,V)

r=—v

V=TT Gy (8.4.62)

Das groflkanonische Potential liefert also auch unmittelbar die Zustandsgleichung des Systems.
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8.5 Gleichgewichtsthermodynamik idealer Gase
Der groflkanonische Statistische Operator ist gemif} durch
R= %exp(—@ﬂ—,@H—aN) (8.5.1)

gegeben. Die groffkanonische Zustandssumme ist durch
Z =exp® =Trexp(—SH—aN) (8.5.2)
definiert, und die Parameter 3 und a hingen gemif3

1 [
- - — 8.5.3
P=td " h,T 8-53)

mit der Temperatur 7 und dem chemischen Potential ¢ zusammen. Das groffkanonische Potential 2

liefert wegen (8.4.62) den Druck zu
_ ®(B,a,V)

Nun wollen wir die Zustandssumme fir nichtwechselwirkende Teilchen konkret ausrechnen.
Dazu bendtigen wir nur eine geeignete vollstandige Orthonormalbasis im Fockraum, um die Spur
bilden zu konnen. Aufgrund der Gestalt des statistischen Operators bieten sich dafiir die sym-
metrisierten bzw. antisymmetrisierten Produktzustinde aus Einteilchen-Impulseigenvektoren an. Im
Unterschied zu der Betrachtung mit Orts-Eigenzustinden in Abschnitt(8.2/haben wir es dabei in unse-
rem endlichen Volumen mit periodischen Randbedingungen mit diskreten Einteilchen-Basisvektoren
zu tun, und wir indern daher die Notation etwas ab. Wir kénnen nimlich nun (im Falle von Bosonen)
Produktzustinde mit mehr als einem Teilchen im gleichen Einteilchenzustand definieren. Daher ver-
wenden wir nun die simultane Basis zu bestimmten Teilchenzahlen N(5, o), die mit der entsprechen-
den Basis der (anti-)symmetrisierten Produktzustinde {ibereinstimmt, aber etwas einfacher zu zihlen

isth 1
{0y =T T-——
po VA(p,0)!
Dabei denken wir uns im Falle von Fermionen irgendeine ,,Standardreihenfolge® der Argumente p, o
im Produkt der Erzeugungsoperatoren definiert, was das Vorzeichen der Besetzungszahlzustinde
(8.5.5) festlegt. Fiir Bosonen ist die Reihenfolge ohnehin irrelevant, da die at in diesem Falle unter-
einander vertauschen. Es ist klar, daf} diese Zustinde simultane Eigenzustinde der N(p, o) sind. Sie
entsprechen demnach Zustinden mit wohldefinierter Besetzungszahl fiir die Einteilchenzustinde zu
wohldefiniertem Impuls- und Spin-z-Komponenten. Die méglichen Eigenwerte sind offenbar

(8.5.4)

[a'(3,0) ] |9 (8.5.5)

(8.5.6)

#(hro) e {No ={0,1,2,...} fiir Bosonen,

{0,1} fiir Fermionen.

Wegen (8.4.15) und (8.4.16) sind diese Zustinde zugleich Energie- und Gesamtteilchenzahleigenzustin-
de zu den Eigenwerten

E[#]= 3 ERi(h.o), Nli)= 3 i(h.0) (8.5.7)
o

po

Die N(p, o) sind selbstadjungierte untereinander vertauschbare Operatoren und reprisentieren somit zueinander kom-
patible Observable.
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Jetzt kdnnen wir die Zustandssumme (8.5.2) problemlos berechnen. Wie wir gleich sehen werden, emp-
fiehlt es sich aber, statt des konstanten Parameters @ eine Funktion a(p, o) einzufiihren. Dann ist

<ﬁ(?, ﬁ(ﬁ,0)>

_exp[—zﬁ(;, [BE()+a(p,o )]] (8.5.8)
p,O’

= Hexp [—77(;7,0)[/8[':(;7) + a(f),(f)]] :
b0

o) |expl—BH— 3 a(5,0)N(5.0)]
o

Fiir jedes (p, o) ist iiber den dazugehorigen Besetzungszahleigenwert gemifd (8.5.6) zu summieren. Fiir
Bosonen ist dies jewelils eine geometrische Reihe, fiir Fermionen eine endliche Summe:

Z=Trexp [—ﬁH—Za(fw) ] l_[ Z exp[—i(p, o) BE(p) + a(p, )]

Py Pso #(p,0)

I1 14 (8.5.9)

50 1—exp[=BE(p)—a(p,0)]
[ T{1+exp[—BEG)—a(p,0)]}-

p,o

Dabei ist zu beachten, dafl fiir Bosonen @ > 0 (d.h. u < 0) sein muff, damit die Summe {iber 7(p, o)
konvergiert. Der vom Einteilchengrundzustand p = 0 herriihrende Beitrag divergiert (fiir @ — 0).
Wir werden unten sehen, daf§ diese Einschrankung wichtige physikalische Konsequenzen hat. Fiir das
groffkanonische Potential haben wir also

d=InzZ={ 2< . . 8.5.10
T S0 (14 explBEG) —a(5,0]) 219
po

Als nichstes berechnen wir die mittlere Besetzungszahl des Einteilchenzustandes im grofikanoni-

schen Zustand (8.5.1). Es gilt

<ﬁ<7)’,a’> Ki(,0)exp [—ﬁH—Za@,wN@,a)]
p,0

xl_[exp n(p o NBE(p')+a(p’ a)]]
2;/,0/
Demnach erhalten wir die mittlere Besetzungszahl durch logarithmische Ableitung von nach
a(p,o):

ﬁ(f/,a’)> =7(p,0)
(8.5.11)

_} fiir Bosonen,
J\NJ(?J,U)I(NMH:—[Q il an} = eXp[ﬁE(ﬁHa]_l (8.5.12)
«(ps0) a(p.o)=a — fiir Fermionen.
exp[ BE(p) +a]+1
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Durch logarithmische Ableitung der Zustandssumme (8.5.9) nach 3 bzw. a ergibt sich die mittlere
Energie und Gesamtteilchenzahl

_ _ E(p)
U_(H)T,M_(Zs-l—l)zexp EG) ral 7T (8.5.13)
N=(N);,=Q2s+1)>, ! : (8.5.14)

5 exp[ BE(p)+alF 1

Im Limes V — oo (d.h. L — o0), werden gemif3 (8.4.5) die Abstinde zwischen den Energieniveaus
(bzw. den diskreten Impulsen) immer kleiner und wir kénnen die Summen durch Integrale ersetzen.

Dazu stellen wir fest, dafl wegen (8 in jeden kleinen Impulsbereich d*p gerade Vd®p/(27)* Zu-

stande fallen, d.h. wir miissen uberall dle Ersetzung

3
Sy | L .5.15)
Do

re (27)3

vornehmen. Dann wird die mittlere Besetzungszahl (8.5.12) zu einer Impulsverteilungsdichte fiir

. 2s4+1 .~ . nplE(p); B,a] 1
nlE(p);p,a]= N(p,o)=: > = (») '
[E(p) B,a] % (p,0) {nF[E(p);ﬁ’a] exp[BE(p)+a]F1

Dies ist die Bose-Einstein- bzw. Fermi-Dirac-Verteilung.

Bei Bosonen ist allerdings bei der Ersetzung die bereits oben erwihnte Einschrinkung o >0
(d.h. gemif3 u < 0) zu berticksichtigen. Haben wir eine mittlere Gesamtteilchenzahl
vorgegeben, konnen wir fiir endliches Volumen diese Teilchenzahl durch Wahl eines hinreichend klei-
nen « stets erreichen, denn es ist £(p = 0) = 0, und folglich divergiert die Besetzungszahl fir
Bosonen fiir den Einteilchengrundzustand fiir « — 0. Fiir sehr kleine Temperaturen erwarten wir
also, dafl im Falle eines Bosegases eine makroskopische Anzahl von Teilchen den Einteilchengrund-
zustand bei p = 0 besetzen wird bis sich bei 7 = 0 alle Teilchen im Grundzustand befinden. Dies
bezeichnet man als Bose-Einstein-Kondensation. Es ist dabei zu betonen, daf es sich um eine Kon-
densation im Impulsraum, nicht im Ortsraum handelt.

(8.5.16)

Im Limes V — oo geht das Bose-Einstein-Kondensat bei einer sorglosen Anwendung der Ersetzungs-
regel (8.5.15) bei der Berechnung der mittleren Teilchendichte verloren, denn fiir « — 0 erhalten wir
durch Ubergang zu Kugelkoordinaten im Impulsraum

&p . 47 P? dr
(2m)  exp[ BE(p)]—1 (27>

Dabei haben wir P = |p| geschrieben, um Verwechslungen mit der Bezeichnung p fiir den Druck zu
vermeiden. Wegen

dop = (25 + V)ng[E(p); B,0] (8.5.17)

22
explBE(P)] = 1+ BE() =1+ L 5.9
p—0 m

liefert der Integrationsbereich fiir kleine P auch nur einen sehr kleinen Beitrag zur Gesamtdichte pj.
Ubersteigt also die Gesamtdichte des Gases den kritischen Wert

d3p 2s+1
it = —, (8.5.19)
Prik fRS (2m)> exp[ BE(p)]—1
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8.5. Gleichgewichtsthermodynamik idealer Gase

so muf} entsprechend vor dem Grenziibergang V — oo die Dichte der Teilchen im Kondensat

PB.kond — PB — PB krit (8520)

gesetzt werden. Dann ist mit V — oo der Grenziibergang @ — 0 gemifd (8.5.16) so zu fiihren, daf§

NB kond 25 +1
= 2 = = 8.5.21
PB,kond Vv V(exp o — 1) const ( )
bleibt.
Fiir das Bosegas lautet also der korrekte Grenziibergang fiir V — oo
d&p -
NB (25 + 1) . (27_[)3 nB[E(p);ﬁ’ a] fa'lls /OB < /OB,krit’
pp==t= & ) (8.5.22)
PB,kond + (25 + 1) 3 nB[E(p>’ﬂ’ a= O] falls PB > PB krit*
® (27)

Fiir das Fermigas treten diese Komplikationen nicht auf, denn wir konnen € R (d.h. auch u € R)
wihlen und so jede beliebige Teilchenzahl fiir alle 7 > 0 erhalten, d.h. es gilt stets

3

d -
pr=(s 1) | S EonlEG)p.a] 8.5.2)

Zur mittleren Energie tragen im Fall des Bosegases die Kondensatteilchen freilich nichts bei, denn es
ist £(p =0)=0. Es gilt dann also fiir die Energie sowohl fiir Bose- als auch fiir Fermigase

3

U=(2s+ 1)Vf E(p)ng [ E(p); B, al- (8.5.24)

Rs (270)°

SchliefSlich berechnen wir noch die Entropie des Gases. Definitionsgemaf3 ist
§ =—kg Tr(RInR) = ky (BH +aN+®1); , = kz(2+ SU +aN). (8.5.25)

Im Falle des Bosegases miissen wir wieder den Fall, daff ein Bose-Einstein-Kondensat vorliegt, besonders
berticksichtigen. Gemifd (8.5.9) ist der Beitrag des Kondensats

¢ 1 1

—ond = In[1 —exp(—a)] = - — - Infexp(a) — 1] (8.5.26)
Gemif} (8.5.22) ist der Grenzwert V' — oo so zu fiihren, dafl expa — 1 ~ 1/V ist, und das bedeutet,
daf} (8.5.26) im Limes verschwindet. Wir kénnen also das grofSkanonische Potential sowohl fiir Bose-
als auch fiir Fermigase durch die naive Ersetzung (8.5.15) berechnen, d.h. es gilt

3 =2
<I>::F(2$+1)Vf d P3 ln|:1:Fexp<—,3p——a>]. (8.5.27)
2m

rs (27)

Diese Form ist allerdings fiir die folgenden Rechnungen etwas unbequem. Driicken wir aber das Inte-
gral in Kugelkoordinaten aus und integrieren einmal partiell, erhalten wir nach einigen Umformungen
(Ubung!)

2s+1)V S

=
612m

f dPP*ny p[E($), B, ). (8.5.28)
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Der Vergleich mit (8.5.24) ergibt die exakte Beziehung

2 B34 2
@=2pU pV:EU. (8.5.29)
Daraus folgt fiir die Entropie
5
S:k3<§ﬁU—|—aN>. (8.5.30)

Wir kénnen (8.5.28) noch etwas vereinfachen, indem wir x = SE = 3P?/(2m) als Integrationsvariable

einfiihren:
o @sTDV <2m>3/2f°°d 32
- 7 | — R —
672 B 0 exp(x+a)F1

2o 1) " 8.5.31)
2s4+1)y/ntV [ 2m .
=: :I:T <7> (£1)Lis ), [+ exp(—a)].
Dabei ist die Polylogarithmusfunktion fiir |z| < 1 und j > 0 durch die Reihe
. =, z*
Lij(z):=>_ = (8.5.32)
k=1

definiert. Fiir z = 1 haben wir die Riemannsche Zeta-Funktion

. . o 1

5(])_L1j(1)_ég (8.5.33)

vor uns. Die Reihendarstellungen (8.5.32) und (8.5.33) werden wir im nichsten Abschnitt aus (8.5.31)
herleiten.

8.5.1 Der klassische Grenzfall
Ein Blick auf lehrt, daf§ sich die Quantennatur der Teilchen fiir die thermodynamischen

Grofen nur hinsichtlich der Bose- oder Fermistatistik der Teilchen auswirkt. Wir kénnen also erwar-
ten, dafl wir den klassischen Grenzfall fiir das Verhalten des Gases erhalten, wenn wir im Nenner der
Bose- bzw. Fermiverteilung den Term F1 vernachlissigen konnen. Dies ist der Fall fiir & > 1 (also
Bu < —1), d.h. gemifd fir kleine Dichten. Dann gehen in der Tat sowohl die Bose- als auch

die Fermiverteilung in die klassische Boltzmannverteilung

o1 (E(P), Bra) = (25 + 1)exp[—a— BE(p)] (8.5.34)

tiber. Dann kénnen wir zunichst die innere Energie und mittlere Teilchenzahl berechnen, indem wir
in (8.5.13) und (8.5.14) den Term F1 im Nenner vernachlissigen:

_ d3p 2’)2 -\, _ m 3/2 3y
U = VJR3 (27_[)3 EnBoltz(E(p)!ﬁ> O{) - (25 + 1)V <ﬁ> ﬁa (8535)
d&p R m \3/2 ‘
N= VfRa wnBOhZ[E(Z});ﬂ’“] =@2s+1)V <m> y mit y=exp(—a). (8.5.36)
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Daraus folgt unmittelbar die kalorische Zustandsgleichung

U= %NkB T. (8.5.37)
Mit (8.5.28) ergibt sich folglich auch die Gasgleichung

pV =Nk,T. (8.5.38)
Losen wir nach y auf, folgt gemif} die Sackur-Tetrode-Formel fiir die Entropie

5 5 22B8\? N

5 (2s+1)V / mU \*/?
_EkBNJrkBNln[ N (MN) .

(8.5.39)

Die Berechnung der Entropie im Rahmen der klassischen Statistischen Physik erweist sich als proble-
matisch. Es tritt das Gibbssche Paradoxon auf, das sich darin duflert, daf} die Entropie nicht extensive
Terme enthilt. Eine Grofle heifdt dabei extensiv, wenn sie sich durch eine Skalierung mit V' beti fest-
gehaltener Temperatur und chemischem Potential o< V' verhilt. Dies ist gemif§ (8.5.36) und (8.5.37)
offenbar der Fall fiir die innere Energie und die mittlere Teilchenzahl. Damit ist aber auch die Entropie
aufgrund von extensiv. Es zeigt sich, dafl die entscheidende Eigenschaft der Quantentheorie,
die zur Losung dieses Paradoxons fiihrt, die Ununterscheidbarkeit der Teilchen ist (eine ausfiihrliche
Diskussion des Gibbsschen Paradoxons findet sich z.B. in [[Som78]]).

Wir kénnen nun die obigen Resultate mitsamt einer systematischen Entwicklung nach Potenzen der

Fugazitit y = exp(—a) = exp(u3) auch erhalten, indem wir von (8.5.31) ausgehen.

Der klassische Grenzfall liegt nach unseren obigen Uberlegungen vor, wenn @ > 1, also y < 1 ist.
Berechnen wir dazu das Integral

N °° x/ =1
Iy(j,y)= fo de. (8.5.40)

Erweitern wir den Integranden mit y exp(—x), erhalten wir fiir y < 1 unter Verwendung der Summen-
formel fiir die geometrische Reihe

1 _ yexp(—x)
exp(x)/y—1  1—yexp(—

—Zy exp(—kx). (8.5.41)

Setzen wir dies in (8.5.40) ein, konnen wir Integration und Summation vertauschen und erhalten unter
Vewendung der Eulerschen Definition der I'-Funktion (s. [CH10]]) und (8.5.32)

=T(j) Z (y)- (8.5.42)
k=1

Die Reihe konvergiert offenbar fiir ;7 > 0 im Konvergenzbereich |y| < 1. Fiir y = 1 (also « — 0)
konvergiert sie, falls ;7 > 1 ist. Den oben auf elementarere Weise behandelten klassischen Grenzfall
erhalten wir daraus, indem wir in (8.5.42) nur den fithrenden Term £ = 1 mitnehmen und

2n+1 (2n)!
r< > > 22nn'f fir neN, (8.5.43)
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berticksichtigen.

Es ist klar, daf§ wir fiir die entsprechenden Fermionischen Integrale

] 1 © xj_l 0
P —f dx————— =1,
] )/ f 0 B( kZ:: k]

exp(x)/y +1 —exp(x)/y —1
(8.5.44)

—_

schreiben koénnen.

8.5.2 Das entartete Fermi-Gas

Wir behandeln nun den Fall, dafl die klassische Niherung als Boltzmann-Gas ungiltig wird, also die
Quantennatur der Teilchen, d.h. fiir Fermionen das Pauli-Prinzip wichtig werden. Dies ist stets dann
der Fall, wenn exp(—a) = exp( ) nicht mehr klein gegen 1 ist. Dies ist fiir niedrige Temperaturen,
d.h. B — oo, und nicht zu kleine u > 0 der Fall. Demnach empfiehlt sich hier eine Entwicklung der
thermodynamischen Groflen nach Potenzen von kz T /u = 1/(Bu). Es ist daher bequemer statt mit
dem groflkanonischen Parameter @ = —/ u mit dem chemischen Potential u selbst zu rechnen.

Fiir T = 0 geht die Fermiverteilung in
nFO(E;/J):IBlim np(E; B, u)=(2s+1)0(u—E) (8.5.45)
tiber. Die Gasteilchen fiillen also in diesem Fall alle Einteilchenenergiezustinde zu Energien E < u mit

jeweils (25 4 1) Teilchen auf. Im folgenden bezeichnen wir das chemische Potential bei 7' = 0 mit y,.
Es ist dabei wie bei endlichen Temperaturen durch die mittlere Gesamtteilchenzahl N bestimmt

25+1 25+ 1)V (2mp, )/
N:( s+ 3VJ d3p:( S+2)V( mluo) . (85.46)
(277) K(4/2mug) 2 3
Dabei haben wir verwendet, daff wegen der Dispersionsrelation E(p) = 5?/(2m), aufgrund der Ver-

teilung (8.5.45) der Integrationsbereich eine Kugel im Impulsraum vom Rad1us v/ 2m g ist. Der Fall
T=0 entspricht demnach dem Grundzustand eines Systems von N Fermionen: Aufgrund des Pauli-
Prinzips haben in jedem Einteilchenniveau nur (2s 4 1) Teilchen (entsprechend der méglichen Spin-
einstellungen) Platz. Daraus folgt wieder unmittelbar die Verteilung (8.5.45).

Die mittlere Energie bei 7' =0 ist
s, PP (@2s+1)V

2s+1)V 3
e kst = (mpuof =N, 8-5.47)
mu

Das grofikanonische Potentials ist gemif$ (8.5.28)

Uy =

2 2
und fiir die Entropie folgt aus (8.5.30)
S, =0, (8.5.49)
was wiederum zeigt, daf§ der Grundzustand des Gases ein reiner Zustand ist.

Zur Berechnung der Korrekturen bei endlichen Temperaturen bemerken wir, daf§ die thermodynami-
schen Grofen durch Integrale der Form

25+1

FIf]= f dPP?f(P) my[E (B o ] (8.5.50)
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gegeben sind. Substituieren wir x = S[P?/(2m)— u], geht dies in die Form

S m 3/2 m(x
F[f]=%<2ﬁ> dxy/x+ Bu f<\ : (;ﬁ#))Helpr (8.5.51)

tiber. Durch partielle Integration wird daraus

_@s+1)V (2m 32 o0 G
Flf]= 472 </6> f_ﬁﬂd (14+expx)?

xf_xﬁ dx’ \/x’—l—,@’,uf<\ M)

Beginnen wir mit der Berechnung der mittleren Teilchenzahl. Gemafd (8.5.14) und der Ersetzungsregel

(8.5.15) finden wir durch Einsetzen in (8.5.52)

(2s+1)V <2m>3/2f°° exp x 32
=—F— | — —_— . 8.5.53

Der erste Faktor im Integranden ist eine gerade Funktion von x, die fiir |x| — oo exponentiell gedimpft
ist, wihrend der zweite Faktor fiir grofle Su langsam verinderlich ist. Wir kdnnen also den zweiten
Faktor nach Potenzen von 1/(3 u) entwickeln,

(8.5.52)

X X2
(x+f6y)3/2:(,6y)3/2<1+%ﬁ 42 ﬁ+"'>’ (8.5.54)

und fiir das dann entstehende Integral die untere Integrationsgrenze [ u — —o0 setzen.

Die Anwendung der Formeln

f dr—px 1y (8.5.55)
(1+expx) I4+expx|

2
J dex?—2PY T (8.5.56)

(I+expx)?> 3

in (8.5.53) eingesetzt ergibt schlieflich?]
25 +1 kg \’

N=EAEDY o |14 L <ﬂ> T2+ 0[(Buy™]|. (8.5.57)

672 8\ u

Zur Berechnung der inneren Energie setzen wir in (8.5.52) f(P) = P?/(2m) = (x + Bu)/ 3, erhalten

wir das Integral
2s+1)V <2m>3/2J°° 5/, €Xpx
=—| — d PP 8.5.58
o238 \ B —Bu x (et (14+expx)? ( )

Das Integral berechnen wir wieder niherungsweise, indem wir die Rethenentwicklung

(x P12 = ()2 5x 15 x° 1
TP =) [ T 26 S Bur +ﬁ<(ﬁ#)3>] (8:5:59)

*Gl. wird im Anhangbewiesen.
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einsetzen und die untere Integrationsgrenze nach —oo ausdehnen. Verwenden wir wieder (8.5.56), er-
halten wir

2
U=F [p—z} = M(2m,¢)5/2 [1 + g <%€B> T2+ 0[(ﬂ,u)_4:| : (8.5.60)

2m 202 72

Ein wichtiges Resultat fiir das freie Elektronengasmodell fiir Metalle ist die spezifische Warme. Zufolge
miissen wir dazu U beti festgehaltenem N und V' nach der Temperatur ableiten. Dazu bendtigen
wir zunichst die entsprechende Ableitung von u nach 7. Aus N, V = const folgt mit der Kettenregel

durch Ableitung von nach T

21,2 21,2
oziﬂ<3_ﬂ> +E5B T4 o1 :<3—“> 5T g, (8.5.61)
2 IT)yn 4JE dT )y 6 w
Wieder mit der Kettenregel erhalten wir fiir die spezifische Wirme
1/3U (25 +1) s kT k2T
=—(Z=) = 2muy Pt L 4+ 0(T%) = —2—+ 0(7T). 8.5.62
VN N<9T>VN 1272 @mu)r ,uN+ (7%) 2u +o(17) ( )

Dies ist eine direkte Konsequenz des Quantencharakters der Elektronen, die sich in diesem Falle bei
niedrigen Temperaturen dadurch bemerkbar macht, dafl die Elektronen zur spezifischen Wirme des
Metalls bei niedrigen Temperaturen kaum beitragen.

Wir miissen noch die Giite der obigen Niherung abschitzen. Ableiten von (8.5.31) nach « ergibt fiir

den Fall von Fermionen
2 Y 3/2 roo
N = ﬂ<2_m> f dy—ouv: Vx, (8.5.63)
472 B 0 1+exp(x +a)

so dafS die Grofie

_ 47‘E2N ﬁ 3/2 _ e ﬁ
Q= @s+1)V <E> _L dxm (8.5.64)

ein Maf} fiir das Quantenverhalten des Gases darstellt, denn der klassische Limes ergibt sich fiir @ — oo,
und dann ist Q klein, wihrend es im Quantenlimes @ — —oo grof$ wird. Fiir den Fall der Leitungselek-
tronen in Metallen, die sich in erster Niherung als ideales Fermigas behandeln lassen, ergibt sich die
Temperatur, wo das Verhalten des Gases klassisch wird (also bei Q & 1) zu © ~ 10°K & 8.6eV. Dem-
nach ist das Elektronengas, welches eine grobe Niherung fiir das Verhalten der Leitungselektronen in
Metallen darstellt, bei Raumtemperaturen (7, ~ 293 K) entartet. Dies erklirt, warum die Leitungs-
elektronen zur spezifischen Wirme von Metallen bei Raumtemperatur kaum beitragen. Die Erklirung
dieses Effekts geht auf Sommerfeld zurtick: Drude hatte nimlich aus der Idee, daf§ die Leitungselektro-
nen in Metallen niherungsweise als ideales Boltzmann-Gas behandelt werden kénnen, eine recht gute
Erklirung fiir die Temperaturabhingigkeit der elektrischen Leitfahigkeit und der Warmeleitfahigkeit
(Wiedemann-Franzsches Gesetz) von Metallen gefunden. Allerdings ergab sein Modell einen viel zu ho-
hen Beitrag seines klassischen Elektronengases zur spezifischen Warme. Wie Sommerfeld dann gezeigt
hat, ist dies auf die Gasentartung bei Raumtemperatur zuriickzufiihren.

8.5.3 Das entartete Bose-Gas

Wir betrachten nun das entartete Bose-Gas genauer. Wir diskutieren wieder die Eigenschaften des Gases

bei fester mittlerer Teilchenzahl. Aus (8.4.34) folgt mit (8.5.31) durch gliedweises Differenzieren der
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Reihe (8.5.32)

3/2
> Li; [exp(—a)]. (8.5.65)

N(ﬂ,a,V):—%@(ﬁ,a,V): (2s+1)y/nV <2m

872 7

Wie wir oben diskutiert haben, gilt diese Formel allerdings nur fiir Temperaturen oberhalb des Wertes,
bei dem Bose-Einstein-Kondensation eintritt. Fiir das Bosegas muf§ ja @ > 0 sein, und Lis (y) ist
eine monoton wachsende Funktion, nimmt also ihr Maximum fiir y = 1 an. Es ist daher bequem als
kritische Temperatur 7, = 1/(k; 3,) diejenige Temperatur zu definieren, fiir die

) 7T m 3/2
2 +1)fv<z > Liy (1)

872 B

ﬁf

N=Vpp = (8.5.66)
{(3/2)

wird. Fiir noch tiefere Temperaturen (also 8 > £.) mufl sich dann eine makroskopisch relevante
Anzahl von Teilchen im Grundzustand bei = 0 aufhalten. Diese Zahl ist demnach

N[1—(%)B/2] fir T<T,

Npgc = ¢ (8.5.67)
fir T>T,.
Entsprechend ist fiir 7' < 7T, die Teilchenzahl in angeregten Zustinden
T\ @s+1)y7V [2m\*?
N =N|— = — 3/2). 8.5.68
(7) () o 8569)

Die innere Energie und damit durch gegeben, und der Druck ergibt sich dann durch Differen-
tiation von zu
3¢(5/2 3¢(5/2

C6/2) g 7o K61
2(3/2) 20(3/2)T
3Lis [ exp(—a

spal el )]N/eBT fir T>T.

2L13/2[6XP(_0’)]

Der klassische Limes ergibt sich daraus fiir @ — oo also u /3 — —oo. Die Reihenentwicklung (8.5.32)
liefert in der Tat wieder (8.5.37), wie es sein muf3.

Die Entropie finden wir dann aus (8.5.30). Fiir 7' < T, ergibt sich

NkgT? fir T<T,,
(8.5.69)

d
U=3pV=—55%haV)=

5065/, (TN 4
= — 5.7
) 24,(3/2)/eBN T fur T<T, (8.5.70)
und fiir die spezifische Wirme gemaf3 (8.4.41)
1 /32U 150(5/2), (T\"* ..
- (= =17 — . 5.7
cy N<3T>VN 26/2) kg T fur T<T, (8.5.71)

Fiir T — 0 verschwinden also sowohl die Entropie als auch die spezifische Wirme. Wie wir gesehen
haben, liegt das beim Bosegas daran, dafl nur der Anteil der Teilchen auflerhalb des Bose-Einstein-
Kondensats, also diejenigen Teilchen, die ,angeregte Zustinde“ besetzen, zur inneren Energie, beitra-
gen.
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Aus dieser Betrachtung der idealen Gase ergeben sich einige wichtige allgemeine Folgerungen fiir die
Behandlung von Vielteilchensystemen bei niedrigen Temperaturen bzw. im Grenzfall 7 = 0: Die we-
sentlichen kollektiven Eigenschaften des Vielteilchensystems (wie z.B. die spezifische Wirme) werden
durch die dann diinn besetzten angeregten Einteilchenzustinde bestimmt. Wir konnen also vermu-
ten, dafl wir auch bei wechselwirkenden Systemen mit effektiven Theorien fiir nichtwechselwir-
kende Elementaranregungen eine gute niherungsweise Beschreibung des Systems erreichen konnen.
Formal verhalten sich diese Elementaranregungen wieder wie freie (oder allenfalls schwach wechselwir-
kende) Teilchen, die man daher auch als Quasiteilchen bezeichnet. Diese Quasiteilchen kénnen durch
die Wechselwirkung allerdings evtl. von den eigentlichen Teilchen drastisch verschiedene Eigenschaften
besitzen. Die Eigenschaften von Supraleitern ergeben sich z.B. daraus, dafl eine effektive Anziehung
zwischen den Valenzelektronen im Metall besteht. Diese kommt durch die Wechselwirkung mit aus
ihrer Gleichgewichtslage gebrachten Metallgitterionen zustande, die aufgrund der Wirmebewegung
bei endlichen Temperaturen kollektive Schwingungen um diese Gleichgewichtslage ausfithren. Die-
se Gitterschwingungen selbst entsprechen niherungsweise quantenmechanisch harmonischen Oszilla-
toren, die wiederum im Quasiteilchenbild beschrieben werden konnen. Diese Quasiteilchen heiflen
Phononen, da die Gitterschwingungen Schallwellen im Metall entsprechen. Bei niedrigen Energien
vermitteln die Phononen die oben erwihnte anziehende effektive Wechselwirkung zwischen den Va-
lenzelektronen, und dies fiithrt zu einer Instabilitdt des fermionischen Systems nahe der Fermikante:
Die Elektronen nahe der Fermikante neigen dazu, Paare mit entgegengesetztem Impuls und Spin zu
bilden, die Cooper-Paare. Als gerade Anzahl von Fermionen verhalten sich diese Cooper-Paare wie
Bosonen, konnen also wieder als bosonische (!) Quasiteilchen interpretiert werden. Dieser nach ihren
Entdeckern dieses Mechanismusses Bardeen, Cooper und Shriever als BCS-Zustand bezeichnete Zu-
stand des Elektronengases ist nun durch eine Energieliicke von den niedrigsten Anregungen getrennt.
Dies bedeutet, daf kleine Storungen, wie ein nicht zu grofSes elektrisches Feld, keine Quasiteilchen an-
regen kann. Das bedeutet aber, daf} die Cooperpaare aufgrund des schwachen elektrischen Feldes sich
verlustfrei bewegen konnen. Makroskopisch gesehen ergibt sich also ein widerstandsfreier Stromfluf},
d.h. der elektrische Widerstand eines Elektronengases im BCS-Zustand verschwindet. Ahnlich induzie-
ren (nicht zu starke) Magnetfelder Strome, die aufgrund der fehlenden Dissipation ohne weitere duflere
Einwirkungen erhalten bleiben. Nach der Lenzschen Regel sind diese Strome der sie bewirkenden An-
derung des Zustandes (also des von auflen angelegten Magnetfeldes) entgegengerichtet. Das fiihrt dazu,
dafl sich im Inneren des Supraleiters kein Magnetfeld befindet. Er ist daher ein idealer Diamagnet
(Meifiner-Ochsenfeld-Effekt.

Werden die dufleren Storungen (z.B. elektromagnetische Felder oder hohere Temperaturen) grofer,
kann die Energieliicke zwischen dem BCS-Grundzustand tiberwunden werden. Auch ab einer bestimm-
ten Temperatur 16sen sich die Cooper-Paare auf, und das System verhilt sich wieder wie ein gewdhn-
liches Fermionengas. Dies ist ein typisches Beispiel fiir einen Phaseniibergang, wie schon das oben
besprochene Phinomen der Bose-Einstein-Kondensation in Bosegasen. Auch hier tritt bei einer be-
stimmten kritischen Temperatur eine Phaseninderung auf. Dies ist mit einem Ordnungsparameter
verbunden. In dem Fall kann als Ordnungsparameter das chemische Potential dienen. Es ist 0, wenn
ein Bose-Einstein-Kondensat vorliegt und wird < 0, wenn keine Kondensation eintritt.
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Anhang A

Gauflintegrale

Die Gauf3sche Wahrscheinlichkeitsverteilung spielt sowohl in der mathematischen Statistik als auch der
Physik eine wichtige Rolle. Daher werden hiufig Integrale tiber Gaufiverteilungen benétigt. In diesem

Anhang leiten wir einige der wichtigsten damit zusammenhingenden Formeln her.

A.1 Das eindimensionale Gauflintegral

Wir beginnen mit der Berechnung des Integrals
I :J dx exp(—x?).
Es 1af3¢ sich mit folgendem Trick geschlossen auswerten. Dazu schreiben wir

I’ = f dx exp(—xz)f dy exp(—y?) = f d*x exp(—%2).
—o0 —o0 R2

2

Substituieren wir darin Polarkoordinaten x = r(cos ¢,sin @), d°x = r dr dg, erhalten wir

= TT.

21 o)
> = J dgpf dr r exp(—rz) =27 1exp(—rz)
0 0 2 0

oo
r=l

Dal >0, folgt also
I=+/m.

Dieses Resultat konnen wir nun verwenden, um auch das allgemeinere Integral

I(a,b):J dx exp(—ax*+bx), a,beC

(A.1.1)

(A.1.2)

(A.1.3)

(A.1.4)

(A.1.5)

zu berechnen. Damit das Integral konvergiert, muf offenbar Rea > 0 sein. Mit einer quadratischen

Erginzung folgt zunichst

I, b) = exp<i—:> J_O:O dx exp [—a <x — %ﬂ
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A. GaufSintegrale

Imy

> Rey

Abbildung A.1: Zur Auswertung des Integrals {A.1.6).

Nun substituieren wir y = y/a[x — b/(2a)]. Dabei wihlen wir von den beiden komplexen Wurzeln
diejenige, fiir die

a=lalexpip), va=+lalexplip/2), ¢e(—n/2m/2) (A17)

liegt, fiir die also der Realteil der Wurzel positiv ist. Die Integration erfolgt dann in der komplexen y-
Ebene entlang einer Geraden, die mit der reellen Achse den Winkel ¢ /2 € (—7/4, 7t /4) einschliefit und
durch y, = b /(24/a) verliuft (vgl. Abb. . Erginzen wir die Kontur mit den gestrichelt eingezeich-
neten Strecken zu einer geschlossenen Kurve, ergibt das Integral O, denn der Integrand ist eine ganze
Funktion. Da die vertikalen Teile im Unendlichen nichts zum Integral beitragen, schlieflen wir, daf} die
urspriingliche Integrationskontur zur Integration entlang der reellen y-Achse deformiert werden darf,
ohne dafl sich das Integral andert. Damit ist

b2\ 1 [ T b? i
](a,b):exp<a>ﬁf dyexp(—yz):\/%exp<a—%p> (A.1.8)

Die Gaufiverteilung schreibt man am bequemsten in der Form

1 (x —xo)* -
P(x)= —_ t >0, eR. A.1.9
(x) e exp< 02 mit o Xg ( )

Mit erhilt man nach einigen einfachen Umformungen, dafl diese Funktion normiert ist, d.h.
foo dx P(x)=1. (A.1.10)
Den Erwartungswert der Verteilung erhilt man aus
on dx (x —xg)P(x) = (x) — x5 =0 = (x) = x,. (A.1.11)
Um die Standardabweichung zu berechnen, gehen wir von der erzeugenden Funktion
F(z):Joo dx exp[—z(x—xo)z]:l(z,O): \/g (A.1.12)

aus. Durch Ableiten nach z folgt

1

Fl(z)= —J_ dx (x —xo)2 exp [—z(x —xo)z] -

A1.13
5, ( )

N3
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A.2. Mebrdimensionale GanfSintegrale

Daraus ergibt sich

A’Cz:((x_xo)Z):f dx (x —xo)*P(x) = 0. (A.1.14)
Die GaufSverteilung beschreibt also eine Zufallsgrofie x mit Mittelwert x, und Standardabwei-
chung Ax = 0.

A.2 Mehrdimensionale Gauflintegrale

Mehrdimensionale Gauflintegrale konnen leicht auf den eben behandelten eindimensionalen Fall zu-
riickgefiihrt werden. Sei dazu A € C"*” eine selbstadjungierte Matrix (AT = A), fiir die die Bilinearform
x'AX positiv definit ist. Dann fragen wir nach dem Integral

I(/i) = J d"x exp <—§tz‘i§) . (A.2.1)

Aufgrund des Satzes von der Hauptachsentransformation kdnnen wir stets eine unitire Matrix U
mit Determinante 1 finden (also U € SU(n)), sodaf}

A =UAUT = diag(A,,..., ). (A.2.2)

I EEERERAY)

Wegen der oben vorausgesetzten Selbstadjungiertheit und positiven Definitheit von A sind die Eigen-
werte positiv reell (4, > 0). Substituieren wir nun

y=U% d"y=detUd"x, (A.2.3)
erhalten wir

I(fi) :f d"yexp <—i /1kx1§>. (A.2.4)
R~ k=1

Dabei haben wir verwendet, dafl man fiir jedes y;, den Integrationsweg in der komplexen Ebene beliebig
deformieren kénnen, weil die Exponentialfunktion iiberall analytisch ist. Mit (A.2.4) ist aber das mehr-
dimensionale GaufSintegral auf das Produkt von einzelnen Gauflintegralen zurtickgefiihrt. Verwenden

wir (A.1.6) mit b =0, erhalten wir also

I(A)= | = A2S5
(4) T % (A.2.5)

[ T =detd’ = detA, (A.2.6)
k=1

Nun ist aber

d.h. wir erhalten das Resultat

1(A)= . (A.2.7)
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Anhang B

Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

Es seien A und B beliebige Operatoren. Dann gilt

NE

exp(A)Bexp(—A) = —[A,B],,

n!

Il
o

n

wobei der ,Multikommutator® rekursiv durch
[A,B],=B, [A,B], = [A, [A,B]n_l]

definiert ist.

Zum Beweis betrachten wir die Funktion
F(z) =exp(zA)Bexp(—zA)
und entwickeln diese Funktion nach Potenzen von z. Offenbar gilt
F/(z) = AF(z)—F(z)A =[A,F(2)],

und weiter durch Iteration

F")(2)=[AF(2)],.
Die Potenzreihenentwicklung lautet wegen F(0) = B also
)= %
(=32 [AB],,

n=0 """

und fiir z =1 folgt die Behauptung. QED.

(B.0.1)

(B.0.2)

(B.0.3)

(B.0.4)

(B.0.5)

(B.0.6)

Als Anwendung der Baker-Campbell-Hausdor{f-Formel (BCHF) beweisen wir noch folgenden Satz:

Seien A und B Operatoren, fiir die
[A,[A,B]]=[[A,B},B] =0

gilt, so ist

1
exp(A+B) =expA expB exp <—§ [A, B]> .
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B. Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

Zum Beweis wenden wir die BCHF (B.0.1) wie folgt an. Zunichst definieren wir

F(z) =exp[z(A+B)].
Wegen der Annahmen bricht die BCHF bereits nach einem Term ab:

F(z)AF !(z2)=A+z[A+B,A]=A—z[A,B]
= F(2)A=AF(z)—z[A,B]F(2).

Ableiten nach von nach z liefert hingegen mit Hilfe dieser Gleichung

F(z)=F(z)(A+B)=AF(z) + F(z)B—z[A,B]F(2).

Offenbar wird diese Differentialgleichung durch
2
F(z) =exp(zA) exp(zB) exp <—Z? [A, B]>

geldst, und fiir z = 1 folgt (B.0.8). QED.
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Anhang C

Berechnung unendlicher Reihen und Produkte

In diesem Abschnitt wollen wir einige Reihen und Produkte berechnen, die wir im Haupttext benéti-
gen.

C.1  Zu Abschnitt

Im folgenden wollen wir die in (7.4.23) angegebene Reihe

d(a)=InD(a Zln(l——) (C.1.1)

bzw. deren Ableitung

s 1 1
d'(a)= ZaZ =a Z (C.1.2)
L g2 _p2 Sy 22— 2

berechnen. Dabei muf§ offensichtlich a ¢ Z \ {0} gelten. Im folgenden nehmen wir auch an, dafl @ #0

ist. Nun besitzt die Funktion |
f(z)=mcot(rz)—— (C.1.3)

z
fiir genau die Stellen z € Z \ {0} einfache Pole mit Residuum 1 und fiir eine konvergente Reihe kdnnen

wir offenbar 1
> dm=gz | def@pe) (C.1.4)

n€Z\{0} " 2m

schreiben, vorausgesetzt ¢ besitzt nicht in unmittelbarer Urngebung der reellen z-Achse Singularititen.
Die Kontur €, ist in Abb.|C.1|angegeben.

Nehmen wir weitherhin an, dafl ¢ in der ganzen komplexen Ebene im Unendlichen schneller als wie
1/z verschwindet, wie es fiir die Reihe mit ¢(z) = a/(a? — z?) der Fall ist, konnen wir die
Kontur wie in Abb. [C.1|mit Hilfe der gestrichelten Erginzungskonturen %, und % schlieflen. Dann
kénnen wir den Residuensatz auf die rechte Seite von anwenden.

Fiir den Fall (C.1.2) besitzt ¢ die einfachen Polstellen z, , = +a. Da f ¢ eine gerade Funktion ist, folgt
daraus mittels des Residuensatzes unmittelbar, dafy

d'(a) = f(a) = mcot(rma)— 1 (C.1.5)

o4
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C. Berechnung unendlicher Rethen und Produlkte

Abbildung C.1: Integrationskontur in der komplexen z-Ebene fiir {C.1.4).

Integration nach a ergibt unter Beriicksichtigung, daf3 d(0) = 0 ist, schliefSlich

d(a):ln[M], (C.1.6)

am

was schliefilich (7.4.24) bestitigt.
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Anhang D

Die konfluente hypergeometrische Funktion

Die konfluente hypergeometrische Funktion ist fiir einige Anwendungen sehr niitzlich. In der Quan-
tentheorie bendtigt man sie u.a. zwingend fiir die Behandlung des Streuproblems am Coulomb-Po-
tential (Rutherford-Streuung). Wir folgen in der Behandlung dieser wichtigen Funktion [IStr13]] und
IWWO8].

D.1 Definition iiber eine verallgemeinerte Potenzreihe

Wir betrachten die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung fiir eine komplexe Funkti-
onw:C—-C

zw" +(y —2z)w' —aw =0. D.1.1)

Diese ist von der Fuchsschen Klasse, und wir machen daher den verallgemeinerten Potenzreihenansatz
S .
=>"a;z". (D.1.2)
j=0

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

oo

aAA—1+47)z Z[/l+j)(/1+j—l+y)aj—(/1+] 1—aja; ]z =0, (D.13)

Durch Koeffizientenvergleich folgt mit der Annahme a4 # 0 zunichst vom 1. Term die Index-Gleichung
AA—14y)=0=> 4, =0, A, =1—y. (D.1.4)

Wir betrachten zunichst die in z = 0 regulire Losung fiir A = A; = 0. Dann folgt aus dem Koeffizien-

tenvergleich fiir j > 1 die Rekursionsformel fiir die Koeffizienten
] +a
4, =—1"% D.1.5)
NG+

Der Potenzreihenansatz liefert also Losungen fiir alle Parameter ausgenommen —y € Ny. Wir setzen
also im folgenden —y ¢ N voraus. Weiter ist klar, dass die Potenzreihe genau dann bei einem endlichen
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D. Die konfluente hypergeometrische Funktion

Term abbricht, wenn —a € N. Dann ist die Losung ein Polynom |a|-ten Grades. Fiir 4, ergibt die die
konfluente hypergeometrische Funktion

>, (a);
Fle,y,z)= -, (D.1.6)
’ ]Z:g ()]
wobei wir das Pochhammer-Symbol
(@);=ala+1)-(a+]7—1), (a):=1 (D.1.7)

eingefiihrt haben. Es 13t sich mit Hilfe der I'-Funktion wegen

Ha+j)=(a+;—Dl(a+;—D)=(a+j—D(a+; -2 (a+j—2)=...=(a);I(a) ([D.18)
in der Form .
(2); = r(;[(:)]) (D.1.9)

schreiben.

Die zweite Losung fiir A = A, = 1 —y kann man mit dem Ansatz
w(z)=2z"Tv(z) D.1.10)
erhalten. Setzt man dies nimlich in ein, erhilt man fiir v die Differentialgleichung
20" +(2—y—2z)0' —(a+1—y)v =0. (D.1.11)
Das ist aber wieder eine konfluente hypergeometrische Differentialgleichung mit y' =2—y und &’ =
a+1—7y. Die Lésung mit dem gewtiinschten asymptotischen Verhalten fiir w fiir z — 0 entspricht also

der dort reguliren Losung fiir v also

w(z)=z""TFla+1—y,2—y,2). (D.1.12)

D.2 Integraldarstellung

Fiir die Anwendungen ist neben dem aus der eben hergeleiteten Potenzreihendarstellung folgenden
Verhalten der konfluenten hypergeometrischen Funktion bei z = 0 auch das Verhalten fiir z — oo
wichtig. Um die entsprechende asymptotische Entwicklung herzuleiten, ist eine Integraldarstellung
dieser Funktion niitzlich. Dazu machen wir einen Ansatz in Form einer verallgemeinerten Laplace-
Transformation

w()= 5= | drew02r0) 21)

wobei der Integrationsweg C in der komplexen y-Ebene im folgenden noch geeignet gewahlt wird.

Setzt man in die Differentialgleichung ein, folgt
L dyf()zy* +(y —2)y —a]exp(yz) =0. D.22)
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D.2. Integraldarstellung

Dies kénnen wir umformen, indem wir z in der Klammer durch &) ersetzen und partiell integrieren.
Dies liefert die

| &2D0-1/0Iep02]+ | depoalr—af0)- £ DO- 10} =0 D23
c 9 C Y

Wihlen wir also den Integrationsweg C so, dass

v —=1f(y)exp(yz)|,cac =0 (D.2.4)
folgt fiir f die Differentialgleichung
Yo—=Df )+ —1—yy=a)f(») =0, (D.2.5)
die sich durch Trennen der Variablen zu
fy)=foly—1)r—1meyet (D.2.6)

16sen laft. Wir setzen die Integrationkonstante fy = 1 und erhalten eien Losung fiir w zu

w(z)= % fc dy(y — 1)?’_1_"’3/“_1 exp(yz). (D.2.7)

Wie oben finden wir eine andere Lsung durch die Substitution e —» &’ =a+1—yundy — y' =2—y
und Multiplizieren mit z!=7:

f dy(y —1)"7%y* 7 exp(yz). (D.2.8)

Zm
Substituieren wir hierin 7 = yz, ergibt sich

1

w(z)= 271

f dn(n—2z)"*n*Texpn. D.2.9)

Dabei fithren wir den Integrationweg C wie in der neben-
N - stehenden Abbildung. Es ist wichtig, dass die wesentlichen
- Singularitdten bei 7 = z und 7 = 0 umlaufen werden, wobei

T wir die Verzweigungsschnitte wie eingezeichnet legen und

Caamnr e il Potenzen entsprechend dem Hauptwert des Logarithmus,

also z.B. n*7 =exp[(a—y)Inn] mit Inn € R fiir » > 0 de-

B finieren. Man macht sich auch leicht klar, dass aufgrund der
4 S Wahl des Integrationsweges mit Re 7 — —oo fiir die beiden

\
(

Enden auch die Bedingung erfill.

Wir zeigen als erstes, daf$ in der Tat die konfluente
hypergeometrische Funktion liefert. Dazu machen wir die
Schleife um die Schnitte in der n-Ebene so grof, dass |z/n| < p < 1fiir alle n € C. Dann diirfen wir die
Binomialreihe fiir (7 — z)™® im Integranden in verwenden:

Z\ % o /o _N\J
oo =r(13) = 2(7)(F) ©210
j=0
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D. Die konfluente hypergeometrische Funktion

mit den Binomialkoeffizienten

— — N —a—1)(—a—7+1 —1)/(a);
< 'a/>:( @)—a—1)-(—a—j+ ) _( ).< ) D.2.41)
] 7!t 7!
Setzt man (D.2.10) in (D.2.9) ein, und vertauscht Summation und Integration, folgt
1 & zj(a)j :
=— d e, 2.12
w(z) 2ni§0 f L nexpny) (D.2.12)

Im Integral konnen wir dabei den Integrationsweg auf den Weg C; zusammenziehen.

Wir bemerken nun, dass diese Art Integral iiber die I'-Funktion ausgedriickt werden kann. Dazu be-
trachten wir

flz)=5— f dyexpyy™ (D.2.13)
T Jc,

fiir z € (0, 1). Dann ergibt sich aus der oben spezifizierten Definition der Potenzfunktion y~* {iber den
Hauptwert der Logarithmusfunktion

0
fz)=-1 J dy expy [ [exp(inz)— exp(—inz)]

271 ) oo
_ Sil’l(77.'2> fwdy eXp(__')/)y_Z (D214)
T 0
_ s1n(7rz)r(1 )= %Z)

Dabei haben wir bekannte Eigenschaften der I'-Funktion verwendet [[CH10]. Da 1/T(z) eine ganze
Funktion ist, gilt

1 1
— d = — 2.15
Py J YR = (D.2.15)
fiir alle z € C. Verwenden wir diese Formel in (D.2.12), folgt
© (@) & (v
wz)=> — L =S, (D.2.16)
=Ty +7) ;o 7)),
Der Vergleich mit liefert, dass in der Tat
F(o,y,2) =T(y)w(z)=> 2 (D.2.17)
=)
ist, d.h. es gilt mit die Integraldarstellung
I'(z o a—
F(a,y,z)= %J dn(n—2z)"%n*Texpn. (D.2.18)
™ Jc

D.3 Asymptotik fiir |z| — oo
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D.3. Asymptotik fiir |z| — oo

|4 Offensichtlich konnen wir nun die obige Kontur C im In-
tegral (D.2.18) in die beiden Konturen C; und C, in der ne-
B benstehenden Abbildung deformieren. Definieren wir also
i = die beiden Funktionen
¢
3 > T
7 = o Blay,z)= SO gpesprrrr(n—2), kel
C, 2mi Je,
D.3.1)
so gilt
Fla,y,z)=®(a,y,z)+P5(a,v,2). D.3.2)
Substituieren wir n” = 7 — z im Integral fiir ®,, wird
CA f dn exp(n +2)(r' +2)* 77~
( ) oy —a 3.3
= % expz | dpexprln—(=2)]"7n —

1

=®,(y—a,y,—z)expz.

Wir wollen nun eine asymptotische Entwicklung fiir @, fiir |z| — oo bestimmen. Dazu betrachten
wir das Restglied 7, der allgemeinen Binomialreihe, das durch

N J—

(1—%)‘“2( :)(—u)” + ry(n) (D.3.4)
n=0

definiert ist. Wegen

rn(u)(1—u)* = 1—%“%( > —u)" (D.3.5)

folgt nach einiger Rechnung

Lt ===t EN Y D39
Damit folgt

rn(n)= (@1 (1—u J doo™N(1—0)* L, (D.3.7)

N - NI .

Dabei verstehen wir das Integral entlang einer komplexen Kontur in der v-Ebene so gefiihrt, dass die
Singularitit bei v = 1 umgangen wird.
Wegen der (D.3.1) konnen wir mit dieser Definition von 7y

¢ (a,y,2z)= 1;(—::1) Jc dnexpnn®7(—z)® [é <_na> <—g>n +7ry <g>:| (D.3.8)

schreiben.
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D. Die konfluente hypergeometrische Funktion

Fiir das Integral der Summe konnen wir wieder die Kummersche Darstellung der I-Funktion

verwenden. Dies liefert

N [—a —z)"
®(a,y,2) =T(y)(—2)"" [Z < >r((—) +Rn(a7, Z)] (D.3.9)

n=0\ 7 )/—cz—n)

0)%_

) (D.3.10)

1 g
RN(‘Z’V,Z):%JC dUCXP’W ”N(
1

Um zu zeigen, dass die Summe in (D.3.9) die asymptotische Entwicklung von @, fiir |z| — oo ist,

miissen wir nun noch zeigen, dass
IRxn(a,y,2)| = O(|z[~N+D) (D.3.11)

ist. Dazu betrachten wir zunichst ry(n/z). Mit folgt

7\| _ |(@)n4] /AN Uk Niq_ ya—1
'TN<Z> =" <1 z> i doo™(1—w) (D.3.12)
Um dies abzuschitzen, beachten wir, dass
—a
rN(u)M%o(—l)N<N+ 1>14N+1 (D.3.13)

gilt, so dass wir im Integral (D.3.10) die Kontur C; zu 7 £i0% mit 7 € R, deformieren kénnen,
wenn nur N so grofl ist, dass Re(a —y + N + 1) > 0 ist. Daher schitzen wir zur Verwendung in

nun 1—7n/z = 1+ |n|/z ab. Dazu setzen wir ||/z = |n|eexp(—ig) und nehmen an, dass
p=argz€(—n+ B,7— ) mit 0< B < r ist. Nun ist offenbar

2

’1 + |zi| =[1+|n|pexp(—ip)][1+ |n|pexp(ip)] = 1+ 2t pcos ¢ + |n|* o> (D.3.14)

Damit gilt einerseits fiir [¢| < 71/2, also 0<cosgp < 1und p < 1, also |z| > 1

‘1+M §1+H. (D.3.15)
z z
Weiter ist
2
‘14—@ —sin? ¢ = (|| +cosp)? >0 D.3.16)
z
und damit
‘1+M‘Z|sinﬂ|. (D.3.17)
z
Folglich ist
2
‘1+M <|2] 1 (D.3.18)
z z||sin 3|
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Dies verwenden wir nun zunichst in (D.3.7) um 7y(7/z) abzuschitzen.

In/7|
|rN(T/Z)|Sconst(1+|r]/z|)“|f dooN|1+ 0|

>2|a| 0 (D.3.19)

Q N+1
z

Setzt man dies in das Integral fiir Ry ein und deformiert den Integrationsweg C, auf die Inte-

gration entlang der Ufer des Verzweigungsschnitts 7 +i07, n € R, folgt schliefilich (D.3.11).

Damit folgt die asymptotische Entwicklung fiir die konfluente hypergeometrische Funktion aus
und (D32D33)

n

< const<1 + |-
z

N (@), (a—
F(Ol, }/,Z) :r(f/(z)a) ; ( )n( n’}/ + 1)71 (_Z)—n + @v(lz|—n1—1)
- N (D.3.20)
g |2 == o)
Meist benétigt man den Fall N, =N, =1, d.h.
Fla,y,z)= L) (—z)*[1+0(1/|z]) ]+ I expzz®T[14+0(1/)z])]- (D.3.21)
I(y—a) I(a)
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Anhang E

Einige Integrale mit Bose- und Fermiverteilungen

In diesem Abschnitt wollen wir einige hdufig gebrauchte Integrale im Zusammenhang mit Bose- und
Fermiverteilungen berechnen sowie Formeln fiir die Summation iiber fermionische und bosonische
Matsubara-Frequenzen des Imaginirzeitformalismusses der thermischen Feldtheorie bereitstellen.

E.1 Integrale zum idealen Gas

Wir beginnen mit der Berechnung des fiir die Behandlung des idealen Fermigases bendtigten Integrals
(8.5.56).

Wir betrachten dazu allgemeiner das fermionische Integral

_expx
dx 1.1
f 1 +expx)?’ E-L1)
Wir fithren es zunichst in eine Reihe iiber, indem wir den Bruch mit exp(—2x) erweitern
_exp(=x)
dx x” . 1.2
=], o =12
Um dies in eine Reihe zu entwickeln, betrachten wir zunichst die geometrische Reihe
= 1
k _k
glg)= (—1)'¢"=—-. (E.1.3)
; qg+1
Durch Differentiation ergibt sich daraus
g'(q)= Z =—> (—D*k+1)q". (E.1.4)
(P £ k=0
Verwenden wir diese Formel in mit ¢ = exp(—x), erhalten wir
IF(n):Z(—l)k(/e-i- I)J x” exp[—(k + 1)x]. (E.1.5)
k=0 0

Das Integral unter der Summe 1af3¢ sich bequem mit Hilfe der erzeugenden Funktion

:foodx exp(—xz)= ! (E.L6)
0

z
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berechnen. Es folgt durch Ableiten unter dem Integral

o0 !
J x" exp(—zx) = (—1)"G"(z) = iy (E.1.7)
0 zn+l
Dies in mit z = k + 1 angewandt ergibt
Jog:mji(_nk fir ne{2,3,...). (E.1.8)
F phars (k + 1)n sy

Die Reihe selbst lif3t sich mit Hilfe von Fourier-Reihen 16sen. Dazu betrachten wir die Fourierreihe
fiir die Funktion f(x) = x” im Intervall x € [—7, 7r]. Es gilt

f(x)= i f;eexp(i/ex) mit ];k:ifj dx f(x)exp(—ikx). (E.1.9)

k:—OO

Um die Koetfizienten zu berechnen, verwenden wir wieder eine erzeugende Funktion:

G(z)= 1 J‘ dx exp(—izx) = Sm(ﬂz). (E.1.10)
21 J_, TZ
Daraus folgt
G"(z) = ) f dx x” exp(—izx). (E.1.11)
2w )_,
Wir erhalten die Koeffizienten in durch
fo=1"G"(k) fiir k0. (E.1.12)
Fiir & =0 folgt
.1 (" 0 falls  ungerade,
1o :—J dx x” = n (E.1.13)
o), T falls 7 gerade.

n—+1

Es ist klar, daf§ fiir gerade (ungerade) # durch Zusammenfassen der Reihenglieder mit entgegengesetz-
tem Vorzeichen reine Cosinus- bzw. Sinusreihen entstehen. Wir geben nun einige dieser Reihenent-
wicklungen an, die im offenen Intervall (—r, ) gelten.

x:2i<_

1)/€+1

sin(kx), (E.1.14)

k
2 cos(kx), (E.1.15)
k=1
00 1\k+1
x3:22( 112 nz—%>3in(/ex), (E.1.16)
k=1
4 00 1\k
x4:%+82( klz) <7‘cz—%>cos(/€x). (E.1.17)
k=1



E.1. Integrale zum idealen Gas

Nun konnen wir die Reihen in (E.1.8) auswerten. Um etwa (8.5.56) zu beweisen, miissen wir gemif$
(E.1.8) in (E.1.15) x = O setzen. Das liefert

S G A S o VAN
; D I TS (E.1.18)

2 oo _1k
o:”_+4z(k2> N
3 k=1

Damit haben wir 1(2) = 72 /6. In (8.5.56) integrieren wir aber iiber die ganze reelle Achse, und da der
Integrand in dem Fall symmetrisch ist, verdoppelt dies das Resultat.
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