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Uberblick

Von Feynman stammt die Einschidtzung, man miisse gerechterweise zugeben, dafl nie-
mand Quantenmechanik verstehe. Die folgende Darstellung ist als Widerlegung dieser
Koketterie gedacht: von der Grundgleichung fiir die Wahrscheinlichkeit von Meflergeb-
nissen ausgehend wird die Quantenmechanik entwickelt, ohne dafl ein grofieres Rétsel
bleibt als die Frage, warum diese Grundgleichung gilt. Sie wird zwar als Kopenhagener
Deutung der Quantenmechanik bezeichnet, gehort aber zu jeder Auffassung von Quan-
tenmechanik, egal ob man sie so oder anders deutet.

Daf, wie die Grundgleichung besagt, die Wahrscheinlichkeit fiir ein Meflergebnis qua-
dratisch von der Amplitude abhéngt, die den Zustand charakterisiert und die sich mit der
Zeit dndert, ist nicht ohne Beispiel in der Theoretischen Physik: ebenso hdangen Energie-
dichten und -stréme in der Elektrodynamik quadratisch von Feldern ab. Unbegreiflich,
das heilt, nicht durch Einfacheres erklédrbar, bleibt an der Quantenmechanik nur, warum
bei kleiner werdenden Energiedichten die Auswirkungen im Einzelfall nicht kleiner son-
dern seltener werden, warum also, wie beim photoelektrischen Effekt, die Auswirkungen
sich wie Teilchen verhalten.

Dariiber hinaus bleibt mir kein grundsétzliches Unbegreifen. Die Bellsche Ungleichung
zeigt, dal die Ergebnisse von Messungen, die wie Spinmessungen in verschiedene Rich-
tungen nicht gemeinsam erfolgen konnen, nicht als reale Eigenschaften einzelner Teil-
chen vor der Messung festliegen. Unsere Untersuchung des Meprozesses zeigt, daf3 Zu-
standsreduktion bei Kenntnis eines Ergebnisses der Ubergang zu bedingten Amplituden
ist, nicht anders als Wahrscheinlichkeiten bei Kenntnis von Ergebnissen durch bedingte
Wahrscheinlichkeiten ersetzt werden.

Ebenso wird geklart, dal die Anteile eines Zustandes, die zu verschiedenen Mefer-
gebnissen gefiithrt haben, nicht kohérent sind: wenn am Doppelspalt unterscheidbar ist,
durch welchen der beiden Spalte das Teilchen geflogen ist, dann interferieren die Teil-
strahlen nicht. Fiir die Dekohérenz ist nicht wichtig, ob ein Beobachter zusieht, sondern
ob er zusehen kann.

Der Text ist als Ergdnzung, Wiederholung und Kommentar gedacht, nachdem freie
Teilchen, Potentialtopf, Potentialbarriere, Wasserstoffatom und Streuung verstanden
sind. Unter den zahllosen Darstellungen empfehle ich als verléflliche, wenngleich sehr
anspruchsvolle Darstellung [1].
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1 Wahrscheinlichkeit von MeBwerten

Physiker beobachten, messen und analysieren Eigenschaften von Systemen, die so pré-
pariert sind, daf} sie geniigend einfach sind.

Wir wollen uns konkreter vorstellen, dafl es sich bei dem zu messenden System, dem
Zustand, um jeweils ein Teilchen in einem Strahl handelt und dafl der Melapparat wie ein
Stern-Gerlach-Apparat diesen Strahl in mehrere Teilstrahlen aufspaltet. Bei den Mef3-
werten aj, ds,...,dn,... konnen wir an die Ablenkwinkel denken.

/ 4

Zustand
Quelle Apparat

\

Abbildung 1.1: prinzipielle MeBanordnung

Die Quantenmechanik beriicksichtigt folgende experimentelle Befunde

1. Fiir jeden MeBwert a; eines idealen MeBapparats A kann ein Zustand A; prépariert
werden, bei dem mit Sicherheit a; gemessen wird.

2. Auch wenn das zu messende System, der Zustand ¥, ideal prépariert worden ist,
liegt nicht fiir alle MeBapparate A fest, welcher seiner Meflwerte aq, az,...,an,...
auftritt.

und unterstellt die folgende Grundgleichung:
Wenn der Zustand ¥ mit dem MefSapparat A vermessen wird, so ist
wii, A, W) = (A2 (L.1)
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafy der i-te MefSwert a; angezeigt wird.

Dabei nehmen wir einfachheitshalber an, dafl der Meapparat A so fein unterscheidet,
daB zu jedem Mefiwert a; nur ein Zustand A; gehort. Dieser Zustand heifit Eigenzustand
von A zum Eigenwert a;.

Gehort zu einem MeBBwert nur ein Zustand, so heifit der MeSwert ,nicht entartet®.
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1.1 Orthonormalbasis

Die Grundgleichung ([CTl) fiir die Wahrscheinlichkeit ist folgendermafien zu lesen: zu
Zustanden wie Ay und ¥ gehoren Vektoren in einem Hilbertraum J{. Ein Hilbertraum
ist ein Vektorraum, das heiffit mit irgend zwei Vektoren A und ¥ aus dem Hilbertraum
ist auch die Summe A + ¥ und jedes komplexe Vielfache c¥ = Wc, ¢ € C, Vektor im
Hilbertraum. Fiir alle Paare von Vektoren ist ein Skalarprodukt (A[¥) € C mit folgenden
Eigenschaften definiert

(A)" = (YIA), (1.2)
</\H’1C1 +‘chz) = </\‘W1>C1 + </\‘W2>Cz Vei,c € C. (13)

Das Skalarprodukt ist also linear im zweiten Argument und wegen ([L2) antilinear im
ersten Argument

<C1\y1 + Cz\y2|/\> = CT <\y1 |/\> + C;<\y2|/\> . (14)

Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich ist positiv definit und wird verwendet, um die
Lange von Vektoren zu definieren

0 (YY) =|¥]? <00, |[¥|=0eVY=0. (1.5)

Die Wahrscheinlichkeit w(i, A, ¥), mit der ein MeBapparat A den i-ten MeBwert a;
anzeigt, wenn der Zustand W vermessen wird, ist gemafi ([L1) das Betragsquadrat des
Skalarproduktes (A;[¥) des zu messenden Zustandes W mit dem zum MefBiwert a; geho-
renden Eigenzustand A;. Man nennt das Skalarprodukt (A;[W) die Wahrscheinlichkeits-
amplitude fiir den i-ten MeBSwert a;.

Aus ([0 folgt, daf die Zustdnde A; normiert sind und zueinander senkrecht stehen.

_ i J 0 falls i#)
<Ai’/\i>_5l—{1 falls =] (16)

Denn falls der Eigenzustand A; vermessen wird, tritt mit Sicherheit der MefSwert a; auf,
w(i, A, Aj) = [(AilA;)2 = 8Y. Aus den Betragsquadraten folgen die Skalarprodukte
(CHd) der A;, weil nichtverschwindende Léngenquadrate positiv sind.

Quantenmechanik macht iiber ([Ll) hinaus die Annahme, dafl die Eigenzustinde A;
eine Basis bilden. Daher 1488t sich jeder Zustand ¥ als komplexe Linearkombination der
/A\; schreiben

Y=> Ay, beC. (1.7)
j
Die Komponenten 1; erhilt man wegen ([L6) als Skalarprodukt mit A;

by = (AJY) . (1.8)

Die Komponenten von ¥ in der Basis der Eigenzustdnde des MeBapparates sind die
Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir die zugehorigen Me3werte.
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Ist der Zustand noch unbekannt, so konnen die Betrdge der Komponenten, die zur
Basis der Eigenzustinde eines Meflapparates gehoren, der Wahrscheinlichkeitsverteilung
der MeBwerte entnommen werden. Die Phasen dieser Komponenten miissen aus anderen
Messungen bestimmt werden. So wie in klassischer Mechanik die anféngliche Lage und
die anfingliche Geschwindigkeit eines Massepunktes gemessen werden, so erschliefft man
in der Quantenmechanik durch Messen, welcher Zustand vorliegt.

1.2 Bracket-Schreibweise
Setzen wir die Komponenten in (L) ein, so erhalten wir
Y=> AN . (1.9)
j
Das Skalarprodukt mit irgendeinem Vektor @ fiihrt zu folgendem Formelbild
(@) = (@1 3 A AM))) = 3 (@IANAY) - (1.10)
j j
Da diese Gleichung fiir alle @ gilt, 148t man das Symbol ,, (@ “ weg und erhilt die
einpriagsame Gleichung

W) =3 AN AIY) =D A (1.11)

Zerlegt man W im Skalarprodukt (W|®), so erhdlt man wegen (L) analog

(Y| = Z WIA; ) Zq) Ajl (1.12)

Dirac hat den Sprachgebrauch Ket-Vektor fiir den Anteil [¥) im Skalarprodukt einge-
fithrt und fiir den Anteil (®| den Namen Bra-Vektor. Das Skalarprodukt ist eine Klammer
(englisch bracket) (®@[W¥), die sich aus Bra- und Ket-Vektoren zusammensetzt. Die zu-
gegebenermaflen triviale, bijektive Abblldungﬂ von Vektoren auf Ket-Vektoren ¥ — [V¥)
ist linear, diejenige auf Bra-Vektoren ¥ — (Y| antilinear:

(c¥| =c" (VY. (1.13)
Die Abbildung von Bra- auf Ket-Vektoren ist eine Konjugation [W)* = (Y.

1.3 Matrixalgebra
GeméaB (CIO) 148t sich das Skalarprodukt einfach aus den Komponenten berechnen.
(DY) = Zcb b; (1.14)

!Sie #hnelt einer militdrischen Beférderung, bei der Streifen und Winkel hinzugefiigt werden.
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Ordnet man die Komponenten eines Ket-Vektors als Spalte an und die Komponenten
des Bra-Vektors als Zeile — sie sind wegen ([LT2) die komplex konjugierten Komponenten
des zugehorigen Ket-Vektors — dann erhélt man das Skalarprodukt durch Matrixmulti-
plikation der Zeile mit der Spalte.

Wendet man einen Operator A auf einen Vektor W an, so erhélt man den Spaltenvektor
der Komponenten von AY durch Matrixmultiplikation der Matrix, die in der n-ten Zeile
und m-ten Spalte das Matrixelement

Anm = (An]AAR) (1.15)

enthilt, mit dem Spaltenvektor der Komponenten von V¥,

(AY),, = <An|A\y> - Z(An|AAm> <Am|\y> = Z AnmUPm . (1'16)

m

Der hermitesch adjungierte Operator AT eines linearen Operators A ist durch
(ANAY) = (ATA]Y) VA Y (1.17)

definiert. Beim hermitesch Adjungieren eines Produkts von Operatoren wird die Reihen-
folge gespiegelt

(AJABY) = (ATAIBY) = (BTATA|Y), (AB)T =BTAT, (1.18)

Zahlen werden komplex konjugiert ¢’ = c¢*. Hermitesch adjungierte (transponierte und
komplex konjugierte) Matrizen entsprechen hermitesch adjungierten Operatoren.

(Af)nm = <An|AT/\m> = <AAn|Am> - </\m|/q/\n>)k = ATnn (1'19)

Mit den Matrixelementen A,,, und den Basisvektoren schreiben sich in Bracket-
Schreibweise die Operatoren A als

A= Z ’/\n>Anm</\m’ ) (1'20>

oder in konventionellerer Schreibweise als

At Y AvAnm(AnY) . (1.21)

nm

1.4 Projektoren, Zerlegung der Eins

Gemé$ (LI wird jeder Zustand [¥) von }_;|A;j)(A;| auf sich abgebildet, die Summe
ist also der 1-Operator

L= ANl (1.22)

)
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Die einzelnen Anteile
P = A (Al (1.23)

sind Projektoren
P = P; (1.24)

auf zueinander orthogonale Unterrdume

Die Darstellung (L22) des 1-Operators als Summe von Projektionsoperatoren nennt
man eine Zerlegung der Eins.

Mit Zerlegungen der Eins und der Bracket-Schreibweise ist die beim Basiswechsel zu
bewiltigende Algebra sehr iibersichtlich: Seien |I3) und |A;) zwei Orthonormalbasen.
Der Zusammenhang zwischen den Komponenten in den verschiedenen Basen ergibt sich,
wenn man eine Zerlegung der Eins einschiebt

(N) = > (A (A 1Y) (1.26)

1.5 Endliche Norm

Der Hilbertraum der Zustédnde ist oft (abhéngig von den préparierten und zu vermes-
senden Systemen) nicht endlichdimensional und die Summen {iber Basen miissen auf
ihre Konvergenz gepriift werden. Wir unterschlagen in unserer Diskussion der Quanten-
mechanik fast alle damit verbundenen Komplikationen. Es sei hier nur bemerkt, dafl
Vektoren im Hilbertraum ein endliches Skalarprodukt haben

(W) = > Wi < oo (1.27)

und daf§ daher die Komponenten 1; quadratsummierbar sein miissen. Umgedreht
definiert bei gegebener Orthonormalbasis jede quadratsummierbare Folge {,, n =
0,1,2,..., einen Vektor im Hilbertraum.

Fiir physikalische Zustdnde gilt einschrinkender, dafl die Betragsquadrate der Kom-
ponenten die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der zugehorigen Mefiwerte sind.
Wahrscheinlichkeiten erfiillen Summenregeln: wenn man die Wahrscheinlichkeiten fiir
alle moglichen, sich gegenseitig ausschliefende Félle addiert, erhdlt man die Gesamt-
wahrscheinlichkeit 1.

1= wi,A W) =) [hif* = (¥V¥) (1.28)

Jeder zu einem physikalischen Zustand gehorige Vektor im Hilbertraum ist normiert.

Es gehort nicht, wie man manchmal in Umkehrung des Sachverhalts hort, zu jeden
Vektor im Hilbertraum ein physikalischer Zustand. Insbesondere gehort zum Vektor O
im Hilbertraum kein physikalischer Zustand, auch wenn der Grundzustand oft als |0)
bezeichnet und mit dem Vektor O verwechselt wird.
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1.6 Strahlen im Hilbertraum

GemiB (CH) und (C2]) gehoren Zustinde zu Vektoren auf der Einheitskugel des Hil-
bertraums. Aus der Grundgleichung (L)) fiir Wahrscheinlichkeiten von Mefiwerten folgt
weiterhin, daf ein Einheitsvektor ¥ und der mit einer Phase multiplizierte Vektor e!*¥
zu demselben physikalischen Zustand gehoren, denn fiir alle Meflapparate A stimmen
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Me3werte iiberein

w(i, A, ¥) =w(i,A,e*Y) VacR . (1.29)

Demnach gehéren physikalische Zustidnde zu Aquivalenzklassen von Einheitsvektoren
mit der Aquivalenzrelation

YV o JaueR: Y=oy (1.30)

Eleganter als der Begriff ,,Einheitsvektor bis auf eine Phase” ist der gleichwertige Be-
griff eines ,Strahls im Hilbertraum®“ . Der zum Vektor W # 0 gehorige Strahl ist der
komplex eindimensionale Unterraum, der von ihm aufgespannt wird. Ordnet man phy-
sikalischen Zusténden Strahlen im Hilbertraum zu, ist die Grundgleichung (ILTl) fiir die
Wahrscheinlichkeit von MeBwerten a; so abzuindern, dafl sie unabhéingig von der Nor-
mierung der Vektoren A; # 0 und ¥ # 0 wird, die man als Reprasentanten ihrer Strahlen
wéhlt.

[(ALW)I?
(AdlA) (YY)

Da Zusténde Strahlen im Hilbertraum sind, kann man sie genau genommen nicht ad-
dieren. Zwar kann man die Vektoren addieren, aus denen zwei verschiedene Strahlen
bestehen, aber die Summen bilden keinen Strahl, sondern einen zweidimensionalen Un-
terraum des Hilbertraumes. Hingegen konnen aus Reprisentanten W und @ der zwei
Strahlen auf viele Arten Superpositionen, der zu a¥ + b® gehorige Strahl, gebildet
werden, wobei A(a¥ + b®) mit A # 0 zu demselben Zustand gehort.

Die verschiedenen Superpositionen zweier verschiedener Zustédnde W und @ bilden
den Raum CP' = S?, jede gegebene Superposition kann also als Punkt einer zweidi-
mensionalen Kugeloberfliche gedacht werden. Auf dieser Kugel zeichnet W einen Punkt
als Nordpol und die zu ¥ senkrechte Superposition ¥, als Siidpol aus, dem Aquator
entsprechen die gleichgewichtigen Superpositionen (¥ + €*W, )/v/2, deren relative Pha-
se o wichtig ist. Auler durch die Herkunft ist keine Superposition auf natiirliche Art
gegeniiber einer anderen ausgezeichnet.

Das Zusammenfassen zweier Zusténde zu einer Superposition ist nicht, wie von Ad-
dition zu fordern, assoziativ und kommutativ. Man sollte Superposition daher nicht
schlampig Addition nennen.

Statt einen Vektor A; oder W als Représentanten eines Strahls im Hilbertraum zu
verwenden, kann man Strahlen durch die zugehérigen Projektoren

A (A
Pia = m (1.32)



1.7 Dichtematrix 7

e W) (Y|
p=-—"— 1.33
W) (1.8
darstellen. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des i-ten MeBwertes a; ist dann
durch die Spur von p mal P; o gegeben.

w(i, A, p) =trpPia (1.34)

Zur Erinnerung: die Spur tr A eines Operators ist als

rA =) (§|AE) (1.35)

definiert, wobei &; eine Basis bilden (z.B. &; = A;j). Die Spur eines Operators ist unab-
héngig von der Basis und zyklisch tr AB = tr BA.

In der Form (C34)) kann die Grundgleichung leicht fiir den Fall verallgemeinert werden,
in dem der Meflwert a entartet ist und mehrere, durch feinere Meflapparate unterscheid-
bare (und daher zueinander orthogonale) Zusténde Aq x, k =1,2,..., zum MeBwert a
gehoren. Der Projektor P; A ist dann zum Projektor P, o auf den Unterraum derjenigen
Zustédnde zu verallgemeinern, bei denen der MefSwert a mit Sicherheit auftritt.

|Aa k></\a k|
P A= E a7\ ek 1.36
A </\a,k|/\a,k> ( s )

Wenn der Zustand p vermessen wird, so ist
W(a)A) p) :tera,A (137)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal der Melapparat A den Mefiwert a anzeigt.

1.7 Dichtematrix

Die Wahrscheinlichkeit (CTl) kann mit der H&ufigkeit, mit der in Versuchsreihen die
MefBwerte auftreten, erst dann sicher verglichen werden, wenn in der Quelle wiederholt
derselbe Zustand V¥ pripariert wird. Dies ist bei vielen Quellen, zum Beispiel bei Ofen,
nicht der Fall. Wenn Teil der Quelle in Bild ([IT]) ein Wiirfel ist, der mit Wahrschein-
lichkeit p; den Zustand W, mit Wahrscheinlichkeit p; einen Zustand ¥, und so weiter
prapariert, dann tritt mit Wahrscheinlichkeit p;w(i, A, ¥;) der Fall auf, dal der Zu-
stand W, prépariert und der i-te MeBwert a; gemessen wird, mit Wahrscheinlichkeit
Pow(i, A, ¥;) der Fall, dal der Zustand W, prapariert und der i-te MeBwert gemes-
sen wird und so weiter. Beriicksichtigt man alle Moglichkeiten, so erhélt man den i-ten
MeBwert a; mit Wahrscheinlichkeit

WL A P) =) pawl(i, A Wn) =) pu(Ai¥n)(YalA) = (AdpAy) , (138
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wobei die Dichtematrix p
p=> pul¥n)(¥nl (1.39)

das Gemisch in allen mefbaren Eigenschaften charakterisiert.
Die Wahrscheinlichkeit, den i-ten Mewert a; zu messen, ist das zugehorige Haupt-
diagonalelement der Dichtematrix in der Basis der Eigenzusténde des MeBapparates.
Die Wahrscheinlichkeit (L38) kann in einer Versuchsreihe nur dann sicher mit der Héu-
figkeit von Mefwerten verglichen werden, wenn die Wahrscheinlichkeiten p,, wéhrend
der Versuchsreihe unverédndert bleiben, wenn das Gemisch geniigend haufig prépariert
werden kann und wenn auflerhalb des quantenmechanischen Systems MeBapparate exi-
stieren. Daher ist unsicher, wie eine ,Wellenfunktion des Universums®“ zu deuten ist, die
das einmalige Universum einschliellich aller Meflapparate beschreiben soll. Von dieser
Frage sind wir allerdings gnédig verschont, da wir diese Wellenfunktion nicht kennen.
Mit der Bezeichnung Gemisch benennt man den Normalfall, daf3 verschiedene Zu-
stande ¥,, mit Wahrscheinlichkeiten p,, priapariert werden. Wird in Mefireihen immer
derselbe Zustand ¥ préapariert, nennen wir das zu messende System auch deutlicher einen
reinen Zustand. Reine Zustdnde sind spezielle Gemische, bei denen eine Produktions-
wahrscheinlichkeit 1 ist und die anderen Produktionswahrscheinlichkeiten verschwinden.
Die Zustinde ¥,,, aus denen sich das Gemisch zusammensetzt, sind normalerweise
nicht paarweise orthogonal und bilden normalerweise keine Basis. Normalerweise lassen
sich die einzelnen Summanden p,,[¥,, ) (W,| nicht aus der Dichtematrix p rekonstruieren,
ebenso wie man einer gegebenen Zahl nicht ihre Summanden ansieht. Man kann aber
die Eigenwerte p,, und orthonormierte Eigenvektoren Y,, von p bestimmenfl

PYn =pnYn mit (Y |V,) =0, (1.40)
und damit die Dichtematrix in der zum Verwechseln dhnlichen Form

p=> pnlTu)(Yul (1.41)

schreiben. Die Eigenwerte p,, und die Projektoren auf die zugehorigen Eigenrdume sind
durch die Eigenwertgleichung von p festgelegt.
Jedes Hauptdiagonalelement (A[pA) der Dichtematrix ist nichtnegativ

(AIpA) =) (AlpnWn)(WnlA) =D pul(A¥L)F 0. (1.42)

Insbesondere haben daher Dichtematrizen nichtnegative Eigenwerte p,. Ein Hauptdia-
gonalelement (A|pA) verschwindet genau dann, wenn alle Skalarprodukte py, (W |A) ver-
schwinden, also wenn p/A Null ist

(AlpA) =0 < pA=0. (1.43)

2Das Zeichen Y ist der griechische Buchstabe Ypsilon.
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Zudem ist die Spur tr p der Dichtematrix

tr p= Z</\1|p/\1> - Z(Alypnwn> <wn|/\1> = Z \;[/ ’pn an

i in

durch die Summenregel } | pn =1 fiir Wahrscheinlichkeiten festgelegt.

trp=1= Z Pn (1.44)

1.8 Mischen von Gemischen

Stellen wir uns in Abbildung (L1I) zwei Quellen vor, die Gemische p und p préparieren,
und eine Anordnung, die beide Teilchenstrahlen kombiniert. Dies geschehe zufillig, so
dafl mit einer Wahrscheinlichkeit A Teilchen aus dem ersten Stahl und mit der Restwahr-
scheinlichkeit (1 —A) Teilchen aus dem zweiten Strahl gewahlt werden.

Wenn wir an dieser Mischung von Gemischen messen, so tritt mit Wahrscheinlichkeit
A(A4|pA;) der Fall auf, daBl der erste Strahl ausgew#hlt und a; gemessen wird, mit Wahr-
scheinlichkeit (1 — A){A;[pA;) der Fall, dal der zweite Strahl gewahlt und a; gemessen
wird.

Insgesamt wird mit Wahrscheinlichkeit

AMAIPAL) + (T = A)(AdlpAs) = (Ail(Ap + (1 = A)p)AY) (1.45)

der Mefwert a; gemessen. Die Mischung beider Gemische fiihrt zu Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, die zur Dichtematrix

p(\) =Ap+ (1-A)p (1.46)

gehort.
Wir werden sehen, dafl beim Mischen die Unkenntnis iiber die zugrunde liegenden
Zusténde, die Entropie, und die Streuung von Mefiwerten zunimmt.






2 Operatoren

2.1 Erwartungswerte

Die Formel (L34)) gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir alle MeBwerte an. Sie enthélt
damit die vollstédndige Information iiber den Ausgang von Mefreihen. Oft ist man an
weniger Information interessiert, zum Beispiel am Mittelwert der Melwerte. Bei vielen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist der wahrscheinlichste Mefiwert nahe beim Mittelwert
und der Mittelwert daher der MefSiwert, den man erwartet. Deshalb nennen ihn Physiker
den Erwartungswert. Man sei jedoch gewarnt, dafl es auch zweihockerige Verteilungen
gibt, zum Beispiel die Strahlaufficherung in einer Stern-Gerlach-Apparatur, bei denen
MeBwerte in der Nidhe des Mittelwertes unwahrscheinlich sind und der Erwartungswert
nicht zu erwarten ist.

Der Mittelwert (A) der MeBwerte des Apparates A ist die Summe der mit den Wahr-
scheinlichkeiten gewichteten Meflwerte

(A) =) aiw(i,A,p) =) ai(AidpAy) =tr (Z ail/\i)(/\i|> 0. (2.1)

Er ist also durch
(A) =trpA (2.2)

gegeben, wobei A jetzt nicht nur den MeBapparat sondern auch den Operator
A=) alA)A (2.3)

bezeichnet. Er ist fiir den Meflapparat charakteristisch, da sich aus ihm die Meflwerte
und ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir alle Gemische p berechnen lassen. Zu jedem
MeBapparat A gehort ein Operator A im Hilbertraum. Allerdings ist enttduschend, daf
die Hersteller von MeBapparaten den Operator nicht der Gebrauchsanweisung beilegen.

Im Gegensatz zu weitverbreiteten Behauptungen entspricht das Anwenden des Ope-
rators auf den Zustand ¥ nicht der Messung des Zustands.

Die Notation (A) fiir den Mittelwert tr Ap stammt vom reinen Zustand (C33). In
diesem Fall gilt spezieller, wenn wir wieder ein normiertes ¥ verwenden,

(A) = (WAY) . (2.4)

’LL

Ohne am Sachverhalt etwas zu &ndern, wird in der Bracket-Schreibweise noch ein ,,
eingefiigt: (A) = (Y|A[Y). Man betont dadurch, daf es irrelevant ist, ob der Operator
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A auf das zweite oder das erste Argument des Skalarproduktes wirkt, denn A ist ein
linearer, hermitescher ([CT7) Operator

A=AT", (2.5)

Man iiberzeugt sich leicht, dafl die Projektionsoperatoren ([L23)) hermitesch sind und da8
reelle Linearkombinationen (E3) von hermiteschen Operatoren wieder hermitesch sind.
Aus dem gleichen Grund ist die Dichtematrix p hermitesch.

p=p' (2.6)

Aus ([CH) folgt unmittelbar, dafl die Zustdnde A; Eigenzustinde des Operators A sind
und daf die Eigenwerte die Mefwerte a; sind.

A/\i = ai/\i (27)

So haben wir in (23)) den Operator A aus den MeBwerten und Eigenzustédnden konstru-
lert.

Umgekehrt lassen sich bei gegebenem Operator A aus der Eigenwertgleichung die
Eigenvektoren bis auf einen komplexen Faktor, das heifit also die zugehorigen Strahlen
im Hilbertraum, und die Meflwerte a; bestimmen.

Die Eigenwerte a eines hermiteschen Operators A = AT sind reell, wie sich aus AA =
a/A und (AJA) # 0 mit folgender Argumentationskette ergibt.

(a* — a)(AIA) = (aAJA) — (AlaA) = (AAIA) — (AJAA) =0 (2.8)
Die Eigenzustdnde zu verschiedenen Eigenwerte sind orthogonal zueinander.
(ai — a;)(AilAy) = (AAIA;) — (AAA;) =0, ai # a5 = (AilA;) =0 (2.9)

Unitére Operatoren UT = U~ haben komplexe Eigenwerte vom Betrag 1. Denn uni-
tare Transformationen lassen Skalarprodukte invariant.

UOUY) = (UTUDY) = (DY) (2.10)

Demnach haben ¥ und UY gleiche Linge und UY = AW¥, A € C, ist nur moglich fiir
Al =1
UW=U"umdU¥=AY=A=¢*% ocR. (2.11)

Unitére Operatoren U konnen als e mit einem hermiteschen Operator H = HT
geschrieben werden.

2.2 Unbeschranktes Spektrum

Die Menge der Eigenwerte eines Operators A — genauer das Komplement der komplexen
Zahlenmenge A € C, fiir die die Resolvente (A—A)~" als Operator im ganzen Hilbertraum
existiert — heiit Spektrum von A. Wenn das Spektrum nicht beschrankt ist, ist der lineare
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Operator nicht auf allen Vektoren W definiert und mit einer beliebig kleinen Anderung
eines Zustandes, auf dem A definiert ist, kann man eine beliebig groBe Anderung des
Erwartungswertes bewirken.

Das ist aus dem Alltag bekannt: soll zum Beispiel die mittlere Studiendauer berechnet
werden, so dndert ein einziger Student im vierzigsten Semester den Mittelwert drastisch.
Man behilft sich bei Statistiken mit Zusatzargumenten, wie ,Ein Student im vierzigsten
Semester ist kein Student® und 148t ihn einfach weg. Bei Messungen verfihrt man oft
genauso und 148t Ausreifler bei der Bestimmung von Mittelwerten weg.

Vornehm heifit dies Verfahren Regularisierung. Will man nur geniigend gutartige Fra-
gen untersuchen, zum Beispiel: ,,Begreifen die Studenten den Lehrstoff seit Einfiihrung
des neuen Studienplanes schneller?* hangt die Antwort nicht vom Altstudenten und der
Regularisierung ab, und sie ist akzeptabel.

Die mathematischen Schwierigkeiten bei Operatoren mit unbeschranktem Spektrum
zeigen sich schon beim Energieerwartungswert des harmonischen Oszillators. Die Ener-
giewerte sind die Eigenwerte des Hamiltonoperators H = hwa'a. Sie sind nichtnegative,
ganzzahlige Vielfache von hw

HIAL) =EnAL), En=nhw, n=0,1,2,.... (2.12)

Wir unterstellen, daf3 die A,, normiert sind. Dann bilden sie eine Orthonormalbasis
(L) und ein allgemeiner Vektor kann als Linearkombination [¥) = > |An)y, mit
quadratsummierbaren Komponenten 1, geschrieben werden.

Der Hamiltonoperator ist hermitesch und bildet ¥ auf HY mit Komponenten

(AnHY) = hon(A,L YY) = hon, (2.13)

ab. Es lassen sich leicht quadratsummierbare Folgen angeben, zum Beispiel 1V,, =
1/(n 4+ 1), so daB die Folge n,, nicht quadratsummierbar ist. Auf den zugehorigen
Vektoren ist H nicht definiert. Wenn man solche Folgen bei grolem n abbricht, und mit
einem geniigend kleinen Vorfaktor zu einem physikalischen Zustand hinzufiigt, so sieht
man, daf} in jeder Umgebung jedes Zustandes ein weiterer Zustand existiert, dessen
Energieerwartungswert jede vorgegebene Grenze iiberschreitet. Das ist zwar mathema-
tisch storend aber physikalisch unwichtig: der hohe Energieerwartungswert riithrt von
sehr seltenen Messungen mit sehr hohen Energien her.

Zahmer als ein Mefloperator mit unbeschrianktem Spektrum sind die Projektoren
([C23) auf die zugehorigen Eigenrdume. Nur sie werden bendtigt, um die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Mefiwerte beim Vermessen eines Gemisches p anzugeben.

2.3 Unscharfe

Als nach dem Mittelwert nidchstwichtige Grofe charakterisiert in einem Gemisch p ([L39)
die Schwankung der MeBwerte eines Apparats A, genauer der Erwartungswert der qua-
dratischen Abweichung vom Mittelwert, die Wahrscheinlichkeitsverteilung.

(ApA)? = (A= (A)%) = ) pu(Wnl(A = (A)7W,) = (A?) — (A)? (2.14)
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A, A heiit die Unschérfe oder Schwankung von A im Gemisch p. Die Unschérfe hangt
vom hermiteschen Operator A und vom Gemisch p ab.

Die Grofle (ApA)z ist nichtnegativ, denn sie ist eine mit nichtnegativen Wahrschein-
lichkeiten p,, gewichtete Summe von Langenquadraten.

(YIA — (A))?W) = (A — (A)VI(A — (A))Y) = [[(A — (A))¥|]? (2.15)

Sie verschwindet genau dann, wenn das Gemisch nur aus Eigenzustéinden A, zu einem
festen Eigenwert a = (A) gemischt ist

O_anH NAR)? < (A —a)A, =0 oder py, =0 . (2.16)

Die Summe Y_ pn|(ca(A —(A)) +icg(B — (B)))Wn||* ist nicht negativ. Betrachtet
man reelle Zahlen cp und cg und hermitesche Operatoren A und B, so ergibt sich
aus dieser Bemerkung eine allgemeine untere Schranke fiir das Produkt A,AA,B der
Schwankungen von A und B im Gemisch p. Mit der Schreibweise

[A,B] = AB — BA (2.17)
fiir den Kommutator von A mit B gilt
0< ) Pull(calA—(A)) +ics(B— (B)))¥ul?
=D Pul{¥nl(cA(A—(A))? +ci(B— (B)? +icacslA,B)¥n)  (21g)
= (cAApA + cBAB)? — cacs (2A,AAB —1 ) pn(WnllA, BIW,)) .

Wir werten diese Ungleichung fiir cAx = —A,B und cg = A, A aus. Dann verschwindet
der erste Term. Falls weder AA noch AB verschwindet, ist —2cacg > 0 und wir erhalten
die allgemeine Unschérferelation

A AAB > %I([A,B]} . (2.19)
Wir diirfen Betragszeichen setzen, wenn wir dieselben Uberlegungen mit B statt A und
A statt B anstellen. Dabei behélt die linke Seite der Ungleichung ihren Wert und der
Kommutator [A, B] wechselt sein Vorzeichen. Auch fir A,A = 0 (oder A,B = 0) ist
diese Ungleichung erfiillt, denn p ist dann aus Eigenzusténden zu A (oder B) zu einem
Eigenwert a gemischt und der Erwartungswert eines Kommutators [A, B] verschwindet
in jedem Eigenzustand von A oder B.

anw A, BJW anw (aB—Ba)¥,) =0 (2.20)

Das Schwankungsquadrat nimmt beim Mischen nicht ab. Es ist

(ApmA)2 =trp(AN)A? — (trp(A)A)?  mit p(A) =Ap+ (1 —A)p (2.21)
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ein Polynom in A mit nichtpositiver zweiter Ableitung —2(tr pA — tr pA)? und demnach
eine konkave Funktion des Mischungsparameters

(ApnA)? = MAGA) + (1= N)(ApA) . (2.22)

Das Schwankungsquadrat einer Mischung von Gemischen ist mindestens die anteilige
Summe der Schwankungsquadrate und stimmt mit der anteiligen Summe nur iiberein,
wenn die Mittelwerte tr pA und tr pA gleich sind.

2.4 Kommutator

Trotz der mathematischen Komplikationen, die mit der Verwendung unbeschréankter
Operatoren zusammenhéngen, formuliert man die Eigenschaften quantenmechanischer
Systeme vorzugsweise anhand von Operatoren.

Mit der Sprechweise ,,der Operator A vertauscht mit Operator B“ bezeichnet man den
Fall, dal AB = BA gilt, das heifit, dal der Kommutator

[A,B] = AB — BA (2.23)

verschwindet. Vertauschen A und B und sind sie diagonalisierbar, zum Beispiel weil
sie hermitesch oder unitdr sind, so konnen Eigenvektoren des Operators A auch als
Eigenvektoren von B gewihlt werden und umgekehrt, denn B bildet den Eigenraum JH;
von A zum Eigenwert a; wieder auf H; ab

und kann in diesem Unterraum diagonalisiert werden. Ist die Dimension d; von H; grofer
als 1, so ist der MeBwert a; entartet und es gibt linear unabhéngige Eigenvektoren Aj;
zu A und B

ANy = aiAy BAy =byAy j=1,...,di. (2.25)

Es kann dann ein feinerer Meapparat gebaut werden, der gleichzeitig A und B mifit, so
daf die Teilstrahlen a; in Abbildung (1)) feiner in Teilstrahlen by; zerlegt werden.

Ist B in denselben Unterrdumen entartet wie A, so ist B = f(A). B ist dann kein
wesentlich anderer Melapparat. B verwendet nur eine andere Mefiskala als A, etwa wie
bei einem Volt- und Ampere-Meter.

Beziiglich Messungen, deren zugehorige Operatoren vertauschen, verhalten sich die
quantenmechanischen Systeme wie klassische, statistische Systeme. Beziiglich solcher
Messungen werden alle Zustdnde ¥ schon vollstdndig durch die Betragquadrate der Ska-
larprodukte (A[Y) mit den gemeinsamen Eigenzustdnden A der kommutierenden Mef-
operatoren charakterisiert, durch eine klassische Wahrscheinlichkeitsverteilung also. Erst
Messungen, deren Operatoren nicht miteinander vertauschen, sind empfindlich auf die
komplexen Phasen der Komponenten von ¥.
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Daher sind Kommutatorrelationen von grundlegender Bedeutung in der Quantenme-
chanik. Die wesentlichen algebraischen Eigenschaften des Kommutators sind Antisym-
metrie, Linearitdt und Produktregel

[A,B] =—[B,A], (2.26)
[A,A\iB+ACl =A[A, Bl + A2[A,C] VA, A € C, (2.27)
[A,BC] = [A, BIC +BIA, C] . (2.28)

Wegen der Antisymmetrie und weil hermitesch Adjungieren die Reihenfolge vertauscht
([CI8), ist der Kommutator hermitescher Operatoren antihermitesch. Wegen der Linea-
ritdt und der Produktregel verhélt sich die Operation ,Kommutator nehmen mit einem
Operator A so wie Ableiten. Bei diesem Ableiten bleibt die Reihenfolge der Faktoren
unverdndert. Aus der Regel fiir Produkte folgt die Produktregel fiir Kommutatoren, die
Jacobi-Identitét

(A, [B,Cll =[[A,B],C] + [B, [A, Cl] (2.29)
[A,[B,Cll+ [B,[C,A]ll + [C, [A, Bl =0 . (2.30)

2.5 Erzeuger-Vernichter-Algebra

Algebraische Relationen strukturieren den Hilbertraum der Zustande. So kann zum Bei-
spiel die Heisenbergsche Vertauschungsrelation eines hermiteschen Ortsoperators X mit
dem zugehorigen hermiteschen Impulsoperator P

X, P] = ih (2.31)

nicht in einem Hilbertraum I mit endlicher Dimension n gelten, denn dann wire die
Spur tr(XP — PX) = 0 im Widerspruch zu tr(ih) = nih.
Existieren fiir ein xg € R, xo # 0, die komplexen Linearkombinationen
1T X i
a=—(=+-xP), d — ZxoP) (2.32)
0

VTR =% n

des Orts- und des Impulsoperators, so erfiillen sie die Erzeuger-Vernichter-Algebra

T X i

l[a,a] =0, [al,a’] =0, [a,al =1, (2.33)

und es existiert eine Orthonormalbasis
(af)™

vn!

auf denen die Operatoren a als Vernichter und a als Erzeuger wirken

/\n,T -

/\O)T,n:OJ,Z,... , (234)

AN =vVAL 1, adAic=Vn+1A 1. (2.35)
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Dies ergibt sich aus der Analyse des hermiteschen Operators a’a. Im Vorgriff auf spitere
Ergebnisse nennen wir a’a Anzahloperator und bezeichnen seine Eigenwerte mit n.

alaA, =nA,, . (2.36)

Aus der Erzeuger-Vernichter-Algebra (233) folgt, dal der Kommutator mit a'a die
Operatoren a und a' auf ein Vielfaches von a und a' abbildet

[afa,a] = —a, [a'a,al]l=al. (2.37)

Daher sind aA, und afA,, entweder Null oder Eigenzustinde mit Eigenwerten n — 1
beziehungsweise n + 1.

a'aaA, = ([a'a,al + aafa)A, = (=1 +n)aA, (2.38)
afaa’A, = ([aTa,all +af a’a)A, = (1 +n)a'A, (2.39)

Da der Operator a den Anzahleigenwert erniedrigt, heifit er Vernichter. Entsprechend
ist a der Erzeugungsoperator. Ist A, normiert, so ergeben sich die Normen von aA,
und a'A, aus der Algebra und der Eigenwertgleichung

(aAn]aAy) = (AnlaTaA,) =n (2.40)
(@’ AnlafAL) = (Anlaa®An) = (Al(la, afl + afa)A) =n+ 1. (2.41)

Diese Normen sind nicht negativ ([LH). Daher ist n nicht negativ. Wiederholtes Anwen-
den des Vernichter-Operators a erniedrigt den Anzahleigenwert in ganzen Schritten und
muf}, bevor n negativ wird, einen Eigenzustand Ay # 0 ergeben, der durch weiteres
Anwenden von a auf Null abgebildet wird

aMo =0. (2.42)

Solch ein Zustand heifit Grundzustand. Er hat nach (Z40) Anzahleigenwert n = 0.
Demnach ist jeder Anzahleigenwert n ganzzahlig und nicht negativ. Das Spektrum des
Anzahloperators a’a besteht aus den ganzen, nichtnegativen Zahlen

a'aAp, =nA,, n=0,1,2,.... (2.43)

Man wéhlt im Raum aller Grundzusténde eine Orthonormalbasis Ay r und betrachtet
die Vektoren (2334), die durch n-faches Anwenden des Erzeugungsoperators a’ aus dem
Grundzustand erzeugt werden. Sie stimmen bis auf einen Faktor mit den Eigenzustédnden
iiberein, von denen man durch n-faches Absteigen die Grundzustinde gewonnen hat,
denn

(a™a"An = (aD) (aTa)a™ TAL = (@) T (= (n—1))a™ A, =
=1

2.44
(a2 (afa)a™ AL =12 ()" 3(afa)a™3A, = =nlA, . ( )

Es sind also die Grundzusténde genauso entartet wie die Eigenzustidnde zu jedem anderen
Eigenwert des Anzahloperators.
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2.6 Drehimpulsalgebra
Ein weiteres Beispiel fiir algebraische Relationen ist die Drehimpulsalgebra
[Li,Lj] = ihei]’kl—ky i,j,k € {1,2,3} . (245)

Ein Vektorraum mit einem bilinearen Produkt [A,B], das antisymmetrisch ist und
die Jacobi-Identitat [Z30) erfiillt, ist eine Lie-Algebra. Es sind also die Drehimpuls-
operatoren Basiselemente einer Lie-Algebra, genauer der zur Drehgruppe in drei Dimen-
sionen, der SO(3), gehorigen Lie-Algebra.

Wenn die hermiteschen Drehimpulsoperatoren L; existieren, so hat der Hilbertraum
JH eine Orthonormalbasis Ay 1. T ist ein Entartungsindex. 21 ist ganzzahlig nichtnega-
tiv, 1 kann also Werte 0,1/2,1,3/2, ... haben. Die Algebra legt nicht fest, welche dieser
erlaubten 1-Werte auftreten und wie sie entartet sind. Bei festem 1 treten die m-Werte
—1, -1+ 1,..., 41 auf. Auf der Orthonormalbasis Ay 1, » konnen die Drehimpulsopera-
toren explizit angegeben werden.

L3/\l,m,1 - hm/\l,m,T (246>
(L +il)A e = AV(L—m)+m+ DAL i1 < (2.47)
(L —il)ALme = AV/IH+Hm) (1 —m+ DA m_ 1< (2.48)

Dies lat sich folgendermaflen aus der Drehimpulsalgebra ableiten. Man rechnet nach,
daB der Gesamtdrehimpuls L? = (L% 4+ L% + L3) mit jedem der Drehimpulsoperatoren
L, Ly und L3 vertauscht. Denn Drehimpulsoperatoren erzeugen Drehungen und lassen
Langenquadrate von Vektoren, wie x? +y? + z? oder L2, invariant.

L, %] =0 (2.49)

Die Drehimpulsoperatoren bilden daher (224]) Drehimpulsmultipletts, das heiit Unter-
raume H; von Eigenzustinden von L? mit Eigenwert h21(1 + 1), auf sich ab. Man kann
also gemeinsame Eigenzustéinde Ay, zu L? und L3 finden

LAt = R2UL+ DA, LiAu = hmA, . (2.50)
Der Eigenwert h?A von L? ist nicht negativ, denn fiir jeden Eigenzustand gilt
RIAAIZ = (AIL2A) = 3 ILiA|%. Im Vorgriff auf spétere Ergebnisse schreiben wir

A als A = (14 1) mit nichtnegativem | = —% + ,/% +A.

Aus der Drehimpulsalgebra (2244) folgt, dafl die komplexen Linearkombinationen L
und L_ = (L )T
L, =L;+il,, L[L_=L;—ilL, (2.51)

durch den Kommutator mit L3 auf ein Vielfaches von L, beziehungsweise L_ abgebildet
werden und dafl ihr Kommutator 2hL3 ergibt

L3, L] =+hl,, [L3L]=—hl , [L,,L ]=2hl;s. (2.52)
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Daher sind Ly Ay, und LAy, entweder Null oder Ls-Eigenzustinde zum Eigenwert
h(m + 1) beziehungsweise h(m — 1)

LalyAvm = ([L3, Li] + Ly L) Ay = A1+ m)Lp A (2.53)
3L Ay = ([L3, L]+ LLL3)Aym = (=1 + m)L_Ayn . (2.54)

Da L, und L_ die L3 -Eigenwerte mit konstanter Schrittweite erh6hen und erniedrigen,
heiflen sie auch Leiteroperatoren. Hat Ay, Einheitsléinge, so folgt die Norm von L Ay,
und L_Ay,, aus

?=1,L +Lf—hly=L L1, +L5+hls, (2.55)
(L Atm Ly Am) = (At L LiAtm) = (Aml(L? — L3 — RL3)Aun) =

= (AnR2(LL+ 1) —m(m+ 1)A) =2 (LL+ 1) —m(m+1))
=h*(1l—-m)(l+m+1), (2.56)
(LAl A =211+ 1) —m(m—1)) =h*(1+m)(1—m+1) . (2.57)

Diese Normen sind nicht negativ ([LH), daher ist bei gegebenem 1 die Quantenzahl m
nach unten und oben beschrankt.

Auf den Eigenzustand Ay, mit hochstem L3-Eigenwert angewendet, mufl L, ver-
schwinden. Also gilt (1 — My ) (1 + Mpax + 1) = 0 und My, = 1, denn 1 ist nicht
negativ. Ebenso mufl L_, auf den Zustand mit niedrigstem L3-Eigenwert angewendet,
verschwinden. Daher folgt (1+mMyin) (l—Mpin+1) = 0 und, wegen My, < 1, My, = —1,

Mpax = l) Mpin = —L. (258)

Da man durch wiederholtes Anwenden von L, auf den Zustand mit minimalem L5 -
Eigenwert die m-Quantenzahl in ganzen Schritten erhoht bis man zum Zustand mit
Mmax = L gelangt, mufl die Differenz m . — Muin = 21 ganzzahlig und nicht negativ
sein. Es ist also 1 € {0, %, 1,...} ganz- oder halbzahlig. Die Drehimpulsoperatoren wirken
in einem 21+ 1-dimensionalen Raum, dem Drehimpulsmultiplett mit Gesamtdrehimpuls
1, der von Basiszustdnden Ay, mit m = —1,—1+1,..., 41 aufgespannt wird.

Fir 1 = 1/2 wirken die Drehimpulsoperatoren, die Spin-1/2-Operatoren S;,S5, und
S3, in einem zweidimensionalen Raum auf den Spinoren des Spin-1/2-Multipletts mit
Basiszustédnden Ay y, mit | = 1/2 und m = £1/2. In dieser Basis sind die Spinoperatoren

wegen (246), [247) und [Z4]) durch das h/2-fache der Pauli-Matrizen o7, 0, und o3

gegeben
0 1 0 —i 1T 0
o1 = (1 0) , 02 = (i (1)) , 03 = (O _1) , (2.59)

%Gi, ie1,2,3). (2.60)

Die Pauli-Matrizen erfiillen die algebraischen Relationen

S; =

0i0; = 6@']]_ + igijko-k . (261)
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Drehimpulsoperatoren erzeugen Drehungen von Zustédnden. Zeigt die Drehachse in
Richtung des Einheitsvektors €, dann gehort zu einer Drehung um den Winkel o der
unitdre Operator

Uz o = exp(—%i- €) . (2.62)

Fiir Spin-1/2 148t sich die zu (262) gehorige Matrix leicht angeben, weil die e-Reihe
wegen (i6 - €)? = —1 (EZ61) wie bei der Euler-Formel e '* = cos o« — isin o summiert
werden kann. .

Uz o = exp(—%(?- €)=1cosx/2 —i€ -G sinwx/2 (2.63)

Eine Drehung um 27 fithrt einen Spin-1/2-Spinor in sein negatives iiber, Ug 2 = —1.

2.7 Messung eines Spin-1/2-Gemisches

Fiir Systeme mit zwei Basiszustdnden A, /A; lassen sich alle Messungen an allen Zustan-
den mit wenigen Parametern charakterisieren. Prominentes Beispiel fiir Zweizustands-
systeme sind Spin-1/2-Teilchen, die mit Stern-Gerlach-Apparaten untersucht werden, es
kann sich aber auch zum Beispiel um Atome handeln, bei denen aufgrund der experimen-
tellen Anordnung nur zwei der vielen Energiezusténde beriicksichtigt werden miissen.

In einer Stern-Gerlach-Apparatur wird ein Strahl von Spin-1/2 Teilchen wie in Ab-
bildung (C1I) in zwei Teilstrahlen (n = 2) aufgespalten. Die Intensitét des oberen Teil-
strahls, bezogen auf die Intensitét des einfallenden Strahls, ist die Wahrscheinlichkeit,
mit der der Spin in Analyserichtung der Stern-Gerlach-Apparatur nach oben steht. Uns
interessiert, wie diese Intensitit von der Analyserichtung abhéngt.

Die Dichtematrix p, die das zu messende Zweizustandssystem charakterisiert, wird
in jeder Orthonormalbasis durch eine hermitesche Matrix mit Spur 1 charakterisiert.
Hermitesche n x n-Matrizen bilden einen reellen, n?-dimensionalen Vektorraum, das
heifit in unserem Fall, dal man jede hermitesche 2 x2-Matrix als reelle Linearkombination
von 4 Basismatrizen schreiben kann. Als Basismatrizen bieten sich die 1-Matrix und die
spurfreien, hermiteschen Pauli-Matrizen (25d) an. Wegen der Normierungsbedingung
trp = 1 ist der Koeffizient bei der 1-Matrix 1/2 und die allgemeinste Dichtematrix eines
Zweizustandssystems hat die Form

1
p==14+ao;+boy+co; =

2

1/24c a—ib
a+ib 1/2—c¢

) a,bceR. (2.64)

Wir kénnen diese Matrix noch durch Wahl der Basisvektoren des Zweizustandssystems
vereinfachen. Wihlen wir als Basis die Eigenvektoren von p, so wird die zu p gehérige
Matrix diagonal. Sie ist also einfacher

o= (1/20+ c ]/20_ C) . (2.65)

Wihlen wir spezieller als ersten Eigenvektor denjenigen, der zum gréfleren Eigenwert von
p gehort, so ist ¢ nichtnegativ. Zudem ist das Hauptdiagonalelement 1/2—c nichtnegativ
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([CZ2). Die Dichtematrix p ist also durch die Basis und den Eigenwert p; = 1/2 + c,
0 < ¢ < 1/2, charakterisiert.

An den Meflapparaten, mit denen wir dieses Gemisch vermessen wollen, sind fiir uns
die zwei Mefiwerte a; und a, unwichtig: Der Apparat dndert sich nicht wesentlich, wenn
wir eine andere Mef3skala unterlegen. Wichtig ist die Wahrscheinlichkeit, mit der der er-
ste MeBwert angezeigt wird. Um sie zu berechnen, brauchen wir gemé$ ((L38) den ersten,
normierten Eigenzustand A des MeBapparates A. Wir schreiben seine Komponenten als
Betrag mal Phase. Die Betragsquadrate miissen sich wegen (AJA) = 1 zu Eins sum-
mieren, die Betriage sind daher Sinus und Kosinus eines Winkels 0/2. Eine gemeinsame
Phase der Komponenten ist irrelevantﬂ, die relative Phase der zwei Komponenten teilen

wir hélftig auf.
~ (cos(8/2)ei¢/2
A= (sin(e/z)e+i<v/2 (2.66)
Die Winkel 8 und ¢ haben geometrische Bedeutung. Der Zustand A (260) ist Eigen-
zustand zum MeBwert hi/2 des Spin-1/2-Operators

h [/ cos® sinBe i® h
So.0 = 2 (sin Qel®  —cosO ) "2 (0xex +0yey +0ze2) (2.67)

der den Spin in Richtung von € (0, @) mift.

€x sin O cos @
€0,0)=|e, | =|sinOsing (2.68)
€, cos 0

Der Vektor € (0, @) schlieft mit der z-Achse den Winkel 6 und seine Projektion in die
x-y-Ebene schlieffit mit der x-Achse den Winkel ¢ ein.

Das Hauptdiagonalelement (AlpA) gibt nach (L38) die Wahrscheinlichkeit w(Te o)
an, mit der bei Messung des Spins in Richtung €(0, ¢) der Spin nach oben steht. Mit

(269) und (266 berechnet man
W(Te,p) =1/2+ccosB . (2.69)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung hangt nicht vom Winkel ¢ ab. Sie ist invariant unter
Drehungen um die z-Achse.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist in Abbildung (21]) fiir ¢ = 0, ¢ = 1/2 und einen
mittleren Wert von ¢ als Funktion von 0 dargestellt. 0 ist der Winkel, den die Richtung,
in die der Stern-Gerlach-Apparat den Strahl aufspaltet, mit der z-Achse bildet.

Die Wahl der Eigenvektoren von p als Basis fiir die Spinzusténde erweist sich als Wahl
der z-Richtung. Die z-Achse ist diejenige Richtung, in der bei Spin-Messung im Gemisch
p am meisten Teilchen Spin nach oben haben.

1Es gibt keine Wahl der Phasen, so da8 die Komponenten stetig, 27-periodisch in ¢ und fiir 8 = 0
und 8 = 7t von ¢ unabhéngig sind. Sie kénnen also nicht als auf der Kugeloberflache stetige Funktion
gewihlt werden. Das Problem betrifft die Phasen der Vektoren. Die zugehorigen Hilbertraumstrahlen
variieren stetig auf der Kugeloberflache.
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W(Te.o) =1/24 ccos(0)

c=1/2

0

Abbildung 2.1: Strahlaufspaltung bei Spin 1/2

Die Darstellung im Winkelbereich 0 < 0 < 27 ist redundant. Der Winkel 0 zur z-
Achse durchlauft nur Werte 0 < 0 < 7t und bezeichnet fiir Werte m < 0 < 27t Winkel
0" = 2n—0. Fiir Abbildung (Z7]) ist aber der Winkelbereich 0 < 0 < 27 gewéhlt worden,
um klar zu machen, dal die Mefiwerte an einem Spin-1/2-System nach Drehung um 27t
wieder in sich iiber gehen.

Spin-1/2-Spinoren (Z66) gehen durch eine Drehung um 27t in ihr negatives iiber ([Z63)).
Nehmen wir beispielsweise den Eigenzustand Ag o = Az o, dessen Spin bei Messung
in x-Richtung nach oben steht und drehen ihn um die z-Achse um 27, so wichst der
Winkel ¢ von 0 auf 27t an und Az o geht in sein Negatives iiber.

1 1 27 1 (—])
Arog=— — — =—A=x 2.70
20V (‘) V2 \-T 2 (270

Das bedeutet nicht, dafl nach der Drehung der Spin in x-Richtung nach unten zeigt
—Azo # Az . Das negative Vorzeichen ist nur eine unmefibare Phase. Es ist der
Strahl im Hilbertraum, das heifit der Vektor ¥ bis auf einen nichtverschwindenden Fak-
tor, der dem physikalischen Zustand entspricht. Dieser Strahl im Hilbertraum geht durch
Drehung um 27t in sich iiber. Das negative Vorzeichen kann man nur als relative Pha-
se messen, wenn man einen Spin-1/2-Zustand teilt, etwa in einem Doppelspalt, einen
Anteil um 27 dreht und die Anderung der Phase relativ zum zweiten Anteil in einem
Interferenzbild nachweist.

Fiir ¢ = 1/2 beschreibt p ein Gemisch, bei dem der Spin mit Sicherheit nach oben
steht, wenn der Spin in z-Richtung (6 = 0) gemessen wird. Es ist namlich fir ¢ = 1/2
die Wahrscheinlichkeit w(Tg—o ) = 1 und das Gemisch p ein reiner Zustand und zwar
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der Eigenzustand mit Spin nach oben bei Spin-Messung in z-Richtung.

Plecrys = ((‘) 8) = ((])) (1 0) . (2.71)

Nicht immer ist so einfach zu sehen, ob die Dichtematrix p = 3 _; p;|[¥;)(¥;| vom Rang
1 ist und sich durch einen Term schreiben 148t. In solch einem Fall ist ein p; = 1, die
anderen Terme verschwinden und p = pyei, ist ein Projektor pZ, = prein. Wegen trp = 1
gilt dann auch

trpZ, =1. (2.72)

Wertet man die Spur in der Eigenbasis von p aus, so erkennt man, daf diese Gleichung
auch hinreichend dafiir ist, dafl p ein reiner Zustand ist. Es ist namlich die Spur gleich der
Summe iiber die Eigenwerte von p, die zwischen 0 und 1 liegen und sich zu 1 summieren.
Daher summieren sich ihre Quadrate dann und nur dann zu 1, wenn ein Eigenwert 1
und die anderen 0 sind.

Der Unterschied zwischen dem Maximalwert wy,,, und dem Minimalwert wy,;, von
w(Te,p) bezogen auf den Maximalwert ist die Polarisation P des Strahls von Spin-1/2-
Teilchen.

p = —max  TTmin (2.73)

Fiir den reinen Zustand (¢ = 1/2) betrédgt die Polarisation 100 % . Fiir ¢ = 0 ist der
Strahl total unpolarisiert und jede Spin-Messung spaltet unabhéngig von der Richtung
den Strahl hélftig auf.

Der Unterschied von einem reinen Zustand und einem Gemisch zeigt sich normalerwei-
se erst bei Messen mit unterschiedlichen, in vorliegenden Beispiel gedrehten, Apparaten.
Die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen héngen bei reinen Zusténden stark vom
Messapparat, im vorliegenden Fall von 0, ab, bei Gemischen verschwindet der Kontrast.
Ebenso verschwindet beispielsweise das Interferenzbild von Licht hinter einem Doppel-
spalt, wenn es so wie Sonnenlicht aus verschiedenen Farben gemischt ist.

2.8 Storungstheorie

Wir untersuchen diskrete Figenwerte und normierbare Eigenzusténde einer differenzier-
baren Schar H(A) von hermiteschen Operatoren. Kennt man das Spektrum fiir zum
Beispiel A = 0, so kann man mit Reihenentwicklung versuchen, das Spektrum und die
Eigenzusténde fiir benachbarte Werte von A zu nahern.

(H(A) —En(A)) ¥n(A) =0 (2.74)

Wir unterstellen, dafl der Operator H(A), seine Eigenwerte E,(A) und seine Eigenzu-
stinde W, (A) differenzierbar von A abhéngen.

Alle Ergebnisse der stationdren Stérungstheorie folgen aus (2274]) durch Differenzieren
nach A mit der folgenden Einschréinkung, dafl die Eigenwertgleichung den zugehorigen
Eigenvektor W, (A) # 0 nicht festlegt, sondern dafi auch alle komplexe Vielfache von
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Y. (A) die Gleichung l6sen. Um die Normierung und die Phase von W, (A) festzulegen,
verlangen wir

<\ym(}\)|\yn(}\)> = 6mn (275)
UAOVESAN I (2.76)

Die Bedingung (770) ist fiir E, # E,, erfiillt, weil Eigenvektoren eines hermiteschen
Operators zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind (29). In jedem Unterraum, in
dem ein Eigenwert entartet ist, kann eine Orthonormalbasis gew#hlt und 73 erfiillt
werden.

Differenzieren von (Z7H) fiir n = m ergibt, dafl <‘1’n(7\)|%‘11n(7\)) = if(A) imaginar
ist. Durch Phasenwahl

A
Y. (A) =V (A) «(A) = —J dNf(N) (2.77)
kann man die Gleichung (Z76) mit W, erfiillen. Wir unterstellen, daf die Gleichungen

E&73) und (276) ohne Redefinition der Phasen schon gelten.
Differenzieren von (74 nach A ergibt

d d d
(ﬁH — aEn)‘Pn + (H— En)a‘i’n =0. (2.78)
Das Skalarprodukt mit ¥,, fithrt auf (‘Pn|(%H — %En)‘PTJ =0, also
d d
—En = Yal(=H)VY,) . 2.
By = (Wl HI) (2.79)
Das Skalarprodukt mit W,,,, m # n, ergibt
d d
<\ym|(ﬁH)\yn> + (Em - En)<\ym|ﬁ\yn> =0. (28())
Ist ein Eigenwert E entartet, gilt also E,, = By, = -+ = E,,, = E fiir einen Wert von A

fiir einige orthonormale Zusténde W,,,, die einen k-dimensionalen Unterraum aufspan-
nen, so konnen diese Zustédnde nur dann differenzierbar vom Storparameter abhéingen,
wenn der Stéroperator (<L H) keine Ubergénge zwischen diesen Zustéinden macht, wenn

A
also gilt
d
Yoll=
(Yol
Im Unterraum, in dem ein Eigenwert entartet ist, mufl also die Orthonormalbasis so
gewahlt werden, dafl der auf den Unterraum eingeschriankte Stéroperator %H diagonal
ist.
Durch (ZE0), @X) und durch [ 70) sind die Skalarprodukte von W, mit allen
Basisvektoren V., festgelegt. Daher gilt

H)W.,,) =0 fiir By, = B, und my #m; . (2.81)

d (Yl (SH)W,)
Y= : 2.82
ant 2 ¥m E,.—E, (2:82)

m: Em#En
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Die Koeffizienten von %‘Pn sind quadratsummierbar, wenn der Vektor W¥,, differen-
zierbar von A abhéngt.

2

d
Wml(GxH¥n) < 00 (2.83)

Em —En

2

m: Em#En

Die Gleichungen (Z779) und (282) sind ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem
fiir E, und ¥,,, aus dem man algebraisch durch wiederholtes Differenzieren alle héheren
Ableitungen und dadurch die Potenzreihenentwicklung in A bestimmen kann.

Héngt der Hamiltonoperator H(A) linear von A ab, so ist die zweite Ableitung der
Grundzustandsenergie Eo(A) negativ und sie wird in zweiter Ordnung abgesenkt, die
Grundzustandsenergie ist dann eine konkave Funktion des Stérparameters.

d?E, (W |45, )2
—_2 SV A 2.84
dA? Z En — Ep 0 (2.84)

m: En>Ep

In relativistischen Theorien will man fiir jeden Wert der Kopplungskonstante einen
Poincaré-invarianten Grundzustand haben. Es soll identisch in der Kopplung A die Glei-
chung H(A)¥o = 0 gelten. Dann kann nicht einfach H linear von A abhéngen, denn sonst
wére die Grundzustandsenergie eine konkave Funktion von A.

Betrachten wir den Spin-Operator Sg , fiir & = 7 als Funktion von ¢ und durchlaufen
wir mit @ einen Kreis, so geht der Operator wieder in sich iiber

Sz0="S7r (2.85)

Der zugehorige Eigenzustand mit Spin nach oben, dessen Phase und Normierung durch
@) und (Z70) festgelegt ist, geht nur bis auf eine Phase, allgemeiner bei Operatoren
mit entarteten Zustanden bis auf eine unitidre Transformation, in sich iiber

Wro=e"Wxon. (2.86)
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3.1 Wellenfunktion

Viele Meapparate, insbesondere die Orts- oder Impulsmessung, haben ein Kontinuum
moglicher MefSwerte, die eventuell gemeinsam mit diskreten MefSiwerten, wir nennen sie
im folgenden Spin, gemessen werden kénnen. In der Eigenbasis der zur Messung gehori-
gen, miteinander kommutierenden Operatoren wird ¥ durch die Wahrscheinlichkeitsam-
plitude 1; (x) angegeben fiir kontinuierliche, reelle MeBwerte x und fiir diskrete Me3werte
ai, i €1, die durch eine Indexmenge I abgezédhlt werden. Der Zustand ¥ ist durch eine
Abbildung der Menge der gemeinsam mefibaren, reellen Mewerte D C (I x R™) in die
komplexen Zahlen C gegeben.

Y (i,x) — Pyi(x) (3.1)

Gehort x zur Ortsmessung, so heiflen die Funktionen {;(x) die Ortswellenfunktionen.

Das Betragsquadrat [;(x)[? ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Das heifit: Die Wahi-
scheinlichkeit, dafl der Mewert x in einem Bereich A liegt und dafl die Spinmessung den
i-ten MeBwert a; ergibt, ist

w(i,AV) = L d™x i (x)]? . (3.2)

Fiir MeBlintervalle A, die den Wert x enthalten und so klein sind, daf3 die Wahrscheinlich-
keitsdichte [\;(x)|? in ihnen fast konstant ist, kénnen wir das Integral nihern. Bezeichnen
wir die Grole des Meflintervalls mit d™x, so erhalten wir

w(i, A, W) & [ (x)[2d™x . (3.3)

Die Wahrscheinlichkeit, dafl der Mefwert bei x in einem kleinen Bereich liegt und dafl
der Spin den i-ten MeBwert a; hat, ist das Betragsquadrat der Wellenfunktion [\p;(x)|?
multipliziert mit der Gréfle d™x des Bereichs.

Da Wahrscheinlichkeiten dimensionslos sind, haben Wellenfunktionen die Dimension

~1/2

dim (W (x)) = (dim(d™x)) (3.4)

UmfaBit das MeSintervall A die Menge aller moglichen kontinuierlichen MeBwerte und
summiert man iiber alle moglichen Spinwerte, so impliziert die Summenregel fiir Wahr-
scheinlichkeiten, dafl ¥ normiert ist.

3 jd“xm)i(x)z - (3.5)

i
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Hieraus liest man das Skalarprodukt ab.

(1) = 3 [ i (xnbs(x (3.6)

i

Genau genommen wird nur iiber alle mogliche Mewerte (i,x) € D C I x R™ inte-
griert. Wir konnen diese Einschrankung leicht beriicksichtigen, indem wir uns auf den
Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen beschrianken, die aulerhalb von D ver-
schwinden.

Angewendet auf Wellenfunktionen ergeben die zu den kontinuierlichen Mef3werten ge-
horigen Operatoren X', 1 € {1,2,...,n}, die Wahrscheinlichkeitsamplitude multipliziert
mit dem MefBiwert

XU XYW XMW (3, %) - XMy (x) (3.7)

Funktionen f(X) der Operatoren X', zum Beispiel e**, wirken durch Multiplikation mit

f(x)
F(X) 1 W f(X)Y FX)Y: (1, %) — f(x)i(x) - (3.8)

Die Operatoren X' sind nur auf Zustinden ¥ definiert, deren zugehorige Wellenfunk-
tionen ;(x) nach Multiplikation mit x' quadratintegrabel bleibt. Die Operatoren e'**
sind fiir alle k € R™ im ganzen Hilbertraum definiert.

3.2 Transformationen des Ortes

Der Begriff Ortswellenfunktion iibertrigt sich zwanglos auf Mannigfaltigkeiten. Glei-
chung [B3) gibt die Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen mit i-tem SpinmeBwert a; im
Bereich der Punkte zu finden, die zum Koordinatenintervall A gehoéren. Dieser Sach-
verhalt ist unabhéngig vom verwendeten Koordinatensystem, wenn unter allgemeinen
Koordinatentransformationen der Orte x'(x) die Wellenfunktion wie eine Halbdichte
transformiert

P4) = [det ]y (x(X)) (3.9)

Dies definiert die zu invertierbaren Selbstabbildungen T : x — x’ = T(x) der Mannigfal-
tigkeit gehorigen unitaren Transformationen U(T) von Zustdnden. Bezeichnen wir mit
dT die Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen

aX/ k

dT)*, = 1
am = 2 (3.10)
so schreiben sie sich mit ¥ = U(T)¥ in ([B9) als

WTY = | detdT| 2Wo T~ (3.11)

Die Operatoren U(T) sind linear und unitédr. Linearitét in ¥ ist offensichtlich. Unitaritét
besagt, dafi Skalarprodukte invariant bleiben. Sie ergibt sich aus der Definition von U(T)



3.2 Transformationen des Ortes 29

und dem Integralsubstitutionssatz

(Uojuy) =y Jdnx’ (UD)F(x') (UY);(x')

i

= 3 [ et 107X x(x) = 3 [ax i) = (@1) . (312

i

Invertierbare Selbstabbildungen T der Mannigfaltigkeit bilden eine Gruppe mit Hinter-
einanderausfiihren der Transformationen als Gruppenmultiplikation und der identischen
Abbildung als Einselement. Die unitdren Transformationen (BI1]) sind eine Darstellung
dieser Gruppe im Hilbertraum, das heif$t, sie sind lineare Transformationen des Hilber-
traumes und geniigen dem Multiplikationsgesetz

U(T)U(T) =U(T, 0 Ty), (3.13)

das hintereinander ausgefiihrte Transformationen verkniipft.
Verwenden wir die Kettenregel

ax//k ox/m ax//k
(dT, - dTy)* = o ol — ot — (T2 oTi))* (3.14)

so folgt die Darstellungseigenschaft aus

W(T)U(T)Y = [ det dTo| 2 (U(Ty)¥) o T;
= |det dTo| 2| det dT;| *WoT; "o T,
=|detdT, - dT;| 2Wo (ThoTy) "
—|detd(Ta0Ty) 2Wo (T,oTy) ' = U(Th 0Ty ¥ . (3.15)

Wir betrachten eine einparametrige, kontinuierliche Gruppe T, von Transformationen,
zum Beispiel Drehungen oder Translationen, die so parametrisiert sei, dafl To;p = To T
gilt. Dann gehort o = 0 zur identischen Abbildung Ty = id und es gilt (Ty)™' = T_4.
Variiert o, so durchlauft Tox = x'(«x, x) fiir jedes festgehaltene x als Funktion von « eine
Kurve mit Tangentialvektoren

d(Tax)™

1o~ & Ta(x) . (3.16)

Die Tangentialvektoren an diese Kurven definieren ein Vektorfeld, das wegen Ty (x) —
Ta(x) =Ty o (Te(x) — To(x)) = (Te — Ty) o To(x) von & und x nur iiber T,(x) abhingt.
Bei x kann es demnach durch Differenzieren fiir « = 0 bestimmt werden oder durch
Differenzieren und anschlieBende Transformation mit T_.

d(Tax)™  d(Tex)™
d(x ‘cx:O d(x |T,D(0T(xx

EM(x) = (3.17)
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Das Vektorfeld &™(x) heifit infinitesimale Transformation des Ortes. Die Losung x(«)
des zugehoriges Differentialgleichungssystem

dx™
do

definiert T, als Abbildung der Anfangswerte x(0) auf x(o).

= &M (x(«)) (3.18)

To(x(0)) = x(a) (3.19)

Differenzieren wir das Transformationsgesetz (BI1l) fiir eine einparametrige, kontinu-
ierliche Gruppe Ty bei ot = 0 oder entwickeln wir x' ™ = x™ + a&™ und U(T,) = e n*N

nach «, so erhalten wir die infinitesimale Form

L (NW) () = S (0umE™ s (x) — £ 0mbilx) (3.20)

Dabei bezeichnet N = ihU~'9,U den hermiteschen Operator, der die unitére Transfor-
mation U(T,) erzeugt

U(Ty) = e 7N (3.21)

Er ist hermitesch, wie sich aus der Unitarititsbedingung UT = U~" ergibt. Die Ableitung
von |det dToc|*% steuert in (B20) den Term —31(0,m&™) bei, denn die Determinante

2
det dT, hat die Entwicklung ([D.H)
ox’'™ " )
det e T4+ o0m&™ + Oa”) . (3.22)

Auf Mannigfaltigkeiten biiflen die Komponenten X* des Ortsoperators ihre Bedeutung
ein, denn Koordinaten x dienen nur der Bezeichnung der Orte, ihr Wert ist irrelevant.
Auf dem Kreis zum Beispiel existiert kein hermitescher Ortsoperator: spinlose Zustédnde
auf einem Kreis mit Umfang | sind Strahlen im Hilbertraum der l-periodische Ortswel-
lenfunktionen P (x) = (x + 1), die im Intervall 0 < x < 1 quadratintegrabel sind. Es ist
aber x\p(x) nicht periodisch. X ist kein Operator im Hilbertraum der Wellenfunktionen
auf dem Kreis.

Dafl X auf dem Kreis nicht existiert, ist die Auflésung des Rétsels, warum fiir einen

normierten Impulseigenzustand auf dem Kreis P, (x) = %ﬁeiz%“ mit Impuls p = ZWThn

der Erwartungswert von [X, P] ~ ih je nach Rechnung einmal ih und ein andermal O ist.

?

(W) = (WX, PIW) = (WI(XP — PX)¥) = (|(Xp — pX)¥) = 0

Untersucht man dieselben Rechenschritte statt auf dem Kreis auf der reellen Achse,
so existieren zwar die hermiteschen Operatoren X und P, nicht aber ein normierter
Eigenzustand zu P oder X.

Ortsmessungen auf dem Kreis messen Winkel und gehoren zu einem unitéren Operator

UiV UY, UY:x— e T p(x), (3.23)
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aus dessen Eigenwerten e sich der Ort x = % bis auf Vielfache von 1 ablesen 1&ft.

Zu einem periodischen Potential V(x + 1) = V(x ) gehort der Operator VY¥(x) =
V(x)(x). Das Potential 148t sich als Fourierreihe V(x) = >_ cne™ T und der Operator
daher als Reihe in U darstellen

V=3 c.ur. (3.24)

3.3 Translationen und Impuls

Die Forderung, daf§ Translationen T, : x — Tox = x + a definiert werden kénnen, und
daf} keine Translation aufler To = id einen Punkt fest 1&8t, legt die moglichen Mefwerte
von Ortsmessungen fest D =1 x R™, wobei n die Dimension des Raumes ist.

Translationen bilden gemaf (BIT) auf natiirliche Art Zustédnde W unitér auf verschobe-
ne Zustande U(T,)¥ ab. Es ist det(dT,) = 1 und die transformierten Wellenfunktionen
haben an der Stelle Tox = x + a denselben Wert wie 1\; am Urbild x.

(W(Ta)¥W)ilx) = ilx —a) (3.25)

Die infinitesimale Form (B220) dieser Transformation erhalten wir, wenn wir die einpa-
rametrigen Transformationen Ty., bei o« = 0 differenzieren. Das erzeugende Vektorfeld
&% = a® ist x-unabhingig und daher divergenzfrei d,x&F = 0. Die rechte Seite von (B20)
ist also einfach —a*0;i(x). Demnach ist der Operator N, der die unitére Transforma-
tion U(T,) erzeugt, linear in a*: N = P,a¥. Dabei sind die erzeugenden Operatoren
Py, die zu Translationen in Koordinatenrichtung x* gehéren, definitionsgemif die zu
den Koordinaten gehorigen Impulse Py. Koeffizientenvergleich bei den Parametern a®
in (B20) ergibt, dafl der Impulsoperator die Ortswellenfunktion differenziert.

(Pk\;lj)i(X) = —ihaxkll)i(X) (326)

Die Operatoren Py erzeugen die unitére Transformation U(T,) (B2H), die zu endlichen
Translationen gehort.

U(T,) =ewPe (3.27)

Der Impulsoperator ist auf Vektoren im Hilbertraum definiert, die zu differenzierbaren
Wellenfunktionen mit quadratintegrabler Ableitung gehoren. Die Operatoren U(T,) =
e wP sind fiir alle a € R™ im ganzen Hilbertraum definiert, wenn D Translationen
zulafit.

Auf Vektoren, die mehrfaches Anwenden von Ortsoperator und Impulsoperator ge-
statten, vertauschen wegen x*x' = x'x* und 9,x0,1 = 0,10« die Komponenten des
Ortsoperators und ebenso die Komponenten des Impulsoperators. Orts- und Impulsope-
rator erfiillen wegen

((XFPL— PIXM)W)i(x) = =i 0,0 (x) + ihd (X" i (x)) = (ih8W)i(x)
die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen

X X1 =0, [P, Pl =0, [X* P =ihoy . (3.28)
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Daher kénnen die Ortsunschirfe AX¥ und die Impulsunschirfe APy in derselben Rich-
tung nicht durch Praparation des Zustandes gleichzeitig klein gemacht werden, denn aus
der allgemeinen Unschirferelation (2219) und der Heisenbergschen Vertauschungsrelation
folgt die Heisenbergsche Unschérferelation

h
AX*AP > Ezs‘f . (3.29)

Es kann durchaus in zwei Richtungen durch eine Lochblende der Ort und senkrecht
dazu in der dritten Richtung der Impuls scharf gemacht werden. So prépariert man
Teilchenstrahlen. Engt man die Lochblende ein, so macht sich der unscharfe Impuls in
diesen zwei Richtungen als Beugung an der Lochblende bemerkbar.

3.4 Drehungen und Bahndrehimpuls

Drehungen sind lineare Transformationen des Orts D : x +— Dx, die alle Langenquadrate
invariant lassen.

Z(Dklxl)z =DF D¥ . x'x™ = x*x* vx © DD, = 61 (3.30)
K

Die zugehorigen Matrizen D erfiillen also die Orthogonalitatsrelation
DT=D"". (3.31)

Sie bilden die Gruppe O(n) der orthogonalen Transformationen des R™. Hierbei und
im folgenden gestatten wir uns den unter Physikern verbreiteten, bequemen Sprachge-
brauch und unterscheiden nicht ausdriicklich zwischen den Transformationen und den
zugehorigen Matrizen.

Aus B3 folgt detD = (detD)~ ', also det D = =41. Orthogonale Transformatio-
nen, deren Determinante den speziellen Wert 1 hat, bilden die Untergruppe SO(n) der
speziellen orthogonalen Transformationen.

Jede einparametrige Untergruppe von Drehungen ist eine Schar von Matrizen D, =
e*® mit erzeugender Matrix w, die wegen D! = e *® = DT = e B3T) antisym-
metrisch ist.

(W) = —(w)'x (3.32)

In n=3 Raumdimensionen ist die Matrix w daher eine Linearkombination von drei anti-
symmetrischen Basismatrizen T, deren Matrixelemente wir mit dem e-Tensor schreiben

wkl = @Mexmt, (Tm)kl = €xml - (3-33)

Ist @ = € ein Einheitsvektor, so ist « der Drehwinkel, denn D, = e*% hat folgende
Eigenschaften: w wirkt auf jeden Vektor v wie ein Kreuzprodukt wv = € x V. Daher
verschwindet wé und € markiert die Drehachse D,€ = €. Ein zu € senkrechter Ein-
heitsvektor m; wird durch w auf den auf beiden senkrecht stehenden Einheitsvektor 1,
abgebildet.

—

(Uﬁ] = T_fz R CUT_fz =-—"Nng . (334)
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Wendet man die Reihe e*® auf 1; und 1, an und trennt man die geraden und ungeraden
Potenzen von w, so erhélt man die Kosinus- und Sinusreihe

el =fycosu+Morsine, e*Yf, = —7;sin o + ) cos « . (3.35)
Insbesondere fithrt eine Drehung um 27t zur Ausgangslage zuriick.
Das zur Transformation x’ = Dyx gehorige Vektorfeld &(x) = 0,Dax|,_, ist &F =
wkix!t = (@ x X)*. Das Vektorfeld ist divergenzfrei 9,x&* = 6L w*, = 0 und die infinite-
simale Transformation (B20)) der Wellenfunktion ist

i
h
Die rechte Seite ist linear in @™, daher ist der Operator N linear in @™ und von der Form
N = L,,@™. Definitionsgeméafl sind die hier auftretenden Operatoren L,, die Kompo-

nenten des Bahndrehimpulses: sie erzeugen Drehungen um die Koordinatenachsen, L-¢
erzeugt Drehungen um €. Der Koeffizientenvergleich von ¢™ ergibt

(NW);(x) = —w*x'0 (%) = —@™eremix' 0, (x) . (3.36)

(Ln¥)i(x) = —ithemax 0bi(x), Ln = emaX Py . (3.37)

Mit der Heisenbergalgebra (B228) folgt, dafi die Komponenten des Bahndrehimpulses die
Drehimpulsalgebra (45) erfiillen.

[Li, L] = €ir1€mn X P, X™Pr] = €11 €jmn (X<, X™PLIPL + X¥[P, X™P,])
= e €mn (XTORPL— X[ Pr) = iR eik1€5mi — Eimuena) X Py
= 1h(8im0y; — 81j01m + 81j0m1 — 811dm;j)X™ P = iheijkexemn X" Py
= ihei]’kl—k .

(3.38)

Die endliche, unitéire Transformation, die zu einer Drehung um den Winkel o« um die
Drehachse € gehort, ist

(U(E, )W) () = (exp(— T W)i() = e(Dea (6. (339

Drehungen um « = 27t bilden Orte auf sich ab, Dz 2, 'x = x. Fiir Bahndrehim-
pulse (B317) gilt daher einschrankend U(€,27) = exp(—%f- €) = 1. Angewendet auf
L3-Eigenzustidnde heifit dies fiir Drehungen um die z-Achse exp(—2mim) = 1. Daher
konnen die m-Quantenzahlen des Bahndrehimpulses und in der Folge auch seine 1-

Quantenzahlen nur ganzzahlige Werte haben.

3.5 Kontinuierliche Basis

Fiihren wir geeignet verallgemeinerte Basiselemente A;  ein, so kdnnen wir Zustédnde W
mit den Ortswellenfunktionen als Entwicklungskoeffizienten schreiben.

vy Jd“x A i (x) (3.40)
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Das Skalarprodukt (B:60) mit einem ebenso zerlegten Vektor @ legt die Skalarprodukte
der Basiselemente fest.

Zjd“xd“x’dﬁ(x) Al ) () = Zjdnwz‘(x)wi(x) VO, ¥
i, i

& (AdAjx) = 8T (x—X)5; (3.41)

Man liest hieraus ab, daf§ A; x keine endliche Lange hat und kein Vektor im Hilbertraum
ist, sondern dafl A;  eine Distribution ist. Erst das Integral (B:40) mit den quadratinte-
grablen Wellenfunktionen 1;(x) ergibt einen Vektor im Hilbertraum. Verallgemeinerte
Basiselemente, deren Skalarprodukte wie in (BZl) durch 6-Funktionen gegeben sind,
nennt man kontinuumsnormiert.

Die Ortswellenfunktionen {;(x) sind wegen (B4l die Skalarprodukte von ¥ mit der
kontinuumsnormierten Ortsbasis

'll)i(X) = </\i,x W> . (342)

Insbesondere sind die Ortswellenfunktionen der Basiselemente A; . Deltafunktionen
O (x —x/ )6]1 Die Basiselemente sind verallgemeinerte Eigenvektoren des Ortsoperators

XMA =X MA 0 (3.43)

Setzen wir in (BA40) ein, so ergibt sich in Bracket-Schreibweise

W) => Jd“x A ) (As W) (3.44)

i

Es 1a8t sich also analog zu (L2Z2) mit den Basiselementen A; y die Eins kontinuierlich
zerlegen.

1= Z Jdnx At ) (As ol (3.45)

Die verallgemeinerten Eigenzusténde I3, des Impulsoperators
Pl o =pilip (3.46)

zu den Eigenwerten py, p € R"™, bilden wie die Ortszustdnde A; i eine kontinuierliche
Basis. Thre Ortswellenfunktionen (I3 ,)i(x) = (AixIl5 ) sind Losungen der Eigenwert-
gleichung

—1h0,x (15 p)i(x) = pr(T5 p)i(x) (3.47)

IDie mathematische Untersuchung von selbstadjungierten Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum
vermeidet solche kontinuumsnormierte Zusténde, sondern arbeitet mit Scharen von Projektionsope-
ratoren, E(A), die auf die Unterrdume projizieren, die zu Spektralwerten kleiner gleich A gehtren und

sich mit der Kontinuumsbasis als E(A) = IA dp A L) (Al scheiben wiirden.



3.5 Kontinuierliche Basis 35

und daher, nach geeigneter Wahl von Normierungsfaktoren c}, durch

1 .
(Ai,x|ri,p> = (rj,p)i(x) = ————0%;emP’™ (3.48)

Vv (2mh)n

gegeben. Wie man mit

d™x _; ,
T = 8y 3.49
J(zn)n € (y—v') (3.49)
sieht, sind die Basiselemente Ij ;, kontinuumsnormiert
(TiplT5,pr) = 6™ (p — )85 (3.50)

und bilden eine kontinuierliche Basis, mit der man die Eins zerlegen kann.

1= [ap ) (Tl (351)

i
Analog zur Ortswellenfunktion definiert man die Impulswellenfunktionﬁ eines Zustandes
Y als Skalarprodukt mit der kontinuierlichen Basis von Impulseigenzusténden

1])]- (p) = <r] P |‘1”> = Z Jan <Fp‘j |/\i,x></\i,x|ly> . (352)
Die Impulswellenfunktion ist also die Fouriertransformierte der Ortswellenfunktion und,
bis auf ein Vorzeichen, umgekehrt

S Bt = e 1 e,
ilp) = [ P TR Jars St ) B

Wir koénnen also einen Zustand ¥ statt durch die Ortswellenfunktionen \;(x) durch die
Impulswellenfunktionen ;(p) darstellen und daraus, wenn wir wollen, die Ortswellen-
funktion rekonstruieren. B

Zu PV gehort wegen ([5 ,|PV¥) = pi ([ ,|¥) die Impulswellenfunktion pyx;(p). Zu

X*Y gehoren die Impulswellenfunktionen ihd,, b;(p)
(X = 3 Jd“x (T o A (A X<W)

_ d™x —ipax ko _: 1.
_J T Wil = hanabi(p),

(PW)™,(p) = pibi(p),  (XW)™(p) = ihdy, i (p) . (3.54)

Das Betragsquadrat der Impulswellenfunktion ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
Impulsmessungen. Die Wahrscheinlichkeit, den Impuls im Intervall A, zu finden und
den i-ten, diskreten Mefwert a; zu messen, ist

N I (3.55)

Ap

2 Zur Unterscheidung von Ortswellenfunktionen markieren wir Impulswellenfunktionen durch ,,”“.
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Der Bahndrehimpuls [ = X x P dreht die Argumente der Impulswellenfunktion q)i(p)
genauso wie die Ortsargumente der Ortswellenfunktion (B:39).

(L) (P) = ~ihemaa p¥ 5 i) (3.56)
(U(&, )W) (p) = (exp(—-L- &) (p) = $i(Deo ' (P)) . (357)

3.6 Mehrteilchenzustande

Die Beriicksichtigung mehrerer kontinuierlicher Meiwerte, wie etwa die sechs Ortskoor-
dinaten eines Zweiteilchensystems, und die Beriicksichtigung zusétzlicher diskreter Mef3-
werte, wie zum Beispiel der Spins der beiden Teilchen, ist offensichtlich. Solch ein Zwei-
teilchenzustand W ordnet sechs kontinuierlichen MeBwerten und zwei diskreten Quan-
tenzahlen eine Wahrscheinlichkeitsamplitude zu

und wird durch Wellenfunktionen i; (X, U) angegeben. Dabei ist
w(i, X, d*x, 5,0, Ay, ¥) = by (X, §)Pd*x &y (3.59)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, das erste Teilchen mit Spin 1 bei X im Bereich d3x und
das zweite Teilchen mit Spin j bei § im Bereich d3y zu messen. Aus der Wahrscheinlich-
keitsformel liest man das Skalarprodukt ab

(@) = 3 [xdy ¢35 01y (5,9 (3.60)

4

Es handelt sich um identische Teilchen, wenn fiir alle Zweiteilchenzustéinde die Wahr-
scheinlichkeit, das erste Teilchen bei X mit Spin 1 und das zweite Teilchen bei ¥ mit
Spin j zu messen, mit derjenigen iibereinstimmt, das erste Teilchen bei § mit Spin j
und das zweite Teilchen bei X mit Spin 1 zu messen, wenn also fiir alle Zustinde der
zweil identischen Teilchen die Wellenfunktion ;i (¥, X) mit {;(X,y) bis auf eine Pha-
se iibereinstimmt. Ist diese Phase 1, heiflen die Teilchen Bosonen, ist sie —1 heiflen
sie Fermionen. Genauer gesagt sind bei n-Teilchenzustdnden identischer Bosonen die

Wellenfunktionen invariant unter jeder Permutation 7t: (1,...,n) — (7t(1),...,7t(n)).
(Ur)Boson)iI _____ in (X1 y o »Xn) = (Ur)Boson)inm ..... L(m) (Xnﬂ)» s ,Xn(n)) (361>
Unter ungeraden Permutationen 7t, sign(7t) = —1, gehen n-Teilchen-Wellenfunktionen

identischer Fermionen in ihr Negatives iiber.

(ll)Fermion)i] (X1 yoooe e )Xn) - Slgn(ﬂ) (1~l)1-_<“31“mi01’1)1'L7T (XﬂU Yy oo XT[(TL)) (362)
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Als Konsequenz unterliegen Fermionen dem Pauli-Verbot, dal Mehrfermionenzustédnde
nicht ein Produkt gleicher Einteilchenzustédnde enthalten kénnen oder, umgangssprach-
lich, daf} nicht zwei Fermionen in demselben Zustand sein konnen. Es kann aber zum Bei-
spiel die Grundzustandswellenfunktion der zwei Elektronen im Heliumatom ein Produkt
derselben Ortswellenfunktion x sein, weil sie in der Spinquantenzahl antisymmetrisch ist

Py (X, ¥) = eyx(X)x(U), &5 =—¢€51, e1p =1, 1,je{l,l}. (3.63)

Slater-Determinanten sind total antisymmetrische n-Teilchenzusténde. Sie entstehen aus
einem Produkt (BJI) von orthonormierten Einteilchenzusténden x;, das antisymmetri-
siert wird.

1 )
Y, = N ; Sign(70)X (1) @ Xr(2) @+ * & Xre(n)

1
= ﬁehiz...in){i] X Xi, @ O Xy (3.64)

Das Pauli-Verbot und die Tatsache, daf3 Elektronen Spin 1/2 haben, machen die Grund-
ziige des Periodensystem der Elemente verstdndlich, wenn man das Wasserstoffatom
verstanden hat, und sind grundlegend fiir die Chemie. Ebenso wird die Festkérperphy-
sik vom Pauli-Verbot beherrscht zum Beispiel mit der Folge, dafl im Grundzustand
Elektronen alle Einteilchenzustdnde bis zur Fermikante besetzen.

Fermionen haben halbzahligen Spin, Bosonen haben ganzzahligen Spin. Dies ist zu-
néchst ein experimenteller Befund. Als Spin-Statistik-Theorem folgt dieser Sachverhalt
aus den Grundannahmen relativistischer Quantenmechanik.

Bei Zusténden identischer Teilchen existieren keine Operatoren, die individuelle Quan-
tenzahlen, etwa den Impuls p; des ersten Teilchens messen. Denn die Eigenzustédnde A
der Mefloperatoren unterliegen ebenfalls der Bose- oder Fermisymmetrie und die Opera-
toren bewahren die Bose- oder Fermisymmetrie der Zustdnde. Die individuellen Quan-
tenzahlen p; und p, kann man nur bis auf Teilchenpermutation aus den Eigenwerten
der symmetrischen Operatoren Py + P, und P;2 + P,? rekonstruieren.






4 Zeitentwicklung,
Grundzustandsenergie

4.1 Schrodingergleichung

Wir kénnen in Abbildung (1) den Abstand zwischen Quelle und Apparat und damit die
Flugzeit variieren und fragen, wie die Verteilung der Meflergebnisse von der Zeit abhéngt.
Diskutieren wir dies zunéchst fiir reine Zustdnde. Am Eingang des MeBapparates liegt ein
Zustand Y(t) vor, der von der Flugdauer t abhingt. Die Zeitentwicklung bildet Strahlen
im Hilbertraum W(0) auf Strahlen W(t) ab. Verwenden wir normierte Vektoren, um die
Strahlen zu représentieren, so muf fiir alle Zeiten

(Y)W(t) =1 (4.1)

gelten und eine Phasendnderung von W(0) darf hochstens zu einer Phasendnderung von
Y(t) fithren. Mit dieser Einschriankung bildet die Zeitentwicklung die Einheitskugel im
Hilbertraum auf sich ab. Differenzieren wir nach der Zeit, so erhalten wir

(0 (H)W(t)) + (W(t)o¥(t) = 0. (4.2)

Die Zeitentwicklungsgleichung sollte eine Differentialgleichung erster Ordnung sein, sonst
wiirde nicht ¥ das System vollsténdig charakterisieren und zusétzliche, nicht in ¥ enthal-
tene Daten wie 0¥ kénnten prapariert werden und wiirden im Laufe der Zeitentwicklung
mef3bar.

Der eigentliche Inhalt des Superpositionsprinzip der Quantenmechanik ist die Annah-
me, daf} die Zeitentwicklung linear in W ist. Mit dieser Annahme postuliert man die
Schrodingergleichung.

ihd¥ =HY H=H' (4.3)

Denn wenn 0¥ = OV fiir irgendeinen linearen Operator O gilt, so ist er nach (E2)
antihermitesch. Die Schrédingergleichung driickt diesen Sachverhalt nach Abspalten von
i und einem mafisystemabhéngigen Faktor h, dem Wirkungsquantum, aus. Der Hamil-
tonoperator H erzeugt die Zeitentwicklung. Er hat die Dimension einer Energie.

Es ist mit den Grundstrukturen der Quantenmechanik durchaus vertraglich, dafl bei
physikalischen Systemen der Zustand zur Zeit t nichtlinear vom Anfangszustand ¥(0)
abhiangt und durch eine einparametrige Schar invertierbarer Abbildungen @y : W(0) —
W(t) gegeben ist, die Strahlen des Hilbertraumes auf Strahlen abbildet

DA Vis f A Y)- D (W), (W£0, A#£0), (4.4)



40 4 Zeitentwicklung, Grundzustandsenergie

wobei der komplexe Faktor fi(A,¥) € C fiir nichtverschwindendes A nicht Null wird.
Die zugehorigen, allgemeineren Zeitentwicklungsgleichungen solcher nichtlinearer Quan-
tenmechanik heiflen ,nichtlineare Schrodingergleichung®. Beispielsweise wird die Zeit-
entwicklung eines geladenen Teilchens, das in leitenden Fldchen Spiegelladungen influ-
enziert, zutreffend von einer nichtlinearen Schrédingergleichung beschrieben, wenn man
die Spiegelladung durch die Wellenfunktion des Teilchens ausdriickt.

Allerdings verletzt nichtlineare Zeitentwicklung den zweiten Hauptsatz der Thermody-
namik, dafl die Entropie eines abgeschlossenen Systems im Laufe der Zeit nicht abnimmt
(Seite @4)). Nichtlineare Schrodingergleichungen beschreiben daher nur Systeme, die nicht
abgeschlossen sind. Wir beschranken unsere Darstellung auf lineare Quantenmechanik,
deren Zeitentwicklung durch einen hermiteschen Hamiltonoperator gegeben ist.

In einem Gemisch p = } ; p;[¥;)(¥;| dndern sich als Funktion der Zeit die Zustéinde
Y;. Die Wahrscheinlichkeiten pj sind die Produktionswahrscheinlichkeiten, mit der diese
Zustdnde im Gemisch vorliegen. Sie &ndern sich nicht durch Schrédingersche Zeitent-
wicklung.

p(t) = ) psl¥; (1) (¥ (1) (4.5)

Differenziert man nach der Zeit, und beachtet man, dal Bra-Vektoren antilinear sind
(CT3) und demnach
—iho (Y(t)| = (tho WY(t)| = (HY(t)] (4.6)

erfiillen, so erhélt man aus der Schrodingergleichung (E3)) fiir die Zeitentwicklung der
Dichtematrix die von-Neumann-Gleichung

ihdo¢p =Hp —pH =[H, p] . (4.7)

Es gehort zu den Besonderheiten der Quantenmechanik, dafl die Zeit nicht an den
physikalischen Systemen der Abbildung ([LTl) gemessen wird, sondern daf die Zeit eben-
so wie der MeBapparat zur Aulenwelt gehort. Durch Messen eines Zustandes kann man
nicht sagen, wie spat es ist, auch wenn man durch Verfolgen der Entwicklung und Ver-
gleich mit Uhren durchaus sagen kann, wieviel Zeit zwischen zwei Ereignissen vergangen
ist.

Es gibt in der Quantenmechanik keinen Operator, der die Zeit mifit. Das hat die
erfreuliche Konsequenz, daf§ es keine Eigenzustdnde zu einem Zeitoperator gibt. Diese
Zusténde wéren zu einer Zeit und zu keiner anderen, fiir sie wiirde die Zeit nicht laufen.

Aus der allgemeinen Unschérferelation (22I9) und der Schrédingergleichung folgt eine
Zeit-Energie-Unschérferelation, wenn man als Zeitunschérfe At diejenige Zeit definiert,
die in einem Zustand vergeht, bis sich der Erwartungswert (A) um die Unschérfe von A
gedndert hat.

AA
At = — (4.8)
|5 (A)
Es gilt ndmlich wegen (2T9) und (E3])
1 h d
AAAH > =[([A,H])] = 15 (A 4.
A = D20 (4.9)
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und mit unserer Definition von At, unabhéngig davon, mit welchem Apparat A man die
Zeit mift,

h
ATAE > . (4.10)

Die Variable t in zeitabhingigen Ortswellenfunktionen ist auch in relativistischer
Quantenmechanik grundverschieden von den Ortsvariablen x. Mehrteilchenzustande ha-
ben Wellenfunktionen mit mehreren Ortsvariablen aber mit nur einer Zeit. Uber t wird
im Skalarprodukt nicht integriert, die Wahrscheinlichkeit w(A, W(t)) ist nicht eine Wahr-
scheinlichkeit, einen Meflwert t im Zeitintervall dt zu finden. Vielmehr parametrisiert t
die Zustande W(t) zwischen Austritt aus der Quelle bis zum Erreichen des MeBapparates.
Wo genau die Quelle authort und der Meapparat anfiangt, ist dabei unerheblich. Der
Aufbau in Bild ([T]) verdndert sich nicht wesentlich, wenn wir einen Teil der Laufstrecke
zur Quelle und einen anderen Teil zum Apparat zéhlen. Die Zeit zwischen Préparation
des Zustands und Messung ist positiv.

Ist der Hamiltonoperator zeitunabhéngig und ist zu Beginn der Zustand ¥(t = 0)
Eigenzustand zu H, so sind die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Mewerte zeitunabhéngig,
denn aus

oW = HY = EY (4.11)

folgt W(t) = e nE'W(0) und der zu ¥(t) gehorige Strahl im Hilbertraum #ndert sich
nicht. Energieeigenzusténde heiflen daher auch stationére Zustéande.
Vertauscht der zeitunabhéngige Hamiltonoperator mit einem hermiteschen Opera-
tor A,
H,A] =0, (4.12)

so dndert sich die Wahrscheinlichkeit w(i, A, W(t)) (LT) fiir den i-ten MeBwert a; nicht
mit der Zeit. Denn der zum Mefwert gehorige, normierte Eigenzustand A; kann zeitu-
nabhéngig und als Eigenzustand zu H gewihlt werden (Z24]), HA; = E;A;. Die Wahr-
scheinlichkeitsamplitude (A;[¥(t)) &dndert sich daher nur um eine Phase

iho (A[W(1)) = (AHY (1)) = (HAY(t)) = B (AW (1)) ,

_1lE. (413)
(AW(L) = e B A(0) |

Ist insbesondere W(0) Eigenzustand zu A zum MeBwert a, so bleibt er Eigenzustand
und die Quantenzahl a ist eine Erhaltungsgréfie. Hierauf beruht die iiberragende Bedeu-
tung von Energie-, Impuls- und Drehimpulsoperatoren, denn auflerhalb von Wechselwir-
kungszonen, das heifft vor und nach Streuung, sind Energie, Impuls und Drehimpuls der
StoBpartner erhalten.

Wenn der Hamiltonoperator zeitunabhingig ist und wenn man sein Spektrum
{E1,E2,...,Eq, ...} und seine Eigenzustinde Aj,A;,...A4, ... kennt, so ist das Pro-
blem, die Zeitentwicklung eines allgemeinen Zustands zu bestimmen, dazu vereinfacht,
die Komponenten des Anfangszustands in der normierten Eigenbasis des Hamiltonope-
rators zu bestimmen und den Zustand zur spéateren Zeit mit diesen Komponenten zu-
sammenzusetzen '

W) =) e "E AR, by = (AW(0)) . (4.14)

i
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Zu gegebenem Hamiltonoperator gehort daher die Standardaufgabe, das Spektrum und
die Eigenzustande zu bestimmen.
Die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators

(H=E)A: =0 (4.15)

heif3t zeitunabhéngige Schrédingergleichung. Trotz weitverbreiteter, anderer Meinung er-
laubt sie nicht, auszurechnen, in welchem Zustand sich das quantenmechanisches System
befindet, denn quantenmechanische Systeme miissen sich nicht in Energieeigenzusténden
befinden. Zum Beispiel sind instabile Teilchen oder Wellenpakete freier Teilchen keine
Energieeigenzustande. Allerdings trennen sich, wenn man geniigend wartet, verschiede-
ne, durch eine endliche Energiedifferenz getrennte Energieanteile, wenn sie verschieden
schnell sind. Auf diese Art préiparieren sich hiufig Energieeigenzustinde von selbst.

Handelt es sich bei dem Zustand um ein Teilchen ohne Spin, das sich in einer Dimen-
sion bewegt, so kann der allgemeinste Zustand als Linearkombination von Ortseigenzu-
stdnden Ay mit der Wellenfunktion {(x) als Entwicklungskoeffizient (BA0) geschrieben
werden

Y= de/\xll)(x) . (4.16)

Dgzr Hamiltonoperator fiir die Bewegung im Potential besteht aus kinetischer Energie
zP_m und potentieller Energie V(X). Auf die Ortswellenfunktion wirkt der Impulsoperator

als Ableitung (PY¥)(x) = —i’h%&x) (B26)) und das Potential multipliziert die Ortswellen-

funktion (V¥)(x) = V(x)(x) [BS). Also lautet die Eigenwertgleichung (H — E)¥ = 0
auf Ortswellenfunktionen

h? d2
2mdx?

( +V(x) —E)p(x) =0. (4.17)
Die Losungen miissen normierbar sein, wenn ihnen Vektoren im Hilbertraum der quadra-
tintegrablen Wellenfunktionen entsprechen sollen. Zusétzlich sind aber auch alle Losun-
gen interessant, die fiir x — £oo nicht anwachsen. Denn aus solchen verallgemeinerten
Losungen lassen sich normierte Wellenpakete W zusammensetzen, die der Eigenwertglei-
chung mit jeder vorgegebenen Genauigkeit ¢ > 0 nahe kommen, ||(H — E)¥||? < ¢|[¥||%.
Zum Beispiel sind fiir verschwindendes Potential die verallgemeinerten Impulseigenzu-

stiande P, (x) = \/ﬁe%px verallgemeinerte Energieeigenzustdnde mit B = %. Sie
gehoren zum kontinuierlichen Spektrum der kinetischen Energie, das aus den reellen,
nichtnegativen Zahlen E > 0 besteht.

Um die mathematischen Schwierigkeiten klein zu halten, untersucht man vorzugsweise

die Eigenwertgleichung (EEI7) fiir vereinfachte Potentiale, wie den Topf oder die Schwelle.

4.2 Schrodingerbild, Heisenbergbild

Es a8t sich in der Quantenmechanik nicht entscheiden, ob die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von Mef3werten sich dndert, weil sich der Zustand ¥ bei unveréndertem Meflapparat
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im Laufe der Zeit dndert, oder weil sich die Melapparate dndern und die Zustande un-
verdndert bleiben.

Im Schrodingerbild, das wir bisher verwendet haben, ordnet man die Zeitentwicklung
den Zustdnden zu und verwendet zeitlich unverénderte Mefloperatoren.

Sei als Funktion der Zeit t eine Schar U(t) von unitiren Operatoren

uf(t)=u-"'(t) (4.18)

gegeben. Verwendet man statt der zu vermessenden Zustande W(t) und der Eigenzustéan-
de A; der Melapparate A die Zustidnde und Operatoren

V() = U)W(t), ALt)=U[)A;, A'(t)=URAU(t), (4.19)

so erhélt man zu allen Zeiten und fiir alle Meflapparate und alle physikalischen Zusténde
unverdanderte Wahrscheinlichkeitsamplituden und unverénderte Eigenwerte der zu den
MeBapparaten gehorenden Operatoren

(ALDY(1) = (UOAIUBY() = (AU URY(L) = (Af¥(t)

AAL = aiAL < URAUTT (1) U(H)AL = aiU(t)A; .
Durch Differenzieren 9 (U(t)U~"(t)) = 0 mit der Produktregel lernt man

.U =—u'peuwu. (4.20)
Daher und wegen Uf = U~" ist U~"(t)d,U(t) antihermitesch
(ufo, ) = (o, u="Hu = —u-"o,U. (4.21)
Mit der Bezeichnung
U~ (t)ihd U(t) = —Ho(t) Ho = H] (4.22)
und der Schrodingergleichung fiir W(t) folgt fiir W'(t) die Zeitentwicklung
iho ¥ = H'(t)¥ mit H' = U(H —Ho)U™" . (4.23)
Operatoren, die zu MeBlapparaten gehoren, erfiillen die Gleichung
ihd,A’(t) = —[H, A’(t)] mit H = UH,Uu" . (4.24)

Wiéhlt man insbesondere Hp = H, bestimmt also U(t) als Lésung von ihdU = —HU
mit U(0) = 1, so ist ¥ zeitunabhingig und H = H. Die gestrichenen Groflen heifien
Zustande und MeBoperatoren im Heisenbergbild und erfiillen die Gleichungen
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Fiir t = 0 stimmen Zusténde und Mefloperatoren im Heisenbergbild und im Schrodin-
gerbild iberein.

Fiir Zusténde, die in eine Wechselwirkungszone ein- und auslaufen, sollte fiir friihe
und spéte Zeiten die Wechselwirkung H;,; verschwinden. Im Wechselwirkungsbild wahlt
man Hg so, dal Hy = U(H — Ho)U™'. Man arbeitet also mit Zusténden, die fiir frithe
und spéte Zeiten zeitunabhéngig werden, so dafl der Grenzwert lim_, 4, Ww(t) existiert.
Dies ist fiir die Diskussion von Streuexperimenten giinstig.

Wenngleich alle Bilder mathematisch dquivalent sind, so sind sie doch unterschiedlich
intuitiv. Zum Beispiel zerlduft ein freies Wellenpaket. Im Schrodinger-Bild ist das ver-
standlich, weil das Wellenpaket Anteile mit unterschiedlichem Impuls und, bei massiven
Teilchen, mit unterschiedlicher Geschwindigkeit hat. Das Zerflielen eines Wellenpakets
ist so intuitiv erfaBlbar, wie ein Hundertmeter-Rennen, bei dem am Ziel die Teilnehmer
nacheinander einlaufen. Im dquivalenten Heisenberg-Bild &ndert sich nicht der Zustand
sondern der Meapparat, als wiirden nicht die Laufer sondern die Zielrichter auseinander
streben.

4.3 Grundzustandsenergie

Energien, die Eigenwerte des Hamiltonoperators, der die Zeitentwicklung erzeugt, sind
streng genommen nicht meBibar, sondern nur Differenzen der Energien. Insbesondere ist
die Grundzustandsenergie von physikalischen Systemen nicht aus der Zeitentwicklung
rekonstruierbar.

Gilt ndmlich die Schrodingergleichung ([E3) fir alle Zustiande W(t), so lassen sich
diese Zustinde nicht von W/(t) = e **/"M (1) fiir reelles « unterscheiden, denn ¥ und
W ergeben zu allen Zeiten fiir alle Meflapparate dieselbe Verteilung von Mewerten. Es
erfiillt aber W’'(t) die Schrédingergleichung mit H” = H — . Also kann nicht zwischen H
und H— o unterschieden werden. Diskussionen iiber die Gréfle der Grundzustandsenergie
ahneln daher mittelalterlichen Erérterungen der Frage, wieviel Engel auf eine Nadelspitze
passen: immerhin wissen wir, daf§ wir dies durch keine Messung kldaren koénnen.

Im Heisenberghild ist es noch einfacher einzusehen, daf sich die Zeitentwicklung der
MeBapparate nicht dndert, wenn zum Hamiltonoperator eine Zahl « hinzugefiigt wird,
denn « vertauscht mit jedem Operator.

Zwar nicht aus der Zeitentwicklung, wohl aber aus anderen Griinden, kann durchaus
die Energie absolut festgelegt werden. Energiedichte, genauer der Energie-Impulstensor,
fithrt in der Allgemeinen Relativitatstheorie zu Kriimmung der Raumzeit. Aus den kos-
mologischen Befunden erschlieit man, dafl die Energiedichte, die im Vakuum ohne Teil-
chen vorliegt, grofler ist als die Energiedichte, die zur Materie des Universums gehort.
Allerdings existiert keine erfolgreiche Theorie, die Quantenmechanik und Allgemeine
Relativitéatstheorie vereint.

Einem freien, nichtrelativistischen Teilchen mit Impuls p schreibt man die Energie
E=72/(2m) > 0 zu und hat dabei iiber die Grundzustandsenergie so verfiigt, dafl die
Ruhenergie verschwindet.

Das Wasserstoffatom hat ein kontinuierliches, positives Spektrum der Schwerpunkts-
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bewegung. In Bindungszustdnden hat die Relativbewegung von Proton und Elektron ein
diskretes Spektrum von Energiewerten mit Energien B, | 1, = —% und Eigenzustanden

An 1 m. Hierbei ist Ry = % die Rydbergkonstante, die Hauptquantenzahl n =1,2,...
durchlauft die natiirlichen Zahlen, fiir gegebenes n gibt es je ein Drehimpulsmultiplett
mit L =0,1,...,n— 1 und jedes Drehimpulsmultiplett wird von 21 + 1 Zustéinden mit
m=—1,—1+41,...,1 aufgespannt. Beriicksichtigt man genauer, daf§ das Elektron Spin
1/2 hat, so verdoppelt sich die Zahl der Zustdnde, bezieht man auch den Spin 1/2 des
Protons ein, so verdoppeln sich diese Zustdnde nochmal.

Der Spin des Elektrons ist entscheidend fiir das Periodensystem der Elemente. Der
gleich grofle Spin des Protons bewirkt die Hyperfeinstruktur der Energien und wird in
manchen Lehrbiichern nicht einmal erwahnt.

Uber den diskreten Energien der Bindungszustéinde schlieBt sich das Kontinuum der
positiven Energien der Relativbewegung des ionisierten Elektron-Proton-Paares an. Es
ist natiirlich, der Ionisationskante die Energie der Schwerpunktsbewegung von Elektron
und Proton zuzuschreiben.

In relativistischen Theorien im nichtgekriimmten Raum liegt die Grundzustandsener-
gie fest. Der Hamiltonoperator H = cP? ist hier eine Komponente des Viererimpulses

P™ ' m = 0,1, 2,3, der mit den Operatoren M™" = —M"™_ die Lorentztransformatio-
nen erzeugen, folgende Kommutatorrelationen erfiillt
[M™" P = —i(n™P* —n™P™) m,n,1€{0,1,2,3}. (4.26)

Diese Relationen erlauben nicht, zu P™ Zahlen hinzuzufiigen. In relativistischen Theorien
mufl das Vakuum, der Zustand niedrigster Energie, wenn er existiert, die Energie Null
haben. Ebenso muf} fiir freie Teilchen mit Impuls P und Masse m die Energie E =
\/m2c* 4+ p2¢? sein.

Es gibt eine durch die ganze Literatur durchgingige Wahl, dem harmonischen Os-
zillator die Grundzustandsenergie hw/2 zuzuordnen. Das wufite Planck bei der Ab-
leitung seiner Strahlungsformel, mit der im Jahr 1900 die Quantenmechanik begann,
schon besser: er ordnete Zustédnden mit n Photonen die Energie nhw zu und nicht den
Wert(n 4+ 1/2)hw, der mit relativistisch kovarianter Beschreibung der Photonen unver-
traglich ist.

Wir haben schon gesehen, dafl die Grundzustandsenergie unmefibar ist, man sollte
daher iiber sie so verfiigen, dafl Berechnungen einfach und insbesondere dafl sie endlich
sind. Energien frei zusammengesetzter Systeme sollten additiv sein. Es gibt in jedem
Hohlraum unendlich viele Frequenzen w; fiir Photonen. Ordnet man jeder Frequenz
einen Beitrag hw;/2 zur Grundzustandsenergie zu, so hat schon der Grundzustand ohne
Photonen unendlich viel Energie ) ; hw;/2 = co.

Das Miflverstédndnis, die Grundzustandsenergie liege fest, beginnt in der klassischen
Physik. Die Wahl der Hamiltonfunktion

p? |1 2.2
H=—+= 4.2
2 + 5 Mwx (4.27)

verfiigt iiber die klassisch nicht mefibare Grundzustandsenergie so, dal der Zustand
niedrigster Energie, der Punkt (x = 0,p = 0) im Phasenraum, die Energie 0 hat. Diese
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Wahl macht den algebraischen Ausdruck fiir die potentielle Energie V(x) einfach, man
hiitte aber genauso gut V(x) = 1/2 mw?x? — hw/2 wihlen kénnen.

4.4 Kanonische Quantisierung, Normalordnung

Das Mifiverstdndnis, Grundzustandsenergie liege fest, setzt sich fort bei kanonischer
Quantisierung. Kanonische Quantisierung besteht darin, im algebraischen Ausdruck fiir
die Hamiltonfunktion H(p, x) die Symbole p und x als hermitesche Operatoren P und X
zu lesen, die die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen (B28) erfiillen. So erhélt man
zum Beispiel aus der Hamiltonfunktion des eindimensionalen, harmonischen Oszillators
den Hamiltonoperator
2

HOsziHator — %1 + %meXZ . (428>
Er hat Eigenwerte (n 4 1/2)hw.

So einfach kanonische Quantisierung ist, sie ist nicht einmal definiert: sie ist keine Ab-
bildung von Phasenraumfunktionen H(p,x) auf Operatoren. Das Ergebnis kanonischer
Quantisierung hangt nicht nur von der Phasenraumfunktion H(p, x) ab, sondern von der
Schreibweise der Funktion.

Mit xo = \/% und mit komplexen Phasenraumkoordinaten
X 1

T x —L(———x )

1
a=—7(—+c-%p), a
X0

2 h

kénnen wir die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators als Betragsquadrat
schreiben.

f (4.29)

H=hwa'a (4.30)

Quantisieren wir die Hamiltonfunktion in dieser Schreibweise, werden a und af
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren (233)) und der zu ([30) gehorige Hamilton-
operator hat Eigenwerte nhw (Kapitel 2ZH).

Schreiben wir die Hamiltonfunktion als H = hw((1 — A)afa + Aaa’) mit beliebigem
A € R, so erhalten wir bei kanonischer Quantisierung jede Grundzustandsenergie Ahw,
die wir wollen.

Unabhéangig vom Wert der Grundzustandsenergie erfiillt der Grundzustand die Glei-
chung a¥, = 0, die fiir die Ortswellenfunktion

(X 4 x0d)Wo(x) =0 (4.31)
X0

besagt. Die Grundzustandswellenfunktion des harmonischen Oszillators ist eine Gauf3-
funktion

bo(x) = (mixg Py e 2% (4.32)
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Das Ergebnis kanonischer Quantisierung und insbesondere die Grundzustandsenergie
héngt von der Schreibweise der klassischen Hamiltonfunktion ab. Kanonische Quanti-
sierung ist also keine Abbildung von Phasenraumfunktionen auf zugehoérige Operatoren.

Es gibt allerdings eine andere, sehr einfache Quantisierung, die analytischen Phasen-
raumfunktionen H Operatoren zuordnet: die Normalordnung : H: . Die Normalordnung
ist linear

ZC1H1+CzH22:C1ZH1Z+022H22, 1:=1 (433)

und ist fiir Monome in a, a’ rekursiv erklirt
caH: =:Ha:=:H:a, :a'H:=:Ha':= a':H: . (4.34)

Das Argument der Normalordnung besteht aus kommutierenden Phasenraumvaria-
blen, das Ergebnis der Normalordnung von Monomen ist ein Produkt von Erzeugungs-
operatoren a’ und Vernichtungsoperatoren a, wobei die Erzeuger links und die Vernich-
ter rechts stehen. Die Definition der Normalordnung erweitert man leicht auf mehrere,
verschiedene Erzeuger ai und Vernichter aj, solange die Reihenfolge der Erzeuger und
die Reihenfolge der Vernichter irrelevant ist

lai, a1 =0, [al,all=0, [a;afl=0);. (4.35)

Das Argument der Normalordnung besteht aus kommutierenden Gréflen, denn wenn
das Argument ein Produkt von Hy, H, und Hj ist, so gilt

ZH] HzHgI = IHzH] H3 = IH2H3H1 . (436)

Dann kann fiir das Argument der Normalordnung keine Operatoridentitéit wie XP—PX =
ih (B28) gelten, denn die Normalordnung von XP — PX verschwindet.

Normalordnung ist linear, aber die Normalordnung eines Produkts von Faktoren ist
nicht das Produkt der normalgeordneten Faktoren.

‘HyH;: # :Hy::Hy: (4.37)

Dies ist erwiinscht. Ansonsten wiirden wegen (L36) alle normalgeordneten Operatoren
kommutieren im Gegensatz zur Heisenbergschen Vertauschungsrelation (B28).

Normalordnung von (BEZ0) fithrt zu verschwindender Grundzustandsenergie. Aber
Normalordnung ist eine willkiirliche Vorschrift zur Quantisierung. Leider hingt sie von
den verwendeten Phasenraumkoordinaten ab. Nicht quantisierte physikalische Systeme
lassen sich durch kanonische Transformationen in andere, dquivalente Form bringen. Die
Quantisierung der verschiedenen, klassisch dquivalenten Formen fithrt aber zu quanten-
mechanischen Modellen, die nicht dquivalent sind.

Die Enttauschung dariiber, dafl es keine willkiirfreie Quantisierung gibt, hélt sich bei
mir in Grenzen. Es muf} keinen Zusammenhang von klassischen Systemen und quanti-
sierten Systemen geben. Das hiefle doch, dal man einem klassischen System, also dem
quantisierten System nach Vernachlédssigung der Quanteneigenschaften, das zugrunde
liegende Quantensystem ansehen kann.
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Kanonische Quantisierung leitet die Intuition, welche Quantentheorien man untersu-
chen solle. Ob aber ein wie auch immer konstruiertes quantenmechanisches Modell richtig
ist, entscheidet sich daran und nur daran, ob die Konsequenzen des quantenmechanischen
Modells mit den Beobachtungen iibereinstimmen.

4.5 Zeitentwicklung im Zweizustandssystem

Die Zeitentwicklung im Zweizustandssystem ist einfach genug, um bei zeitunabhéngigem
Hamiltonoperator eine Ubersicht iiber die Zeitabhéingigkeit der Wahrscheinlichkeit fiir
MeBwerte an allen physikalischen Zustdnden und fiir alle Meapparate zu geben.

Wir verwenden zur Diskussion die Eigenbasis des Hamiltonoperators. Dann ist er
diagonal und hat in jedem Fall die Form

C(E 0
H_<O Ez) E,E2eR. (4.38)

Wir wahlen die Eigenzustidnde A, 1 = 1,2, von H zeitunabhéngig, dann erfiillen die
Komponenten ;i (t) = (Ai[¥(t)),1 = 1,2, die folgende, entkoppelte Schrédingerglei-
chung
ihooi(t) = Epdi(t), i=1,2, (4.39)

mit der Losung ' '

Yy (t) =P (0)e *E ahy(t) =ho(0)e nE2t (4.40)
Die Wahrscheinlichkeit, dafl der erste Mefwert irgend eines Melapparates angezeigt wird,
wenn zur Zeit t gemessen wird, betragt

wit) = 9701 (t) + dswa(t) . (4.41)

Hierbei sind ¢7, ¢, die Komponenten des ersten Eigenvektors des Meflapparates. Ein-
faches Rechnen zeigt, dal w(t) die Form

w(t)=a+bcos(wt+a), a=2b=>0, w,aeR (4.42)
hat mit a = [$p5U1(0)[* + [dp3W2(0)[%, be'™ = 21311 (0)*P2(0) und
B —E
= . 4.4
- (4.43)

Die Wahrscheinlichkeit, dafl der erste MeBwert angezeigt wird, oszilliert mit der Rabi-
Frequenz w/2m. Die Frequenz ist durch die Energiedifferenz gegeben. Absolute Energie-
werte treten in der Zeitentwicklung mefibarer Grofien nicht auf.

Die Amplitude b der Rabi-Oszillation verschwindet, wenn W(0) oder der Eigenzustand
@ des MeBapparates Energieeigenzustand ist.

Rabi-Oszillationen treten in physikalisch unterschiedlichen Situationen auf, wenn fiir
die Zeitentwicklung und die Messung nur zwei Zustédnde relevant sind. In der Teilchen-
physik heifit das entsprechende Phénomen Teilchenoszillation. Es wird an neutralen K-
Mesonen und an Neutrinos beobachtet. In der Quantenoptik ist das Phédnomen einge-
deutscht und heifit ,quantum beat*.
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Wird nicht ein reiner Zustand sondern ein Gemisch p mit Eigenwerten p; und Eigen-
zustanden Y Vermessenﬂ behilt die Rabi-Frequenz ihren Wert. Die Parameter a, b und
a sind a = praj + p2az und be'®* = p1bie!® 4 p,bre'*2, wobei a;, by und o zu ¥ = V4
gehoren. Berticksichtigt man, dafl (Y1[Y,) = 0 ist, so sieht man, dafl die Amplitude b
der Rabi-Ostzillation proportional zur Differenz der Eigenwerte (p; — p2) ist. Sie nimmt
also bei abnehmender Polarisation ab.

4.6 Energiebander

Wir untersuchen in eindimensionaler, spinloser Quantenmechanik das Spektrum (EI7)
eines Hamiltonoperators mit periodischem Potential [2, Kapitel XIII.16] mit Periodizi-
tatslange 1

Vix+1) =V(x) Vx. (4.44)

Die Differentialgleichung (EEI7)) mit periodischer Funktion V(x) heifit Hillsche Differenti-
algleichung. Sie kommt in der Mechanik bei Schwingungen mit periodisch zeitabhéngiger
Frequenz zum Beispiel bei der Bahn des Mondes vor.

Weil das Potential periodisch ist, vertauscht der Hamiltonoperator mit der Verschie-
bung U; (B2H) um die Periodizitétslinge

2 2 2 2
(U0 = (o S V) U) 00 = (oS4 V(1)
2 2
= (e SV Dbl — 1) = (W HW) () (4.45)

Der Hamiltonoperator und die unitére Transformation U; kénnen demnach gemeinsam
diagonalisiert werden (ZZ4]). Die Verschiebung ist eine unitére Transformation (B2Z0) mit

komplexen Eigenwerten vom Betrag 1 (2I1). Diese Eigenwerte schreiben wir als e~k
mit reellem k. Dann lautet die Eigenwertgleichung U_ W, = e'*'W,
1l)k(X + U = eiklll)k(X) . (446)

Diese Periodizitdtsbedingung der Wellenfunktion heifit unter Physikern Blochsches Theo-
rem, Mathematiker nennen sie Floquetsches Theorem. Sie ist vertraglich mit der Energie-
eigenwertgleichung und kann zur Vereinfachung der mathematischen Analyse verlangt
werden. Aber sie besagt nicht, dafl jede Ortswellenfunktion im periodischen Potential
bis auf eine Phase periodisch ist. Als Gegenbeispiel denke man an das freie Teilchen mit
verschwindendem Potential. Das Potential V = 0 ist trivialerweise periodisch. Dennoch
sind die Wellenpakete, die freien Teilchen entsprechen, nicht periodisch, sie sind aus
periodischen Funktionen zusammengesetzt.

Die Eigenwertgleichung (EIT) ist eine reelle, lineare, homogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir die Wellenfunktion 1\ (x). Daher hingt die Wellenfunktion und ih-
re Ableitung bei x = 1 linear von den Anfangswerten bei x = 0 ab. Fassen wir die

!Das Zeichen Y ist der grichische Buchstabe Ypsilon.
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Wellenfunktion und ihre Ableitung zu zwei Komponenten eines Vektors u zusammen,

so gilt mit einer Matrix A
u(l) =Au(0). (4.48)

Die lineare Abbildung A der Anfangswerte u(0) auf u(l) heifit Wiederkehrabbildung
oder stroboskopische Abbildung.

Die 2 x 2-Matrix A ist reell, denn zu reellen Anfangswerten u(0) gehort eine reelle
Losung w(x)

A:A*:(g 3) , abc,deR. (4.49)

Die Matrixelemente der Matrix A sind differenzierbare Funktionen der Energie E, denn
die Losung P (x) und ihre Ableitung héngt bei x = 1 differenzierbar von dem Parameter
E der Differentialgleichung ab.

Aus der Eigenwertgleichung ({I7) folgt unmittelbar, dafl der quantenmechanische
Strom, die Wronski-Determinante, x-unabhéngig ist

2im,

o = P* b = 1 b — b = ul () Tu(x) , mit = <_O1 3)) ’

Ox (uf(x)Iu(x)) =0. (4.50)

Insbesondere hat u'(x)Iu(x) fiir x = 0 und fiir x = 1 denselben Wert. Daher gilt fiir alle
Anfangswerte u = u(0)
(Aw)TAu =u'lu Vu (4.51)

und daher
ATIA =1. (4.52)

Diese Matrixrelation ist fiir reelle 2 x 2-Matrizen A genau dann erfiillt, wenn die Deter-
minante den speziellen Wert 1 hat.

ad—bc =1 (4.53)

Die Matrix A ist aus der Gruppe der speziellen linearen Transformationen von zweidi-
mensionalen reellen Vektorraumen.

A € SL(2,R) (4.54)

Die Eigenwerte von A

a+d a+d,2
+ ( > )—1 (4.55)
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sind reell, falls [tr A| = |a + d| > 2 ist. Wegen det A = 1 sind sie zueinander invers und
der Betrag von einem der reellen Eigenwerte ist grofler gleich 1.

[trAl =2 = A4 :A’le (4.56)
Az
Losungen u(x), die zu Eigenwerten mit [A| > 1 gehoren, wachsen fiir x — oo wegen
u(x +nl) = A™u(x) exponentiell an. Die zum anderen Eigenwert A, = A~ gehorige
Losung wichst wegen uy(x — nl) = A, ™uy(x) fiir x — —oo. Aus solchen Losungen
lassen sich keine normierbaren Wellenpakete zusammensetzen.
Falls der Betrag der Spur von A kleiner als 2 ist, sind die Eigenwerte komplex, zuein-
ander konjugiert und wegen det A =1 vom Betrag 1

[trAl <2=A =75, [Aql=1. (4.57)

Die Periodizitétsbedingung (E40) besagt, dafi die Eigenfunktion 1 (x) zu Eigenvekto-
ren der Matrix A mit Eigenwerten e'*! gehort

_ ik (W0
(A ) (MO)) =0. (4.58)

Dies schriankt die Energie E auf Bander ein, fiir die [tr A(E)| < 2 gilt, fiir die also die
Eigenwerte von A auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene liegen.
In der Umgebung der Bandkante, zum Beispiel bei trA = 2, hat A die Form

A= (2 ZEQ)ME (f;‘ E) . (4.59)

Dabei ist 8E die Abweichung der Energie von der Bandkante, die Matrixelemente b und
¢ sind durch det A = 1 eingeschrinkt bc = —(1 —a)?, und «, B, v und & sind die
Ableitungen der Matrixelemente a, b, ¢ und d nach der Energie. Hat |tr A| — 2 einen
Nulldurchgang und ist d%itrA = o+ & # 0, dann variieren die Eigenwerte in einer

Umgebung der Bandkante in niedrigster Ordnung in (6E)% mit

A12 ~ sign(trA) + \/6E(oc + 6)sign(trA) . (4.60)

An der unteren Bandkante ist (« + 8)sign(trA) < 0 und Energien oberhalb der unteren
Bandkante fiithren zu komplexen Eigenwerten e**! ~ 1 4 ikl. Lést man hier nach der
Energie als Funktion von k auf, so erhilt man am unteren Ende der Bandkante in
niedrigster Ordnung

h2K2 h2 d
. mit M= s |~—trA]| . 1.61
om e m 2z g (4.61)

E(k) = E(0) +

Dies ist die Energie-Impulsbeziehung eines Teilchens mit effektiver Masse M.
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Wichst mit der Energie im erlaubten Band der Wert von [k| an, so erreicht er bei

k = £7 die obere Bandkante. Hat dort |tr A|—2 einen Nulldurchgang und ist o+ # 0,
d’E

so verschwindet dort die Ableitung S_E und die Kriimmung ;7

ist negativ

dE 02 a
T =0, —5 = 20| —trA|7" . 4.62
dk, . a2, . A (4.62)

Innerhalb jedes Bandes ist k(E) eine monotone Funktion. Dies sieht man, wenn man
die Eigenfunktion von (ETT) und (EZH) als Produkt von e** und einer periodischer
Funktion uy(x 4+ 1) = wi(x) schreibt.

Py (x) = \/;e““uk(X) (4.63)

h2k? —h? d? hk d
H(k) = —— + —(—1th— \Y4 . 4.64
m)uk’ (k) 2mdx2+m( 1dx)+ () (4.64)

Der Hamiltonoperator H(k) wirkt als hermitescher Operator auf l-periodische Funktio-
nen u und v, deren Skalarprodukt durch

(uv) = J;dx u*(x)v(x) (4.65)

definiert ist; dies sind Ortswellenfunktionen auf einem Kreis mit Umfang L.
Innerhalb eines Bandes ist k(E) eine differenzierbare Funktion, denn k ist eine diffe-

renzierbare Funktion (E5H) der Matrixelemente von A die wiederum differenzierbar von
h2k?
2m

E abhéngen. Differenzieren wir den Eigenwert E — von H(k) nach E, so erhalten wir

wegen (Z79) fiir normierte uy und mit

d
Puy(x) = —ih&uk(x) (4.66)
h2k dk dH(k) . dk h dk
| S lPug) =S 4.
m e~ T g = (wdPi e (4.67)
Diese Gleichung schliefit Nullstellen von S—E aus, denn das Matrixelement (u,|Puy) ist

endlich. Es ist uy(x) differenzierbar, wenn das Potential V nichtsingulér ist, und das

Skalarprodukt ist ein Integral iiber ein endliches Intervall, also ist das Matrixelement

endlich. Daher ist k(E) innerhalb eines Bandes invertierbar und die Energie ist eine

strikt monotone Funktion von k zwischen k = 0 und k = 7.
Die Gruppengeschwindigkeit von Wellenpaketen

dw 19E 1

vGruppe = ﬁ = T_Lﬁ = a(hk‘}‘ <Uk’PUk>) (468)
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setzt sich zusammen aus dem Impuls, der vom Faktor e'** getragen wird und dem Impul-
serwartungswert innerhalb des Periodizitatsintervalls. Fiir Werte in der Néhe der unteren

Bandkante ist er proportional zu k

m
(urlPui) = hk(7 —1) + O(k?), (4.69)
an der oberen Bandkante kompensiert er den Impuls von e'**
U
<u%!Pu%> = —<LL,7TT|PU,,%> = _hT . (4.70)

Die Funktionen uy sind periodisch und lassen sich deshalb als Fourierreihe darstellen.

U(x) = Y e (4.71)

Die zugehorigen Eigenfunktionen 1y (x) = \/ﬁeikxuk(x) mit —F < k < T sind daher

beziiglich k kontinuumsnormiert, wenn die Wellenfunktionen wuy im Periodizitétsintervall
normiert sind.

<‘l’k|‘1/k/) — % de (eikx Z CneinZT“X)*(eik/X Z C;neiszﬂX)
n m

27
=1 ! 85K —k —n)—
;Cncm( + (m n)l)

= (1) cher)d(k — k) = (uhu)d(k' — k) . (4.72)

Gehoren die Wellenfunktionen zum selben Band, so stimmen uy und uj iiberein und
mit (uglug) =1 folgt
(Wi Wy) =8(K' — k) . (4.73)

Gehoren die Wellenfunktionen zu verschiedenen Béndern, so sind sie orthogonal, weil
bei verschiedenen Béndern und gleichem k die Eigenzustande uy und uj zu (EG4) mit
verschiedenen Eigenwerten E — hzz—nk: orthogonal zueinander sind.

Hat an der Bandkante | tr A|—2 einen Nulldurchgang, so gibt es zwischen den Béndern
Liicken. Diese Liicke verschwindet, wenn |tr A| = 2 ein lokales Maximum ist.

Zu jedem Energiewert im Band gehoéren zwei Eigenwerte e'*! und e **'. Die Dispersi-
onsrelation E(k) = E(—k) ist also eine gerade Funktion.

Betrachtet man einen festen Eigenwert e'*' # £1 der Verschiebung (46, so gehoren
dazu abzahlbar viele Energieeigenzustdnde mit nichtentarteten Energien. Diese Eigenzu-
stinde gehoren zu den verschiedenen Béndern. Beim Eigenwert e'*! = 41 ist die Energie

nur dann entartet und dann zweifach entartet, wenn A(E) = +£1 ist.






5 Zusammengesetzte Systeme

5.1 Produktraum

Héufig ist ein quantenmechanisches System aus identifizierbaren Teilen zusammenge-
setzt, zum Beispiel aus zwei verschiedenen Teilchen, deren Eigenschaften getrennt ge-
messen werden konnen. Dann ist der Hilbertraum H ein Produktraum

H=H,H,, (51)

dessen Elemente Summen von Vielfachen von Paaren u ® v von Elementen u € H; und
v € H; der einzelnen Hilbertrdume sind. Diese Paare sind Produkte, das heifit, fiir alle
u und U aus H; und fiir alle v und V' aus H; und fiir alle komplexen Zahlen ¢ gelten

(cu+u)@v=cluev)+ (W ev) , uk(cv+Vv)=cluadv)+uev). (5.2
Das Skalarprodukt der Produktzusténde ist das Produkt der einzelnen Skalarprodukte,
U @Vuev) =) (V) . (5.3)

Die Produkte x; ® ¢, der Vektoren einer Orthonormalbasis x; von H; mit den Vek-
toren ¢4 einer Orthonormalbasis von H; bilden eine orthonormale Produktbasis von
Hi ® H;. Beziiglich solch einer Basis haben Zustinde ¥ die Entwicklung

Y= ZXl X d)ocll)icx y ll)ioc — <X1 X d)oc|\y> . (54)

Die Komponenten 1; definieren Abbildungen N : H, — H; und NT: H; — H,,
N dava) =) xi() Wiava) s NI xw) =) bald i), (5.5)

die nicht von der Basis x; von H; und nicht von der Basis ¢, von I, abhéngen.

Die Abbildung NN : 3, — H, ist hermitesch. Ihre Eigenvektoren v,, zu verschie-
denen Eigenwerten A2 | NTNv, = A2v, , stehen aufeinander senkrecht und kénnen bei
entarteten Eigenwerten senkrecht zueinander gewihlt werden. Wéhlen wir die v,, nor-
miert, so bilden sie eine Orthonormalbasis von H;.

Fiir m = n besagt (Nv,[Nv,) = (v, INTNv,)) = A28, (keine Summe iiber n),
da die Eigenwerte ?\f1 von NN nicht negativ sind und da Nv, = Aqu, fir A, > 0
normierte Vektoren u,, € JH; definiert. Fiir m # n besagt dieselbe Gleichung, dafl
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die u,, aufeinander senkrecht stehen. Falls sie nicht H;, sondern nur einen Unterraum
aufspannen, denken wir uns die u,, zu einer Orthonormalbasis ergéinzt.

Demnach definiert jeder normierte Zustand 1 eine Orthonormalbasis u,, von H; und
eine Orthonormalbasis v,, von H;, in der 1V die Komponenten {1, = A, 0nm hat (keine
Summe iiber n). Denn zu P gehort die lineare Abbildung N, die jeden Basisvektor vy,
auf das A, -fache des Basisvektors u,, abbildet,

Y= Z?\nun ®@Vn, O0< Ay, Z?\f1 =1, (Umtun) = Vmlvn) =0mn - (5.6)

Diese Darstellung eines normierten Vektors W € JH; ® JH, ist seine Schmidtzerlegung.
Die Orthonormalbasis v,, ist, wenn wir die A,, nach abnehmender Gréfie ordnen, eindeu-
tig bis auf unitére Transformationen der Unterrdume von H,, die zum gleichen Eigenwert
von NTN gehoren; dies ist bei nichtentartetem Eigenwert eine Phase e'®. Dann ist die
Basis U, eindeutig bis auf eine unitire Transformation des Nullraumes von NT.

Koénnen die Komponenten ;4 als Produkt a;b, geschrieben werden, so hat die Matrix
Pix den Rang Eins und W = () ; X1ai) ® (3_, P«b«) ist ein Produktzustand.

Zustéande, deren Schmidtzerlegung aus mehreren Termen bestehen, nennt man ver-
schriankte Zustédnde. Die Funktion

V(¥)=—) MInA} (5.7)

ist ein Mafl der Verschriankung, das nur bei Produktzustidnden verschwindet und sonst
positiv ist. Alle Mehrteilchenzustédnde identischer Bosonen oder Fermionen, die wie zum
Beispiel Slater-Determinanten (B:64) aus verschiedenen Einteilchenzustdnden zusam-
mengesetzt sind, sind verschrankt.

Sei der Operator A einen MeBapparat, der das erste Teilsystem vermifit, der also H;
auf H; abbildet, und sei B einen Meflapparat des zweiten Teilsystems, dann wirkt ihr
direktes Produkt A ® B auf Produktzustéinde durch

(A®B) (u®v) =(Au) ® (Bv) (5.8)

und ist allgemeiner durch Linearitét erklért,
(A@B)(D Xi® bathia) =) (AXi) ® (Bda) Pia - (5.9)
1o 1o
Operatoren des zusammengesetzten Systems H; @ H, von der Form A® 1 entsprechen

den Messungen am ersten Teilsystem, die Operatoren von der Form 1®B den Messungen
am zweiten Teilsystem.

5.2 Addition von Drehimpulsen

Betrachten wir das quantenmechanische System, dafl von zwei Spin-1/2-Teilchen gebildet
wird, die sich einfachheitshalber nicht bewegen konnen. Der Hilbertraum der Einteilchen-
zustédnde wird dann einfach von Basiszusténden Ay und A} aufgespannt. Eine Basis des
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Produktraumes der Zweiteilchenzustande ist
Avpy Ay Ay Ay (5.10)

Die Basis ist so gewéhlt, dafl die Spinoperatoren fiir das erste und zweite Teilchen S
und S, durch Multiplikation mit den Paulimatrizen wirken.

SiAy = E/\kj(fki, SHAyy = z/\iko-kj . (5.11)
Alle Spinoperatoren des ersten Teilchens vertauschen mit allen Spinoperatoren des zwei-

ten Teilchens.
[S1a>SZb] :0 a)b6{1)2)3} (512)

Daher sind die Summen S, = S74 + S, « Komponenten von Drehimpulsoperatoren, die
die Drehimpulsalgebra (243 erfiillen.

[Sa, Sb] = iheachc (513)
Das Spektrum von Sz = S73 + S, 3 148t sich unmittelbar ablesen

S3ATT = h/\ﬁ s Sg,/\” = Oh/\” » 53/\” = Oh/\” , Sg/\u = _h/\ll . (514)

Demnach gehort A4y zu einem Drehimpulsmultiplett mit Gesamtspin s = 1, denn den
Gesamtspin s kann man am hochsten Sz-Eigenwert ablesen (E58). Ebenso gehort der
Zustand A || mit niedrigstem S3-Eigenwert —h zu Gesamtspin s = 1. Den Zustand mit
s = 1 und S3-Eigenwert 0 erhédlt man mit einem Faktor \/(1 +NH(T=1+1) =2 EZXRN)
durch Anwenden des Leiteroperators S_ auf Ayq

T 1.1 1
S_ Ay =(S1_+S:)A; = \/(i +3)(5 =5+ DAL +A) (5.15)
1
/\521,83:1 - /\TT» As:1,53:0 - _(/\H ‘1‘/\“), /\5:1‘53:_] = All . (516)

V2

Diese drei Basisvektoren spannen ein Gesamtspin-1-Multiplett auf. Weitere Gesamt-
drehimpulsmultipletts sind als Eigenzustinde von S? senkrecht zu diesem Gesamtspin-
1-Multiplett, wenn sie zu anderem Gesamtspin gehoren, oder konnen senkrecht zu diesem
Gesamtspin-1-Multiplett gew#hlt werden. Sie sind demnach in unserem Beispiel aufge-
spannt vom Zustand

1
As=0,55=0 = \TZ(AH —Aqp) (5.17)
Er ist Sz -Eigenzustand zum Eigenwert 0. Da der Gesamtspin in einem Drehimpulsmulti-
plett am hochsten und am niedrigsten S;3-Eigenwert ablesbar ist, gehort dieser Zustand
zu Gesamtspin 0. Dies kann man leicht nachpriifen, denn Sz, S, und S_ verschwinden
auf diesem Zustand.

Die Zusténde Ag—p s;—0 und Ag_j s,—0 sind verschrénkt.
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5.3 Unabhdngig zusammengesetzte Gemische

Gemische p von zusammengesetzten Systemen sind unabhéingig zusammengesetzt, falls
die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Paare von Mefergebnissen von A ® 1 am ersten Teil-
system und von 1 ® B am zweiten Teilsystem faktorisieren,

W((lv “)»A® B) p) =Wq (i)A) ()) 'WZ((X)B) ()) . (518>

Hierbei ist w((i, «), A® B, p) die Wahrscheinlichkeit, dal A den i-ten Mefiwert a; und B
den a-ten MeBwert by anzeigt, wi(i,A,p) =3 w((i, «), A®B, p) ist die Wahrschein-
lichkeit, da§ A den i-ten MeBwert anzeigt, und wa (e, B,p) = >, w((i, a), A® B, p) die
Wahrscheinlichkeit, dal B den o-ten MeBwert b, anzeigt. Anderenfalls, wenn ein Ge-
misch nicht unabhéngig zusammengesetzt ist, nennen wir die Teilsysteme verschrankt.

Dafl Systeme unabhéngig zusammengesetzt sind, bedeutet mathematisch folgendes:
die Wahrscheinlichkeiten sind durch Hauptdiagonalelemente (A|pA) (L38) gegeben. Da-
her muf} (B-I8) insbesondere fiir jeden Eigenzustand A eines Operators A ® B gelten,
also fiir jeden Produktzustand u ®@ v,

D aibi e abp = () aipya;) () bipapbe) - (5.19)
jop i] op
Beide Seiten der Gleichung sind Bilinearformen in u und in v und sind fiir alle w und v
genau dann gleich, wenn die Koeffizienten gleich sind, wenn also das Gemisch ein direktes
Produkt von Gemischen ist,

Punabhingic = P @ P, Piaj,p = Pij Pap - (5.20)

Nur bei unabhéingig zusammengesetzten Systemen gibt es keine Verschréankung von
Wahrscheinlichkeiten fiir Melwerte am ersten und am zweiten Teilsystem. Dann kann
man sich auf ein Teilsystem beschrédnken und es in seinen Eigenschaften getrennt vom
zweiten Teilsystem untersuchen. In Abbildung ([LT]) ist zum Beispiel zunéchst zu priifen,
ob die Zusammenfassung von zwei Teilchen im Strahl zu einem Zweiteilchensystem nicht
eine Verschrankung sichtbar macht, die bei einer Deutung, der Strahl enthalte wiederholt
hergestellte Einteilchenzusténde, nicht erfa3t wird.

Sind die Systeme nicht unabhéngig zusammengesetzt, so sind Meflergebnisse am er-
sten und zweiten Teilsystem verschrinkt. Im Extremfall kann man, wie bei einem
Zweiteilchen-Gesamtspin-0-Zustand, aus dem Ergebnis einer Messung am ersten Teil-
system erschlieffen, was sich bei einer geeigneten Messung am zweiten Teilsystem ergibt.

Zu den iiberraschenden Eigenschaften verschrankter Systeme gehort, dal ein reiner,
verschriankter Zustand ¥ gemischt erscheint, wenn man nur am ersten Teilsystem mif3t.
Unvollstéindige Messung wirkt wie Unkenntnis des zu vermessenden Systems,

wi(LAY) =) (i @ PalW)P = ) ALl(xi @ dalum @ vi)* = (xalbxi) ,  (5.21)

xm

wobei x; die zu A gehorigen Eigenzusténde seien und p die Dichtematrix

ﬁ: Z pm’um><um| mit  p, = )\i Z ’<¢o¢’vm>’2 . (5-22>
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Diese Dichtematrix gehort nur dann zu einem reinen Zustand u des ersten Teilsystems,
wenn alle Wahrscheinlichkeiten p,, bis auf eine, zum Beispiel p; = 1, verschwinden.
Dann ist ¥ = u; ® vy ein Produktzustand.

5.4 Quantenkopierer

Wenn man Zustédnde vervielfiltigen kénnte, dann konnte man Unschérfebeziehungen
umgehen und an der einen Kopie eine Messung und an der anderen eine zweite Messung
vornehmen, die man nicht gemeinsam an einem Zustand durchfithren kann. Dariiber
hinaus kénnte man Zustédnde, die zur Nachrichteniibertragung genutzt werden, abhoren
und auslesen und dem bestimmungsgeméflen Empfanger eine Kopie weiterleiten, an der
sich das Abhéren nicht feststellen lief3e.

Ein einfaches Argument zeigt aber, dafl man Zustédnde nicht vervielfiltigen kann, daf
man also nicht mit unitérer Zeitentwicklung aus einem Produktzustand ¥ @ @ ® x fiir
alle ¥ einen vervielfaltigten Zustand

UYRDdex) =YYy (5.23)

herstellen kann. Hierbei stehe @ und x fiir die anfdnglichen, normierten Zustédnde von
Kopie und Kopiermaschine und x’ fiir irgendeinen, normierten Endzustand des Kopie-
rers, der von ¥ abhédngen kann.

Wenn ndmlich die Zeitentwicklung unitér ist, so erhélt sie Skalarprodukte. Es gilt aber
fiir verschiedene zu kopierende Zustinde ¥ und ¥’

(YY) = Yo 0ox¥Vodex) # (YoVax VeV ex”) = (W) XX"), (5.24)

denn der Betrag von (W[W')(x/[x”) ist kleiner als Eins.

5.5 Bellsche Ungleichung

Die revolutiondre Erkenntnis der Quantenphysik ist, dafl es auch bei ideal préaparierten
Teilchen immer Messungen gibt, fiir deren Ergebnisse man nur ihre Wahrscheinlichkeit
angeben kann. Wir widerlegen hier am Beispiel von Spinmessungen an Teilchenpaaren
die Unterstellung, die Unfdahigkeit, die Einzelergebnisse aller Messungen vorherzusagen,
beruhe nur auf unvollstdndiger Kenntnis der Ursachen.

Diese Vorstellung untersuchen wir an Spin-1/2-Teilchen, an denen wir verschiedene
Messungen bedenken, die nicht gemeinsam, sondern nur alternativ, erfolgen kénnen.

Wenn man in Richtung 6, b2 = 1, den Spin eines einzelnen Spin-1/2-Teilchens mif}t,
das mit Spin in Richtung @, @? = 1, prépariert worden ist, dann tritt nach Grundglei-
chung (1)) und wegen (E60) der MeBwert h/2 mit Wahrscheinlichkeit

— e e/ s I e e/ H /
w(b) = [(Tg | Ta>|2 = ‘Cos 5 cos ?efl(")"p /2 4 gin 7 sin ?eﬂ(‘?*‘p )/2‘2 (5.25)
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auf. Dabei sind 8 und ¢ die Kugelkoordinaten von d = (sin 0 cos @, sin 0 sin ¢, cos 0)
und 0’ und ¢’ die Kugelkoordinaten von b = (sin 8’ cos ¢’, sin 0’ sin ¢’, cos 0’). Wegen

0 0’ 0 0’ o o
cos® = cos? — + sin? = sin® — 4 2 cos(¢@ — ') sin = cos = sin — cos —

2 2 2 2 2 2 2 2
= 3—1<(1 +cos0)(1+cos0) + (1 —cos0)(1—cos0') + 2cos(¢ — (p’)sin@sin@')

— %(1 + cos0cos 0’ + cos(@ — @') sin O sin 6’) (5.26)

ist dies (14 cos 3)/2, wobei 3 den Winkel bezeichnet, den d mit b einschlieBt. Denn das
Skalarprodukt a - b = cos 3 betrégt

a-b =sinOsin 8 (cos @ cos ¢’ + sin @ sin @’) + cos O cos O’ = (5.27)
sin @ sin 0’ cos(@ — @’) + cos O cos 0 . '

Also steht bei einem Spin-1/2-Teilchen, das mit Spin in Richtung @ prépariert worden
ist, der Spin bei Messung in Richtung b mit Wahrscheinlichkeit

w(E) = 2(1+3-5) =

> (1+ cos B) (5.28)

N =

nach oben. Mit der Restwahrscheinlichkeit 1—w(b) steht der Spin in Gegenrichtung ~b
nach oben, das heifit in Richtung b nach unten

w(=b) =1—w(b). (5.29)

Zerfallt unter Bewahrung des Drehimpulses ein Teilchen ohne Spin isotrop, das heif3t
mit drehinvarianter Ortswellenfunktion, in jeweils ein Paar von Teilchen mit Spin 1/2,
so entsteht der Spin-0-Zustand (E17)

1

Tl =11) (5.30)

Die Wahrscheinlichkeit w(a, 6), daf bei diesem Teilchenpaar beim ersten Teilchen der
Spin in Richtung @ nach oben und beim zweiten Teilchen der Spin in Richtung b nach
oben gemessen wird, betriagt
- 1 1 0 0 . / 0 o’
w(a,b) = §|<T6T6 [Tl = 1D = 7|c0s5 sin ?el(")"p )/2 _gin 5 Cos ?e*
1 0 0’ 0 o’ 0 0’ 0 0’
7 (cos2 — sin? — + sin? = cos? — — 2 cos(@ — @) cos = cos — sin = sin —)

2 2 2 2 2 2 2 2
((1 +cos0)(1 —cos0') + (1 —cosB)(1+cos0') —2cos(¢p — ¢’) sinGsinG’))

i(<p<p')/z)’2

Co| —

(1 —cosBcos® —cos(p — @) sinBsind’) . (5.31)

ENGIE
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Also steht bei diesem Gesamtspin-0-Zustand mit Wahrscheinlichkeit

w(a,b):Z(1—a~b):Z(1—cosB) (5.32)
der Spin des ersten Teilchens in Richtung @ nach oben und der Spin des zweiten Teilchens
in Richtung b nach oben.

Durch Zusammenfassen der beiden moglichen Falle, daf§ am zweiten Teilchen der Spin
in einer Richtung b nach oben oder unten steht, erhalten wir hieraus die Wahrschein-
lichkeit

wq(@) =w(a,b) +w(a,—b) = = (5.33)

dafiir, dafl beim ersten Teilchen der Spin in Richtung @ nach oben steht. Sie ist genauso
grofl wie die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ er nach unten steht, und sie ist unabhéngig
von @ und b. Ebenso steht beim zweiten Teilchen der Spin in jeder Richtung mit gleicher
Wahrscheinlichkeit w;(b) = wa(—b) = 1/2 nach oben oder unten.

Beschrankt man sich auf die Fille, in denen der Spin des ersten Teilchens in Richtung

a nach unten steht, so ergibt sich mit der bedingten Wahrscheinlichkeit

w(—a,b) 1 -
. : 34
——— 2(1+a b) (5.34)

—

der Wert +h/2 bei Messung des Spins des zweiten Teilchens in Richtung b. Dies ist die-
selbe Wahrscheinlichkeit, wie sie bei (B28) auftritt. In den Féllen, in denen die Messung
des Spins in Richtung @ am ersten Teilchen der Wert —h/2 ergibt, ist also das zweite
Teilchen wie bei (B228) priapariert, also mit Spin in Richtung @ nach oben.

Fiir diesen Sachverhalt gibt es die Sprechweise, dafl die Messung des Spins des einen
Teilchens augenblicklich das andere Teilchen des Paares, egal wie weit es entfernt sein
mag, in den Zustand mit entgegengesetztem Spin versetze. Der Zustand des Paares
ykollabiere® oder werde reduziert, und das Ergebnis der Messung am ersten Teilchen
werde auf das zweite Teilchen iibertragen oder, beeindruckender, quantenteleportiert.
Die Zustandsreduktion erfolge augenblicklich und daher mit Uberlichtgeschwindigkeit.

Wer von diesen Behauptungen ungeriihrt bleibt, stellt einfach fest, dal die Messung
an einem Teilchen nichts am anderen Teilchen bewirkt. Dort steht der Spin mit gleicher
Wahrscheinlichkeit nach oben oder unten, egal in welche Richtung man mifit. Durch
keine Messung kann man an einem Teilchen auch nur feststellen, ob am anderen Teil-
chen {iberhaupt gemessen wurde, geschweige denn, in welche Richtung und mit welchem
Ergebnis.

Dafl der Spin am zweiten Teilchen in allen Féllen in Richtung @ nach oben steht,
in denen er beim ersten Teilchen in dieser Richtung nach unten steht, kann man erst
bestitigen, wenn man beim zweiten Teilchen weif3, in welchen Féllen der Spin des er-
sten Teilchens in Richtung d nach unten stand. Diese Information ist hochstens mit
Lichtgeschwindigkeit zu bekommen.

Die offensichtliche Ursache fiir die Zusammenhénge der beiden Spinmessungen ist die
gemeinsame Préaparation beider Teilchen als Teilchenpaar. Sie gelingt nur, wenn beide
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Teilchen am selben Ort sind. Da sich die Teilchen nicht schneller als Licht bewegen,
wirkt sich die Préaparation in spiteren Messungen nicht schneller als Licht aus.

Wenn man wiederholt eine Miinze wirft und jeweils an einen Empfénger einen Brief
mit dem Bild der Oberseite und an einen zweiten einen Brief mit dem Bild der Unter-
seite schickt, dann erhélt jeder Empfanger mit gleicher Wahrscheinlichkeit Bilder der
Kopf- oder Zahlseite. Jeder Empfénger weifl augenblicklich, wenn er seinen Brief o6ff-
net, welches Bild der andere erhalten hat. Bei Kenntnis des Ergebnisses kollabiert die
Wahrscheinlichkeit zur bedingten Wahrscheinlichkeit, in diesem Beispiel zu Gewifheit.

Ebenso ersetzt Zustandsreduktion bei Auftreten eines MeBwertes den vorherigen Zu-
stand durch den bedingten Zustand, der zur bedingten Wahrscheinlichkeit derjenigen
Ereignisse gehort, in denen dieser Mefwert auftritt.

Vor Offnen des Briefes ist der Empfanger unsicher, welches Bild er enthilt, aber der
Inhalt ist eigentlich nicht unsicher, sondern nur unbekannt. Der Inhalt des Briefes liegt
fest, ob man ihn nun 6ffnet oder nicht. Bei der Wahrscheinlichkeitsverteilung (B32)
hingegen ist ausgeschlossen, dafl die Ergebnisse der Spinmessungen in allen Richtungen
in jedem Einzelfall vor der Messung feststehen und dal man das Ergebnis nur deshalb
nicht vorher weif, weil die jeweiligen Ursachen unbekannt und zufillig sind.

Um diese scheinbar unwiderlegbare Vorstellung auszuwerten, betrachten wir wieder-
holte Messungen, die wir durch i, 1 =1,2,..., N, numerieren. Wir unterstellen, dafl das
Ergebnis der Spinmessung am ersten Teilchen in Richtung @ in jedem Versuch feststehe,
und bezeichnen das Ergebnis im Versuch Nummer i mit %cu i, auch wenn wir es nicht
kennen. In jedem Fall hat a;; entweder den Wert +1 oder —1. Mit %b1 i bezeichnen
wir das Ergebnis, das sich im Versuch Nummer i ergébe, wenn wir den Spin des ersten
Teilchens in Richtung b méiBen. Entsprechend bezeichnen wir mit %CZJ' das Ergebnis der
Spinmessung am zweiten Teilchen, wenn wir dort im Versuch mit Nummer j in Richtung
¢ den Spin messen.

Weil die Messungen fiir aji, bo; und c2; nur die Werte 1 oder —1 ergeben, gilt in
allen Fillen die Ungleichung

ari(bai —c2i) <1 —=Dbyici, (5.35)

denn es gibt nur den Fall by; = c,i, dann verschwinden beide Seiten, und den Fall
b,i = —c»4, dann hat die rechte Seite den Wert 2 und die linke den Wert 2 oder —2.

In jedem Fall ist der Spin des ersten Teilchens dem Spin des zweiten Teilchens entge-
gengesetzt, denn wegen (B34 gilt w(b, —b)/w;(b) = 1. Es gilt also in allen Versuchen
by = —by;. Daher besagt die Ungleichung

ajibai —ajiczi —byicai < 1. (5.36)

Der Mittelwert (a;b,) der Produkte ajib;; der Spinmefiwerte in N Versuchen ist die
Summe der einzelnen Produkte, geteilt durch N,

.I N
(arby) = 5 ; aribai - (5.37)
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Entsprechend erhalten wir die Mittelwerte der MeBergebnisse (ajc;) und (bqc;). Sum-
mieren wir die Ungleichungen (E238)), und teilen wir durch N, so erhalten wir eine Bellsche
Ungleichung [3] fiir Mittelwerte von Produkten von Spinmefwerten

<Cl1b2> — <Cl1 Cz) — <b]Cz> < 1. (538)

Zur Herleitung dieser Bellschen Ungleichung haben wir nur angenommen, daf§ fiir
drei Richtungen, @, b und C, fiir jeden Versuch Nummer 1 die Ergebnisse aji, b1, b2y
und c;; real sind, daf sie also Teilcheneigenschaften sind, die nicht davon abhéngen,
in welcher Richtung am einen oder anderen Teilchen tatséchlich gemessen wird. In der
Quantenmechanik hingegen sind, falls @ nicht parallel b ist, die MeBwerte a;; und by,
nicht real, sie stehen nicht beide fest. Man kann sie nicht gemeinsam im selben Versuch
messen, sondern kann nur a;; und by in verschiedenen Versuchen i # j bestimmen.
Quantenmechanische Mittelwerte unterliegen daher keiner Bellschen Ungleichung.

Den Mittelwert von a;ib,; konnen wir auch ausrechnen, indem wir fiir jeden mog-
lichen Wert, den dieses Produkt haben kann, nadmlich +1 oder —1, die Hé&ufigkeit
N, und N_ zidhlen, mit der er auftritt. Dann ist N, — N_ = Z]i\‘:] aribi und
<Cl1b2> = (N+ — N,)/N

Es ist aber, wenn N geniigend grof§ ist, die relative Haufigkeit N, /N die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dafl a;ib,; den Wert +1 hat und N_/N die Wahrscheinlich-
keit fiir den Wert —1. Die Wahrscheinlichkeit, mit der a;ib,; den Wert +1 hat, ist
w(@, b) + w(—a,—b), mit Wahrscheinlichkeit w(a, —b) + w(—a, b) hat das Produkt
den Wert —1. Demnach gehort zur quantenmechanischen Wahrscheinlichkeitsverteilung
(BE32) der Mittelwert

1

"

<a1b2>:§(1—a~6)—§(1+a-‘5):—a~‘5:—cos[3. (5.39)
Er ist also durch das Skalarprodukt der normierten Richtungsvektoren gegeben. Ebenso
ist <CL1C2> =—a-cund <b1C2> =—b-c.

Als Funktion der Richtung ¢ wird die Differenz
(a1by) — (ajez) — (brcy) =—a-b4+a-¢+b-c=—a-b+(a+b)-c  (540)

maximal, falls ¢ den Winkel zwischen a und b halbiert und in Richtung von a+b zeigt.
Dann hat (@ +b) - ¢ den Wert |a +b| = v2+2a- b, und die Differenz ist

(a1b2)—<a1cz>—<b1cz>:—a~6+\/2+2&-6. (5.41)

Fira-b=—1 /2, falls der Winkel zwischen a und b 120 Grad betragt, wird diese Diffe-
renz maximal und hat dann den Wert 3/2. Er verletzt die Bellsche Ungleichung (E35).
Quantenmechanik ist nicht vertrédglich mit der Unterstellung, dafl in jedem Fall fiir jede
Messung das Ergebnis festliegt und unabhéngig davon ist, welche Messung tatséchlich
vorgenommen wird.

Dafl quantenmechanische Mittelwerte mit den experimentellen Befunden iibereinstim-
men [E] und nicht den Bellschen Ungleichungen geniigen, ist weltbilderschiitternd. Die
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physikalischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen kénnen nicht durch unbekannte, zuféllig
unsichere Parameter verursacht sein, die im Einzelfall jedes Meflergebnis festlegen un-
abhéngig davon, welche Messung tatséchlich durchgefiithrt wird. In der Quantenphysik
gibt es nicht eine Ursache fiir jedes Mefergebnis, sondern lediglich Ursachen fiir Wahr-
scheinlichkeiten von Meflergebnissen.

5.6 MeBprozeB und Zustandsreduktion

Durchlauft ein Teilchen einen Meflapparat, so bewirkt es eine Anzeige. Bedenkt man,
wie dieser Vorgang quantenmechanisch zu verstehen sei, so mufl man beriicksichtigen,
daBl sich wihrend der Messung die Anzeige éndert, dafl es sich also bei den Zusténden,
die sich wiahrend der Messung dndern, nicht nur um ein Folge von Teilchenzusténden,
sondern um Paarzustéinde des Teilchens und des Apparates handelt, bei dem sich die
Anzeige dndert.

Daher fassen wir das zu vermessende Teilchen mit dem Apparat A zu einem grofie-
ren System zusammen, das wir mit Apparaten B vermessen. Vor der Messung sei das
Teilchen im Zustand 1\ und der Apparat A im Zustand ¢. Zusammen bilden sie den
Paarzustand { ® ¢, in dem alle Eigenschaften des Teilchens unabhéngig vom Apparat
und alle Eigenschaften des Apparates unabhéingig vom Teilchen sind.

|

| (X1 ® 1)y

L — (x2®@d2) 2
— Teilchen —{ Apparat A :

Y@ - (Xi®¢i)ll)i
—_— :

Apparat B

Abbildung 5.1: Mefiprozef3

Durch unitére Zeitentwicklung im Apparat entsteht hieraus am Ausgang ein Zustand,
den wir mit einer orthonormalen Produktbasis 5 ® ¢; und Koeffizienten 1;; als

U ®d) =) (I du)bs (5.42)

i

schreiben kénnen. Die Basis sei so gewéhlt, dal in den Zustdnden ¢; der Apparat mit
Sicherheit den i-ten MeBwert anzeigt, daf also die I} ® ¢; Eigenzustdnde des Apparates
B =1® A sind, der die Anzeige von A abliest.

Beispielsweise denke man bei den Zustdnden ¢; an Photonen, mit denen man sehen
kann, ob das Teilchen durch den i-ten Ausgang von A gelaufen ist.
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Ist der anfiéingliche Teilchenzustand ein Eigenzustand A; des Meflapparates A, so zeigt
die Anzeige mit Sicherheit den i-ten Wert. Also gilt fiir die Zeitentwicklung im Apparat

UA®P) =xi @ Py, (5.43)

wobei der jeweilige Teilchenzustand x; normiert ist, da U unitar ist und ¢, Ay und ¢
normiert sind. Zerlegen wir den Teilchenzustand P = ) ; Aj(AihD) in diese Eigenbasis
der A; mit komplexen Koeffizienten \; € C, so erhalten wir, weil U linear ist,

U @) =) (xi®ds) (Adb) . (5.44)

i

Es ist bi = (Add) = (A ® b 1% © §) = (x: @ ¢ifU(Y @ §)) die Wahrscheinlichkeits-
amplitude und [\p;|> die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des i-ten MeBwertes.

Die Zeitentwicklung im MeBapparat verschrankt den Teilchenzustand mit der Anzeige
des Apparats.

Damit der Apparat A ein Meflapparat ist, ist nicht erforderlich, daf§ die x; zueinander
orthogonal sind. Insbesondere ist nicht erforderlich, dafl es sich um eine nichtstérende
(quantum non demolishion) Messung handelt, die aus jedem anfanglichen Eigenzustand
A; den Eigenzustand x; = Ay zur erneuten Messung préapariert.

Viele Melapparate préaparieren nicht Eigenzusténde zur erneuten Messung. Dies gilt
insbesondere bei jeder Messung der Zahl von Photonen, die eine Detektorflache innerhalb
einer Nachweisdauer durchstromen: Photoschichten und Photomultiplier zédhlen Photo-
nen, indem sie sie vernichten.

Falls die Zusténde x; zueinander orthogonal sind, kann man durch spéteres Messen
des Teilchens den Wert der Anzeige A sicher bestimmen. Dann sind die Teilchenzu-
stdnde und die Eigenzusténde der Anzeige A bis auf Wahl der Phasen eine Basis der
Schmidtzerlegung (B6]) von U(YP ® ).

Wenn man den Zustand, nachdem er den Apparat A durchlaufen hat, anschlieend
mit einem Apparat B = C® 1 mifit, der unempfindlich vom Apparat A ist, und dabei die
Anzeige A abliest, so gehoren zu diesem kombinierten Melapparat C ® A Eigenzustidnde
[k ® ¢i. Nach Grundgleichung ergibt sich der k-te Mewert von C und die Anzeige 1 des
MeBapparates A mit der Wahrscheinlichkeit

w((k, 1), C@ A, U ® b)) = (N ® bi[U(D @ b)) = [(Tlxi ) il? (5.45)

Insbesondere ist fiir jede anschliefende Messung C am Teilchen die bedingte Wahr-
scheinlichkeit, den k-ten Mefiwert unter der Bedingung zu erhalten, dafli A den i-ten
MeBwert anzeigt,

w((k,1), C® A, UMW @ d))/w(i, A ) = (Tlxi)l* = wik, C,xi) (5.46)

als hétte der Apparat den Zustand x; prépariert.
Durch keine Messung C an den Teilchen, die den i-ten Mefiwert ergeben haben, kann
man den urspriinlichen Zustand 1 erschlieen, aus dem x; prépariert worden ist.
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Diese Reduktion des urspriinglichen Teilchenzustandes 1\ bei Auftreten der i-ten An-
zeige von A erfolgt nicht dynamisch durch eine geheimnisvoll unverstandliche Zeitent-
wicklung, die von unitédrer Zeitentwicklung verschieden wére, sondern durch Beschrin-
kung auf Messungen C ®A und durch Beschréankung der Betrachtung auf die Untermenge
der Ereignisse, in denen A den i-ten Wert anzeigt.

Werden alle Ausgénge des Apparates A nach der Messung zu einem neuen Strahl
zusammengefafit, so ist fiir jede anschliefende Messung C am Teilchen die Wahrschein-
lichkeit den k-ten Meflwert zu erhalten, egal was A anzeigt,

1

w(k,C,p) =Y KNdx)wil = (NelpNg), mit p=) MWilPxi)(xl,  (547)

durch die Dichtematrix p gegeben, als héitte der MeBapparat A aus einem reinen Teil-
chenzustand P ein Gemisch Y_; bi|?[xi) (xi| erzeugt. Die dazugehéorige Entropie entsteht
nicht durch die unitire Zeitentwicklung, sondern durch unvollsténdige Messung und Ver-
werfen der Kenntnisse, die man iiber die Anzeige des Apparates A haben kann.

Fiir die Dekohérenz der Teilstrahlen (x; ® ¢i)W; ist nicht entscheidend, ob der Meflap-
parat mit A abgelesen wird, sondern dafl die Zusténde x; mit Zustéinden ¢; verschrankt
sind, die ein Ablesen erméglichen.
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6.1 Entropie

Die Entropie einer Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmt bei wiederholten Messungen
die Unkenntnis der genauen Reihenfolge der verschiedenen auftretenden Ergebnisse.
Sein = ) n, die Gesamtzahl der Versuche und n; die Haufigkeit des i-ten Ergebnisses,
i=1,...,N, dann strebt n;/n mit zunehmender Gesamtzahl n gegen die Wahrschein-
lichkeit p; # 0. Fiir diese Haufigkeiten gibt es
n!

_ 6.1

niny!. . ny! (6.1)
verschiedene Reihenfolgen der Ergebnisse. Der Kehrwert dieser Anzahl ist die Sicherheit,
mit der wir die einzelne Reihenfolge voraussagen kénnen. Er strebt geméfl der Stirling-

schen Formel
nl=v2rtnnte "f(n), lim fn)=1, (6.2)

n—oo

fiir zunehmendes n bis auf einen Faktor, der gegen Eins geht, gegen

N-1 n
2tn (—1

o) (BN 2 e SN2 (6.3)
n n

Der im Exponenten bei n auftretende Koeffizient ist die Entropie der Wahrscheinlich-
keitsverteilung

S= —Zpilnpi . (6.4)

Die Entropie ist nichtnegativ, da die Wahrscheinlichkeiten p; zwischen Null und Eins
variieren. Falls allgemeiner einige p; verschwinden, sei p; Inp; stetig durch Null ergénzt.

Bei einem Gemisch sind fehlende Polarisation oder Grofien wie 1 — (tr p?) ein Maf
dafiir, wie sehr das préparierte Gemisch p von einem reinen Zustand abweicht. Aber ein
giinstigeres MaB fiir die Unkenntnis iiber den préaparierten Zustand ist die Entropie des
Gemisches.

Wir definieren sie als Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Meflwerte von
solchen Apparaten A mit nichtentarteten Mefwerten, deren Eigenzusténde auch Eigen-
zustinde der Dichtematrix p sindﬂ w(i, A, p) = (VilpYy) = py,

S=—) pilnpi=—trplnp, pYi=p:Y;. (6.5)

1

!Das Zeichen Y ist der griechische Buchstabe Ypsilon.



68 6 Grundlagen der Thermodynamik

Die Entropie eines reinen Zustands verschwindet. Sie addiert sich beim unabhéngigen
Zusammensetzen zweier Systeme, dndert sich nicht wiahrend der Schrédingerschen Zeit-
entwicklung und nimmt beim Mischen und bei zufélligen Stérungen zu. Mifit man das
Gemisch p mit einem Apparat B, dessen Mefwerte nicht entartet sind und der nicht mit p
vertauscht, so ist die Entropie ihrer Wahrscheinlichkeitsverteilung grofier als die Entropie
des Gemisches selbst. Diese Eigenschaften zeigen wir mit den folgenden Betrachtungen.

Ist ein Gemisch unabhéngig aus zwei Teilen zusammengesetzt

P=p®p, (6.6)

so sind die Eigenzustdnde Produktzustinde Y ® Y~’j von Eigenzustdnden der Dichtema-
trizen p und p. Die Eigenwerte der zusammengesetzten Dichtematrix sind die Produkte
der Eigenwerte der einzelnen Dichtematrizen

oy =Pipy, Y pi=1, > p=1. (6.7)
i j
Daher addiert sich die Entropie unabhéingig zusammengesetzter Systeme.
S=—) pif;In(pip;) =— D (psp;Inpi + pip;Inp;)
Y —

1)
=—() )Y pilnpi—(D> p)) plnp;=S+S
j i i j

Die Dichtematrix dndert sich im Laufe der Zeit (), allerdings dndern sich nicht
die Eigenwerte p; durch die Schrédingersche Zeitentwicklung. Ubertriigt man in (279)
angemessen die Notation, so folgt ndmlich aus [Z79), (1) und der Eigenwertgleichung
pY;i = piYyi, daB 0¢pi(t) = 0 ist, denn in Eigenzustinden eines hermiteschen Operators
p verschwindet der Erwartungswert jedes Kommutators [H, p].

(6.8)

ihoepi(t) = ih(Yi[o¢p(t) Vi) = (Vil(Hp — pH)Yy) = (Yil(Hpi — psH)Y) =0 (6.9)

Demnach bleibt die Entropie unverdndert, solange sich die Zusténde im Gemisch nach
der Schrodingergleichung entwickeln.

Bei echtem Mischen von Gemischen wéchst die Entropie. Ist ein Gemisch p(A) aus
verschiedenen Gemischen p und p, p # p, gemischt

PA)=Ap+(1—=A)p mit O<A<T, (6.10)

so ist Entropie S(p(A)) um die Mischungsentropie grofler als die anteilige Summe der
Entropien.

S(p(A)) > AS(p) + (1 =A)S(p) . (6.11)

Bevor wir diese Behauptung zeigen, zwei Vorbemerkungen:
Wenn p # p und A # A ist, so ist auch p(A) # p(A).
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Der Nullraum von p(A) hiangt fiir 0 < A < 1 nicht von A ab. Fiir jedes gewihlte A
verschwinden nimlich im Nullraum von p(A) auch p und p und demnach auch p(A’),

(AP +(1=NPIA) =0 = (APA)=0 und (ApA) =0

R . (6.12)
= pA =0 und pA=0.

Die erste Folgerung gilt, weil A und (1 —A) groBler Null und Hauptdiagonalelemente von
Dichtematrizen nichtnegativ ([L42) sind. Die zweite Folgerung ist richtig, weil Hauptdia-
gonalelemente (A|pA) einer Dichtmatrix p nur verschwinden, wenn pA = 0 ist ([CZ3)).

Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir fiir verschiedene Dichtematrizen p und
p’, p # p’, wobei p’ nichtverschwindende Eigenwerte habe, den Hilfssatz

trplnp’ <trplnp . (6.13)

Werten wir ndmlich die Spur in der Eigenbasis Y; von p aus und schieben wir eine
Zerlegung der Eins mit den Eigenzusténden Y’ von p’ ein, so erhalten wir

trp(lnp’ —Inp) = Z(Yilpﬂ) (Y5l(Inp" —Inp)YVy)
ij

=210} Fpi(ln pj —Inpy) (6.14)

ij
p!

= > (Vv Pps 1np—’_ :
ij t

Es gilt fiir positive x die Abschatzung Inx < (x — 1), wobei Gleichheit nur fiir x = 1
auftritt. Wenn die Matrizen p und p’ verschieden sind, gibt es mindestens ein Paar von
Eigenwerten pj und pi, pj # pi, mit Eigenvektoren Y5 und Yy, deren Skalarprodukt
nicht verschwindet.
Also folgt der Hilfssatz
/
trp(np —Inp) < Y IOV o0 (22— 1) = 3 (T (0]~ pu) =
K K (6.15)
= (Ml Y(Y]) = D> (Yl Y ) (VilY)) =trp/ —trp=0.
5] 1
Wenn p # pund 0 < A < 1ist, so ist auch p # p(A) # p. Wir verwenden den Hilfssatz,
wobel wir fiir p’ die Dichtematrix p(A) einsetzen und fiir p die Matrizen p und p. Dabei
nehmen wir die Spur iiber den Unterraum, der orthogonal zum Nullraum von p(A) ist.
Aus dem Hilfssatz folgen dann die Ungleichungen

trpln(Ap+ (1 —=A)p) < trplnp. '

Multiplizieren wir die erste Ungleichung mit A, 0 < A < 1, und die zweite mit (T —A)
und addieren wir, so erhalten wir

tr(Ap+ (1—=A)p)In(Ap+ (1 —A)p) <Atrplnp+ (1 —A) trplnp (6.17)
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Drehen wir schliellich das Vorzeichen um, so erhalten wir fiir die Entropie von Mischun-
gen von p mit p, p#£p, fir 0 <A <1

S(p(A)) > AS(p) + (T =A)S(p) . (6.18)

Die Entropie eines Gemisches ist grofier als die anteilige Summe der Entropien der
Bestandteile. Entropie nimmt durch Mischen zu.

Das Gemisch p(A) 1a8t sich aus Gemischen p(A7) und p(A;) mit benachbarten Mi-
schungsparametern 0 < A7 < A < A2 < 1 mischen.
A=A A— A

p(A1) +

A) —
P(A) =3, A — A

p(A2) (6.19)

Demnach ist die Entropie S(p(A)) eine konkave Funktion des Mischungsparameters A.

Az —A A =N

S(p(A)) > S(p(A)) +

S(p(A2)) (6.20)

)\2—7\1 )\2_)\1

A

Abbildung 6.1: Entropie als konkave Funktion des Mischungsparameters

Zufillige Storung der Zeitentwicklung ist ein Mischprozel und erhoht die Entropie.
Stellen wir uns in Abbildung (ICTl) vor, daf die Teilchen im Strahl durch ein unvoll-
kommenes Vakuum fliegen, und beriicksichtigen wir nur die beiden Alternativen, dafl
mit Wahrscheinlichkeit A kein Atom des Restgases den Strahl stért und dafl mit Wahr-
scheinlichkeit (1 — A) ein Atom den Strahl stort. Bezeichnen wir die Gemische, die sich
ohne und mit Storung entwickeln als p und p, so liegt am Eingang des Meapparates das
Gemisch Ap+(1—A)p vor, falls die Storung durch das Restatom zuféllig, also unabhéngig
von der Préparation in der Quelle, erfolgt.

Mifit man das Gemisch p mit einem Apparat B, dessen Meflwerte nicht entartet sind
und der nicht mit p vertauscht, so ist die Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung
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dieser Werte grofler als die Entropie des Gemisches selbst. Denn bezeichne A; die Eigen-
zustdnde von B, so tritt der i-te MefSiwert mit Wahrscheinlichkeit p; auf,

pi = (AilpAs) an iny P = AR (6.21)

Das ist die Wahrscheinlichkeit Pi,,, dafl der i-te MeSwert auftritt, falls Y, vermessen
wird, mal der Wahrscheinlichkeit py,, dal ¥y, im Gemisch p = 3, pn|Yn) (Yl vorliegt.

Die dabei auftretenden Koeffizienten Py, sind Matrixelemente einer doppelt stocha-
stischen Matrix P, deren Zeilen und deren Spalten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind,
das heift, ihre Matrixelemente sind nicht negativ und sind fiir jedes n eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung iiber den Werten von 1 und fiir jedes i eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung iiber den Werten von n,

Z Pin = 1 ) Z Pin = 1. (622)

Die Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung der nichtentarteten Mewerte von B,
die sich bei Vermessen des Gemisches p ergibt, ist S(B,p) = —>_; piInpi. Um zu zei-
gen, daf} sie grofler ist als die Entropie, wenn wir dasselbe Gemisch mit einem Ap-
parat vermessen, dessen nichtentartete Eigenzustdnde die Eigenzustdnde von p sind,
S(A,p) =—> , Pnlnpy,, untersuchen wir die Differenz, verwenden p; = ), pnPin,

S(B,p) —S(A,p) == pilnpi+ ) palnpn =) pn(—()_ Pinlnpi)+Inp,)

schieben im zweiten Term ) ; Pin =1 ein,

=3 puPin(—lnpi +lnpy) Z PnPin In(pn/pi)

und schéitzen den Logarithmus nach unten durch Inx > 1—1/x ab,
Z PITL Z Pn Z PITL - Z(pl Z Pin)
—an Zp1—1—1_0 (6.23)

Also ist, wie behauptet, die Entropie des Gemisches eine untere Schranke fiir die Entro-
pie der Wahrscheinlichkeitsverteilung jeder nichtentarteten Messung, die am Gemisch
vorgenommen wird.

6.2 Gleichgewicht

Wenn in Abbildung (CIl) das zu vermessende System vor der Messung wieder und
wieder gestort worden ist, hingen die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Mefwer-
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te w(i, A, p(t)) nicht mehr davon ab, wann gemessen wird. Nach der von-Neumann-
Gleichung (BT) vertauscht in solch einer Situation die Dichtematrix p mit dem Hamil-
tonoperator

ihd,p(t) = H, p] = 0 (6.24)

und beide haben gemeinsame Eigenzustédnde A;
H/\i = Ei/\i, p/\l = pi/\i . (625)

Da bei jeder vorhergehenden Stoérung die Entropie zugenommen hat, erwartet man,
solche Gemische p zu finden, in denen die Entropie so grof§ wie moglich geworden ist.
Solche zeitunabhéngige Gemische, deren Entropie so grofl wie mdglich ist, definieren
thermodynamisches Gleichgewicht.

Wird zum Beispiel Energie des Gemisches mit der Umgebung so ausgetauscht, dafl der
Mittelwert den festen Wert (E) hat — solch eine Umgebung nennt man ein Wérmebad
— 80 ist im thermodynamischen Gleichgewicht die Entropie als Funktion der Eigenwerte
pi maximal, wobei die Eigenwerte p; den Nebenbedingungen ) ; pi =1 und }_; piEi =
(E) unterworfen sind. Wir berticksichtigen die Nebenbedingungen mit Lagrangeschen
Multiplikatoren & und (3 und maximieren

S=—) pjlnpj+a(1=> p;) +B(E) =D pE;) . (6.26)
j j j

Ableiten nach o und 3 ergibt die Nebenbedingungen und Ableiten nach p; fiithrt auf

Demnach ist p; durch die Boltzmannverteilung gegeben.

ei B Ei
PBoltzmann i = 7 (6 28)

Den Normierungsfaktor Z bestimmt man aus der Nebenbedingung ) ; p; = 1. Er ist die

Zustandssumme.
Z(B)=) e PE (6.29)
i
Die Zustandssumme ist die Laplacetransformierte der Dichte der Energieeigenzusténde.
Der Parameter 3 ist die inverse Temperatur

1
= — 6.30
B T ) ( )
die man aus der Nebenbedingung ) ; piEi = (E) als Funktion des Energieerwartungs-
wertes (E) implizit bestimmen kann.

1 , 1 BEs
(E)=) pifi= v D e PRE = AL D e PR =—3zInZ(p) (6.31)
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Der Logarithmus der Zustandssumme als Funktion von 3 ist eine Funktion, deren Ab-
leitung den Energieerwartungswert bestimmt.
Die Entropie der Boltzmannverteilung héngt eng mit der Zustandssumme und dem
Energiemittel zusammen.
e_BEi

S=-) pilnpi=-— (—BEi—InZ) =B (E)+InZ (6.32)

Z

Mit der freien Energie F = (E) — TS gilt daher
Z=¢PF (6.33)

und die Boltzmannverteilung schreibt sich als
pi=e PETT (6.34)

Die Wahrscheinlichkeiten p; hdngen nur von Energiedifferenzen und nicht vom absoluten
Wert der Energie ab. Auch thermodynamisch ist der Wert der Grundzustandsenergie
irrelevant. Die Behauptung ,,Kaltes Helium verfestigt sich nicht, weil die Grundzustands-
energie nicht verschwindet® ist falsch.

Wenn kein Warmebad den mittleren Energieinhalt des Systems p einstellt, fehlt in
Gleichung (626) der Lagrangesche Multiplikator mit B und die Uberlegungen laufen so
ab wie mit 3 = 0. Die Entropie wird maximal bei Gleichverteilung p; = 1/N, wobei N
die Dimension des Hilbertraumes ist. Dann hat die Entropie den Wert

S=InN. (6.35)

Ist die Dimension N unendlich, gibt es keinen Zustand maximaler Entropie.

Wichtige Spezialfille von Systemen im thermischen Gleichgewicht sind der harmoni-
sche Ostzillator und das Zweizustandssystem. Wahlt man eine verschwindende Grundzu-
standsenergie, so lautet die Energieformel fiir den harmonischen Oszillator

E.=m& n=0,1,2,... (6.36)

Fiir das Zweizustandssystem hat E, dieselbe Form, aber n durchlduft nur die Werte 0
und 1. Dies sind die Energien von freien, identischen Bosonen und Fermionen. &€ = hw
ist die Energie eines Teilchens. Ein Zustand mit mehreren Teilchen hat die mehrfache
Einteilchenenergie, da die Teilchen frei sind. Das Pauli-Verbot verbietet n > 2 bei Fer-
mionen.
Die Zustandssumme des harmonischen Oszillators ist eine geometrische Reihe,
Zposon = p_€ PN = ﬁ : (6.37)

n=0

die Zustandssumme des Zweizustandssystems ist so einfach, wie sie nicht einfacher sein
kann,
ZFermion =1 + e—[SE . (638)
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Den Energieerwartungswert bestimmt man mit (E31]),

e &
E oson — " ae 7 E ermion — " ape 7
(E)p ebé —1 () ePé +1

(6.39)

Kompliziertere Systeme bestehen oft aus mehreren, verschiedenen Bosonen und Fer-
mionen, zum Beispiel aus Photonen mit unterschiedlichem Wellenvektor 12, die wechsel-
wirkungsfrei aus Teilsystemen zusammengesetzt sind.

Wir bezeichnen genauer ein System als frei zusammengesetzt, wenn der Hilbertraum
ein Produktraum H = H; ® H; ist und wenn der Hamiltonoperator H = H1 @ 1+ 1® H,
sich aus Hamiltonoperatoren der Teilrdume zusammensetzt. Dann gibt es Energieeigen-
zustdnde /\; «, wobei 1 eine Basis von H; und « eine Basis von H, abzéhlt, deren Energie
sich aus den Teilenergien zusammensetzt.

Ei« =Ei(1) + E2(x) (6.40)

)

Die Zustandssumme des Gesamtsystems ist in solch einem Fall das Produkt der einzelnen
Zustandssummen

7 = Z e BEI(V+E2()) Ze—BEl(i) Ze—BEz(fX) =775, (641)
i,

i o
und die Energieerwartungswerte addieren sich.

(E) = (E1) + (E2) (6.42)
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7.1 Lorentzresonanz

Wir betrachten einen Hamiltonoperator mit kontinuierlichen Energien und kontinuums-
normierten Energieeigenzustédnden Ag ,

HAEp, =EAe, (AeplAe ) =8(E—E)S(p—p') . (7.1)

Die Variable p unterscheidet energieentartete Zustande. Stellen wir Zustiande W(t), die
die Schrodingergleichung erfiillen, als Linearkombination dieser kontinuierlichen Basis
dar, so hat ¥(t) folgende Form

W(t) = JdEdp Aep$(Ep) e+ B(E,p) = (Ac,[¥(0)) . (7.2)

Ein MeBapparat, der nachpriift, ob der normierte Anfangszustand W(0) vorhanden ist,
findet zur Zeit t diesen Zustand mit der Wahrscheinlichkeit

w(t) =la(t)?, (7.3)
a(t) = (Y(0)[¥(t)) = JdE F(E)2e nEt (7.4)

wobel wir mit
FIEP = | dp (e, (0D (7.5)

die Wahrscheinlichkeitsdichte bezeichnen, bei Energiemessung den Wert E zu erhalten.
Diese Wahrscheinlichkeit nimmt mit der Zeit t exponentiell ab, wenn es sich bei dem
Zustand um eine Lorentzresonanz handelt.

I 1
Frorentz(E) = |4/ Em‘ (7.6)

Es sind Ey die Resonanzenergie und I' > 0 die Breite der Resonanzkurve.

Allerdings sind Resonanzenergie und Breite nicht als Energieerwartungswert (H) und
Energieunschéirfe AH definiert Diese Groflen divergieren, weil die Funktion F(E) nicht
schnell genug abfillt (vergleiche Abschnitt (22)). Es erfillt W(t) = exp(—iHt/h)¥(0)
die integrierte Schrodingergleichung, aber W(t) ist zu keinem Zeitpunkt differenzierbar,
|IHW(t)]| divergiert.



76 7 Zerfall eines instabilen Teilchens

Man kann die Amplitude

r e—%Et
aLorentz(t) - Z_{ JdE (E — Eo)z N FTZ (77>

mit dem Residuensatz auswerten, weil man fiir positive (negative) Zeiten den Integrati-
onsweg in der unteren (oberen) komplexen Halbebene schlieffen kann, und erhélt

aLorentz(t) - e_iﬁEOte_ﬁ . (78)

Es nimmt also die Wahrscheinlichkeit w(t), zur Zeit t > 0 die Lorentzresonanz noch
vorzufinden, exponentiell ab.

Weorentz (t) =€~ YT fir t>0 (7.9)

Die Lebensdauer ist die inverse Breite, T = h/I", was als Unschérferelation
AtAE > h/2 (7.10)

gelesen wird. Diese Unschérferelation ist allerdings problematisch: AE divergiert und
nicht t wird gemessen sondern die Eigenschaft, zur Zeit t noch die Lorentzresonanz W(0)
ZUu sein.

Die Breite I" ist die Zerfallsrate des exponentiell zerfallenden Zustandes

1 d

Der Gleichung ([Z4) entnimmt man, dafl die Phase von 1 (E,p) ohne Bedeutung ist.
Dies ist verstindlich, denn jede kontinuumsnormierte Basis Ag , = e (BEPIAL  mit
beliebiger, reeller Funktion @(E,p) hétte ebenso gut verwendet werden kénnen. Es gibt
namlich, anders als bei Ort und Impuls, keinen zum Hamiltonoperator konjugierten
Operator T mit Vertauschungsrelation [T, H] = ih. Solch ein Operator wére in einer
Energiebasis T = ihdg und wiirde die relativen Phasen der Basis Ag , fixieren.

Ebenso ist das Vorzeichen von I' ohne Bedeutung, wie man an ([L7) sieht. Die Zer-
fallsrate ist |T'].

7.2 Abweichungen vom exponentiellen Zerfall

Streng genommen gibt es keine Lorentzresonanz, weil jeder realistische Hamiltonopera-
tor ein nach unten beschrinktes Spektrum hat (P(E,p) = O fiir E < En), und weil
der Energieerwartungswert endlich sein mufl. Die Lorentzresonanz ist also fiir kleine
und grofle Energien unrealistisch. Es gibt auch streng genommen keinen exponentiellen
Zerfall.

Es gibt keine Zusténde, die der differentiellen Schrodingergleichung ihd ¥ = HY genii-
gen und die zu allen Zeiten einem exponentiellen Zerfallsgesetz geniigen. Es ist ndmlich
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w(t) eine Wahrscheinlichkeit, die differenzierbar ist, wenn W(t) differenzierbar ist, und
die zur Zeit t = 0 maximal ist, w(0) = 1. Daher verschwindet dann ihre Zeitableitung

d w
dt
und exponentieller Zerfall ist fiir kleine Zeiten ummoglich.
Alle Abweichungen vom exponentiellen Zerfall beruhen darauf, dafl die Zerfallsproduk-

te wieder den urspriinglichen Zustand aufbauen. Dies sieht man mit folgender Zerlegung
der Amplitude

(t)) o =0 (7.12)

a(t +t) = (YO)W(t +t') = (Y(0)le +Hte M Y(0)) . (7.13)

Schiebt man zwischen die e-Funktionen eine Zerlegung der Eind]

1= (O WO+ Y M) (Yul, (7.14)

wobei die Zustidnde Y, den Anfangszustand W(0) zu einer Orthonormalbasis ergédnzen
und fiir die Zerfallsprodukte stehen, so sieht man

alt+t) =a(t)a(t) + Y (WO)e MY )(Yale 51 Y(0)) . (7.15)

Der letzte Term ist die Amplitude fiir Zerfall und Wiedererzeugung des Anfangszustan-
des. Verschwiinde dieser letzte Term, so ergibe sich die Relation a(t+t') = a(t)a(t’),
aus der exponentieller Zerfall folgte. Da die Zerfallsprodukte den Ort des Geschehens
verlassen und da dabei ihre Dichte abnimmt, sollte man bei lokalen Wechselwirkun-
gen vermuten, dafl Abweichungen vom exponentiellen Zerfall nur bei Zeitauflésungen zu
beobachten sind, die klein gegen die Flugdauer sind, innerhalb derer sich die Zerfalls-
produkte so verdiinnen, dafl die Wiedererzeugung vernachlassigbar wird.

Auch fiir grole Zeiten mufl es Abweichungen vom exponentiellen Zerfall geben, falls
der zerfallende Zustand durch Wirkung des Hamiltonoperators H wihrend der Zeiten
t < 0 erzeugt worden ist. Die Forderung, daf§ die Schrédingergleichung auch zu negati-
ven Zeiten gegolten hat, ist allerdings nicht zwingend: was bei Praparation und Messung
geschieht, hangt vom Aufbau der Quelle und des MeBapparates ab und wird nicht un-
bedingt durch den Hamiltonoperator H beschrieben (vergleiche Abschnitt (B.6)).

Akzeptieren wir aber ([2) fir alle Zeiten, so ist der Betrag der Amplitude a(t) fir
positive Zeiten genau dann exponentiell abfallend und durch Ce™** mit positiven Kon-
stanten C und T beschrinkt, wenn |a(t)| < Ce™I*V/T zu allen Zeiten gilt. In diesem Fall
ist die Fouriertransformierte

- o dt ~lEt
a(k) = J\/ﬁe a(t) (7.16)

eine analytische Funktion komplexer Energien E im Streifen |J(E)| < h/T, die zudem
fiir reelle Energien E = E* < E,;, unterhalb der Minimalenergie verschwindet, wenn

!Das Zeichen Y ist der grichische Buchstabe Ypsilon.
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die Energie nach unten beschriankt ist. Daher mufl a(E) verschwinden. Dies steht aber

im Widerspruch zu a(t) = \/%eih& a(E) und a(0) = 1. Daher kann der Betrag

der Amplitude a(t) nicht exponentiell beschrankt sein sondern muf fiir grofie Zeiten
langsamer abfallen.

7.3 Goldene Regel

Ein Energieeigenzustand kann nicht zerfallen, da aus W(t) = e~ REYW(0) fiir reelle Energie
E sich w(t) = 1 ergibt. Herleitungen des exponentiellen Zerfallsgesetzes fiir einen Zu-
stand, dem eine definierte Energie zugeschrieben wird, widersprechen sich daher selbst.
Auch kann die Energie E keinen negativen Imaginérteil I'/2 haben. Dies wiirde zwar
zu w(t) = e~ fithren und wird verwendet, um zerfallende Zusténde zu parametrisie-
ren ohne die Zerfallsprodukte beschreiben zu miissen. Ein Hamiltonoperator, der die
Zeitentwicklung eines zerfallenden Zustandes vollstdndig beschreibt, mufl aber auch die
Zerfallsprodukte und ihre Zeitentwicklung beschreiben. Er mufl hermitesch sein, damit
Y(t) zu allen Zeiten normiert bleibt, und kann nur reelle Eigenwerte haben.

Betrachten wir einen Hilbertraum, der von einem normierten Zustand Y und von dazu
orthogonalen, kontinuumsnormierten Basiszusténden Ag, mit E > E,;, aufgespannt
wird

YY)y =1, (YAep) =0, (AeplAp,p) =8(E—E)s(p—7p'). (7.17)

Diese Basis sei der Zerlegung

H = Ho + Hin (7.18)

des Hamiltonoperators angepaft und so gewéhlt, dal Y ein normierter Hy-Eigenzustand
mit Eigenwert By > E,;, im Kontinuum ist und daB8 Ag, zum Kontinuum von Hg
gehorende, verallgemeinerte Eigenzustinde mit einem Entartungsindex p sind

H()Y - E()Y, HO/\E,p — E/\E,p y E 2 Emin- (719)

Konkreter kann man bei V" an ein angeregtes Atom denken und bei Ag ;, an die Zweiteil-
chenzustanden aus abgeregtem Atom und Photon. Die Energie E ist kontinuierlich, weil
die moglichen Energien von Photonen, E = hw = c|p], kontinuierlich sind. Die Zweiteil-
chenzustédnde Ag , von Atom und Photon sind Energie-entartet, denn das Photon kann
in alle moglichen Richtungen auslaufen.

Wir betrachten die Amplitude

(A ple 1Y) (7.20)

fiir den Ubergang des normierten Ho-Eigenzustands Y in dazu orthogonale, kontinuums-

normierte Ho-Eigenzustédnde Ag , in niedrigster Ordnung in der Wechselwirkung Hiy

. . 1 . . . . . .
und entwickeln zu diesem Zweck e~ n™t in eine Taylorreihe in tH;,. Die Koeffizienten

der Reihe entnehmen wir durch wiederholtes Differenzieren der Relation

1
3, AN :J dze*A M) ) A o1-2IARN (7.21)
0
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Diese Relation beweist man durch Entwickeln beider Seiten

Zil ZAn 1(3,A)A Zk'ZUJdZZ —Z)LAR(A) AL (7.22)

n

mit der kombinatorischen Formel

1 k!l
L
Jodzz (1—2z)" = il (7.23)

Entwick_e;ln wir mit (IZZI]) den Zeitentwicklungsoperator e~ "t nach H;.:t, so verschwin-
det die Ubergangsamplitude in niedrigster Ordnung und ist bis auf Terme hoherer Ord-
nung gegeben durch
i l ! i i
(Ag ple wHtY) = —?—Lt</\E,p|Hth>J dze w2tEe wl1-2)tho | (7.24)
0

Hierbei haben wir die Hy-Eigenwertgleichungen verwendet.
In dieser Ordnung wird die Wiedererzeugung von Y aus den Zerfallsprodukten und
die Wechselwirkung der Zerfallsprodukte nicht erfafit.
Die z-Integration ergibt
—%Et _ e—ihEot

i (S
(Agple™ ) = (Ag p[Hin V) ——=— gt (7.25)

Die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t einen Zustand Ag ;, im Ho-Energiebereich A vorzufin-
den, ist durch das Betragsquadrat dieser Amplitude bestimmt und niedrigster Ordnung
durch

San( (E—Eo])
w(A,t) = J dEdp [(Ag p[Hin V)2 Eh T - (7.26)
A (%)
gegeben. Wegen ([B3)) gilt fiir gentigend grofle Zeiten t etwa
w(A,t 2m
B8] = 2% 4B A o MY PS(E — o). (7.27)

Allerdings darf nicht der Grenzwert t — oo genommen werden, weil sonst héhere Po-
tenzen von tH;, nicht mehr vernachlissigt werden konnen. Insbesondere muf3 die Zeit
t klein gegen die Lebensdauer des zerfallenden Zustandes bleiben: fiir groflere Zeiten
nimmt die Wahrscheinlichkeit, Zerfallsprodukte zu finden nicht mehr linear mit der Zeit
zu. Fiir kleine Zeiten t, die grof genug fiir die Ndherung ([B3) sind, deuten wir w
als Ableitung —Cé—”t" der Wahrscheinlichkeit, den zerfallenden Zustand noch vorzufinden,
und lesen die Zerfallsrate ab.

Miordene Regel = 278 JdEdp (At Hin V)2 5(E — Eo) (7.28)
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Die Zerfallsrate setzt sich additiv aus partiellen Zerfallsraten dI" von verschiedenen Pro-
zessen zusammen

dl" = 27t 8(E — Eo) [(Ag,p[Hin Y)[* dEdp . (7.29)

Bei dieser Standardherleitung der Goldenen Regel ist die Zeit t geniigend grofl, denn
kein quantenmechanisches System kann fiir kleine Zeiten exponentiell zerfallen (siehe
Abschnitt ([Z2)). Zuséitzlich ist diese Zeit t klein gegen die Lebensdauer t. Es ist be-
merkenswert, wie gehorsam die Textbuchherleitung der Goldenen Regel von Studenten
akzeptiert und von Dozenten vorgetragen wird. Die Annahmen {iiber t schliefen sich
im Grenzfall gegenseitig aus und Fehler, die man fiir mittlere Zeiten macht, die sowohl
geniigend grof} als auch geniigend klein sind, sind nicht leicht abzuschétzen.

7.4 Zerfall ins Kontinuum

Man kann die Zeitentwicklung des zerfallenden Zustandes ohne Néherungen exakt durch
Integrale angeben. Die Goldene Regel ergibt sich im Grenzfall kleiner und nichtresonanter
Ubergangsamplituden.

Ein allgemeiner Zustand schreibt sich mit einem Entwicklungskoeffizienten 1y = (Y|¥)
und einer Wellenfunktion P(E,p) = (Ag ,[¥) in der Basis (ZI1) als Linearkombination

Y=Y + JdEdp At W(E,p), W(E,p) =0 fiir E < Epiy . (7.30)

Die Wahrscheinlichkeit wq (A, W), bei einer Messung von ¥ die zu Hy gehtérende Ener-
gie im offenen Intervall A zu finden, betragt

dEd E,p)? falls Eo & A
WO( ’\y):{ IA phjr)( »p)‘ alls 0¢

7.31
[bol? + [ ,dEdp D(E, p)|>  falls Eo €A 3y

Es tragt also der Anteil Yo zur Wahrscheinlichkeitsdichte der Energie eine scharfe Linie
bei Eq bei, die schiirfer als jede Detektorauflosung A ist und deren Fliche \po|? betrigt.

Die Wechselwirkung H;,, = HiTnt bewirkt Ubergéinge vom normierten Ho-Eigenzustand
Y ins Kontinuum und umgekehrt

MY = [dEdp Acp v(E D), HinAey =V (E )Y, (7.32)

V(E,p) = (Ae pHi V) . (7.33)

Die Matrixelemente (Y|H;Y") und (Ag ,/|[Hint/A€ p) verschwinden in unserer Rechnung.
Dies ist keine wesentliche Einschrankung, wir konnen uns solch einen Teil der Wech-
selwirkung in Hy absorbiert vorstellen. Ebenso verschwindet v(E,p) = (Ag |HinY) fiir
E < Enin-

Der Operator Hy, ist auf Y nur definiert, falls ||H;, Y| < oo ist.

JdEdp V(E,p)I* < o (7.34)
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Wie klein die Amplitude v(E,p) fir Ubergénge ins Kontinuum auch ist, wenn sie
bei einer Energie E; nicht fiir alle p verschwindet, so gibt es keinen normierbaren
H-Eigenzustand mit dieser Energie. Die Gleichung (H — E;)¥ = 0 bestimmt namlich
die Energiewellenfunktion

v(E, p)
E,p) = 7.35
ll)( ) ) E_ E‘] 11)0 ( )
und die Energie E; durch die gap-Gleichung (Energieliickengleichung)
00 E 2
By —Eo = —J aeap MEPI (7.36)
Emin E - E1

Nur wenn [dp [v(Eq,p)|* verschwindet, ist P(E,p) eine quadratintegrable Funktion.
Ist die Wechselwirkung v(E,p) geniigend grof}, so gibt es unterhalb der kontinuierli-
chen Energien, dort verschwindet v(E, p), einen normierbaren H-Eigenzustand, denn die

Energieliickengleichung (IZ30) hat fiir E; < Ep;, genau eine Losung, wenn

N v(E, p)I?
| dEdp ———————— > Ey — Ein 7.37
Ei%l_’_ JEmin P E— Emin + € ° ( s )

ist. Es ist ndmlich die linke Seite von ([Z30) eine monoton steigende Funktion von E;
und die rechte Seite fillt monoton ab. Zudem ist fiir stark negative E; die linke Seite
von ([L30) kleiner als die rechte, fiir By = E,;, ist die linke Seite grofler als die rechte,
wenn die Wechselwirkung v(E,p) gentigend grof ist.

Wir untersuchen nun die Zeitentwicklung des Zustandes W(t) = e*ithY’, der zur Zeit
t = 0 als normierter Eigenzustand Y des ungestérten Hamiltonoperators Hy prépariert
worden ist. Die Amplitude a(t) dafiir, daf§ bei Messung zur Zeit t der Anfangszustand
gefunden wird, ist das Matrixelement

a(t) = (Yle wHy) (7.38)

Wir nutzen den Residuensatz und stellen e~ vHt als Wegintegral iiber einen Weg I' dar,
der das Spektrum von H in der komplexen Ebene im Gegenuhrzeigersinn umlauft.

; 1 i,
Mt — @ dze P —— 7.39
er ZHiﬂgr zen z—H (7.39)

Die Formel kann mit dem Residuensatz fiir den Fall eines diskreten Spektrums
HAL = Eq Ay mit W(0) = ) Any leicht bestétigt werden

1 i 1
5 . d “wEt /\n n —
27[1%% zen z—H e

r

1 —dizt
= Tm;% dze ™ ® 7 _

Anthr = ZAnwne—% "

r

und gilt auch fiir kontinuierliches Spektrum.



82 7 Zerfall eines instabilen Teilchens

Die negative Resolvente (z — H)~! kann als geometrische Reihe geschrieben werden.
Es gilt ndmlich fiir Operatoren A und V, wenn A und A — V invertierbar sind,

A-V) T=AQ-ATV) T=1-ATTV)TA T = i(A‘]V)“A‘] (7.40)

n=0

auf Zustdnden, auf denen die Reihe konvergiert. Wir schreiben daher

1 1 o0 1 N 1
Z_H:Z_HO_Hint:Z( Hint) Z—HO ) (741)

Die Potenzen von (z — Hg) ™ 'Hiy sind auf Y leicht anzuwenden, da Y Eigenzustand zu
((z—Ho) "Hiy)? ist. Mit der Notation

VIEIE = [dp v(E,pIF (7.42)
gilt
1 _ v(E,p)
mHintY = JdEdp /\E,‘p ﬁ (743)
1 2 1 V(E)?
Hi )Y = dE Y. 44
(z—Ho t) z—EOJ z—E (7.44)

Zum Matrixelement (Y|(z — H)~'Y) tragen demnach nur die geraden Potenzen von
(Z — Ho)_] H;,; bei.

1 1 V(E)[?\n 1
M0 = 2| e =)

z— EO z— EO
[V(E)]*\ -1
= —Eo — [dE 7.45
(Z 0 J z—E ) ( )
Fiir a(t) folgt dann wegen ([C38) und ([Z39)
a(t) 1 ﬂ@ dze w2t ] (7.46)
— . € Y 2 :
2mi Jr z—Eo + [dE MEL

Wir wihlen den Integrationsweg I' im Gegenzeigersinn um das Spektrum so, dafl wir
mit festem Imaginérteil ¢ > 0 die Punkte z = x 4 ie von x = co zu x = —oo durchlaufen
und danach die Punkte z = x —ie von x = —oo bis x = oco. Dann ist das komplexe
Wegintegral die Differenz zweier Integrale iiber die reelle Achse.

Das Integral hiangt nicht von ¢ ab und wir werten es im Grenzfall ¢ — 0+ aus.

T i : 1
a(t) = lim LJ dx (e nt0xie)

— (e — —¢) (7.47)
Emmin x +ie —Eo + [dE )

[V(E)?
E—x—ie
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Wie in Anhang [A] gezeigt, hat der Nenner

V(E)|?
f(x) =x+ie —Eo + JdE’(i)', (7.48)
E—x—ie
fiir ¢ — 0+ den Grenzwert
V(E
f(x) =x — Eqo + J[ dE’% + i V(x)? (7.49)

wobei § das Hauptwertintegral bezeichnet.

Falls V(x) geniigend klein ist, so dafl kein gebundener Zustand existiert, der die gap-
Gleichung (IZ34)) 16st, so verschwindet der Nenner f nirgends.

Der zweite Beitrag zu a(t), den man durch die Ersetzung von ¢ durch —e erhélt, ergibt
den konjugiert komplexen Nenner f*. Daher ist der Integrand von der Form

11 f*— f

e_ﬁtx(¥ — f_*) = e_ﬁtx( 7= ) (7.50)

und a(t) ist
alt) = JdE e nEYF(E))2 (7.51)
F(E) = VIE) (7.52)

E—Eo+ f dB/MELEE 4 imv(E)2

Der zerfallende Zustand ist durch die Ankopplung an das Kontinuum nicht ldnger ein
Energieeigenzustand, sondern eine Resonanz &dhnlich der Lorentzresonanz, denn fiir klei-
ne Ubergangsamplitude V(E) ist F(E) nahezu die in ([Z8) gegebene Funktion Fpopent(E).
Die Abweichungen von der Lorentzresonanz fithren zu Abweichungen vom exponentiellen
Zerfall.

Im Nenner von F(E) dominiert der Realteil

E'+E)P

RE(E) = E — Eo+ J[ apr . (7.53)

aufler in einer kleinen Umgebung der Nullstelle E von Rf (E). Der Zahler V(E) beseitigt
die unphysikalischen Ziige der Lorentzresonanz. Er sorgt dafiir, da3 die Energiewellen-
funktion fiir E < E,;, verschwindet und verbessert das Hochenergieverhalten, so dal HY
endliche Norm hat. Es existieren dann (H) und Ay, allerdings hingen diese GréBen vom
Verhalten von V(E) fiir E # E ab und brauchen nicht mit der Resonanzenergie und der
Breite iibereinstimmen.

Wenn sich in der Umgebung der Nullstelle von Rf(E) der Imaginérteil des Nenners
von F(E) nicht stark verdndert, konnen wir ihn dort durch 7t/V(E)|? ndhern und erhalten
ungefihr

F(E) ~ VIE) (7.54)

(E—E)(1+0¢ de/M)+1nyV( )12
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mit der Resonanzenergie E, die durch die Energieliickengleichung Rf(E) = 0 implizit
definiert ist, und der Breite

27 [dp [v(E, p)I?

r— . (7.55)
1+ 0; f dE/dpMELER)?
In niedrigster Ordnung ist dies die Goldene Regel.
rGoldene Regel — 2n JdEdp 5(E - E) ’</\E,p|HintY>|2 (756>

Die Zerfallsrate eines Zustands, der durch Uberginge in ein Kontinuum von Energiezu-
stdnden zerféllt, ist das 27t-fache des Integrals der Betragsquadrate der Ubergangsam-
plitude v(E, p) bei der Resonanzenergie E mal einer Deltafunktion fiir Energieerhaltung.
Genauer zeigt Gleichung ([Ch2), da der zerfallende Zustand kein Energieeigenzustand,
sondern eine Resonanz dhnlich der Lorentzresonanz ist.

Diese Herleitung der Goldenen Regel zeigt, dafl eine genaue Berechnung der Uber-
gangsamplitude (Ag p/HintY) in hoherer Ordnung Storungstheorie durch eine genaue
Berechnung des Zeitverhaltens des zerfallenden Zustands ergénzt werden mufi. Die Gol-
dene Regel gilt in niedrigster Ordnung der Ubergangsamplitude.

Die Approximation ([LH4]) unterstellt nicht nur, daf§ V(E) klein ist, sondern auch, daf
V(E) glatt ist und nicht selbst eine Lorentzresonanz mit Resonanzenergie E; und Breite
I ist. Sonst unterdriickt zwar in (L52) der Nenner f(E;) =~ (E; — Eo) den Beitrag der
Resonanz bei Ey, wenn aber die Breite I klein gegen 2nV(E )|2 ist, so zerfillt zunéchst
der Zustand Y schnell als Resonanz mit Energie E bis auf einen kleinen, langerlebigen
Rest der Resonanz mit Energie E; und Breite I5.

7.5 Allgemeingiiltigkeit

Wir haben in ([CEIIZ52) ganz allgemein die Amplitude dafiir ausgerechnet, dafl irgend-
ein normierbarer Zustand W(t), der als Wellenpaket aus kontinuierlichen Energieeigen-
zustanden zusammengesetzt ist, mit dem Zustand W(0) {ibereinstimmt. Sei ndmlich der
normierte Anfangszustand Y = W(0) aus kontinuierlichen Energieeigenzustéinden des
Hamiltonoperators H zusammengesetzt. Der Projektor

=")(Y|, PP=P, 1=P+(1-P), (7.57)
werde zur Definition des ungestérten Hamiltonoperators
Ho = PHP + (1 — P)H(1 — P) (7.58)
verwendet. Der Zustand Y = PY ist ein normierter Eigenzustand zu Hy
HoY = PHPY = Y(Y|HY) = E,Y (7.59)

mit Eigenwert Eo = (Y|HY), der im Kontinuum der Eigenwerte von Hy liegt.
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Die Wechselwirkung
Hiy = H—Ho =PH(1 —P)+ (1 —P)HP (7.60)

macht Uberginge von Y zu dazu orthogonalen Zustéinden.

Jeder Zustand Y und jeder Hamiltonoperator H mit kontinuierlichem Spektrum erfiil-
len also die Annahmen, die wir in Abschnitt (L)) gemacht haben. Durch Wahl des belie-
bigen Zustand Y kann die Funktion F(E) in (IZ2]]) mit den Einschrankungen F(E) = O fiir
E < Epin und [dE IF(E)]? = 1 beliebig vorgegeben werden. Die Amplitude a(t) nimmt
daher normalerweise nicht exponentiell ab.

Der Zustand zerfallt exponentiell, wenn die Amplitude v(E,p) fiir den Zerfall in das
Kontinuum der Zerfallsprodukte klein ist und nicht selbst resonantes Verhalten zeigt.

7.6 Zerfall bewegter Teilchen

In relativistischer Quantenmechanik ist der Hamiltonoperator H = cP° eine Komponente
des Viererimpulses. Zu Lorentztransformationen A, die A% > 1 erfiillen und daher die
Zeitrichtung nicht umdrehen, gehoren unitire Operatoren U(A), die auf Zustdnden mit
ganzzahligem Spin die Lorentztransformationen darstellen.

U(A2A7) = U(A)U(A) (7.61)

Fiir halbzahligen Spin und fiir Lorentztransformationen, die die Zeitrichtung spiegeln,
sind die Verhéltnisse verwickelter [5, Kapitel 2]: Zeitumkehr ist als antiunitéire Transfor-
mation realisiert und auf Zustéinden mit halbzahligem Spin ist die Uberlagerungsgruppe
SL(2, C) der Lorentzgruppe dargestellt. Diese Komplikationen wirken sich aber hier nicht
aus.

Die unitédren Transformationen bewirken zeitrichtungstreue Lorentztransformationen
der Viererimpulse

U "(A)P™UA) = A™,P™ . (7.62)

Auf einen Viererimpulseigenzustand @, mit P™®,, = p™®,, angewendet ergibt U(A)
daher einen Eigenzustand mit lorentztransformiertem Viererimpuls.

PU(A)D, = U(A)A™, P D, = A™ p"U(A)D, (7.63)

Fiir zerfallende Teilchen, die sich mit Geschwindigkeit v bewegen, folgt hieraus, dafl
ihre Lebensdauer T, durch Zeitdilatation vergrofiert ist.

1

Die Relation ist aus quantenmechanischen Griinden nicht mathematisch exakt. Es kann
némlich streng genommen kein Teilchen in Ruhe prépariert werden, dazu wiirde eine kon-
stante, und daher nicht normierbare Ortswellenfunktion gehoren. Arbeitet man, um die
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Lokalisationsenergie klein zu halten, mit Wellenfunktionen, die in einem grofien Raum-
gebiet konstant sind und auflerhalb des Gebiets schnell gegen Null gehen, so sieht ein
lorentztransformierter Beobachter in diesem grofien Raumgebiet den Zustand vor langer
Zeit und nach langer Zeit. Hat man schon die Idealisierung vollzogen, dafl der Zustand
exponentiell zerféllt, so entspricht diesem Zerfall fiir einen lorentztransformierten Beob-
achter eine Wellenfunktion, die entgegen der Geschwindigkeitsrichtung exponentiell an-
wichst. Ahnlichen Schwierigkeiten begegnet man, wenn man einen zerfallenden Zustand
als Impulseigenzustand und als Eigenzustand eines nichthermiteschen Hamiltonoperators
beschreiben will. Hat die Energie einen negativen Imaginérteil, so hat der lorentztrans-
formierte Zustand einen komplexen Impulseigenwert. Die entsprechende Wellenfunktion
wéchst dann in einer Richtung exponentiell an.

Betrachtet man Wellenpakete und arbeitet man mit normierten Zusténden, so ist die
Amplitude a(t) ([Z4) schon fiir stabile Teilchen zeitabhéingig. Denn Wellenpakete freier,
massiver Teilchen zerfliefen, weil sie aus Anteilen mit unterschiedlichen Impulsen und
daher unterschiedlichen Geschwindigkeiten zusammengesetzt sind. Abgesehen davon ist
die Amplitude

(W, (0)[Wy (1)) (7.65)

eines mit Geschwindigkeit v bewegten Zustands aber einfach deshalb zeitabhéingig, weil
er sich mit Geschwindigkeit v bewegt und daher weniger und weniger mit dem Wellen-
paket zur Zeit t = 0 iiberlappt. Um fiir ein nahezu monochromatisches Wellenpaket die
Amplitude dafiir zu bestimmen, dafl der Zustand noch zur Zeit t vorhanden ist, muf
daher ¥, (t) mit dem um x = vt verschobenen Zustand ([B23) e~ ~""*W,(0) verglichen
werden.

ay (1) = (e "PY(0)[W, (1)) = (W, (0)]erPVte v HEW, (0)) (7.66)

Die mit Geschwindigkeit v bewegten Zustdnde W, erhélt man aus ruhenden Zustan-
den ¥y, sie sind Eigenzustinde des rdumlichen Impulses PWy = 0, durch die unitére
Transformation

W, = U(AMW) Y, , (7.67)

die zur drehungsfreien Lorentztransformation A(v) gehort, zum Beispiel
1 (1 %
2\ ]
A(v) = 2 \c

fiir einen in x-Richtung bewegten Zustand. ¥, ist kein Impulseigenzustand, wenn W
instabil ist, da Wy kein Energieeigenzustand ist.

Setzen wir ([Z&1) in (Z60) ein und verwenden wir ([ZEA) so ergibt sich mit u, =
(ct,—vt,0,0)

1 (7.68)

(WolU e FumP™ LW = (Wole numU "PMUY Y — (g le= RUmA™ P Yy (7.69)
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Wegen u, , A™, P = /1 — z—i tcP® und cP° = H erhalten wir

Clv(t) = (‘Po|ef% v 17‘C)%tH\P0> = ao(\/ 1— Z—j t) . (770)

Es zerfillt also das bewegte Teilchen langsamer als das ruhende. Nimmt die Uberlebens-
wahrscheinlichkeit des ruhenden Teilchens exponentiell mit einer Lebensdauer T ab, gilt

2
1-Y2 ¢
_ cZ

, so gilt fiir das bewegte Teilchen |a, (t)]? = e~ = . Es hat also eine

_t
T

also |ap(t))> = e
Lebensdauer von -
T, = ——— . (7.71)
1-%
C
Auf die Frage, ob Beschleunigung die Lebensdauer beeinflufit oder ob quantenmecha-
nische Teilchen ideale Uhren sind und die Weglénge der Weltlinie messen, gibt es keine
universelle Antwort. Man mufl erwarten, dafl die Art der Beschleunigung wesentlich ist.
So greift zum Beispiel ein Magnetfeld in die Energieverhéltnisse von atomaren Niveaus
ein und Beschleunigung in einem Magnetfeld dndert den Gang von Uhren, die Zeit mit
atomaren Ubergéngen messen. Vergegenwirtigt man sich, daf8 der Begriff Eigenzeit von
der Lokalisation der Uhr auf eine Weltlinie Gebrauch macht, daf solch eine Lokalisation
zu verschiedenen Zeiten aber im Widerspruch zur Quantenmechanik steht, erkennt man,
daBl schon die Frage, ob quantenmechanische Uhren die Weglénge ldngs einer Weltlinie
messen, problematisch ist.






8 Das Wigner-Theorem

8.1 Wahrscheinlichkeitstreue und unitdre Abbildungen

Da die Wahrscheinlichkeit w(i, O, ¥) dafiir, dafl der i-te Meiwert a; auftritt, wenn der
Zustand ¥ ~ e“¥ mit dem Apparat O vermessen wird, durch (1))

w(i, 0,P) = [(AW)[?, OAL = aiA;, (8.1)

gegeben ist, laBt jede unitéire Abbildung U, U' = U~', der Hilbertraumvektoren ¥
und A; auf U¥Y und UA; sowie der Operatoren auf UOU™" alle Wahrscheinlichkeiten
invariant, denn alle Skalarprodukte und Eigenwertgleichungen bleiben ungeéndert

(UAJUY) = (A[Y) . (8.2)

Ebenso bleiben alle Wahrscheinlichkeiten durch jede antiunitére Abbildung A erhalten,
das heifit, durch jede invertierbare Abbildung des Hilbertraumes, die

(AAJAY) = (WIA) VALY (8.3)
erfiillt. Da das Skalarprodukt im linken Argument antilinear ist,
(AANAQY) = (aYIN) = a*(YIA) = a*(AAJAY) = (AA|a"AY) | (8.4)
ist A nicht linear, sondern antilinear,
Ala¥Y) =ad"'A¥Y, AV +A) =(AY) + (AA). (8.5)

Das Wigner-Theorem besagt: Zu jeder invertierbaren Abbildung T von Zustdnden auf
Zustande, also von Strahlen im Hilbertraum ¥ ~ AW, A € C — {0}, auf Strahlen

Yo TV, AY — ATY (8.6)
die alle Wahrscheinlichkeiten erhélt,

(MY Yo
YT (T T~ W) | 0 X0 (8.7)

gehort (falls der Hilbertraum mindestens dreidimensional ist) eine unitédre Abbildung U
oder eine antiunitdre Abbildung A des Hilbertraumes. Dabei ist U oder A durch T bis
auf eine Phase, U’ = ¢!*U oder A’ = e'*A, eindeutig festgelegt.
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Man beachte, da3 T eine Selbstabbildung der Menge der Strahlen ist, wahrend U oder
A eine Selbstabbildung des Hilbertraums ist.

Beim folgenden Beweis des Wigner-Theorems wéhlen wir jeweils normierte Représen-
tanten der Strahlen, (W[¥) = (TY|TY) = 1. Wir betrachten eine Orthonormalbasis x;.
Die Strahlen Tyx; = x|e!® definieren, bis auf die Phasen e'® eindeutig, eine Orthonor-
malbasis. Denn aus den Betriigen der Skalarprodukte |(x}[X})| = [{xxIx1)| = 8% kénnen
die Skalarprodukte

(Xilxy) = 8% (8.8)
eindeutig abgelesen werden, da z = 0 aus |z| = 0 folgt und sich, weil Langenquadrate
positiv sind, (xiIxk) =1 aus [(Xk/[xx)| = 1 ergibt.

Weil T invertierbar ist, sind die Vektoren x; nicht nur ein Orthonormalsystem, sondern
eine Basis. Anderenfalls gébe es einen Vektor W', der senkrecht auf allen x/ stiinde, und
ein Urbild hétte, ¥ = TY. Dann verschwinden aber alle [(Wxx)| = [(WIxi)| = 0, und
die xx waren keine Basis.

Fiir k =2,3,..., legen wir die Phasen von x}, relativ zu X} durch das Transformierte
von Y = (x1 + Xk )/V?2 fest. Die Komponenten ¢y von TYy sind durch
TYk = ’Y{( = ein Z x’lclk (89)
1

bis auf Phasen ePx eindeutig bestimmt. Insbesondere ist fiir k # 1 # 1

(YD =1{x V)l =0 (8.10)
und
end = 063 )l =t Ml = —=
1 (8.11)
lexil = [(Xi Vi) | = [Vl = ﬁ )
also .
v = O e gy e (8.12)
k=7 K k
Wir wihlen die Phasen der Basis x7,X5, ... so, dafl
, elbe /
Ty = ﬁbﬁ +Xx) (8.13)
gilt. Diese Wahl 148t eine gemeinsame Phase aller x}, k =1,2,..., unbestimmt.

Ein beliebiger Strahl ¥ = 3, xxx wird von T auf einen Strahl ¥ = e 3~ xj 1}
abgebildet. Hierbei sind die Betrdge der Komponenten 1y und 1} gleich, denn

(Wil = (W) = [(xi¥") = il - (8.14)

Weiter gilt
1

V2

1

W1+ Pi] = [(Vi[W)| = (Vi [W)] = 7

by + il (8.15)
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Wir untersuchen spezieller den Fall 1y # 0 und multiplizieren mit v2/1p;| = v/2/ P

/
N4+a=1+d], |a?=ld*, wobei a= i3 a = Vi . (8.16)

Py P
Wegen |1 + al?> =1+ |al*> + 2%a besagt dies zusammen mit |a|> = |a’|?
Ra=NRa', und (Ja=7TJad" oder Ja=-Jd'). (8.17)
Fiir jedes k gilt also, falls 17 # 0,
P Pyt

P v
ok Yk der K — .
v v T W ey

Gruppieren wir die beiden Fille, so gilt insgesamt

= (3 x@‘“wwz Xophoi) = e (X ""k+z Xg) - (519

Dabei erstrecken sich die Summen iiber diejenigen Werte von k oder 1, fiir die die eine
oder andere Alternative gilt.

Tatséchlich kann aber fiir alle k nur eine der Alternative gelten, wenn sie sich unter-
scheiden. Gébe es ndmlich ein Paar k und 1 mit

(8.18)

/ *
Wi B, g MW o 11)1 (8.20)
1])1 ‘b] 11)1 1]) 11)1
dann wére der Betrag des Skalarproduktes mit
1
- 4oy 8.21
) \/g(m Xk +x1) (8.21)
nicht invariant unter T. Gema$ (819) wird ¢ von T auf ¢’ = (x] +xx+x1) abgebildet.
Aus
VI(OW)] = tpy + P + i = V3TV = R + Wi + i (8.22)
ergébe sich nach Ausklammern von \q| = |
2 *(2 . _ q)k * *
M+a+b"=[1+a+b**, wobel a—lp—;éa und b——#b (8.23)
1

Ausmultiplizieren ergibt
1+]al® +[bl* +2Ra+2Rb+2R(ab*) = 1+|al* +|b|* +2Ra +2Rb* +2R(ab) , (8.24)
das heifit

R(ab*) = R(ab) <> ReaRb + JaTb = ReaRb — JaJb < JaTb=0  (8.25)
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im Widerspruch zur Annahme a # a* und b # b*.
Es gilt also fiir jedes ¥

TY =P Zx{gj)k oder TY =P bep?; : (8.26)
k K

Von beiden Alternativen muf bei allen Strahlen Ay = \/iz()g +ixk), k=2,3,..., dieselbe
realisiert sein, sonst gébe es ein k und ein 1 mit

1 . 1 :
TAx = ﬁ(xﬁ +ixy), TAL= ﬁ(xﬁ —ix) - (8.27)
Der Strahl I' = 7—()(1 +ixx +ix) wird auf I" = ()(1 +ix} +ix{) abgebildet oder auf
/

[ = \/—(x1 ixi —ix}). Im ersten Fall ist der Betrag des Skalarproduktes mit Ay nicht
invariant,

VEI(TIAD] = [(x1 +ixi + ixulxa +ixu)] = 2 # VBIMAD] = [(x) +ixi +ixilxi —ixi)| = 0

(8.28)

im zweiten Fall der Betrag des Skalarproduktes mit Ay. In jedem Fall miissen I' und alle
Ay linear oder antilinear transformieren.

Dann aber miissen alle Strahlen ¥ genauso linear oder antilinear transformieren wie

die /\k Denn gébe es ein ¥ mit ¥/ = e/} le’l(%)* mit einem % + (%)*, wahrend
Al = (X1 +ix}) gilt, dann ergéibe sich

V2[(A)| = py — itp] = s 11 —111) = V2NV = ) — iy = i1 — ($l) I
(8.29)

also |1+ al?> = [1—a*|? mit a = —ip /APy, und demnach 14|al*> +29Ra = 1+ |a]> —2Ra,
also 0 = Ra = J(P/WP1) im Widerspruch zur Annahme (%)* -+ %

Ebenso untersucht man die verbleibenden Félle mit ¢y = 0.

Wir haben damit das Wigner-Theorem bewiesen: Zu jeder invertierbaren, wahrschein-
lichkeitstreuen Abbildung von Strahlen auf Strahlen gehért eine unitére Abbildung U
oder eine antiunitidre Abbildung A von Hilbertraumvektoren,

Y=) xib— U¥=) xab

oder h k / (8.30)
Y=3 xib— AY =) Xt
K K

Die Selbstabbildung des Hilbertraumes, U oder A, ist bis auf eine gemeiname Phase aller
X} eindeutig durch die wahrscheinlichkeitstreue Selbstabbildung T des Zustandsraumes
bestimmt.

Es ist U linear, U(a¥ + bA) = a(U) + b(UA), und unitéar, (UAJUY) = (AY),
wéhrend A antilinear, A(a¥+bA) = a*(AY)+b*(AA), und antiunitar ist, (AAJAY) =
2 M = (YIA).
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Da A? linear und unitér ist, gehéren zu Transformationen T, die sich als Quadrat
T = T'? schreiben lassen, unitidre Operatoren U im Hilbertraum, denn auch wenn T’
antiunitar realisiert wire, wire das Quadrat dieser Realisierung unitér. Insbesondere
gehoren zu allen Transformationen, die sich wie Translationen und Drehungen durch
wiederholtes Anwenden infinitesimaler Transformationen erzeugen lassen, wenn sie alle
Wahrscheinlichkeiten invariant lassen, unitére Operatoren im Hilbertraum.

In endlichdimensionalen Rdumen hat jede lineare Abbildung einen Eigenvektor. Da die
Transformation A? unitér ist, haben ihre Eigenwerte den Betrag 1 und ein Eigenvektor
erfiillt A2y = e?i*y.

Wenn A%} = X ist, so wird ¥ + Ay auf sich abgebildet. Falls zudem A¥X = —¥ ist,
definieren wir den Hilbertraumvektor als x = ix, falls nicht als x = X + AX . Er ist nicht
Null und wird von A invariant gelassen

AX=X. (8.31)

Wenn der Eigenwert e?'* nicht 1 ist, dann bezeichen wir A¥ als e '*¥, und A wirkt

wegen A’Y = e?i%y auf diese Zustinde durch

—ix.—

Ax =e %y Ax =e'%y. (8.32)

Der Zustand ¥ steht senkrecht auf ¥, denn A ist antiunitéar, (X|AX) = (A(Ax)IAX), und
wegen A%y = e?i%x folgt (1 — e 21%)(x|Ax) = 0. Zudem haben ¥ und X dieselbe Norm,
(XIX) = (ARIAR).

Der Unterraum der Vektoren A, die senkrecht auf x oder x und ¥ stehen, wird durch
A auf sich abgebildet, da A antiunitér ist,

xIN) =0 & (AAJAX) =0 & (AAlx) =0, und ebenso
((XIA) =0 und (xIA) =0) < ((AAJAX) =0 und (AAJAX) =0) (8.33)

& ((AAlX) =0 und (AA[X) =0) .
Da in diesem Unterraum wiederum ein Eigenzustand zu A? existiert, auf dem A durch
B31) oder (B32) wirkt, finden wir so durch vollstdndige Induktion eine Orthonormal-

basis, Xk, Xi, Xi, in der A auf Singuletts xx oder auf Dubletts Xi, Xi wirkt. Auf einen
beliebigen Zustand ¥ mit Komponenten 1V, Py, Py wirkt A als

AY= Z Xk‘bk"‘Z ()A(ﬂj)i +Xii) — Z Xy +Z (xee' P} +>7(i€71“111)2‘) . (8.34)
K i K i

Mit den entsprechenden Uberlegungen zeigt man, da8 in endlichdimensionalen Réu-
men die Eigenvektoren x; jeder unitire Abbildung U, Uy = e'*kxy, als Orthonormal-
basis gewahlt werden kénnen und dafi U folgendermafien wirkt

Us¥ =3 xi— ) Xee' ™y . (8.35)
k k
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8.2 Nichtlineare Schrédingergleichung

Nichtlineare Zeitentwicklung verletzt den zweiten Hauptssatz der Thermodynamik, dafl
die Entropie eines abgeschlossenen Systems im Laufe der Zeit in keinem Fall abnimmt.
Dies folgt durch Betrachtung von Gemischen p zweier normierter Zusténde, [u) und |v),

p = hu){ul + ) (5.36)

die nicht notwendig senkrecht aufeinander stehen.
Da 2p den Vektor [u) auf 2pju) = [u)1 + [v)(viu) und [v) auf 2plv) = [u)(ufv) + [v)1
abbildet, gehort zu p in dieser Basis des von |[u) und |v) aufgespannten Unterraumes die

Matrix | 1 < ‘ >
ulv

mit den Eigenwerten p. = (1+a)/2, a=[{uv),0<a<1.

Die Entropie (63) dieses Gemisches, S = —% ((14a)In(1+a)+(1—a) In(1—a)—21n2),
ist maximal, wenn [u) senkrecht auf |v) steht, a = 0, und nimmt monoton auf Null ab,
wenn a auf Eins anwéchst. Damit die Entropie mit fortlaufender Zeit t > t’ in keinem
Fall abnimmt, muf also fiir jedes Paar von Zustdnden zur Zeit t und t’ die Ungleichung

[(u(t)v(t)] < [(ut)v(t")] (8.38)

gelten. Insbesondere miissen Paare aufeinander senkrechter Zustdnde im Laufe der Zeit
senkrecht bleiben, und jede Orthonormalbasis A;(t’) wird eine Orthonormalbasis A;(t) .

Aber dann erzwingt die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit ([C28), da8 sich kein
Betrag eines Skalarproduktes mit der Zeit dndert. Denn zerlegen wir den Zustand v(t’)
in eine Orthonormalbasis A;(t') mit A;(t’') = u(t’) und v(t) in die Basis A;(t), die sich
daraus im Laufe der Zeit entwickelt, so gilt

1= Y (AN < S AP =1. (8.39)

Da keiner der Summanden zunimmt und die Summe gleich bleibt, bleibt jeder Term
ungeédndert, insbesondere ist [(u(t)[v(t))| = [(u(t)v(t'))].

Demnach ist, wenn die Entropie (EX) im Laufe der Zeit in keinem Fall abnimmt,
die Zeitentwicklung eine wahrscheinlichkeitstreue Abbildung (BZ) von Strahlen des Hil-
bertraumes, zu der nach Wignertheorem eine unitiare oder antiunitiare Abbildung des
Hilbertraumes gehort. Da das Produkt zweier antiunitarer Abbildungen unitér ist und
sich jede Zeitentwicklung als hintereinander folgende Entwicklungen in Teilzeiten schrei-
ben l&Bt, ist Zeitentwicklung unitér und die Schrédingergleichung linear.

Dennoch wird die Zeitentwicklung von beispielsweise einem geladenen Teilchen, das in
leitenden Fldchen seine Spiegeladung erzeugt, zutreffend von einer nichtlinearen Schro-
dingergleichung beschrieben, in der die influenzierte Ladung durch die Wellenfunktion
des Teilchens ausgedriickt ist. Die Entropie eines Gemisches solcher geladenen Teilchen
darf durchaus abnehmen, nur nicht die Entropie des abgeschlossenen Gesamtsystems,
das auch die Spiegelladungen umfaft. Die Schrédingergleichung des Gesamtsystems ist
linear.



O Relativistische Quantenmechanik

Relativistisch ist Quantenmechanik, in deren Hilbertraum eine unitére Darstellung der
Uberlagerung derjenigen Poincaré-Transformationen existiert, die stetig mit der Identitét
zusammenhéngen. Dabei ist der Hamiltonoperator H die Erzeugende der Zeittranslation.

9.1 Poincaré- und Lorentztransformationen

Poincaré-Transformationen Ty 4 sind linear inhomogene Transformationen der Raumzeit

R — R4
T/\,a.{ x = X —=Axta - (9.1)

Dabei kénnen x/, x und a = (a° a',a?, a3) als Spaltenvektoren gelesen werden, die

wir im laufenden Text aber als Zeilenvektoren schreiben, und A als 4 x 4 Matrix. Der
Vierervektor a bewirkt eine Verschiebung oder Translation, A ist definitionsgeméaf eine
Lorentztransformation, also eine Transformation, die Skalarprodukte

w-v=ul —ulv! — v —udV? (9.2)

invariant 1a3t

(Au)- (Av)=u-v, Yuv. (9.3)

Weil das Skalarprodukt in Matrixschreibweise die Form
LT
u-v=unv (9.4)

hat, wobei n die Matrix

ist, erfiillen Lorentztransformationen die Matrixgleichung
ATMA =1 (9.6)

Zum Beispiel ist in einer Zerlegung in (1 + 3) x (1 + 3)-Blocke die drehungsfreie
Lorentztransformation Ly, die die durch s parametrisierte Weltlinie T" : s — x(s) =
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—

s,0,0,0) eines im Ursprung ruhenden Teilchens auf die Weltlinie I : s — x/(s) =

\/ﬁﬂ ,V) eines Teilchens abbildet, das sich mit Geschwindigkeit v, ¥* < 1, bewegt:

1 o7
(= - -
L; (\/% Ly aé?ﬁ\ﬁ) , mit a(v) Niperr 1. (9.7)
Sie bildet den Vektor eq = (1,0, 0,0) auf ﬁ(] , V) ab und 14t die Vektoren w invari-
ant, die senkrecht auf ey und Ly eq stehen, also nur einen rdumlichen Anteil haben, der
zudem senkrecht auf V steht.

Hier und im folgenden verwenden wir einfachheitshalber Mafisysteme mit ¢ = 1.

Drehungen sind Lorentztransformationen, die die Zeit unverindert lassen, x'® = x°.
Die Poincaré-Transformationen bilden eine Gruppe, denn hintereinander ausgefiihrte
oder invertierte Poincaré-Transformationen sind wieder Poincaré-Transformationen

T/\z,(lzT/\1,(11 (X) = T/\z,(lz (/\1X + a]) - /\2(/\1X + a]) + az = T/\z/\1, a+Aja; (X) y

(Taa) " =Ta1—A1a -
(9.8)
Die Lorentzgruppe besteht aus vier Zusammenhangskomponenten. Mit dem Determi-
nantenproduktsatz det(AB) = (det A)(det B) und wegen det AT = det A folgt namlich
aus A™mA =1 die Gleichung (det A)? =1, also

det A=1 oder detA=-1. (9.9)
Zudem folgt aus der 0-0-Komponente von ATqA =1,
(A%)2 = (A11)2 = (A%2)2 = (A%3)2 =1, (9.10)
die Ungleichung (A%)% > 1, also
A% =1 oder A% <T. (9.11)

Daher kénnen nicht die 1-Matrix, die Raumspiegelung P und die Zeitumkehr T,

P = . T= , (9.12)
—1 1

sowie ihr Produkt PT durch stetige Abédnderung ihrer Matrixelemente innerhalb der Lo-
rentzmatrizen ineinander verformt werden, denn A% und det A sind stetige Funktionen
der Matrixelemente.

Jede Lorentztransformation ist entweder von der Form

A oder TA oder PA  oder TPA, (9.13)

wobei A eine eigentliche Lorentztransformation ist, das heifit, sie ist orientierungstreu,
det A =1, und zeitrichtungstreu, A% > 1.
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Jede eigentliche Lorentztransformation A lafit sich als Produkt einer Drehung R, die
R% = 1 und det R = 1 erfiillt, mit einer drehungsfreien Lorentztransformation Ly (1)
schreiben [0, Anhang D]

A =LsR. (9.14)

Denn w = Aeg definiert einen rdumlichen Vektor vV = Wﬂo und eine drehungsfreie Lorentz-
transformation Ly, die ebenfalls ey auf w abbildet, Lyeq = Aey. Demnach ist L TA=R
eine Lorentztransformation, die ey invariant l&8t, also eine Drehung. Diese Zerlegung
A = LgR ist bei gegebenem ey, (e0)? > 0, eindeutig.
Da sich jedes Ly und jede Drehung R mit det R =1 als Exponentialreihe einer Matrix
w mit
nw =—Mnw)" (9.15)

schreiben 148t, hdngen die eigentlichen Lorentztransformationen stetig mit der 1-Matrix
zusammen. Umgekehrt ist jedes

A=e¥ (9.16)

eine Lorentztransformation, wenn (I5) erfiillt ist. Denn es gilt (w™)T = (w™)™ fiir
jede Potenz von w und folglich fiir die Exponentialreihe (e®)T = e(@) Zudem gilt
nw = —w'n und daher nw™ = (—1)™(w")™n und fiir die Exponentialreihe ne® =

e~ @', also erfiillt e® die definierende Relation ([@T) von Lorentzmatrizen, (e®) n(e®) =
e‘”Te_‘”Tn =.
Jede Translation Ty 4 188t sich als Exponentiah"eiheﬂ
Tia=e""m (9.17)
von infinitesimalen Transformationen 0.,
OmXx" =0m" (9.18)

schreiben, wie man elementar durch Anwenden der Reihe auf Funktionen f(x) bestétigt,
e Omf(x) = f(x + a).

0.2 Basiszustande und Wellenfunktionen

Eine unitare Darstellung der Poincaré-Transformationen im Hilbertraum I ordnet jeder
Transformation Tp o einen unitdren oder antiunitdren Operator Up o : H — H zu,
wobei das Produkt der unitidren Operatoren dem Hintereinanderausfiithren der Poincaré-
Transformationen entspricht

u/\zﬂzu/\l,al = u/\z/\1,a2+/\2a1 . (9'19)

Die Transformationen Ux o schreiben wir kurz als U, , die zu Translationen gehorigen
U; 4 als Ug .

'Wir verwenden die Einsteinsche Summationskonvention: ein in einem Term doppelt vorkommender
Index enthiilt die Anweisung, iiber seinen Laufbereich zu summieren.
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Da sich jede drehungsfreie Lorentztransformation als Quadrat A = (e?)? schreiben
1aBt und da das Produkt von zwei antiunitdren Operatoren unitér ist, gehoren zu dre-
hungsfreien Lorentztransformationen unitére Operatoren Uy, Aus gleichen Grund ge-
hoéren zu Drehungen R und zu Translationen unitédre Operatoren. Lediglich zur Raum-
spiegelung P oder zur Zeitumkehr T kann ein antiunitdrer Operator TT oder T gehoren.

Da sich Translationen, Drehungen und drehungsfreie Lorentztransformationen als Ex-
ponentialreihen schreiben lassen, lassen sich die zugehorigen unitdren Operatoren als
Exponentialreihe mit hermiteschen Operatoren P™ = P™f und M™" = M™" 1 den Er-
zeugenden von Translationen, Drehungen und drehungsfreien Lorentztransformationen,
schreiben '

Uy =e P | Uy = ez@mnM™ (9.20)

Hierbei verwenden wir einfachheitshalber Mafisysteme mit h = 1. Die Erzeugenden P,
i =1,2,3, der rdumlichen Translationen sind definitionsgemé&fl die drei Komponenten
des Impulsoperators, die Erzeugende der Zeittranslation ist der Hamiltonoperator.

H=P° (9.21)

Die Koeffizienten wmn = Nmiw'n = —Wnm sind die Matrixelemente der antisymme-
trischen Matrix nw (@I5), wobei A = e® gilt. Wegen wmn = Nmiw'n = —Wn,m gilt
auch M™" = —M™™M_ ein eventueller symmetrischer Anteil wiirde in der Doppelsumme
WmnM™™ nicht beitragen. Die Operatoren M°" erzeugen drehungsfreie Lorentztransfor-
mationen, die Operatoren M'? = —J,, M?3 = —J, und M3'! = —Jy erzeugen Drehungen
und sind definitionsgeméaf die drei Komponenten des Drehimpulsoperators J.

Weil Translationen vertauschen, U,U, = Uy, = UpUg, vertauschen die Kompo-
nenten des Viererimpulses

[P™ P = 0 (9.22)

und die Operatoren P™ haben gemeinsame Eigenzusténde X, o

Pmchr =PmXpo > (9.23)

die eine Basis des Hilbertraumes aufspannen. Der Index o ist ein Entartungsindex, den
wir im Vorgriff auf das Ergebnis unserer Betrachtung als Spin des Zustandes X, mit
Impuls p bezeichnen.

Mit Lorentztransformationen werden Translationen transformiert,

UaU U =Ung (9.24)

O O) O O)
denn es gilt Up oUy oUpa-1 UA)/\GU/H 0 Uly/\a , und fiir den Viererimpuls P
folgt Ll/\e*i‘l'PUj\1 = Up, = e (AP = g=ilAa)(AATTP) e—ia- (AP Wil fiir jede

Potenzreihe Uf(P)U~" = f(UPU~") gilt, folgt also e( i@ UaPUR) = g=ia-(A""P) oqer fiir
die inverse Lorentztransformation ausgeschrieben,

U Pm™Up =A™, P™ . (9.25)
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Daher ist UaXpo ein Zustand mit Viererimpuls Ap .
Pm(u/\ch) - UA(UK] Pmu/\)Xpo - u/\/\mnPnXpo - /\mnpn(u/\Xpo) (926)

Im letzten Schritt ist die Eigenwertgleichung (.23) verwendet worden, und die Multi-
plikation mit den Zahlen A™, p™ ist mit der unitdren Transformation U vertauscht
worden. Weil der Zustand (UaXpo) Vierimpuls Ap hat, ist er eine Linearkombination
von Basiszusténden mit diesem Impuls

u/\XpO‘ - Z X(/\‘p)(r/Mo'/ o (927)

Wenn es, wie wir im weiteren unterstellen wollen, Zustinde Xgune o gibt, die zu einem
ruhenden Teilchen gehoren, dessen Energie seine Masse ist, p® = m, und dessen Impuls
P = 0 verschwindet, dann gibt es auch Zustédnde Uy Xruhe s des bewegten Teilchens mit
Energie p° = —2— und Impuls p = %, p=/P°P")" =Ls(m,0,0,0)7, die man

V1—v2

durch drehungsfreie Lorentztransformation (7)) des ruhenden Teilchens erhélt. Dabei
ist m eine feste Zahl und nicht ein Eigenwert aus einem Kontinuum moglicher Energien,
die Mehrteilchenzustdnde mit verschwindendem Gesamtimpuls p haben kénnen. Die
moglichen Eigenwerte p, die dieses Teilchen haben kann, bilden die Massenschale

p?=p°? —p*=m?. (9.28)

Auf diesen Einteilchenzusténden wirkt H als der Operator

H=P%=1/m2+P2. (9.29)

Weil das Spektrum von P dreidimensional kontinuierlich ist, kénnen die Eigenzusténde
nicht normierbar sein, sondern miissen kontinuumsnormiert sein. Wir verlangen daher

(XpolXpror) = 8% (F —P)d00 (9.30)
und setzen aus den Basiszustdnden normierbare Wellenpakete zusammen

) = 3 | ol bl 931)

o

Dabei ist Py (F) die Impulswellenfunktion fiir Spin o, das heiBt, die Wahrscheinlichkeit,
bei einer Messung des Zustandes [¥) den Spin ¢ zu messen und dabei den Impuls p in
einem Bereich A, zu finden, ist

w(o,8,,¥) = | EplbalpIE (9.32)

Ap
Ist A, eine kleiner Bereich bei f von der GriéBe d3p, so gilt niherungsweise

w(o, B, &®p, V) = o (F)2d’p . (9.33)
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Die Ortswellenfunktion W (X) = (Ay[¥) ist das Skalarprodukt des Ortseigenzustan-
des Ays mit Spin o mit dem Zustand W. Es ergibt sich aus den Ortswellenfunktionen
der Impulszustéande

1 ipx
(AxolXpor) = 2n)32 Sgor €™ (9.34)
als
2 1 PR, (=
Po(X) = Jdgp W e s (P) . (9.35)

Dafl die Ortswellenfunktion die Fouriertransformierte der Impulswellenfunktion ist
B353), gilt immer, wenn die Orts- und Impulsoperatoren die Heisenbergschen Vertau-
schungsrelation [X, P] = i (Z31]) erfiillen. Wir verwenden diese Vertauschungsrelation, die
daraus folgt, daf3 P Translationen von X erzeugt, um den Ortsoperator in relativistischer
Quantenmechanik zu definieren.

Es 1iBt sich in relativistischer Quantenmechanik kein Operator X° definieren, der die
Zeit miflt und mit den anderen Orts- und Impulsoperatoren Heisenbergsche Vertau-
schungsrelationen

[X™, P = —in™" (9.36)

erfiillt. Solche Relationen sind zwar vertréglich damit, daf§ X und P unter Lorentztrans-
formationen wie Vektoren transformieren, sie hiatten aber zur Folge, daff das Spektrum
von H so wie das Spektrum der Operatoren Py, P, und P, kontinuierlich ist und auch
bei festgehaltenen Werten der anderen Impulsoperatoren aus allen reellen Zahlen be-
steht. Das Spektrum moglicher Energien wére also nach unten unbeschréankt. Zudem
wire (@36) unvertriiglich mit P® = v/m2 + P2 ([@23), denn P°(P) vertauscht mit X°,
wenn X° mit P vertauscht.

Da kovariante String-Theorien die Relation (36) enthalten, sind sie meiner Ein-
schiatzung nach physikalisch unhaltbar. Zwar enthalten sie eine Auswahlregel, daf
fiir physikalische Zustinde p? = m? gelten muB, wobei fiir m? eine diskrete Menge
von Zahlen zuléssig ist. Es lassen sich aber aus kontinuumsnormierten Basiszustdnden
Xplxp') = 8% (p — p’), wie sie zur Realisierung von ({I36)) erforderlich wéren, keine nor-
mierbaren Wellenpakete zusammensetzen, deren Impulswellenfunktionen 1L(p) nur bei
p? = m? von Null verschieden sind: Durch Ab#ndern des Funktionswertes der Wel-
lenfunktion in einzelnen Punkten eines Kontinuums &dndert man den Zustand nicht,
denn alle Skalarprodukte bleiben unverdndert. Folglich gehdrt eine Wellenfunktion, die
nur fiir p> = m? von Null verschieden ist und im iibrigen in einem vierdimensiona-
len Kontinuum von Impulswerten verschwindet, zum Nullvektor des Hilbertraumes H
und nicht zu einem physikalischen Zustand. Enthielte die Wellenfunktion eine Delta-
funktion P(p) = 5(p° — v/m2 + F2)f(F), so wiire (YI¥) nicht Null sondern unendlich
und gehorte wiederum nicht zu einem physikalischen Zustand. Das Problem wird von
String-Theoretikern ignoriert.

Wegen H = v/m2 + P2 (@29) ist die Zeitentwicklung von Einteilchenzusténden und
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ihrer Ortswellenfunktion einfach

W(t) =) Jd% Xpo) e VP ) () (9.37)

1 (B0
'q)o-(t,%) = Jdgp W el(‘px—‘p t) q)g(ﬁ) . (938)

Auch wenn hier X und t im Lorentzinvarianten Skalarprodukt auftreten, so haben sie doch
wesentlich verschiedene Eigenschaften: X sind mogliche Meflwerte von Ortsoperatoren X,
t parametrisiert die Zusténde im Ablauf der Zeit. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen
im Zustand W(t) mit Spinwert o in einem ortlichen Bereich A zu finden, ist

w(o, A V) = J d3x o (t, %)% . (9.39)
A

Auch in relativistischer Quantenmechanik sind Ort und Zeit konzeptionell grundver-
schieden.

Durch inverse Fouriertransformation 148t sich die Impulswellenfunktion durch die
Ortswellenfunktion ausdriicken

N 1 e
Vo) = stx G e PP (4, %) (9.40)

Dies gilt fiir alle Zeiten t. In (38 eingesetzt ergibt sich (x = (t,%X), y = (y°, 7))

1 (B(R—T 21 52(x0_1,0
elx) = [y D0t ) baly) mit Dix,y) = [@p 3 e 79 VT
(9.41)

Die Funktion D(x,y) verschwindet nicht, wenn x raumartig zu y liegt. Sie hingt nur
von x —Yy ab und schreibt sich mit dem Lorentzinvarianten Integrationsmaf3

d d’p 0 2 2
= =355 =Vm2+p 42
dp 2izpe P m? + P (9.42)
als Ableitung
. . d L
D(x) = | dp 2p°™™ =275 (i) [dp e (9.43)

Im Anhang zeigen wir, da} das Integral fiir grofle raumartige Abstéinde r wie e™™"

abnimmt.

Dafl D(x) fiir raumartige Abstidnde nicht verschwindet, besagt nur, dal man in relati-
vistischer Quantenmechanik Zustdnde hochstens zu einem Zeitpunkt strikt lokalisieren
kann. Das Problem ist die Zeitableitung der Ortswellenfunktion. Wenn die Wellenfunk-
tion zu einem Zeitpunkt auflerhalb eines Gebietes verschwindet, so ist in diesem Au-
genblick schon die Zeitableitung der Wellenfunktion auch auflerhalb dieses Gebietes von
Null verschieden. Kénnte man nédmlich zu einer Zeit t = 0 die Ortswellenfunktion (0, X)
und ihre Zeitableitung (0, X) auf ein Gebiet lokalisieren, so wire P (t,X) eine Losung
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der Klein-Gordon-Gleichung ((J+ m? )y = 0 mit lokalisierten Anfangsbedingungen und
diese Losungen verschwinden auflerhalb des Vorwiérts- und Riickwértslichtkegels des Lo-
kalisierungsgebietes.

Das Problem der Lokalisierung relativistischer Einteilchenzusténde zeigt sich auch
beim Wahrscheinlichkeitsstrom. Auch wenn wegen der Schrodingergleichung die Wahr-
scheinlichkeit erhalten ist, so gehoren dennoch zu den Ortswahrscheinlichkeitsdichten

Po(t, %) = o (t, X)) (9.44)

keine lokalen Strome 74 (t, X), die Kontinuitatsgleichungen ps +divyy = 0 erfiillen und zu
lokaler Erhaltung von Wahrscheinlichkeiten gehoren. Es ist ndmlich definitionsgemaf ein
lokaler Strom aus den Funktionen {(t,x), {%(t, x) und endlich vielen ihrer Ableitungen
gebildet. Er mufl, wenn er zu p, gehort, linear in Ableitungen von 1, und linear in
Ableitungen von 1} sein und ist dann wegen (@.38) von der Form

Tolx) = stpdep e o (D)ol ) (9.45)

Der Strom ist lokal und macht nur Gebrauch von endlich vielen Ableitungen von 1\, und
¥, wenn J, polynomial von p und p’ abhéngt. Dann ist auch divJy, von dieser Form

divy,(x) = J Py @p e PGP B - PP P) (946

und (5 — )] (7, B) ist polynomial in P und p’. Es ist aber in

L (51 (5) (° — ') (9.47)

bolx) = stp’d% o

die GroBe p® — p’® = /m2 + P2 — /m2 + P2 nichtpolynomial und der Strom mit

=

oL . . mZ_I_f)’Z_ mZ_I_f)’/Z
P, P)=[F+71) v v

«52 _ﬁ/z

(9.48)

~—

erfiillt zwar eine Kontinuitétsgleichung, ist aber nichtlokal.

Diese unausweichlichen Schlufolgerungen sind hinzunehmen. Genau betrachtet gibt
es in der Quantenmechanik keinen Operator im Hilbertraum, der zur Messung eines
Wahrscheinlichkeitsstromes gehort. Auch in nichtrelativistischer Quantenmechanik ge-
hort zum Wahrscheinlichkeitsstrom

- h *n h * Nk
F= (T 0%) = o (3 — (7)) (9.49)
im
kein hermitescher Operator. Gemessen werden Impulse, daraus werden Geschwindigkei-

ten und Strome rekonstruiert. Die quantenmechanische Impulsmessung aber ist nichtlo-
kal.
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9.3 Unitare Darstellung der Stabilitdatsgruppe

Die Untergruppe H, aller Lorentztransformationen, die einen Impuls p invariant lassen,
H, ={A: Ap = p}, nennen wir Stabilitdtsgruppe von p oder auch kleine Gruppe.

Weil zu Lorentztransformationen gehorige unitére Transformationen U, Zusténde X,
mit Impuls p auf Zustédnde mit Impuls Ap abbilden ((21), werden die Unterrdume von
Zustinden mit festem Impuls p durch die zur Stabilitétsgruppe H,, gehorigen unitéren
Transformationen auf sich abgebildet.

Die Stabilitéitsgruppe des Viererimpulses ruhender Teilchen p = (m,0,0,0) besteht
aus Drehungen R. Die zugehérigen unitéiren Transformationen drehen die Basiszustinde
XRuhe o i Linearkombinationen

uRXRuheO' - ZXRuhe O‘/DG/G(R) . (950)

Die hierbei auftretenden Entwicklungskoeffizienten D 4 (R) sind die Matrixelemente
einer unitaren Darstellung der Gruppe der Drehungen!
Denn fiir hintereinander ausgefiihrte Drehungen gilt

u uRZXRuheU uR1 Z XRuhe O"DG’ RZ Z XRuhe G”DGIIO"(R1 )DO'IO'(RZ)

o’ (9.51)
- uRlRZXRuheO' - ZXRuhe 0‘”D0'//0'(R1 RZ) y

O—//

und D(R) ist folglich eine Darstellung

ZDG//U’(R1)DG’G(RZ) — DO'//O'(R1R2) . (952)

Die Darstellungsmatrizen D(R) sind unitéir, denn Ug ist unitir und 148t Skalarprodukte
invariant

- «
63 (p/)éa/c : <uRXp'0'/|uRXRuhe o Z XRp v/ ’XRUhe’V)M'\/’o'/D‘VO'(R)
(9.53)

Zzs3 (RP’ o Dve(R)

Wegen f(x)8(x) = f(0)8(x) konnen wir den Faktor bei 83 (Rp’) bei p’ = 0 auswerten. Dort
ist My/or = Dyio(R) (@50). Zudem ist 83(Rp’) = 83(9’)/|det R| = 83(p’). Vergleichen
wir nun die Koeffizienten der Deltafunktion, so lesen wir ab, dal D, , Matrixelemente
einer Matrix sind, die DD = 1 erfiillt, also unitér ist

Sore = Z D /(R)Dys(R) = (D*"D) g/ . (9.54)

Dafl die Darstellung der Drehgruppe unitér sein muf3, schrinkt sie nicht wesentlich ein.
Denn da die Drehgruppe kompakt ist, ist jede ihrer irreduziblen Darstellungen in geeig-
neter Basis unitér.
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Der Unterraum der Zusténde des ruhenden Teilchens zerfillt in Drehimpulsmulti-
pletts. Da verschiedene Multipletts nicht ineinander transformieren, reicht es, jeweils
nur ein Multiplett zu betrachten, also einfachheitshalber zu unterstellen, dafi D eine
Darstellung mit Spin s ist mit 2s + 1 Basiszustédnden. Diese Basiszustdnde wéahlen wir
als Eigenzusténde von J, und bezeichnen sie mit ihrem Spin in z-Richtung (226

IzXRuheG:UXRuheG y O'G{S,S—],...,—S}. (955)

Die Leiteroperatoren J+ = J £ iJy erhohen und erniedrigen den Spin in z-Richtung

J+ XRuheo = V(S F 0)(s £ 0+ 1) XRuhe o1 - (9.56)

Mit Jx = (J4 +J-)/2 und Jy = (J+ —J-)/(2i) 148t sich durch Auswertung der Exponen-

tialreihe e_i&TXRuheo' =) o XRuhe o’ Do (R) die Darstellungsmatrix derjenigen Drehung
R bestimmen, die um die Achse &/|& um den Winkel |&| dreht.

9.4 Induzierte Darstellung

Die Darstellung D der Stabilitdtsgruppe H,, auf den Zustdnden mit festem Impuls p indu-
ziert die Darstellung U aller Lorentztransformationen. Sie wirkt auf dem Hilbertraum,
der von Zustédnden aufgespannt wird, deren Impulse auf der zu p gehérigen Massenschale
liegen, also aus p durch Lorentztransformationen hervorgehen.

Um dies zu zeigen, betrachten wir die drehungsfreie Lorentztransformation L,,, die den
Viererimpuls p = (m, 0,0, 0) des ruhenden Teilchens auf p abbildet

Lip=p. (9.57)

Sie ist durch Ly (@0) mit vV = §/p° gegeben. In einer Zerlegung in (1+3) x (1+3)-Blécke
ist sie

. .. pi_pj
m pl m6”+m

1 (p° ]
L= — (p P ) wobei p° = \/mZ + 52 . (9.58)

Hierbei zahlen i und j, 1,j € {1, 2, 3}, die rAumlichen Zeilen und Spalten ab. Eine Drehung
R hat in derselben Zerlegung die Form

10 _ 1 0
R:(O ﬁ) , R ‘:(O ﬁT) , (9.59)

wobei R eine dreidimensionale Drehung ist, RT = R~". Man rechnet elementar nach
RL,R™" =Lz, . (9.60)

Der zur Lorentztransformation L, gehdrige Operator Up, transformiert die Basis
XRuhe o der Zustédnde in Ruhe in eine Basis der Zustéinde mit Impuls p. Wir denken uns
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die Basis Xpo schon so gewihlt, dafl sie bis auf positive Normierungsfaktoren N(p, o)
mit Up XRuheo iibereinstimmt

Xpo = N(p, 0)UL, XRuhe o - (9.61)

Wie U, auf diese Basis wirkt, ist vollstdndig durch die Lorentzgruppe, ihre Wirkung
auf p und die Darstellung D der Stabilitidtsgruppe H;, festgelegt.

Uaxpo = N(p, 0)UAUL, Xruheo = N(p, 0)Ur, Ur,, "' UAUL, XRube o (9.62)
Die Operatoren UA sind eine Darstellung, folglich ist U Ap_]UAULp = Uy mit
W(A,p) =LA, 'AL, . (9.63)

Es ist aber W(A, p) eine Lorentztransformation, die p zundchst mit L, auf p abbildet,

dann auf Ap und schliellich drehungsfrei mit L/_\L zuriick auf p. Sie 148t also p invariant
und ist eine Drehung, die sogenannte Wigner-Rotation.
Drehungen W werden durch D (W) dargestellt

u/\XpU =N (p) O—)uLAquXRuheG =N (p) O—)uL/\p Z XRuhe G’DG’U(W) (964)

und mit (ZGT) ergibt sich

p,0)
UnXpo = Z mX/\p o Dora(W(A, D)) . (9.65)

Aus der Normierungsbedingung (B.30) folgen die Normierungsfaktoren N(p, o)
53(@ - ﬁ)évo — <XCI‘V|XDO'> — <Xqv|uLpXRuhe O'>N(p> G) - N(p> G) <uLp71Xqv|XRuhe O'>
V) ) _
Z N ]_ 1q V <XL;‘qv’|XRuhe G>Dvw(w( p]»CI))

N(p,o)N(q,v)
N(L;'q,v)

:6%&?& D5, (WL, q))

(9.66)
Wegen f(x)d(x) = f(0)d(x) kann der Faktor bei der d-Funktion dort ausgewertet werden,
.

wo L 1q verschwindet, also bei ¢ = p. Dort ist die Wigner-Rotation W(L,; T p) wegen
Lg1p = p die Identitit, LL;]pL;1LD = LL;‘p = L, = 1. Sie wird durch D(1) =1
dargestellt, D%, (W( g] ,P)) = 04

Die Normierungsfaktoren vereinfachen sich bei q = p zu N(p, )2, denn N(p,v)=1.

—_—

Vom Argument der §-Funktion ziehen wir 0 = p=L, 'p ab

_— —— _ 1

(L' —L,'p) =L, (g —p)) =

53( —P) (9.67)
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—_—
Dabei ist J die 3 x 3-Matrix der partiellen Ableitungen von L '(q —p) nach den Kom-
ponenten von g bei g = p. Sie hat die Matrixelemente (L5J)

p'p’
po(p®+m)
Ihre Determinante ist das Produkt ihrer Eigenwerte. Von denen sind zwei 1, denn Vek-
toren, die senkrecht auf p stehen, werden durch | auf sich abgebildet Zudem ist P
Eigenvektor, Jp = ——p Die Determinante von | hat also den Betrag
Fiir N(p, o) erhalten wir schlieflich

J' =8 —

(9.68)

m
N(p,o0) = o (9.69)
Die Wirkung von eigentlichen Lorentztransformationen und Translationen auf Einteil-
chenzustéanden

0 .
u/\XpG - ZX/\p O'/DG’G(W(/\»p)) y uachr — eila.poG (97())

ist, wie behauptet, vollstdndig durch die Masse und den Spin des Teilchens festgelegt.
Wegen (@.60) ist die Wigner-Rotation, die zu einer Drehung R gehort, unabhéngig von
p und einfach R selbst

W(R,p) = Lg, 'RL, = Lgp "(RL,R"NR =1L, 'Lg,R=R, (9.71)

und die Wirkung von Drehungen R auf Basiszusténde vereinfacht sich zu

uRX‘pcr - ZXR‘p U’DG’G(R) . (972>
Die Ortswellenfunktionen P (t,X) = (Azo[¥(t)) normierbarer Wellenpakete (@.31])

W) =) J d*p [xp o) (p)e ™™ (9.73)

o

werden unabhéngig vom Spin durch Translation verschoben

Ue¥(t)) =Y J &p xp o) Balple P e Pt

: ] (9.74)
(Uaalt,%) = [ @p e ¥ bulple e = o (t+ a® %+ a)

und durch Drehungen R im Spin und Ort gedreht

|uRW(t)>=ZJdprxw> oro(R) Do(ple ™|

LT
(uRq) 0'/ t X ZDO‘O' J WGI(RP)XIPG(D)G Pt (975)

:ZDG/G 0' aRi]%) )
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wobei wir verwendet haben, daf§ sich das Skalarprodukt unter Drehungen nicht dndert
(RP)X = (RP)(RR'X) = P(R™'X).

Lorentztransformationen wirken nicht in dieser einfachen Form

(Upd) o (AX) ;AZMW o (x) (9.76)

wobei M(A) Darstellungen der Lorentzgruppe sind, sondern sind nichtlokal. Um dies zu
zeigen, schreiben wir den Einteilchenzustand

W= Y|P balp) = 3 |90 Db L) () (9.77)

oo’

mit dem Lorentzinvarianten MaB dp (@22)) als Superposition reskalierter Basiszustéinde

=V (27’[)321)0)(13,0 y <)A(p’,6’|)A(p,G> - (27T)32p063 (ﬁ/ _ﬁ) y (978)

die einfacher transformieren

u/\)A(p,O' - Z)A(/\p,a’ DG’G(W(/\>p)) . (979)

Wir unterstellen, dafl es sich bei den Darstellungsmatrizen D der Drehgruppe um die
Einschréankung einer Darstellung der Lorentzgruppe auf die Untergruppe der Drehungen
handelt und spalten zudem die Matrixelementen D _,(L,,) von den Amplituden ab. Dann
hat ¥ Koeffizientenfunktionen

00'/(

Z (271)32p° Door (Lp o (P) - (9.80)

Diese Funktionen J) transformieren wie Felder, (U,v\ll))o(p) Doo (A )1])5,( 'p). Denn
es gilt

U= ) Japrp,cDW(W(A,p)) ot (Lp) b (p) . (9.81)

O—O—IO—N
Das Produkt der Darstellungsmatrizen ist nach Definition der Wignerrotation gleich

D(L;L) D(A). Integrieren wir statt iiber p iiber p’ = Ap, so dndert sich das Integrati-
onsmaf} nicht und wir erhalten, wenn wir zudem den Strich ” weglassen,

Un¥ = 3 |dp&po Daw(L,) Do A) A~ ") (9.52)

0—0-/ 0-//

woraus wir das Transformationsgesetz der Koeffizientenfunktion ablesen

(Uath)o ZDW ) e (A p) (9.83)
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Die Fouriertransformierte Koeffizientenfunktion

Po(x) = Jap e P (p) (9.84)

transformiert folglich lokal, (UA)g(x) = 5~ o Doo' (A) Vo (A"%) . Aber sie ist nicht die
Ortwellenfunktion (.38), sondern die Ortswellenfunktion ist die Fouriertransformierte
der Impulswellenfunktion 1

3 ~ ~ . v
boltor) = [ e P hlp) = [dpe PVEID L L elp) (09

also die Fouriertransformierte eines Produktes umd demnach ein Faltungsintegral
der lokal transformierenden Funktion { mit der Fouriertransformierten der Funktion
2p°D L (L,).
Da Ortswellenfunktionen unter Lorentztransformationen nichtlokal transformieren,

mufl es sich bei Feldern mit einem Transformationsgesetz
TAQq(x) = Dap(A) @p (A 'x) (9.86)

um etwas anderes handeln.

9.5 Zeitumkehr und Raumspiegelung

Die Zeitumkehr mufl; wenn iiberhaupt, im Hilbertraum als antiunitdre Operation T
realisiert sein, wenn der Hamiltonoperator ein nach unten beschrinktes und nach oben
unbeschrianktes Spektrum hat.

Wegen ([@24)) gilt ndmlich

TUT ! =Ugq, Te @PT ! =l HaPIT ! = o ilTalP — o—ia(7P) (9.87)

also
T(EPO)T ' =—iP®, T(iP)T ' =iP. (9.88)
Falls nun T linear wire, wiirde TP°T~" = —P° folgen. Zu jedem Energieeigenzustand x¢

mit Energie E, P°Xg = Exg, gibe es dann den Zustand Txg mit Energie —E.
PO(Txe) = —(TP°T~")(Txe) = —TP%e = —E(Txe) (9.89)

Wenn das Energiespektrum nicht spiegelsymmetrisch zu Null ist, wie das in allen physi-
kalisch akzeptablen Theorien der Fall ist, so ist T antilinear

T(cW)=c"(T¥Y), VceCWeXH. (9.90)
und erfillt in relativistischer Quantenmechanik

—

TPOT ' =P° ,TPT ' =—-P. (9.91)
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Die Zeitumkehr dreht also Impulse um und 148t Energien unverandert.

Wegen U, U, = Up,a, folgt TUAT! = Ugpg 1 und damit das Transformations-
verhalten der Erzeugenden M°" und MY von drehungsfreien Lorentztransformationen
und Drehungen. In beiden Fillen ist Uy = e29mM™ wobei A die Matrix e® ist. Ei-

nerseits gilt TAT! = eTwT ' = alw") pjt wg; = —woi und wi; = w;; und andererseits
Tez@mnM™ T=T — oT3@maM™ T — o=5wmn TM™ T 49 T antilinear ist, und folglich
TMOT! =MO | TMYIT ! = —MY . (9.92)

Es werden also Spins umgedreht, nicht aber Boostoperatoren. Dafl die Geschwindigkeit
von drehungsfreien Lorentztransformationen Ly umgedreht wird, folgt aus der Antilinea-
ritdt von T.

unvollstandig






Anhang






A lim,_o, - =PVI _in5(x)

X+1€e
Um den Grenzwert lim,_ o, ﬁ zu untersuchen, wenden wir — lis = X"Z:f:z auf eine
reelle Testfunktionen t(x) an.
Der Imaginéarteil wird durch Variablensubstitution identifiziert.
—€ dx  x 1 )
det(x) i J? t(gg) m = —Slgn(E)JdXt(EX) 72

Bei stetigen, beschriankten Testfunktionen t(x) strebt dies fiir ¢ — 0+ gegen

t(O)J dx 7t(0) Jd t(x) 708(x) (A1)

— = — =— X x) . .
1+ x? X

Der Realteil 72— ist eine ungerade Funktion von x. Auf eine Testfunktion t(x) ange-
wendet, die fiir grofle x geniigend schnell abfallt, tragt daher nur deren ungerader Anteil
xt(x) bei.

t(x) — t(—x) = 2x t(x) (A.2)

x2 4 €2 2 x24e? 1+
X 1 . x
_ det(x) - !e\Jd(g)1 i) (A3)
B . t(ex) .
= de t(x) — | dem — det(x)

Fiir differenzierbare Testfunktionen t ist t stetig ergéinzbar bei x = 0 und hat dort den
Wert g—i. Das Integral iiber t ist der Hauptwert (principal value) PV% integriert mit
einer Testfunktion t(x).

del —t(x) —t(=x) = lim (J_de M + Joodx @) :}dxw (A.4)

2 X e—0+ e X X

Damit ist die Behauptung

lim 1

— = PVl — 17d(x) (A.5)
e—0+ X+ 1€ X

gezeigt.



)
B |imHOOSl“tX—(;"‘) — 715(x)

Das Integral mit einer Testfunktion f(x) schreibt sich als

x . sin® x

tx . sin? tx )
t° %2

) ()2

und strebt, falls f eine stetige, beschrinkte Testfunktion ist, fiir t — co gegen

sin? (tx)

def(x) v, :Jtdxf(

de f(

sin® x

f(O)de = f(0)7 .

x2

Es ist also




C Bemerkung zur
Fouriertransformation

Fouriertransformation bildet quadratintegrable Funktionen { unitér auf quadratinteg-
rable Funktionen 1\ ab

blx) = Jj—f_ﬂei%(y), Plx) = J%eiwxb(m, (1)

denn das Skalarprodukt
Tk T / dx —ixy Lixy’ 4 * /
dx " () (x) = | dydy’ 5—e e b (Y (y') (C.2)

stimmt wegen (BZJ) mit dem urspriinglichen Skalarprodukt [dy ¢*(y)(y) iiberein.

Wegen f(x) = f(—x) fithrt vierfach hintereinander ausgefiihrte Fouriertransformation
zur Ausgangsfunktion f zuriick. Da die Fouriertransformation unitér ist, kann sie nur
Eigenwerte A vom Betrag 1 haben, die zudem A* = 1 erfiillen. Die méglichen Eigenwerte
sind also £1,+i. Zerlegt man eine Funktion in f = g + u in einen geraden g(x) =
g(—x) und einen ungeraden u(x) = —u(—x) Anteil, so kann man f als Summe von
vier Eigenanteilen unter Fouriertransformation mit den Eigenwerten 41, +i schreiben:
g=1/2(g+9g)+1/2(g—g) und u=1/2(u—iu) + 1/2(u+ iuw).

Daf Fouriertransformation eine Funktion wie die Gauflifunktion wieder auf sich abbil-
det, ist also nicht auflergewohnlich.



D Ableitung der Determinante

Die Determinante einer Matrix M ist eine polynomiale Funktion der Matrixelemente
M. Aus ihrer Definition

det M = EhizuinMi]]Mizz...Mi“n (Dl)

folgt durch Differenzieren

ddetM

oM, & MUy MU MBS M (D.2)

'[»---vijf]vi»ijﬁ»] yeerin

Multipliziert man das Ergebnis mit M'; und summiert iiber i, so erhiilt man wieder
die Determinante, wenn 1 = j ist. Im anderen Fall 1 # j erhélt man Null, weil in der
Summe mit dem e- Tensor schon M%; steht und ¢ total antisymmetrisch ist. Damit ist
die Ableitung % identifiziert.

ddet M
MY

=det M(M 1))} (D.3)

Die Ableitung der Determinante einer einparametrigen Schar von Matrizen M () ist
daher nach Kettenregel
do det M(x) = det M(M ™)1 9, MY . (D.4)

Ist fiir « = 0 die Matrix M(0) = 1, so ist dort die Ableitung der Determinante die Spur
der abgeleiteten Matrix 0oM,_,

dadet M =T1-80,MY =0, MY, =tr .M, (D.5)



E Der Propagator

unvollstandig
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