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1 Einleitung

Die folgende Ausarbeitung zum Seminarvortrag ,,Magnetische Monopole” beschéftigt sich mit

der Frage, welche Konsequenzen die Annahme der Existenz magnetischer Monopole auf die
Physik haben.

Dazu wird in Abschnitt 1 die Elektrodynamik im Viererformalismus kovariant dargestellt.
Dabei wurde die physikalische Interpretation der Felder, d.h. deren Wirkung auf Punktteilchen,
aus allgemeinen Symmetrieprinzipien (Noethertheorem) gewonnen. Dieses Konzept war im
Vortrag aus Zeitgriinden leider nicht durchfiithrbar, ist aber fiir die vollstindige Begriindung
der kanonischen Quantisierung wesentlich.

Abschnitt 2 behandelt die Konsequenzen, die sich aus dem Postulat der magnetischen Mono-
pole fiir die klassische Elektrodynamik ergeben. Dazu wird die Diracsche Stringformulierung
(1931 bzw. 1948 publiziert) benutzt, weil sie die mathematisch direkteste Formulierung der
Monopole darstellt. Auch hierbei wird der Lagrangeformalismus benutzt.

Abschnitt 3 dient der Vorbereitung der kanonischen Quantisierung der Teilchen und Pole
und behandelt den Hamiltonformalismus einer relativistischen Theorie wobei aber der Ten-



sorkalkiil zugunsten einfacher Formulierbarkeit aufgegeben wurde, zumal der vierdimensionale
Hamiltonformalismus seine Grenzen hat (s. z.B. [Sch89)).

Abschnitt 4 deutet die Problematik einer relativistischen Quantentheorie an und fithrt die
Quantisierung der in Abschnitt 3 formulierten Hamiltontheorie aus. Als wesentliches Ergeb-
nis des Postulats der Existenz magnetischer Monopole wird die Quantelung der elektrischen
Ladung hergeleitet.

Abschnitt 5 behandelt das Problem der Quantelung der Ladung vom eichtheoretischen Ge-
sichtspunkt her. Dieses Konzept von Yang und Wu fithrt wesentlich einfacher zur Quantelung
der Ladung und beseitigt Probleme, die mit den Strings als nichtobservablen Singularitdten
in den Potentialen zu tun haben (Dirac-Veto).

Abschnitt 6 gibt einige Beispiele fiir die Experimente, die (bisher erfolglos) zum Nachweis
magnetischer Monopole durchgefiihrt wurden.

2 Klassische Elektrodynamik

Die moderne Physik hat gezeigt, daf ein rein phanomenologischer Standpunkt in der klassi-
schen Elektrodynamik als nicht mehr ausreichend als Zugang zu einer Theorie der Punktteil-
chen anerkannt werden kann. Vielmehr muf von allgemeingiiltigen Symmetrieiiberlegungen
ausgegangen werden, d.h. fiir die klassische Elektrodynamik, daf sie in jedem Inertialsystem
im Sinne der speziell relativistischen Physik forminvariant formuliert sein muff. Mathematisch
steht dazu das Mittel der Tensorrechnung iiber dem Minkowskiraum, also dem R?* mit einer
Metrik der Signatur (1,3), zur Verfiigung.

In der Dreierformulierung des 19. Jahrhunderts kénnen die elektromagnetischen Feldgrofsen
durch die vier Maxwellgleichungen definiert werden, wobei wir uns auf den Fall des Vakuums
spezialsieren. Sie lauten im nichtrationalisierten cgs-System (Gaufsches Mafssystem):
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divB =0, divE = 4d7p.

Dabei bezeichnen E und B elektrisches bzw. magnetisches Feld und p und ; die Ladungs-
bzw. Stromdichte. Es fillt bei dieser Schreibweise der Maxwellgleichungen sofort die Rolle
auf, die in dieser Theorie der Materie zugewiesen wird: Sie taucht als Inhomogenitdten in
den Feldgleichungen in Form von Ladungs- und Stromdichte auf. Das Feldsystem kann also
nur dann als abgeschlossenes System gelten, wenn es sich um den ladungs- und stromfreien
Raum, das sog. freie Feld, handelt. Eine ndhere Begriindung dieses Sachverhalts wird sich
weiter unten ergeben.

Um nun zu einer kovarianten Formulierung zu gelangen, fiithren wir die elektrodynamischen Po-
tentiale ein. Die dritte Maxwellgleichung, die die Quellenfreiheit des Magnetfeldes beschreibt,
besagt, dafs

B =rotA (2)

sein muR. A ist aber nicht eindeutig, sondern nur bis auf den Gradienten eines Skalarfeldes be-
stimmt. Man kann also iiber A noch nédher verfiigen. Setzen wir in die 1. Maxwellgleichung



ein, so folgt

dA
t| E+— ] =0.
o ( N m) 0 ®)
Die Rotationsfreiheit eines Feldes besagt, dafs dieses ein skalares Potential besitzt:
04 -
E+ = =-— 4
g = VY (4)

Setzen wir nun und in die zweite Maxwellgleichung ein, folgt unter Ausnutzung der
Formel
rot rotA = VdivA — AA (5)

die Bestimmungsgleichung

32A 47r o

= (. - Op

Nun ist A aber nur bis auf einen Gradienten bestimmt, d.h. wir kénnen statt A auch

A=A -V (7)
benutzen. Daraus folgt dann
. 94 - oA - dx dx
E=—to = V9= " v<@+ 8t>:>¢ T (®)

(7) und . bezeichnet man als Eichtransformation und x als das zu dieser gehorige Eichfeld.
Die Maxwellgleichungen sind eichinvariant. Wir konnen nun bei gegebenen Feldern A und %)
iiber x so verfiigen, daf
divA’ + o _ =0. 9)
ot

Diese Festlegung des Eichfeldes x bezeichnet man als Lorentzeichung. Dabei ist aber zu be-
achten, daft nach der Festlegung der Eichung die Gleichungen nicht mehr eichinvariant sind.
Wir werden weiter unten wieder zu einer eichinvarianten Formulierung zuriickkehren. Setzt
man nun — in @ ein, findet man als Bestimmungsgleichung fir y:

2
Oy = —divA — 9e mit 0%

cot 0= 2012 (10)

Das ist eine inhomogene Wellengleichung, die mit Hilfe der unten hergeleiteten Greenfunktion

dieser Gleichung gelost werden kann, d.h. die Lorentzeichung existiert. Wir nehmen nun im
folgenden an, A und ¢ gentigten der Lorentzeichung. Dadurch laft sich (5) vereinfachen:

OA=—] (11)

Diese Gleichung ist bereits eine wesentlich iibersichtlichere Form der ersten drei Maxwellglei-
chungen. Wir miissen noch die 4. Maxwellgleichung erfiillen, indem wir einsetzen:

divE = dmp = —Ap — %divf_f = Oy = 47mp. (12)
c



und haben den Vorteil, daft die drei Komponenten von A und o einer einheitlichen
Gleichung geniigen. Es liegt nun nahe, die vierdimensionalen Vektoren

() (%)

zu definieren. Dann schreiben sich (11)) und (12)) in der Form
4
OA=-"7. (14)
c

Dies wird nun aber zu einer kovarianten Vektorgleichung, wenn man den Vierervektor

a::(if) (15)

G = diag(1,~1,~1,-1) (16)

und die Metrik

einfiihrt, also Zeit und Raum zu einem vierdimensionalen Vektor im Raum RU3) zusam-
menfafkt. Dann schreibt sich ndmlich in der Einsteinschen Schreibweise des kovarianten
Tensorkalkiils:

4
99, A = %J”. (17)
Dabei ist 9 5
a b
0 oz 0, Gpa’ Lo = gabT (18)

Die Lorentztransformationen sind nun diejenigen reguléren linearen Abbildungen, unter denen
die (1,3)-Bilinearform invariant ist. Diese Abbildungen definieren eine Gruppe, die O(1,3), die
Isometriegruppe des R®3) . Fiir eine Lorentztransformation L gilt

(Lz)'G(Ly) = 2" (L'GL)y = 2'Gy = L'GL = G. (19)

Damit sind die fundamentalen Symmetrien der Elektrodynamik bekannt: Némlich die Lo-
rentztransformationen, die sich auf die Raum- Zeit-Koordinaten beziehen, also die Struktur
von Raum und Zeit bestimmen. Das Viererpotential des elektromagnetischen Feldes transfor-
miert sich wie die Raum-Zeitkoordinaten, stellt also einen Vektor dar. Eine weitere Symmetrie,
eine dynamische Symmetrie, ist durch die Eichinvarianz gegeben.

Wir formulieren nun die physikalisch relevanten Grofsen, ndmlich die Felder, kovariant, also
im Rahmen des Tensorkalkiils, wobei gleichzeitig die Eichinvarianz, die wir oben zugunsten
der Lorentzeichung fallen gelassen haben, wieder hergestellt wird. Ein Blick auf die Maxwell-
gleichungen und die obige Dreierformulierung der Potentiale zeigt, dafs dafiir nur der antisym-
metrische Tensor

Fab — 8aAb _ 8b14a _ Ab,a . Aa,b (20)

in Frage kommt. Die urspriinglichen Felder E und B des Dreierformalismus erhilt man dar-
aus durch Aufspalten in Raum- und Zeitkomponenten. Da ein antisymmetrischer Tensor im
vierdimensionalen Raum sechs unabhingige Komponenten enthélt, nennt man ihn auch Sech-
servektor. Die erwéhnte Aufspaltung in Raum und Zeit ergibt

DA% DA~

0AY  Jy
- Oz e + ozP ~CagyBy.

FOa —
cot + oz

= —FE,, F%= (21)



Dabei laufen griechische Indizes von 1 bis 3, d.h. die Felder E und B sind im Viererformalismus
durch den antisymmetrischen Feldstirketensor (Sechservektor) F® gegeben. Dieser Tensor ist
eichinvariant, wie es fiir physikalisch relevante Grofsen sein mufs. Auch die Maxwellgleichungen
lassen sich eichinvariant im Viererformalismus vermittels des Feldstarketensors ausdriicken.
Dazu gehen wir auf die Gleichungen @ und zuriick. Danach gilt

47

S JY = —9Y(AY) + %8, A® = 9, F,
c
47 0 (22)
drp = —J° = ——— 0 A% + 0°0,A° = 9,F™°,
c cot
d.h. man kann die Maxwellgleichungen in eichinvarianter Form anschreiben:
4
%J“ — 9y FY. (23)

Weiter muf man aber noch die Integrabilitdtsbedingung, d.h. die Darstellbarkeit des Vierer-
tensors F' als Viererrotation eines Vektorpotentials vierdimensional formulieren. Diese Inte-
grabilitdtsbedingung ist durch die beiden homogenen Maxwellgleichungen gegeben. Betrachtet
man diese, erkennt man, daft der dualisierte Tensor

1
(FJ[)ab — §€adech — e“de(E?CAd) (24)

die geeignete Grofe zur Formulierung der Integrabilitdtsbedingung ist. Die rechts stehende
Formulierung mit Hilfe des Vektorpotentials zeigt, dafs die Integrabilitdtsbedingung gegeben
ist durch

da(F1)® = 0. (25)
(23) und stellen also die eichinvariante relativistisch kovariante Formulierung der klassi-
schen Elektrodynamik dar.

Um nun die Symmetrieprinzipien der Mechanik auf die Feldtheorie iibertragen zu konnen,
benotigen wir die Lagrangeformulierung bzw. das Hamiltonsche Prinzip fiir Felder. Die Ver-
allgemeinerung des Hamiltonschen Prinzips fiir die Punktmechanik ergibt sich nun wie folgt:

Statt einer Lagrangefunktion L wird fiir die Felder eine Lagrangedichte .Z eingefiihrt. Dafiir,
dafs die Feldgleichungen kovariant sind, ist es hinreichend (aber nicht notwendig!), daf £ eine
skalare Viererdichte ist. Das Hamiltonprinzip fiir Felder besagt in Analogie zum Hamilton-
prinzip der Mechanik, dafs das Wirkungsintegral

I=[ 2(A0,AX)d'X (26)
v (4)

unter den iiblichen Randbedingungen stationar werden mufs, d.h.
I =0 wobei 06X =0, 6A=0ycoyw- (27)

Die Feldgleichungen ergeben sich daraus durch Bildung der Variation unter dem Integral

B 0L 1w 0L _ab] v
51_/V(4) L()Aafm ot At d'X =0, (28)



Da die Feldvariation mit der Differentiation vertauschbar ist und der vierdimensionale Gaufs-
sche Satz angewandt werden kann, gilt die Formel der partiellen Integration

/ (D ®) WP X = dUds, — / PO drX. (29)
vV (4)

oV (4) v (4)

Daraus folgt nun wegen der Vertauschbarkeit der Feldvariation mit den partiellen Ableitungen
nach den Raum-Zeit-Koordinaten:

0L 0L 0L
Aavb — A _ b A@ 4X
/‘/(4) aAa’b5 /av(4> aA“’b(S 45% V@) ? 614“755 X
b 0L o (30)
=— 0 0Ad* X
/v<4) DAb =

letzteres weil die Feldvariationen auf dem Rand des vierdimensionalen Volumens beim Hamil-
tonschen Prinzip verschwinden sollen. Setzt man dies in das obige Wirkungsintegral ein, folgt

B 0L 0L« uu
cSlr_/V(4> L{Ma 88Aa7b}6AdX (31)

Da die § A® unabhéngig voneinander sind, folgt aus dem Fundamentallemma der Variations-
rechnung, daf die Feldgleichungen durch die Euler-Lagrangegleichungen

0L 0L
b _—_— =
0 <8Aa7b) o =0 (32)

gegeben sind. Um die sich aus diesem Formalismus ergebenden weiteren Folgerungen verwerten
zu konnen, missen die Feldgleichungen der Elektrodynamik mit beschreibbar sein.
Wir haben die dazu passende Lagrangedichte .Z aufzufinden. Es ist klar, daf .Z nur bis auf
einen konstanten Faktor durch und die Maxwellgleichungen bestimmt sein kann. Das
Vorzeichen des Faktors kann dadurch gefunden werden, daf bei linearen Feldgleichungen die
Feldgradienten eine quadratische Form in .Z bilden. Das Vorzeichen ist so zu wéahlen, dafs
Terme, die der kinetischen Energie der Mechanik entsprechen, also die Zeitableitungen der
Felder enthalten, mit positivem Vorzeichen erscheinen. Der Absolutwert des Faktors legt, wie
sich weiter unten zeigen wird, die Verbindung des elektromagnetischen zum mechanischen
Mafsystem fest. Wir haben hier die nichtrationalen Gaufsschen cgs-Einheiten gewéhlt, so dafs
ein Faktor 1/(4n) in .£ auftaucht. Die Feldgleichungen schreiben sich unter Verwendung

von wie folgt:

1

1
7ab(Ab,a_Aa,b) _ fJa(:H?b 0 0%
47 c

dAad —  §Aa

(33)

Man sieht durch einfache Integration, daf sich .Z aus den beiden Summanden

1

=L+, LH=
167

FOE, (mit F® = 9?4 — 9*AY), L = %JGA“ (34)
zusammensetzt. Das ist die gesuchte Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes. Das freie
Feld enthélt nur .%y. Die Stromdichte J stellt dabei ein duferes nicht im Hamiltonprinzip zu
variierendes Feld dar, d.h. J fiihrt die Raum-Zeitkoordinaten explizit in die Lagrangedichte
ein. Das ist dadurch versténdlich, dafs es sich um die Ankopplung der Teilchen, die sich in der
Elektrodynamik als Viererstrom dufsern, an das elektromagnetische Feld handelt.



Als néchster Schritt bei der Analyse der Struktur der Lagrangetheorie der Felder, ist die Klé-
rung der Frage, welche Lagrangedichten £’ zu aquivalent sind, d.h. welche Lagrangedich-
ten zu denselben Feldgleichungen fiihren. Diese Frage lafst sich am schnellsten beantworten,
wenn man die obige Rechnung, die vom Hamiltonprinzip zu den Lagrangegleichungen fiihrten,
betrachtet. Es folgt, dafs man zu . die Divergenz eines beliebigen Feldes, das nur von den
Feldern A und explizit von den Raum-Zeit-Koordinaten abhéngt, addieren kann:

L =L+ 08, mit Q= %4, X). (35)
Es folgt ndmlich
0L =0L+6(0"W) = 0L +0F <8Q’“5Aa> =0l = 51+/ <89’“5Aa> dsk = 51 (36)
dAa v (1) \OA®

Dabei haben wir den vierdimensionalen Gaufsschen Satz benutzt, wobei das Flachenintegral
verschwindet, weil die Feldvariationen definitionsgeméf auf dem Rand des betrachteten Ge-
biets verschwinden.

Auch die Eichtransformationen &ndern die Lagrangedichte in dieser Weise ab. Setzt man nam-

lich die Eichtransformation in ein, so folgt
L=~ %Jaaax =¥ - éﬁa(Jax) (37)
weil gemaf J divergenzfrei ist:
47”6“1@ = 0,0, F = 0. (38)

Diese Divergenzfreiheit des Viererstroms ist offensichtlich aber umgekehrt auch als Folgerung
der Eichinvarianz der Elektrodynamik anzusehen, d.h. die durch die Eichgruppe beschriebene
Symmetrie zieht die Divergenzfreiheit des Stromes nach sich. Diese Divergenzfreiheit schreibt
sich nun aber im Dreierformalismus

Op
ot

Integrieren wir diese Gleichung iiber den gesamten Ortsraum, so folgt aus dem Gaufsschen
Satz bei hinreichend schnellem Abfall des Stromes im Unendlichen:

d dQ L.
— Br=—2=— dSji=0 40
dt Rsp * dt /8R3 J ’ (40)

+ divj = 0. (39)

d.h. die Divergenzfreiheit des Viererstroms stellt in integraler Form einen Erhaltungssatz bzw.
in differentieller Form eine Kontinuitédtsgleichung dar. Die Symmetrie des Maxwellfeldes, die
durch die Eichgruppe beschrieben wird, zieht die Ladungserhaltung nach sich.

Das Noethertheorem

Im folgenden betrachten wir die totale Variation der Lagrangedichte, die sich zum einen
aus der bereits eben hergeleiteten Feldvariation, zum anderen aus der Variation der Raum-
Zeitvariablen X ergibt. Wir behandeln Transformationen, die sich durch infinitesimale Er-
zeugende beschreiben lassen, setzen also voraus, dafs die Transformationsgruppen Liegruppen
sind.



Das Hauptproblem ist, daf anders als beim Hamiltonprinzip die Variation mit der partiellen
Differentiation aufgrund der Mitvariation der Raum-Zeit-Koordinaten nicht vertauschen. Es
gilt

0(A; +04;) 0A;
A(xk +oxF)  dxk
Dabei haben wir die Ableitung der Umkehrfunktion benutzt und die Taylorentwicklung bzgl.
der Variationen mit dem linearen Glied abgebrochen. Aufserdem wurde die Inversion einer nur
infinitesimal von der Einheitsmatrix verschiedenen Matrix benutzt:

6(Aig) = = (64) 1 — (62") pAiy- (41)

(6" + (32" 4] 71 = 6% — (32%) . (42)
Weiter benotigen wir die Variation des Vierervolumenelements:
3
5(d'X) = [det(6%; + (d2%),) — 1]d' X = [Z H p(i)  (02") p(i)) — 1] d'X  (43)
§(d*X) = (02") ;d* X. (44)

Dabei durchlduft P die 24 Permutation der Zahlen 0 bis 3. Die totale Variation des Wirkungs-
elements lautet demnach

07 07 0.7 0.7
4X — . - k Al k A l 4X
§(ZLd*X) oy o ). Sx” + A, (6A;) ) + |L5" oA, (6x") g o d
(45)
In Analogie zur klassischen Punktmechanik fithren wir den kanonischen Energie-Impulstensor
07
k k
=—A;;— %6 4
Q] 1 B A@k 1 < 1 ( 6)
ein, so daf sich (45]) abkiirzen lafst zu
0L 0L 0L
4y _ ok k| 54
0(ZLd*X) = oA, +8Alk(5A)k oF 5z k+<a k) péa:]dX. (47)

Eine Symmetrietransformation ist nun eine solche Transformation, bei der die Feldgleichungen

forminvariant bleiben, d.h. die eckige Klammer darf nur eine Divergenz der Form (35) sein.

Damit also die betrachtete Transformation eine Symmetrietransformation darstellt, ist die

folgende Bedingung notwendig und hinreichend:
0L 07

6A (5A)k—®k(5:r)k—l—<aL

Wir folgern daraus nun einen Erhaltungssatz indem wir (46)) nach z* differenzieren:

07
k —
@ l;k - <8xl )exp . (49>

Dabei haben wir die Lagrangegleichungen benutzt. Setzt man dies in (48]) ein, 14kt sich
als Divergenz schreiben:
[ 0L

A, — 6F QF =o.
8Azk5 @5m,+5} 0 (50)

k



Dies ist aber genau wie der Erhaltungssatz der Ladung ein Erhaltungssatz in lokaler Form.
Wir nutzen jetzt die Kenntnis des Verhaltens der Felder unter der Poincarégruppe aus, die
eine Symmetrietransformation darstellt.

Wir beginnen mit der Translation. Dabei dndern sich die Felder nicht explizit, sondern nur
iiber die Variablentransformation, die aber in der obigen Rechnung beriicksichtigt ist. Dann
folgt fiir die Translationsgruppe

ozF = const, 6AF =0, 60F =o0. (51)
Ein Blick auf lehrt, daf Translationsinvarianz besteht, wenn
(Zi)exp = 0, (52)

also die Lagrangefunktion nicht explizit von den Koordinaten abhéngt, d.h. im Falle der Elek-
trodynamik fiir das strom- und ladungsfreie Maxwellfeld. Dann ist

ok, =o. (53)

In Raum und Zeitkoordinaten getrennt geschrieben (griechische Indizes laufen im folgenden
von 1 bis 3) heift das
0
(_)ab — —7@017
“ cot

Der korrespondierende globale Erhaltungssatz wird hergeleitet wie bei der Ladungserhaltung.
Daraus geht hervor, dafs

(54)

1
ga — ;@Oa’ uw = @00 (55)

die Impuls- bzw. Energiedichte des Feldes sein miissen.

Wir betrachten nun eine infinitesimale Lorentztransformation (obwohl wir das Ergebnis im
folgenden nicht weiter bendtigen werden). Fiir diese gilt

(07 4 4 6w 2) (8% + 6w ) g® = g@¥ = s =~ (56)

Dabei haben wir die Bewegungsregeln fiir Indizes auf die infinitesimalen Lorentzmatrizen dw
angewandt:
dw® = gbesuwl,. (57)

Die infinitesimale Erzeugende der Lorentztransformation ist also eine antisymmetrische Ma-
trix. Unter Lorentztransformationen gilt demnach

60X = 6w Xt §A; = S imndw™™ A (58)

Wegen kénnen wir 0.B.d.A S als antisymmetrisiert in den Indizes m und n denken. S
bestimmt die Darstellung der Lorentztransformation, nach der sich die Feldgrofen transfor-
mieren. Im Falle des elektromagnetischen Vierervektors A haben wir offenbar zu setzen

. 1 . .
Sjimn = §(gim5nj - gin(smj)- (59)

Gehen wir mit in ein, finden wir demnach

0L .
7. mn oA, k mn x _
(aAi,kS imn 0w ;i — 0% 0w n) ) 0, (60)



d.h. mit den kanonischen Feldimpulsen

X
e

I (61)

ergibt sich der gesuchte Erhaltungssatz durch Antimetrisieren des Koeffizienten von dw in
(41), weil dw allein durch die Antimetrie eingeschrénkt ist, d.h. das Feld

mit  H*p = 57 imn T A;. (63)
Die & = 0-Komponente von L muf nach unserem allgemeinen Schema fiir m = 0 der

Schwerpunkts- fiir m = p der Drehimpulsdichte des Feldes zugeordnet werden. Man erkennt
ferner, dafs sich der kanonische Felddrehimpuls aus dem vom geometrischen Typ der Felder, al-
so dem Transformationsverhalten derselben unter Lorentztransformationen, abhéngigen ,,Spin-
“ und dem aus dem kanonischen Energie-Impulstensor zusammengesetzten ,,Bahndrehimpuls®
zusammensetzen.

Wir gehen jetzt auf das elektromagnetische Maxwellfeld zuriick. Dazu benutzen wir um
den kanonischen Energie-Impulstensor auszurechnen. Es gilt

@kl — —iFkiAi’l + (1FabFab + 1JaAa> gk’l (64)
a7 167 c
Bis jetzt haben wir bei unseren Herleitungen nur Lorentzkovarianz gefordert und durch den
Tensorkalkiil praktisch automatisch eingehalten. Nun mufs aber jede mefbare physikalische
Grofe (dazu gehoren offensichtlich Energie und Impuls) eichinvariant sein. Das ist aber fiir
den kanonischen Energie-Impulstensor nicht der Fall, denn es gilt

1 . 1
Ak AF 4 X’k; ek _ @kl _ EF]”&-@ZX + EJaaaxgkl. (65)

Wir haben aber © dadurch physikalisch ausgezeichnet, daf er einen Erhaltungssatz @kl,k =0
ergibt, falls es sich um ein freies Maxwellfeld (also J = 0) handelt. Der Erhaltungssatz dndert
sich aber offenbar nicht, wenn man zum kanonischen Energie-Impulstensor einen divergenz-
freien Term addiert. Auf diese Weise konnen wir einen eichinvarianten Energie-Impulstensor
gewinnen. Wenn man betrachtet, sieht man, daf dies durch

1 , 1

Tkl — 7szAl i — fJaA“gkl + @kl (66)
a7 Tooc

erfiillt wird. Fiir J = 0 kann man aufgrund von (23) schreiben:

1 .
Tkl _ E(FklAl),i + @k‘l’ (67)

und der Zusatzterm ist divergenzfrei bzgl. k wie es sein muf.
Fiir uns ist im folgenden die Wirkung des Viererstroms interessant, denn er beschreibt die
Quellen des elektromagnetischen Feldes. Aus folgt
1
T ) = = J, F. (68)
c

10



Die Viererkraftdichte, die aufgrund des elektromagnetischen Feldes auf ein Kontinuum (bzw.
Teilchen bei Verwendung der Diracschen d-Funktion) ist demgeméf

1 1- =\
=-TH, =k = EJCFAC =pE\ + (cj X B) . (69)

Im Dreierformalismus schreibt sich das wie folgt:

0 h Feld

a (gg\mec ) _|_g§\ e )) — _Toz)\7a — T(M)oc)\,oz- (70)
Der rechts im Dreierformalismus geschriebene Tensor TM ist der Maxwellsche Spannungsten-
sor, der sich schreiben 1aft zu

1

T(M)
of T 4n

1, 5 _
(EoEp + BoBs — 5(E2 + B*)d4p). (71)
Wir wollen nun zur Herleitung der Kraftwirkung auf Punktladungen anwenden. Die Vie-
rerstromdichte einer Punktladung ist offenbar

-

J(:7) = qed®[F — 2(¢)),  j(6:7) = quo® (7 — 2(0)]. (72)

Dafs dies eine kovariante Ausdruck ist, zeigt sich daran, daf man ihn in der explizit kovarianten

Form
IX) = [ GO~ Z(r)lir (73)

schreiben kann, wobei 7 irgendein die Bahnkurve im Minkowskiraum (die Weltlinie) des Teil-
chens parametrisierender Skalar ist. Dazu kann die Eigenzeit des Teilchens gewahlt werden.
Setzen wir den Strom in der Form in ein, so erhalten wir nach Integration iiber das
Dreiervolumen

dp = q. 3
— =qF+ = B. 4
o = 4B+ U x (74)
Die 0-Komponente der Gleichung schreibt sich

aw =

Explizit relativistisch kovariant wird diese Bewegungsgleichung erst dadurch, dafs wir und
durch den Lorentzfaktor dividieren und damit

dP*  q _.,dXp
= —Fa _—
dr c dr

(76)

erhalten.

Eine andere Fragestellung ist die nach dem durch auf vorgegebenen Viererbahnen bewegten
Teilchen erzeugten elektromagnetischen Feld. In Lorentzeichung schreibt sich das als die in-
homogene Wellengleichung mit dem gegebenen Strom . Eine Partikuldrlosung der
inhomogenen Gleichung kann allgemein angegeben werden, wenn man die Greenfunktion des
d’Alembert-Operators findet. Die Greenfunktion ist definiert durch die Differentialgleichung

OxG(X; X') = 6W(X - X') (77)
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und die Retardierungsbedingung
G(X: X') = O(Xg — X)g(X — X). (78)

Dabei ist © die Heavisidesche Sprungfunktion. Um das Problem zu lésen, fithren wir eine
Fouriertransformation von durch:

1

2
) [ Gt X expli X' (79
27T R4

G(X; X')=— <

Setzt man dies in ein, findet man:

—kkaG(k; 2') = <1>2exp(—ikaX/a) =Gk X)) =— (

1\? exp(—ik*Xy)
27 '

o kak, (80)

Bei der Riicktransformation von in den Raum-Zeit-Bereich ist zu beachten. Des-
halb erscheint es sinnvoll, zunéchst das kg-Integral auszuwerten. Die Schwierigkeit besteht
dabei darin, daft auf der kg-Achse Pole der Fouriertransformierten liegen. Man hat also den
Integrationsweg in der folgenden Weise ins Komplexe zu deformieren:

Im ko
A
R Weg fiir zog > z,
—k k
Re ko
p—0
Weg fiir zo < x,

Abbildung 1: Zur Fourier-Riicktransformation der retardierten Greenfunktion der Wellenglei-
chung.

Die kleinen Halbkreise, die die Pole ausschliefsen, wurden in die untere Halbebene gelegt
um die obige Retardierungsbedingung zu erfiillen: Beim Durchlaufen des oberen Weges mufs
Xo > X, sein, damit das Integral iiber den grofen Kreis im Limes fiir R — oo verschwindet.
Fir Xy > X, muf der Weg in der unteren Halbebene geschlossen werden. Das Integral {iber
diesen Weg verschwindet nach dem Residuensatz, weil innerhalb desselben keine Pole des
Integranden liegen, wie wir es oben gefordert haben. Das Integral iiber den oberen Weg lafit
sich ebenfalls vermittels des Residuensatzes ausrechnen:

expliko(Xo — Xo)] [ exp[ik(Xo — Xo)]  exp[—ik(Xo — Xo/)]
—9 _ 1
/R g Gho=2m 2k 2k S
d.h. es gilt
1\* [ sin[k(Xo— X} - .
g(X; X') = <> / sinlk(Xo = Xo)| o (ifi( — 7o) F. (82)
2w R3 k
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Zur Berechnung dieses Integrals fithrt man Kugelkoordinaten ein und erhilt durch einfache
Integration

O(Xo)d(wo — |7])

7]

G(X;X') = G(X — X) mit G(X) = =20(X0)d(XX,)  (83)

Das elektromagnetische Feld bei vorgegebenem Strom ist also

anxy = [ 2OFO XN xy —a - ety (34)
R4 C T — 2

Zum Nachweis, dafs die Lorentzeichbedingung des Potentials erfiillt ist, schreiben wir

4 C

Da A" = / TG - X (X)X = - / wG(X — X')J*(X)d'X = (85)
R RA|

4
=T [ GX - X))o JUX)d'X =0 (36)
C R4
weil J¢ divergenzfrei ist.
Zur physikalischen Interpretation rechnen wir das Ergebnis in den Dreierformalismus um:
Xo— 1T — 2 2!) o o Ao — |z — 2|2 oL
Sp:/ p(Xo — |7 x’x)d?’a:’;A:/ (o — |2 x|’x)\a_:'—x’|d3:v’ (87)
R3 R3

|7 — 2| c

Erinnert man sich der Elektro- bzw. Magnetostatik, erkennt man, dak zum Feld zur Zeit ¢
die Quellen zur Zeit tyey = t — /¢, wobei r der Abstand zwischen Auf- und Quellpunkt ist,
beitragen, d.h. die elektromagnetische Wirkung der Quellen breitet sich mit (der endlichen!)
Lichtgeschwindigkeit ¢ aus. Hatte man die Retardierungsforderung nicht gestellt, hitte man
auch die avancierte Greenfunktion, wo die Quellen aus der Zukunft gewirkt hétten, oder eine
Linearkombination aus beiden erhalten koénnen, die aber nicht die Forderung der Kausalitéit
erfiillen.

Wir wenden schlieflich noch die Greenfunktion auf die Quellen an:

ar) = [ ] s -y e - xaratx' =T [ (B 1x - ylar
R*JR R

T c dr
(88)
Das ist das sog. Lienard-Wiechertsche Potential.
3 Monopole in der klassischen Elektrodynamik
Die quellenfreien Maxwellgleichungen
-~ 9B - OE -
tE=——;rot B=—; divB =
1o B 1© 50 v 0 (89)

weisen neben der aus der Struktur von Raum und Zeit gegebenen Symmetrie gegeniiber der
Poincarégruppe und der Eichinvarianzsymmetrie noch eine dynamische Symmetrie auf. Diese
&8t sich finden, wenn man die folgende Transformation

B—aff 1 8 B =B + 0B (90)
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mit Konstanten «, 3, v und ¢ bildet und zunédchst Forminvarianz der freien Maxwellgleichun-
gen gegeniiber diesen Transformationen fordert. Dazu setzen wir in ein:

- . o . o . - o .
E'+8B"Y=——(vE'+ 6B’ —(—aB'+ BE") = ———(~yE' + 6B’ 1
rot (aE' + 8B’) cat(v +B') = cat( aB' + BE') cat(v +d6BY = (91)

a=0; f=—. (92)
Damit auch die Energiedichte v und die Energiestromung (Poyntingvektor) S
Ex B (93)
invariant bleiben, mufl
a=cosé ;B =sin y=—sin&; § = cosé (94)

gelten. Die gewonnene Transformation lafst sich in der folgenden Matrizenschreibweise iiber-
sichtlich darstellen:

E [ cos&  siné E’ E’ [ cos{ —sing E
<§>_(—sin§ cos£><§’><:><§’>_<sinf cos & )(é) (95)

Diese Transformationen heifsen duale Transformationen.

Die Maxwellgleichungen mit Quellen, also Strémen und Ladungen, sind nicht invariant unter
dualen Transformationen. Das erkennt man sofort, wenn man annimmt, es gelten die Maxwell-
gleichungen fiir die gestrichenen Feldgroften, und die duale Transformation anwendet.
Die inhomogenen Gleichungen im ungestrichenen Feldsystem lauten dann ndmlich

p= divE = cos §divE’ = 4mcos&p'; divB = —4rsin £p) = —4mrtanp, (96)

d.h. wir haben eine i.A. nicht verschwindende Quelldichte magnetischer Ladungen im Wider-
spruch zu den Forderungen der Maxwellgleichungen erhalten. Analog folgt die Existenz eines
Stromes bestehend aus magnetischen Ladungen wenn man die iibrigen Maxwellgleichungen
beachtet. Zusammen ergibt sich genau wie bei Ladungen eine Kontinuitétsgleichung fiir die
magnetischen Ladungen und Stréme genauso wie fiir die elektrische Ladung.

Gehen wir nun umgekehrt vor und lassen die Quellenfreiheit des magnetischen Feldes fallen,
so gehen die Felder E und B voéllig gleichberechtigt in die entstehenden Maxwellgleichungen

ein: ~
- 0B 4m- - A . =~ -

—rotE — ot = ?k; rotB — P = ?J; divB = 47py,; divE = 47pe. (97)

Man erkennt auch sofort, daf die Felder und Quellen einem Dualitétsprinzip gehorchen. Ersetzt
man ndmlich in der ersten und dritten der Gleichungen FE durch —B und B durch FE sowie

k durch ; und py, durch pe, erhélt man die zweite und vierte Gleichung.

Ein Blick auf zeigt, daft die neuen Maxwellgleichungen immer dann auf die alten
Maxwellgleichungen dual transformiert werden kénnen, wenn die magnetische und elektrische
Ladung immer in einem materialunabhéangigen Verhéltnis in der Natur vorkommt. Dann wiren
die alten Maxwellgleichung lediglich Konvention und die Felder E und B gemaf den dualen
Transformationen vollig gleichberechtigt.
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Wir ziehen nun zunéchst einige einfache Konsequenzen aus der Annahme der Existenz magne-
tischer Monopole bzw. Ladungsverteilungen. Wir haben oben gesehen, dafs die Maxwellglei-
chungen gegeniiber der vollen Lorentzgruppe O(1,3) invariant sind, d.h. die Elektrodynamik
manifest kovariant (also im Sinne des Tensorkalkiils) im Raum mit der Signatur (1,3) formu-
lierbar ist (Minkowskiraum). Die Gruppe O(1,3) kann in folgende vier Bestandteile zerlegt
werden:

Die SO(1,3) ist die Untergruppe der O(1,3) mit der Determinante +1. Diese enthélt die Unter-
gruppe SO(1;3)1, die eigentlich orthochrone Lorentzgruppe, die die Zusammenhangskompo-
nente mit der Identitéat darstellt. Sie bedeutet physikalisch den Wechsel des Bezugssystems von
einem Inertialsystem in ein anderes und wird durch die rdumlichen Drehungen und die ,,Lor-
entzboosts“ erzeugt (6-parametrige Gruppe). Sie laft dabei die Zeitrichtung invariant (d.h.
der Zeitbasisvektor bleibt im Vorwértslichtkegel). Die zu dieser Zusammenhangskomponente
mit der Identitdt gehorige Nebenklasse, die SO(1;3)] enthélt die eigentlich antichronen Lo-
rentztransformationen und ist die Zusammenhangskomponente mit der totalen Inversion, d.h.
der gleichzeitigen Zeitumkehr und Rauminversion.

Auch die Nebenklasse zur vollen SO(1,3), also die Menge O(1;3)/SO(1,3) zerfallt ihrerseits
wieder in zwei Teile, ndmlich die uneigentlich orthochronen (enthélt die reine Rauminversion)
und die uneigentlich antichronen Lorentztransformationen.

Die diskreten Symmetrien sind fiir die klassische Theorie relativ uninteressant, werden aber
in der Quantentheorie duferst wichtig (Paritit, PCT-Theorem). Wie wir eben gesehen haben,
geniigt die Untersuchung der Zeitumkehrtransformation T und der Rauminversion P (fiir Pa-
ritdtsoperator). Alle anderen nicht mit der Identitat zusammenhéngenden Transformationen
lassen sich nach der obigen Betrachtung aus der SO(1;3) und T und P zusammensetzen. Fiir
das Transformationsverhalten einiger Grofen kann man die folgende Tabelle erstellen:

Grofe | Zeitumkehr | Rauminv. | Begriindung

t -1 +1 Definition

z +1 -1 Definition

0] -1 -1 v =dz/dt

F +1 -1 F = m(d%%/dt?); m: Skalar
E +1 -1 Lorentzkraft:

B -1 +1 F=¢E +e/cix B

Pe +1 +1 divE ist skalar

Om -1 +1 divB ist pseudoskalar

j -1 -1 Maxwellgleichungen @[}
k +1 +1 und obige Beziehungen

Das bedeutet aber, dafs bei der Annahme der Existenz von Materie, die elektrische und magne-
tische Ladungsverteilung enthélt, die Symmetrie unter Zeitumkehr und Rauminversion nicht
mehr gegeben ist, d.h. diese Symmetriebrechungen treten bereits in der klassischen Theorie
auf.

Es sollen nun die Moglichkeiten der Entwicklung einer klassischen dynamischen Theorie punkt-
formiger Monopole untersucht werden. Dazu kehren wir zum manifest kovarianten Viererfor-
malismus zuriick. Betrachtet man die eben postulierten modifizierten Maxwellgleichungen (97),
so sieht man, daf die Monopole die Integrabilitédtsbedingungen ([25)) verletzen. Die modifizier-
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String

Abbildung 2: Zur Beschreibung des singuldren Vektorpotentials des magnetischen Monopols
mittels eines , Strings®.

ten Maxwellgleichungen miissen ndmlich im Viererformalismus offenbar wie folgt geschrieben
werden:

4 4
BpF = “L 7% 9y (FH)P = " K® mit K° = cpp; K = kq. (98)
c c
Wir nehmen dabei an, dafs die Viererstrome J und K durch Punktquellen erzeugt werden,
d.h. gemaf :
dz®

s =e [ L=yl K@) =g [ o (©9)

Das bedeutet nun aber, daft die Integrabilitdtsbedingungen nur auf den Weltlinien der ma-
gnetischen Monopole verletzt sind, d.h. man kann vermuten, dafs es moglich ist, ein singuléres
Vektorpotential A zu konstruieren, das den Pol beschreibt. Wir denken uns dazu zunéchst
einen im Ursprung eines Koordinatensystems ruhenden magnetischen Monopol, d.h. es gilt
(wir kehren kurz zum Dreierformalismus zuriick):

divB = 47g6®) (Z). (100)

Wendet man darauf den Gaufsschen Satz an, so folgt wie in der Elektrostatik
V6 >0 % BdS = 4rg (101)
9K

Dabei soll mit K5 die Kugel mit dem Radius § um den Ursprung bezeichnet werden. Anderer-
seits gilt aber aufter im Ursprung B =rot A. A kann nun aber nicht regulér sein, d.h. es mufs
auf jeder Kugelfliche, die den Pol in ihrem Inneren enthélt, eine Singularitit vorliegen, durch
deren Existenz gesichert ist, d.h. ausgehend vom Pol muf es eine sich ins Unendliche
erstreckende Linie geben, langs der A singuldr wird. Diese Linie ist der sog. String.

Denken wir uns nun den Monopol langs irgendeiner Weltlinie im Minkowskiraum bewegt,
erkennen wir, daf zu jedem Zeitpunkt ein solcher sich halbseitig ins Unendliche erstreckender
String gegeben sein mufs, der die Flufbedingung sichert. Insgesamt entsteht ein sich
halbseitig ins Unendliche erstreckendes zweidimensionales Blatt (sheet) im Minkowskiraum.
Dieses Blatt wird nun wie folgt parametrisiert:

Sy =y(ro;71) (102)

wobei 19 und 7 die Flachenparameter sind, die wie folgt gewahlt seien: 7 = 0 soll gerade die
Weltlinie des Pols und damit der einzige im Endlichen gelegene Rand des Blattes sein. 7 ist
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Abbildung 3: Beschreibung eines magnetischen Monopols durch ein Blatt im dreidimensiona-
len Minkowskiraum. Die zeitartige Weltlinie des Strings ist durch z(7) gegeben. Aus jedem
Punkt der Weltlinie entspringt ein raumartiger String. Diese Strings bilden das Blatt. In der
physikalischen Raumzeit ist das Blatt eine dreidimensionale Hyperfliche. Die Erklarung der
Parametrisierung des Blattes findet sich im Text.

ein skalarer Zeitparameter mit Wertebereich R, fiir 71 = 0 gerade die Eigenzeit 7 des Pols.
71 € [0; 00[ parametrisiert fiir festgehaltenes 79 den zu diesem Zeitpunkt gehorigen String.

Wir bemerken, dafs die Strings und damit auch das Blatt ein Rechenhilfsmittel darstellen
und physikalisch unbeobachtbar sind. Man darf sich den String als Kette von Dipolen vorstel-
len, die nicht real existieren. Das heifst aber, daf bei einer konsistenten Beschreibung keine
Ladung diesen String durchlaufen darf, weil ja sonst die Wirkung desselben auf die Ladung
beobachtbar wére. Das fithrt in dieser Theorie zum sog. Dirac-Veto und wird weiter unten
noch streng mathematisch zu fordern sein. Andererseits ist die Wahl des Strings frei (ver-
schiedene Strings fithren zu Vektorpotentialen, die sich héchstens durch Eichtransformationen
voneinander unterscheiden).

Fiir den Feldsechservektor der durch die Pole modifizierten Theorie schreiben wir:
ab a Ab b qa 4 ab
F® =0%4° - 0°A —l—?(GT) . (103)

Der Sechservektor G verschwindet iiberall aufler auf dem Blatt. Setzt man diesen Ansatz in

ein, so findet man nach

dz® oy
OG g/R I 0Pz —z2(r)]dr =g 85(5 [z — y(70; 71 = 0)] o

dTo. (104)

Dabei haben wir im letzten Schritt beachtet, dafs die Weltlinie des Pols der Rand des Blattes
ist. Wir konnen also (104)) als Wegintegral schreiben:

oy oy
0T, 0 or 1

OGP = ¢ 5@ [z — y(71572)]
aS

dTl . (105)
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Nach dem Stokesschen Satz fiir die Ebene gilt:

dy* 06 (z —y)  ay* 6W(z —y)
) Gab — _ = _ — = =\ drodm = 106
b g/s [87-0 87’1 87’1 37‘0 e ( )
[ [ _orora
S 87’0 87'1 87'1 87’1 670
_ [ [aror _ovar
- al‘bg S 87’0 87‘1 87’1 87’0
Dabei haben wir die Kettenregel angewandt und statt nach y nach x differenziert, d.h. man
erhélt eine Losung fiir G zu

a b a b
6a) =g [ FE — DD 50 — y (i) Jdrodn. (109)
s |0 odr  Om O

Wir haben oben die retardierte Greenfunktion G(z — ') fiir die Wellengleichung her-
geleitet. Wir wollen nun auch das oben angesetzte Feld A im Fall der Existenz von Polen
berechnen. Gemafs (103) mufs gelten:

} 8 (z — y)drodr = (107)

] 8 (z — y)drodm (108)

47
(FT)cd = 6zzbcdaaAb - ?ch‘ (110)
Falls nun keine elektrischen Ladungen vorhanden sind, gilt
OaF™ = 0. (111)

Das ist eine Integrabilitdtsbedingung fiir £'f, d.h. es existiert, ein Vektorpotential B fiir F'f.
Analog zum Liénard-Wiechert-Potential gilt:

4 d
(FT)cd = 0.Bq — 04Bk; Bd(i) = ﬂ-g/ G(& - Ql)ﬁdT (112)
C R dr
Setzen wir das in (110) ein, so erhalten wir unter Verwendung von ((109)
4 d dz.
€apead A" = =7 /R [acG(x —2)t — 0uGle - )Cﬂ dr + (113)
Arg [ [0YcOya  Oyc Oya]| (a
— 24 220 5 (2 — y)dmdro. 114
* ¢ Jg [570 or  0m 01y (2 = y)dnidn (114)
Benutzen wir wieder den Stokesschen Satz, ergibt sich
47 0G(z—y) 0G(z—y)
a Ab Y)o Y) o
Eadea A” = 79 S [ ac 010 37?7{(11 o 80 oT1 8717{3 +
+5e W0, Gz — g)} drydry — (cd) (115)

Dabei soll (ed) derselbe Ausdruck mit vertauschten Indizes ¢ und d sein. Differenziert man nun
statt nach x nach y und formt den Integranden um, findet man schlielich nach nochmaligem
Vertauschen der Ableitungen

drg [ O°G(x —Y) Oy Oyn

€abead A = ¢ |s ooy om a—ﬁ[afjaﬁag + 800767 + 61505 — (ed)] = (116)

4 oG - m n
_ Weabcdebkmnaa/ M%%dmdﬁ, (117)
c s

oxk  Ory Om
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Ein Vergleich mit dem obigen Ansatz ergibt die Darstellung

0G(xz —
Ab — 479 bhemn / (Z —Y) Oy Fyn
s

—_— drodTy. 118
c oxF 019 011 04T (118)

Da die Feldgleichungen linear sind, gilt das Superpositionsprinzip, so dafs man die Beitrige
der elektrischen Ladungen (gegeben durch die Liénard-Wiechert-Potentiale) oder weiterer Pole
addieren kann. Damit ist gezeigt, dafs die Dynamik der Felder, Ladungen und Pole eine in sich
konsistente Theorie bilden, die mit der Forderung nach Lorentzinvarianz vertréglich ist.

Als néchsten Schritt haben wir den Lagrangeformalismus der Felder, Ladungen und Pole zu
entwickeln. In Abschnitt 1 haben wir das Hamiltonsche Prinzip fiir Felder entwickelt. Die
Ladungen lassen sich in diesen Formalismus einbringen, wenn man die durch sie erzeugten
Strome durch ausdriickt und die Wirkung fiir das freie Teilchen addiert. Die Wirkung des
freien Teilchens ist bekanntlich

I = —ch/dT. (119)

Im folgenden miissen wir zunachst die Stringvariablen y in den Lagrangeformalismus ein-

arbeiten. Analog zur Bewegungsgleichung fiir Ladungen, muf sich gemé&f dem obigen
Dualitatsprinzip als Bewegungsgleichung fiir Pole ergeben:

d’2* g dzp

- 2(F abi'

e c( f) dr

Es ist klar, daf sich das allein dadurch erreichen lassen mufs, daft man in ((118) das entspre-

chende Glied fiir die Pole addiert und statt der klassischen Felder (103) einsetzt. Nach

haben wir

(120)

1
167 R4
als Wirkung des elektromagnetischen Feldes. Da F' aber durch definiert wird, beschreibt
diese Wirkung nicht mehr das freie Maxwellfeld sondern, wie wir im folgenden zeigen miissen,

zusatzlich die Wirkung der Pole. Weiter ist die Wechselwirkung des elektrischen Viererstroms
zu beriicksichtigen, die nach wie folgt in die Gesamtwirkung eingeht.

e N
Iy = —ZC/RA (2) tdr. (122)

Wir haben nun zu zeigen, daf die Wirkung I = I} + Is + I3 die Bewegung der Pole und
Ladungen sowie die Dynamik der Felder richtig beschreibt. Dazu bilden wir die Variation der
Wirkung im Sinne des Hamiltonschen Prinzips. Dabei werden die Koordinaten der Teilchen
und Strings sowie die Felder variiert. Es gilt

61, = —6c? / > mdr. (123)

e+g

Iy = Fo(x)F®(z)d*z (121)

Da die Eigenzeit 7 nicht unabhéngig von den Koordinaten ist, fiihren wir einen unabhéngi-
gen Parameter A fiir die Weltlinie ein, fiihren die Variation aus und kehren dann wieder zur
Eigenzeit als Parameter der Weltlinie zurtick:

-1
dz% dz d |dx dzb dz

I =— —— 24\ = 01 = — | S5 =2 | 62, 124

! C/R;m\/d/\d)\ —on C/R;dA[dA\/dAdA ] ? (124)
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Dabei ist einmal partiell integriert worden. Geht man nun wieder zu 7 als Parameter {iber,

findet man P
sh=Y"m / “a 5.0 dr. (125)
et+g R

Auch der dritte Term ist aus der gewOhnlichen Elektrodynamik bekannt und seine Variation
leicht ausfiihrbar:

513 = — Z / [6Aadza Aabézbdza+A“d52“ ]dT

d
12
a,b b,a a dZa ( 6)
== [ (A% — APz + 5a0] ear
s C JRr dr
Jetzt ist noch Iy zu variieren:
1 1
6y = ———6 | FuF%'z=—— [ Fu0F®d'z. (127)
167 R4 8w R4
Wir setzen nun fiir ' den Ausdruck (103]) ein:
1 g
0Iy=— | —Fu|6(0"A" — 0" A%) + =(6G1)*| d* 12
2= = [ g sl — 04+ oGt (125)

Der zweite Term ist nach (109)):

a b a b
§Iyy = —% / (F1)abd / [8y 9y” 9y ‘9?/} D[z — y(r0; 1) drodmidie = (129)
R4 o

87’0 87'1 (97'1 87’0

_—/ (F't) ab5/ Oy Oy’ 8z — y(r0;m)|drodmid*z. (130)
R4 0719 87’1

Die Ausfiihrung der Variation des Integrals iiber das Blatt ergibt

doy® yd Oyt 98 Dy, Oy O0W (z —
/Hyy+y y]54( y)+ La OV (

Ty o
Org 01~ O O Ot 01y Téy }dmdﬁ' (131)

Wir setzen dies wieder in den Ausdruck fiir §lso ein, berechnen das Integral tiber die §-
Distribution und vertauschen im letzten Term die Differentiation nach y mit der nach x:

g 96y® oyb  dy® doy®
0l a /S (F1)ab(y) [ ors 01 T om0 oy drodm + (132)

g Oty By
+C /R4 (FT)ab (97'0 o e 5y drodmid x. (133)

Nach partieller Integration des Terms in der zweiten Zeile erhalten wir

Aoy® oy Ady® Oy® oy®
ot =2 [ (P | L5~ L dman — £ [ (et G

Der erste Term ist weiter umzuformen:

g / { (FDady] 9" H(FDady ) 9" OFDa 0y o IFDa 0y
C.Js 87’0 57'1 (97’1 87'0 87'0 87‘1 Y 87'1 (90

“drodr (134)

—— 0y } drodTy.
(135)
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Die ersten beiden Terme lassen sich wieder nach dem Stokesschen Satz umformen (wobei
wieder beachtet wird, daf der Rand des Blattes S die Weltlinie des Pols ist):

9 2 < oy’ oy° 0y oy’ ¢ 4
: { | (Pha) aztdr = [ (P [ W 2y (136)

Setzen wir die gewonnenen Ergebnisse in die Variation von I3 ein, erhalten wir:

b
6= L OF, (5A“d4a:—g{ / (Fh)p(2) o200 — (137)
4 o8 dT
/ Oy ay Y Sy [(Fave + (F)pea + (F1)eas] drod (138)
87’0 87'1 ab,c be,a ca,b] @TOATY ¢,

wobei wir im letzten Term lediglich einige Umbenennungen in den Summationsindizes vorge-
nommen haben.

Die Bewegungs- bzw. Feldgleichungen erhélt man nun, indem man die Koeffizienten vor den
unabhéingig voneinander zu variierenden Variablen null setzt:

Fiir die Ladungskoordinaten folgt dann
d?zb

725 b qa a Ab
m= = S(oAr — orah) Tt

dz,

o (139)

Das stimmt mit der in Abschnitt 1 gefundenen Bewegungsgleichung fiir Ladungen iiberein.
Das ist aber offenbar nur dann die richtige Bewegungsgleichung, wenn G, = 0 ist, d.h. wenn
die Ladung nie einen zu einem Pol gehorigen String schneidet. Das ist der oben versprochene
Beweis fiir das Dirac-Veto.

Fiir die Polkoordinaten folgt
d?z, _ 95 dzb 14
m = L(Fha (140)
Bzgl. der Stringvariablen erhélt man nur eine Bedingung an die Felder, keine Bewegungsglei-
chung. Das war zu erwarten, weil der String keine Observable sein soll. Die Bedingung an die
Felder lautet:

(FT)ab,c + (FT)bc,a + (FT)ca,b =0. (141)

Das lafit sich durch Dualisieren umschreiben zu

Fed =0 (142)

)

Diese Gleichung gilt wiederum nur, wenn keine Ladung einen String schneidet.

Damit ist gezeigt, daf es moglich ist, eine Elektrodynamik, in der magnetische Monopole
mathematisch konsistent mit Hilfe der Strings zu formulieren.

4 Der kanonische Formalismus fiir Teilchen und Pole

Wir verzichten im folgenden auf die im Artikel Diracs gegebene vollstdndige Quantisierung
der Teilchen und Felder. Wir beschranken uns vielmehr auf die Quantisierung der Teilchen
und behalten das elektromagnetische Feld als klassisches Feld bei. Das ist moglich, weil wir im
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vorigen Paragraphen gesehen haben, dafs die Feldvariablen und die Teilchenvariablen unab-
héngige dynamische Observable sind. Das Hauptargument fiir die Einfiihrung der Monopole,
namlich die Quantelung der elektrischen Ladung, lafst sich bereits von diesem Standpunkt aus
gewinnen.

Zunichst soll der Ubergang vom Lagrange- zum Hamiltonformalismus fiir Teilchen angegeben
werden, der hier benutzt werden soll. Wir verlassen zunichst den manifest kovarianten For-
malismus, wie es fiir die Hamiltonsche Theorie natiirlich ist, da in ihr die Zeit ausgezeichnet
wird. Die Wirkung schreibt sich dann als Zeitintegral iiber die Lagrangefunktion:

I(q(t);t) = /t "Lt (143)

Als dynamische Variablen werden zunéchst die  und dz/dt zur Zeit ¢ (obere Integrations-
grenze des Integrationsintervalls!) aufgefafst. Wir bilden die totale Variation der x, die sich
aus einer Variation der Bahn z(¢'), die unabhéngig von der oberen Integrationsvariablen ¢ ist,
und einer Variation der oberen Integrationsvariablen ¢ zusammensetzt:

dx
AZ = §% + —It. 144
T T+ o (144)

Daraus berechnet sich die totale Variation der Wirkung zu

oI oI d oI t1 oL oL d
Ajzi T —_— T —_— = —_—— )7 _— o1l / L
aféa:—i—a% dtém—i— atét /to 83},590—1-8% dtéx dt’ + Lot
(145)
= %Af— % — L] 5t
o Gt

Nun werden die kanonisch konjugierten Impulse eingefiihrt als die Koeffizienten von A% und
die negative ,, Energie —W als Koeflizient von 6t:

oL oI oL dx dz ol
n — = — = ——— — [ p— L =——. 14
V= pdi = o 9% di P ot (146)

Nun betrachten wir als einen Satz dynamischer Variabler Z, p und W. Das sind bei einem
System von f Freiheitsgraden im Konfigurationsraum 2f + 1 Variable. Da bei einem System
von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung nur f erste Integrale existieren, kann
der Phasenraum aber nur 2f Variable umfassen, d.h. es muf eine Beziehung der Form

H(@pit) - W =0 (147)

geben. H ist die Hamiltonfunktion. Betrachtet man und genauer, sieht man, dafs
es sich um eine Legendretransformation von dZ/dt und L zugunsten von p und H handelt,
daf also der Hamiltonformalismus mit dem Lagrangeformalismus dquivalent ist. Setzt man
die Beziehungen aus in ein, erkennt man, daf die Wirkungsfunktion I eine Losung
der Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung (HJDGL)

L 9S S
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ist. Als partielle Differentialgleichung in den f Variablen & héngt jede Lésung S von f will-
kiirlichen Parametern (Integrationskonstanten ay, k = 1... f) ab. In diesem Sinne kann S als
Erzeugende einer kanonischen Transformation aufgefafst werden. Fiithrt man die Transformati-
on durch, gelangt man zu einer verschwindenden Hamiltonfunktion in den neuen kanonischen
Variablen. Infolgedessen sind diese neuen Variablen allesamt vermoge der Bewegung konstant.

Die Hamiltonschen kanonischen Bewegungsgleichungen leiten sich wie iiblich aus der Bildung
des totalen Differentials von H ab:
0H 0H 0H d¥ - dp - OL
dH = —dp+ —d¥+ —dt = —dp — —dx — —dt 14
Pt o™t o aP " w”" " w" (149)
dt OH dp  OH OH 0L

@5 4 oF ot o (150)

Die Zeitableitung einer beliebigen Observable f(&;p;t) ergibt sich zu

_ofdx  ofdp  Of _ . af
“ordt Topdt ot = {fiH}es + 5, (151)

d
/(& P)
Dabei ist die Poissonklammer (Poisson-Bracket) zwischen zwei Observablen f und g definiert
zu
0fdg 0f dg
{figtpB= 52— 5555 (152)
0r op Op OxF
Die Bedeutung der Poissonklammern besteht darin, daf sie auf dem Raum der Phasenraum-
felder eine Liealgebra bilden. Der Fluf des durch die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen
gegebenen Gleichungssystems wird nach Gl. (151) von der Hamiltonfunktion erzeugt. Man
kann die Liealgebra als Liealgebra der die kanonischen Transformationen (d.h. lokal sym-
plektischen Transformationen) umfassenden Transformationsgruppe ansehen. Diese Gruppe
enthélt insbesondere die (stetig differenzierbaren) Symmetrietransformationen des dynami-
schen Systems. Auf diese Weise hat man die Geometrie des Systems in invarianter Weise
charakterisiert. Die Poissonklammern zwischen # und p lauten, wie eine direkte Anwendung
der Definition (152]) unmittelbar zeigt:

{Za; P }PB = Oab; {Ta; o}PB = {Pas Pr}PB = 0. (153)

Diese Poissonklammern zeigen, daft pod die infinitesimale Translation £ — ¥ + Jd erzeugt.
Dies ist dieselbe Aussage, die auch bereits beim Noethertheorem erortert wurde.

Die kanonische Quantisierung wird erfolgt nun dadurch, daf man die so formulierten Obser-
vablen als Erzeugende der ihnen zugeordneten Transformationsgruppe ansieht und die Dar-
stellungen der zu derselben gehérigen Liealgebra im Hilbertraum der quantenmechanischen
Zusténde betrachtet. Die reellen Observablen werden dabei durch hermitesche Operatoren re-
prasentiert. Die mit ¢ multiplizierten Observablen erzeugen dann unitire Darstellungen der
Transformationsgruppe. Die Poissonklammerbeziehungen sind als Strukturrelationen der zur
Gruppe gehorigen Liealgebra zu lesen, d.h. in der Hilbertraumdarstellung durch Kommuta-
torrelationen der Observablen gegeben. Damit ist der kanonische Formalismus dadurch ge-
rechtfertigt, daft die die Geometrie charakterisierenden Transformationsgruppen homomorph
in der als Hilbertraumtheorie formulierten Quantentheorie auftreten und das quantenmecha-
nische Verhalten bestimmen. Insbesondere die Zeitentwicklung der Zusténde ist durch den
Hamiltonoperator gegeben (Propagatortheorie).
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Um diese Uberlegungen zur kanonischen Quantisierung auf die Teilchen und Pole anwenden
zu konnen, haben wir zunéchst in der oben allgemein besprochenen Weise vom Lagrange- zum
Hamiltonformalismus {iberzugehen. Fiir die Wirkung der freien Teilchen und Pole und den
Wechselwirkungsterm der Ladungen mit dem Feld kénnen wir unmittelbar Gl. anwen-
den, wobei wir das Integral nach der gewohnlichen Zeit ¢ (die vom gewéhlten Bezugssystem
abhéngt) zu parametrisieren haben:

_ dZ A = 2
= Al = Doy mEAT - 2 (154)

(155)

Mit dem obigen Verfahren zur Identifikation der kanonischen Impulse und dem Energieintegral

finden wir: )
dF
Pr=m Wy = — (156)

dr V1-52
Fiir die Variation des Wechselwirkungspotentials einer Ladung mit dem elektromagnetischen
Feld ergibt sich:

t
AL = AS [ 40P qr — C ANz~ cpst = iy = S Wy = co. (157)
C C

to T &

Dabei haben wir uns wieder der allgemeinen Gleichung (145]) bedient.

Bei der Berechnung von Al muf das Verfahren abgewandelt werden um die relativistische
Kovarianz zu sichern (sie tritt nicht mehr als Tensorformalismus auf!). Der vierdimensionale
Bereich, iiber den die Lagrangedichte integriert wird, wird mit einer raumartigen dreidimen-
sionalen Fléche S, begrenzt. Eine raumartige Fléache ist dadurch definiert, daf sie iiberall eine
zeitartige Normale besitzt. Es werden nun die Stringvariablen variiert. Aus den Lagrangeglei-
chungen, die aus der Variation der iiber den unbegrenzten Raum erstreckten Integrale folgen,
ergibt sich, dafs bei der Integration der Variation Al alle Terme verschwinden aufter denen,
die sich bei der Anwendung des Stokesschen Satzes als Randintegral iiber die Schnittlinie
des Blattes mit S, ergeben. Wir kénnen nun (aufer entlang der Weltlinie des Teilchens, wo
wir uns mit der Parametrisierung festgelegt haben) die Parametrisierung so wéhlen, daf die
Schnittlinien durch 7; parametrisiert sind. Dann erhélt man schlieflich die besagte Variation

Zu
g

oo 8yb
Aly = —= Fi)i oyt ==—dm. 158
v ==L [y dn (158
Die kanonischen Impulse fiir die Strings sind also durch Impulsdichten (Dichten bzgl. des We-
gintegrals entlang des Strings, der als Schnitt mit der Flache S, definiert ist, hier parametrisiert
mit 71) gegeben:

g Oy’
o = = (FT)bap— 159
B C( L o (159)
Die Poissonklammern fiir solche Variablen sind definiert durch
{ya(m1):po(117)} = gabd(T1 — T10). (160)
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5 Die Quantisierung

Bevor wir uns mit der Quantisierung der oben entwickelten klassischen Theorie befassen,
wollen wir uns kurz iiber die Grundlagen der relativistischen Quantentheorie klar werden, denn
wie nicht anders zu erwarten, ergeben sich bei der Quantisierung der klassisch relativistischen
Theorie eine relativistische Quantentheorie.

Wir betrachten zunéchst noch einmal die Formulierung der nichtrelativistischen Quantentheo-
rie, wobei wir die konkrete Darstellung der Zustiinde als L? Funktionen im Ortsraum (Orts-
darstellung) und der Operatoren als Differential- bzw. Multiplikationsoperatoren verwenden.
Wir wiederholen kurz die Interpretation der nichtrelativistischen Quantentheorie:

(1) Die Wellenfunktion ist eine Wahrscheinlichkeitsamplitude, d.h. die Wahrscheinlichkeit,
ein Teilchen in einem Volumenelement dxdydz um den Punkt (x;y;z) zur Zeit ¢ zu
finden, ist |1 (z;y; 2; t)|>dzdydz.

(2) Die Zeitentwicklung der Wellenfunktion wird durch den Hamiltonoperator erzeugt:

h oY -
-—=H 161
i Ot v (161)
Die Wellenfunktion mufs wegen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation notwendig normierbar
sein, und zwar in dem Sinne, daft diese Normierung mit der Zeitentwicklung, die durch die
Schrédingergleichung gegeben ist, nicht zerstért wird. Das ist in der Tat der Fall. Aus der
Hermitezitdt des Hamiltonoperators folgt namlich sofort:

o [wrodts= [ She o p Sl -
ot Jv v Ot ot
h 7 L L (162)
— o | @av —wrands = 0 [ Gt - eis
mi v Qm'L 1%
Definiert man nun einen Strom zu
F= 2 gy — ) = 2 (p7) + divi =0 (163)
- 2m ot VI=5

haben wir eine Kontinuitétsgleichung gewonnen, die in der iiblichen Weise interpretiert werden
kann. Insbesondere ist das Raumintegral iiber die positiv semidefinite Wahrscheinlichkeitsdich-
te ¢*1y mit der Zeit konstant, weil der Beitrag des Stromes nach dem Stokesschen Satz bei
der Integration iiber die im Unendlichen gelegene Oberfliche verschwindet, d.h. die Wahr-
scheinlichkeitsnormierung ist konsistent mit der Zeitentwicklung. Die Kontinuitéatsgleichung
lafst sich physikalisch als Erhaltungssatz fiir die Masse bzw. die Teilchenzahl deuten.

Charakteristisch fiir die relativistische Quantentheorie ist aber gerade das Versagen der eben
gegebenen Wahrscheinlichkeitsinterpretation. Betrachten wir etwa die einfachste relativistische
Wellengleichung, die wir unten noch néher herleiten werden, die Klein-Gordon-Gleichung fiir
das freie Teilchen

pip' = m*co; p; = iho;. (164)

Dabei ist die Form dieser Gleichung durch reine Invarianziiberlegungen zu rechtfertigen. Jede
relativistische Wellenfunktion muf ndmlich eine relativistisch kovariante Grofse sein, d.h. sich
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nach einer Darstellung der Lorentzgruppe transformieren. Die einfachste Mdéglichkeit fiir die
Wellenfunktion ist ein Skalar. Soll sie ein freies Teilchen beschreiben, mufs die Wellenfunktion
invariant gegeniiber Translationen von Raum und Zeit sein (Erhaltung des Viererimpulses
nach dem Noethertheorem), d.h. bei Durchfithrung einer solchen Transformation darf sich die
Wellenfunktion nur mit einem Phasenfaktor multiplizieren. Das kann aber nur die ebene Welle

leisten: ,
D’

¥ = Nexp(—i——).
Dabei ist der Impulsoperator ein Differentialoperator bzgl. der Raumzeitkoordinaten, weil er
infinitesimaler Erzeugendenoperator von Raum-Zeittranslationen ist (s.o.). Betrachtet man
die Klein-Gordongleichung, zeigt sich in der Tat, dafs die ebene Welle, die ein Teilchen mit
konstantem Impuls und konstanter Energie (eben ein freies Teilchen) beschreibt, zur richtigen
Energie-Impulsbeziehung dieses freien Teilchens fiihrt.

(165)

Betrachten wir in Analogie zur Stromdichte der nichtrelativistischen Quantenmechanik die

Grofe

Ja = i1 0t — 047, (166)
so ergibt sich fiir diese Grofe aus der Klein-Gordon-Gleichung eine Kontinuitatsgleichung der
obigen Form. Die Nullkomponente ist jedoch nicht mit ||? identisch, so daf aufgrund der
Kontinuititsgleichung der Stromdichte ||? nicht zeitlich konstant und demzufolge nicht als
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Lokalisierung eines Teilchens interpretierbar ist. Anders aus-
gedriickt ist die Erhaltung der Teilchenzahl in einer nichtrelativistischen Theorie nicht mehr
gegeben, was damit zusammenhéngt, dafs in relativistischen Theorien nicht die Ruhemasse fiir
sich sondern die Gesamtenergie des Systems, zu der auch die Ruheenergie zahlt, eine Erhal-
tungsgrofe ist. Eine relativistische Theorie ist demzufolge notwendig eine Vielteilchentheorie.
Die mit der obigen Stromdichte formulierte Kontinuitidtsgleichung mufs als Erhaltungssatz
einer Ladung (z.B. der elektrischen Ladung) interpretiert werden.

Behandelt man die Vielteilchentheorie, die durch Anwendung des Verfahrens der zweiten
Quantisierung des Klein-Gordon-Feldes 1 entsteht, so hat man eine weitere Schwierigkeit
zu beheben:

Grundlésung der Gleichung fiir das freie Teilchen sind ebene Wellen der Form exp(ipxz/h).
Die dem Teilchen zugeordnete Energie ¢ muf lediglich der Gleichung € = papac? + (mc?)?
geniigen. Das folgt zwanglos aus der Klein-Gordon-Gleichung, wenn man nach dem Quadrat
des Hamiltonoperators

- h20?
H%p = — = A(m?c? — B2A)Y (167)
auflost. Die Losungen dieser Gleichung sind aber gegeben durch
pT — €t T + €t
1/,1()4-) = Aexp <Z.p$h ‘ ) ;qpl()_) = Bexp (ipx;—e > . (168)

Die zweite Losung bereitet in ihrer Interpretation insofern Probleme als ihr ein Teilchen mit
negativer Energie entspricht (e ist als die positive Wurzel der obigen Gleichung vorausge-
setzt). Bei der Entwicklung des Operators der Wellenfunktion der zweiten Quantisierung kann
man dieses Problem dadurch beheben, daff man den Erzeugungsoperator der Teilchen, die
zu solchen Fourierkomponenten mit negativer Energie gehoren, als Vernichtungsoperator von
anderen Teilchen positiver Energie interpretiert (Feynman-Stiickelberg-Formalismus). Diese
andere Teilchensorte stellt das Antiteilchen zu den betrachteten Teilchen dar.
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Ein weiteres Ergebnis der relativistischen Quantentheorie sei hier nur qualitativ erortert. Stellt
man eine Lagrangetheorie der freien Klein-Gordon-Gleichung auf, so erhélt man durch Berech-
nung des kanonischen Energie-Impulstensors fiir die Energie des Feldes eine positiv definite
Grofe, so wie es sein muk. Wendet man diese Definition der Energie beim quantisierten Feld
an, so erkennt man, daf nur die zweite Quantisierung mit Kommutatorregeln zu einer positiv
definiten Gesamtenergie der Teilchen und Antiteilchen fiithrt. Die Teilchen vom Spin 0 sind also
notwendig Bosonen. Eine Quantisierung nach Antikommutatoren fiihrt zu einer nicht positiv
definiten Gesamtenergie des Systems und ist somit nicht konsistent mit der physikalischen In-
terpretation der Vielteilchentheorie. Dies ist Ausdruck des Spin-Statistik-Theorems, das von
Pauli 1940 erstmals bewiesen wurde. Demnach miissen Teilchen mit ganzzahligen Spins Bo-
sonen, mit halbzahligen Spins Fermionen sein. Dieser Sachverhalt war lange vor dem Beweis
des Theorems empirisch bekannt und muf in der nichtrelativistischen Quantentheorie als zu-
sdtzliche Annahme eingefiihrt werden, denn die zweite Quantisierung des Schrédingerfeldes
kann sowohl mit Kommutator- als auch mit Antikommutatorregeln konsistent durchgefiihrt
werden.

Nach diesem Ausflug in die relativistische Quantenmechanik kehren wir zu unserer Betrach-
tung der Teilchen und Pole zuriick, wobei wir das elektromagnetische Feld, wie bereits oben
erwahnt, nicht quantisieren, also als klassisches Feld in der Theorie weiterverwenden wol-
len. Dies ist der Standpunkt, den wir auch bisher in der nichtrelativistischen Quantentheorie
benutzt haben. Wie oben bereits angedeutet, ergibt sich als Operator fiir p* in der Ortsdar-
stellung des Hilbertraums:

h,, h 0

N a

i i 0xy’

(169)

weil die Viererimpulse Translationen in Raum und Zeit erzeugen. Es ist leicht nachzurechnen,
daf diese Operatoren die kanonischen Vertauschungsrelationen, die wir als die Poissonklam-
mern der klassischen Theorie formuliert haben, erfiillen. Fiir die Ladungen folgt, wenn
wir hier die Teilchen als skalare Bosonen betrachten (also skalare Wellenfunktionen benutzen):

h h

(B" — SAY) (Pa — ~ Au) = (me)*) = Ka — BAG) (.aaeAa) — chQ} Y=0. (170)
c c i c i c

Man erhélt also die bereits oben betrachtete Klein-Gordon-Gleichung, allerdings unter Beriick-

sichtigung der Wirkung des klassischen Maxwellfeldes. Die Feldgleichung fiir die Pole sieht auf

den ersten Blick wie fiir die des freien Teilchens aus:
h h
[(i8a> <i8a> - mQCQ] Y =0= (h?0+m?c*)y = 0. (171)

Dazu kommt aber noch die Gleichung fiir die Strings. Die Stringvariablen sind als kontinuierli-
che Zahl von Parametern (parametrisiert durch 71) anzusehen. Das haben wir schon beim oben
bei der Herleitung Hamiltonformalismus’ gesehen, wo sich die (; als Impulsdichten ergaben.
Man hat die Wirkung dieser Dichten also durch die sog. Funktionalableitung zu definieren. Ist
also f die Dichte einer Grofe F', so definiert man als Funktionalableitung von F

oF of
_—= ) 172
6ya aya ( )
Die Dichte der Wellenfunktion ist
U(r — 710). (173)

27



Man erhélt damit als Gleichung fiir die Strings

hoy _ g

oy®
25ya a C(FT)

ba ——
a@ﬁ

Y, (174)

wie man unmittelbar der Definition ((159) fiir die Impulsdichten der Strings entnimmt.

Wir kommen nun zu der wesentlichen Folgerung aus der Annahme der Existenz der Pole.
Dazu deformieren wir den String in der oben definierten raumartigen Fliache. Aus der klassi-
schen Elektrodynamik ist klar, daf eine Deformation des Strings nur eine Eichtransformation
der Felder bewirken kann. Wir deformieren den String in der beim Ubergang zum Hamil-
tonformalismus eingefiihrten dreidimensionalen raumartigen Fliache, so daf er am Ende des
Deformationsprozesses wieder auf den alten String zu liegen kommt. Der vorigen Gleichung
entnimmt man unmittelbar, dafs dann

) (g dy” YN gl ba
o= [ L e w (D) = [ (Fa a7)

sein muf. Dabei ist o die von der Stringdeformation umschlossene Fliche und do® ihr an-
tisymmetrisches Flachenelement. Wahlt man die raumartige Flache senkrecht zur Zeitachse,
erkennt man, dafs es sich bei dem Integral um das Flufsintegral des elektrischen Feldes handelt,
also 4me ergibt, falls die Fldche eine Ladung e enthélt. In diesem Falle &ndert sich 1 also um
einen Phasenfaktor:

4mieg
= ) 176
Y =1pexp ( e > (176)
Damit ¢ eindeutig ist, muf also gelten
eg = ghc mit n € Z, (177)

d.h. aus der Existenz eines Pols folgt die Quantelung der elektrischen Ladung. Das ist deshalb
so bemerkenswert, weil man aufler der Diracschen Hypothese der Existenz magnetischer Mo-
nopole (einer im Universum wiirde auch schon reichen!) keine andere theoretische Erklérung
fiir dieses Phénomen gefunden hat.

6 Eichtheoretischer Zugang zur Quantisierung der Ladung

Im folgenden soll die Quantisierung der Ladung bei Existenz magnetischer Monopole unter
Vermeidung des bisher benutzten Konzepts des Strings hergeleitet werden.

Dazu betrachten wir einen im Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems (wir verwenden
im folgenden den Dreierformalismus) ruhenden magnetischen Monopol mit der magnetischen
Ladung g. Wie wir bereits in §2 im Anschlufs an die diese Situation beschreibende Gleichung
bemerkt haben, gilt wegen des Gaufischen Satzes (wie bei der analogen Situation beim
elektrischen Feld) fiir jedes Volumen V', das den Monopol enthélt:

BdS = 4ryg. (178)
ov

Ein solches Feld kann nicht von einem in ganz R? definierten, singularititenfreien Vektorpo-
tential als Rotation dargestellt werden, denn fiir ein solches Vektorpotential miifste gelten:
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/ BdS = | rotAdS = / divrot Ad>Z = 0 (179)
oV ov 14

im Widerspruch zu (178)).

Um dieses Problem zu umgehen (und die Einfiihrung von singuléren Linien (Strings) zu ver-
meiden), nutzen wir die Eichfreiheit des Vektorpotentials aus und definieren in zwei tiberlap-
penden Gebieten G und G, die gemeinsam den R? iiberdecken, Vektorpotentiale A7 und ffg,
die sich gemaéfs

Al = Ay —Vy (180)

um den Gradienten eines Eichfeldes y unterscheiden. Wir verlangen weiter, daf die Potentiale
in ihrem Gebiet singularitétenfrei sind. Aus diesen Forderungen kénnen wir nun A; und As
bestimmen.

Entsprechend dem elektrostatischen Fall folgt aus Gl. (100)), daf das vom Monopol erzeugte
Magnetfeld die Form

B= %f mit 7 = ; (181)
besitzt. Die Rotation schreibt sich in Kugelkoordinaten {r;v; ¢}
g 1 [0, . . DAy
9 _ 9 (A, sing) — 220
r2  rsind [619( psind) do |’
1 04, 10
_ 1o 4 182
rsind dp r@r(r o): (182)
1[0 A,
0= [0 -5 |

Wir kénnen nun wegen der Eichfreiheit des Potentials Bl1A verlangen, also A, = 0 setzen.
Damit folgt aus den beiden letzten Gleichungen, daff A, Ay oc 1/r oder 0 sind. Wir versuchen
nun den Ansatz Ay = 0. Wir werden sehen, daft dieser Ansatz eine einfache Kartierung des

R3, d.h. die Wahl der Gebiete G1 und Go, erlaubt. Aus der ersten Gleichung von (182) ergibt
sich mit diesem Ansatz die Bestimmungsgleichung fiir A:

g . 0 :
;smz? = %(A@ sin ). (183)

Als Losung ergibt sich das Vektorpotential

A»:g[k:—cosﬁ]¢ (184)

rsin v

mit einer Integrationskonstanten k, deren Wahl einer speziellen Eichung entspricht. Die Wahl
von k = =£1 erlaubt es uns, je ein Vektorpotential zu erhalten, das fiir 9 = 0 bzw. ¥ = 7
singulér ist. Entsprechend wihlen wir die Gebiete G und Gg so, dalk G1: 0 <9 < 7w/2+ 0
und G : 7/2 — § < 9 < 7 sowie die dazugehorigen Vektorpotentiale wie folgt:

- 1—cos?¥| . = 1+cosd]| .
Alzg[] @; Ay = —g []@ (185)

rsin v rsin ¥

Diese Gebiete besitzen die in Abb. 4] gezeigte Gestalt.
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Abbildung 4: Zur Wahl der Karten G und G zur Uberdeckung des R? und der entsprechenden
zu einem im Ursprung des Koordinatensystems ruhenden magnetischen Monopol gehérigen
Vektorpotentiale A; und As.

Das Eichfeld, das die beiden Vektorpotentiale im Uberlappungsbereich der beiden Regionen
verbindet, ist damit zu wahlen als:
~ —29

— ? — _9g0. 1
VX = 5@ =X g (186)

Um nun zu unserem Ziel, der Quantisierung der elektrischen Ladung, zu gelangen, betrachten
wir das Verhalten der quantenmechanischen Grofen unter Eichtransformationen.

Der Hamiltonoperator fiir ein Teilchen der Ladung e im Feld des Monopols lautet:

X 1 e -
H=_—(—--A)?>~ 187
(- A (187)
Eine Eichtransformation A — A+ ﬁx darf die Physik nicht &ndern, d.h. zwischen den Zustén-
den |¢) des nichttransformierten und [|¢) des transformierten Systems mufs es eine unitére
Transformation € geben mit

[¥) = év). (188)
Demgemafs transformiert sich der Hamiltonoperator unitér:
i = et(i CAe= L[t SN = —(r-CA2=H.  (189)
2m c 2m c 2m c
Setzen wir nun € = exp[if(z)], so folgt:
R e+ e~ . h= L €eo e~ 1 , €= e
fp—-A—-Vy)é==-Vf+p—-A+-Vx ;p— A= f=——x. (190)
c c 1 c c c he
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Dabei wurde die Vertauschungsregel fiir Operatorfunktion von £ mit dem Impulsoperator p’
verwandt. Die unitdre Transformation ist also durch die folgende (lokale) Phasentransforma-
tion gegeben:

¢ = exp {—;;X(f)] . (191)

Im Uberlappungsbereich der beiden Karten des R? transformieren sich also die Zustandskets

unter Anwendung von ([186|) geméfs (191)):
= exp |~ ol s [02) = ). (192)

Durchléuft man nun im Uberlappungsbereich eine geschlossene Kurve um die z-Achse (z.B.
einen Kreis in der Ebene 9 = 7/2) n-mal (n € N), so dndert sich ¢ um 27n. Wegen der
Eindeutigkeit des Zustandskets im Uberlappungsbereich muf aber fiir diesen Fall € = 1 werden,
d.h. die Phase mufs ein ganzzahliges Vielfaches von 27 sein:

2ige 2eg
—2 =1=>—¢cZ 193
P [ he Wn] he (193)
Damit haben wir wieder die bereits in Abschnitt 4 hergeleitete Quantisierung der elektrischen

Ladung e bei gegebener Monopolstarke g gefunden.

Es soll hier nur bemerkt werden, daf das Konzept der Eichfelder ein wichtiges Werkzeug in der
Quantenfeldtheorie und der Theorie der Elementarteilchen darstellt. Dabei werden allgemeine
kompakte i.a. nichtkommutative Eichgruppen und deren Algebren betrachtet. Die Elektrody-
namik stellt in diesem Sinne die spezielle Eichfeldtheorie dar, die aus der Verwendung der
UJ1] (die isomorph zur mit der Menge aller komplexen Zahlen vom Betrag 1 und der Multi-
plikation gebildeten Kreisgruppe ist) als (abelsche=kommutative) Eichgruppe resultiert. Die
entsprechende quantisierte Theorie fithrt zur Quantenelektrodynamik. Kompliziertere Grup-
pen fithren zu anderen wichtigen Theorien, z.B. die Gruppe U[1] x SU[2| zum Standardmodell
der elektroschwachen Wechselwirkung und die SU[3] zur Quantenchromodynamik.
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