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1 Gravitation im Universum

1.1 Die Bedeutung der Gravitation

Die Wirkung der Gravitation ist aus dem Alltag weithin bekannt. Jedem kleinen Kind
ist bewusst, dass es eine Kraft gibt, die die Dinge zum Boden hin zieht. Jeder von uns ist
stindig der Erdanziehungskraft ausgesetzt. Eigentlich haben allerdings elektromagneti-
sche Wechselwirkungen eine noch weitaus gréflere Bedeutung fiir das Leben auf der Erde;
sie sind verantwortlich fiir lebensnotwendige chemische und physikalische Vorgénge.

Trotzdem werden die meisten elektromagnetischen Vorgédnge von uns nicht direkt
wahrgenommen. Dies liegt vor allem daran, dass die elektromagnetische Kraft haupt-
séchlich im mikroskopischen Bereich wirkt. So ist sie z. B. fiir die Ausbildung chemischer
Bindungen verantwortlich. Die Gravitation hingegen zeigt sich fast nur im makroskopi-
schen Bereich. Am deutlichsten wird dies bei astronomischen Vorgéingen; dort ist die
Gravitation praktisch die einzig relevante Kraft.

Man mag sich nun fragen, wieso dies so ist. Insbesondere die Tatsache, dass die Gravi-
tation im Vergleich zur elektromagnetischen Kraft sehr schwach istﬂ wiirde doch vermu-
ten lassen, dass sie auf grofle Entfernungen praktisch keine Rolle mehr spielt. In der Tat
ist es so, dass bei kleinen geladenen Massen die Gravitation praktisch immer vernach-
lassigt werden kann. Bei grofleren Materieansammlungen hingegen gleichen sich positive
und negative Ladungstriager meist fast vollstindig aus, wodurch die resultierenden elek-
tromagnetischen Krifte sehr klein werden. Da es aber keine negativen Massen gibt,
addiert sich die anziehende Wirkung aller vorhandenen Masse und kann besonders bei
sehr massiven Objekten enorme Krifte hervorrufen. Das extremste Beispiel hierfiir sind
die Schwarzen Locher. Hier ist die Gravitation so stark, dass nichts mehr entkommen
kann, nicht einmal mehr Licht.

Da die Gravitation vor allem bei astronomischen Vorgéngen eine Rolle spielt, kommt
ihr bei der Frage nach dem Ursprung unseres Universums eine Schliisselrolle zu (siehe
Kapitel @ Doch auch bei irdischen Problemen wird eine exakte Gravitationstheorie
immer wichtiger. So funktioniert z. B. die Satellitennavigation mittels GPS nur aufgrund
allgemeinrelativistischer Berechnungen so exakt.

!Die elektrische Kraft zwischen zwei Protonen ist 10%¢-mal so grof wie die zwischen ihnen wirkende
Schwerkraft [22] S. 2].
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1.2 Eigenschaften der Gravitation

Die Gravitation ist eine Kraft, die sehr gut erforscht werden kann. Alle wichtigen Er-
gebnisse zur Entwicklung einer Gravitationstheorie lassen sich entweder aus einfachen
irdischen Experimenten oder aus Himmelsbeobachtungen gewinnen. So war die Gravi-
tation auch die erste Kraft, die durch eine Theorie vollstindig beschrieben wurde. Diese
Theorie, die Newton’sche Gravitationstheorie, war zwar nicht ganz exakt, wie Einstein
spéter zeigte, war jedoch bereits so gut entwickelt, dass sie auch heute noch fiir viele
Berechnungen verwendet wird.

Wenden wir uns nun also zwei fundamentalen Eigenschaften der Gravitation zu, die
eigentlich fast jedem mehr oder weniger bewusst sind.

1.2.1 Die Universalitat

Die Gravitation beeinflusst als einzige Kraft alle Formen von Materie und Energie. So-
wohl massereiche Korper wie z. B. Planeten als auch masselose Objekte wie z. B. Pho-
tonen werden durch die Gravitation abgelenkt. Dies ist eine wichtige Voraussetzung fiir
eine geometrische Gravitationstheorie wie die von Albert Einstein (1879-1955) entwi-
ckelte Allgemeine Relativititstheorie (ART).

Dariiber hinaus werden alle Objekte in der gleichen Weise von der Gravitation be-
einflusst. Auf der Erde kann man dies daran erkennen, dass alle Korper gleich schnell
fallen, wenn man die Luftreibung vernachléssigt; man kann dies z. B. mit einer evaku-
ierten Glasrohre experimentell iiberpriifen [20] S. 82].

1.2.2 Das Aquivalenzprinzip

FEine wichtige Beobachtung zeigt, dass Beobachter im freien Fall keine Krifte spiiren;
sie sind schwerelos, befinden sich also praktisch in einem lokalen Inertialsystem. Dies ist
eine grundlegende Eigenschaft der Gravitation. Man bezeichnet diese Eigenschaft auch
als Aquivalenzprinzip: Zu jedem Ereignis existiert ein Bezugssystem, in dem in einer Um-
gebung um dieses Ereignis (lokal) keine gravitativen Wirkungen wahrgenommen werden.
Man sagt auch: Die Gravitation kann lokal wegtransformiert werden. Dies bedeutet aber
nichts anderes, als dass fiir frei fallende Bezugssysteme lokal die Gesetze der Speziellen
Relativititstheorie (SRT) gelten [19) S. 83].



2 Die Entwicklung der modernen
Gravitationstheorie

Neu gewonnene Erkenntnisse im Zusammenhang mit einer Beschreibung der Gravitation
sind seit jeher mit einem Wandel des physikalischen Weltbildes verbunden. Diese Ent-
wicklung soll im folgenden aufgezeigt werden. Es wird dabei besonders Wert gelegt auf
das Verstédndnis von Raum und Zeit, das den jeweiligen Weltbildern und damit auch der
jeweiligen Gravitationstheorie zugrunde liegt. Dies ist deshalb so wichtig, weil sich die
moderne Gravitationstheorie immer mehr zu einer Theorie von Raum und Zeit entwickelt
hat.

2.1 Das antike Verstandnis des physikalischen Raums

In der Antike war man der Ansicht, dass alle Korper, auf die keine Kraft wirkt, eine be-
stimmte Geschwindigkeit annehmen. Dadurch wird natiirlich ein absolutes Ruhesystem
ausgezeichnet, was wiederum zu einem absoluten Raum fithrt: Man kann feststellen, ob
zwei Ereignisse, die zu verschiedenen Zeiten stattfinden, am selben Ort passierten [10,
S. 1]. Dies erreicht man ganz einfach durch eine Ortsbestimmung relativ zum Ruhesys-
tem.

2.2 Die Newton’sche Mechanik und Gravitationstheorie

2.2.1 Die Galilei’sche Auffassung von Raum und Zeit

Die antike Vorstellung konnte sich bis ins 16. Jahrhundert halten. Erst am Ende des
16. Jahrhunderts wurde sie durch die neue Auffassung Galileo Galileis (1564-1642) er-
setzt: Sein Trigheitssatz bedeutete das Ende des absoluten Raumes [10, S. 1]. Da al-
le Korper ohne externe Krafteinwirkung in ihrer geradlinig-gleichférmigen Bewegung
verharren, kann ein sich mit einem solchen Korper bewegender Beobachter nicht un-
terscheiden, ob er und der Korper sich in Ruhe befinden oder ob sie sich beide mit
konstanter Geschwindigkeit bewegen. Damit kann natiirlich kein absolutes Ruhesystem
mehr aufrecht erhalten werden, da alle sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegende
Beobachter prinzipiell gleichberechtigt sind.
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2.2.2 Die Newton’sche Mechanik

Als Folgerung aus den Erkenntnissen Galileis wurde fortan an jede neue Theorie die
Forderung der Galilei-Invarianz gestellt: Die Theorie muss fiir jeden Beobachter mit
konstanter Geschwindigkeit gleichermaflen giiltig sein. Diese Forderung wurde von Isaac
Newton (1643-1727) in seinem 1687 veroffentlichten Hauptwerk Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica aufgegriffen. Er ging davon aus, dass die Bewegung von Kérpern
durch auf sie wirkende Kréifte bestimmt wird. Er stellte drei Axiome auf, denen seiner
Meinung nach alle Kérper gehorchen:

1. Ist die Summe aller auf einen Korper wirkenden Kréifte gleich Null, so verharrt er
in Ruhe oder bewegt sich geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit weiter.

2. Die resultierende Beschleunigung & eines Korpers der Masse m ist direkt propor-
tional zur Summe aller auf ihn wirkenden Krifte G; es gilt die Gleichung

F =mi. (2.1)

3. Zu jeder Kraft existiert eine betragsgleiche, entgegengerichtete Gegenkraft.

Das erste Axiom ist der Galilei’sche Trigheitssatz, das zweite ist die allgemeine Bewe-
gungsgleichung. Das dritte Axiom ist zum Impulserhaltungssatz dquivalent.

Untersuchen wir nun die Forderung der Galilei-Invarianz in Bezug auf die Theorie
Newtons. Betrachten wir also einen mit der konstanten Geschwindigkeit v relativ zu
einem ,,Ruhesystem“ S bewegten Koérper. Fiir Ortskoordinaten z’/ im Ruhesystem des
Korpers gilt dann in Bezug auf Koordinaten  im System S

¥ =x — ot (2.2)

Lésen wir nun ([2.2)) nach = auf und setzen in (2.1 ein, so erhalten wir:

2
F=mi= m%(x/ +ot) = m%(x’ +v) = ma (2.3)
Die Newton’sche Bewegungsgleichung ist somit auch im bewegten Bezugssystem S
giiltig. Die Newton’sche Mechanik ist also Galilei-invariant.
7Zu beachten ist in der Newton’schen Theorie die Existenz einer absoluten Zeit: Jedes
Bezugssystem misst die gleiche Zeit; wir haben dies bereits bei unserer rechnerischen
Uberpriifung der Galilei-Invarianz beniitzt, da wir fiir beide Bezugssystemen nur eine
Zeitkoordinate verwendet haben.
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2.2.3 Die Kepler’'schen Gesetze

Wir weichen nun etwas von der Chronologie ab und bringen eine Reihe von Sédtzen, die
schon vor Newtons Entdeckung vom deutschen Astronom Johannes Kepler (1571-1630)
gefunden wurden. Es handelt sich um die Kepler’schen Gesetze zur Beschreibung von
Planetenbahnen [7), S. 7-2]:

1. Die Bahn jedes Planeten um die Sonne ist eine Ellipse, wobei in einem ihrer Brenn-
punkte die Sonne steht.

2. Der Radiusvektor von der Sonne zum Planeten iiberstreicht in gleichen Zeitab-
schnitten gleiche Fldachen.

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten sind direkt proportional zur dritten
Potenz der grolen Halbachsen ihrer jeweiligen Umlaufbahnen.

Diese drei Regeln beschreiben die Bahnen der um die Sonne bzw. die Erde orbitierenden
Himmelskorper recht gut. Erst mit modernen Beobachtungsmethoden konnten Abwei-
chungen (z. B. die Periheldrehung beim Merkur) festgestellt werden.

Die Kepler’schen Gesetze waren damit die erste Theorie zur Beschreibung der Gra-
vitation. Sie sind zwar fiir die rechnerische Problemlésung hervorragend geeignet, vom
theoretischen Standpunkt her sind sie jedoch unzureichend:

e Die Kepler’schen Gesetze beschreiben nur die Auswirkungen der Gravitation auf
Planeten in ihren Umlaufbahnen. Fiir die Beschreibung der gravitativen Effekte
auf der Erde sind sie ungeeignet.

e Die Gesetze Keplers lassen kein iibergeordnetes Prinzip erkennen; sie erscheinen
mehr oder weniger willkiirlich.

In diesem Zusammenhang ist auch unser Abweichen von der Chronologie zu erkldren:
Die Newton’schen Axiome wurden im Kontext der Galilei-Invarianz betrachtet, Newtons
Gravitationsgesetz soll hingegen als Erweiterung der Kepler’schen Gesetze eingefiihrt
werden.

2.2.4 Das Newton’sche Gravitationsgesetz

Nach Newton werden die Bewegungen aller Kérper durch auf sie wirkende Kréfte be-
stimmt. Auch die Gravitation ist seiner Ansicht nach eine solche Kraft. Er gab fiir sie
die folgende Gleichung an:

myms3

Feg=-G

(2.4)

2
,
Dabei ist F; die Gravitationskraft, G die Gravitationskonstante, mi und mo die Massen
und r der Abstand der beiden beteiligten Koérper. Wenn man diese Gleichung nun als

10
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Kraft in der Bewegungsgleichung einsetzt, kann man die Bewegungen sédmtlicher
Korper in Gravitationsfeldern beschreiben. Insbesondere folgen auch die Kepler’schen
Gesetze aus den Newton’schen Gleichungen.

Die Newton’sche Gravitationsgleichung ist nur fiir diskrete Masseverteilungen anwend-
bar. Fiir kontinuierliche Masseverteilungen, die vor allem bei ausgedehnten Objekten die
Realitdt sehr gut anndhern, ist eine Erweiterung des Newton’schen Gesetzes mdoglich.
Dies ist mathematisch im Rahmen der Vektoranalysis mdoglich. Ohne ndher auf den
mathematischen Formalismus einzugehen, soll hier nur die Feldgleichung des Gravitati-
onspotentials ¢ bei einer gegebenen Dichteverteilung p angegeben werden [17, S. 195]:

V2¢ = 4rGp (2.5)

Mit der Newton’schen Gravitationstheorie schien das Problem der Gravitation geldst.
Erst iiber 200 Jahre spéter erkannte man die Unzulénglichkeiten der Theorie.

2.3 Der moderne Wandel des Verstandnisses von Raum und
Zeit

2.3.1 Die Maxwell’sche Theorie der Elektrodynamik

Im Herbst 1864 reichte James Clerk Maxwell (1831-1879) bei der Royal Society in Lon-
don die Abhandlung A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field ein [16, S. 20].
Damit begriindete er die moderne Elektrodynamik. Mit seinen Gleichungen lieferte er die
Theorie, die bis heute alle bekannten elektromagnetischen Effekte auflerhalb der Quan-
tentheorie erkldren kann. Dass die theoretischen Ergebnisse Maxwells erstaunlich gut
zur Praxis passten, fiel auch schon seinen Zeitgenossen auf; fiir sie hatte die Theorie
jedoch einen entscheidenden Nachteil: Sie war nicht mehr Galilei-invariant. So ergaben
ihre Gleichungen z. B., dass die Lichtgeschwindigkeit in allen Bezugssystemen gleich grof3
sei. Dies war natiirlich ein Widerspruch zu Galileis Auffassung, nach der das Licht, das
als elektromagnetische Welle z. B. von einer sich mit 0,3c vom Beobachter entfernenden
Lichtquelle mit ¢ abgestrahlt wird, nur noch mit 0,7¢ beim Beobachter ankommen diirfte.
Dies widerspricht jedoch auch experimentellen Ergebnissen.

Die Maxwell’sche Theorie war nicht mehr Galilei-invariant, sondern Lorentz-invari-
ant. Das bedeutet, dass sie bei einer eigentiimlichen Transformation, der so genannten
Lorentz-Transformation, invariant ist. Die Eigentiimlichkeit dieser Transformation liegt
darin, dass bewegte Korper verkiirzt erscheinen und bewegte Uhren langsamer gehen.

2.3.2 Die Spezielle Relativitatstheorie

Albert Einstein (1879-1955) war der Erste, der erkannte, dass das neuartige Transforma-
tionsverhalten der Maxwell-Gleichungen gravierende Auswirkungen auf die Vorstellung

11



2 Die Entwicklung der modernen Gravitationstheorie

von Raum und Zeit hat. In der Arbeit Zur Elektrodynamik bewegter Korper verdffentlich-
te er 1905 seine Spezielle Relativitdtstheorie [16, S. 231]. Thr grundlegendes Postulat war
die universelle Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in allen Bezugssystemen. Er erhielt aus
diesem Postulat und der Annahme, dass alle Beobachter in Inertialsystemen gleichwertig
sind, die Lorentz-Transformation. Dies war nichts Neues; neu war jedoch, dass Einstein
die oben bereits angesprochenen Konsequenzen der Lorentz-Transformation nicht blof3
als mathematische Kuriositdt abtat, sondern sie im Gegenteil als fundamentale Eigen-
schaft des physikalisch-realen Raumes betrachtete.

Mit Einsteins Theorie war damit natiirlich die Vorstellung einer absoluten Zeit, die
unabhéingig vom Raum existiert, dahin. Es musste stattdessen die Zeit in den Raum als
zusétzliche Koordinate mit einbezogen werden. Man erhielt damit die vierdimensionale
Raumzeit, die keine klare Trennung von Raum und Zeit mehr ermdoglicht.

Einsteins Theorie beschreibt die Geometrie der Raumzeit. Die Lorentz-Transforma-
tion wird zur grundlegenden Eigenschaft der Raumzeit. Einige Konsequenzen, die sich
daraus ergeben, sind, um nur eine kleine Auswahl zu geben:

e Die Lichtgeschwindigkeit ist eine obere Grenzgeschwindigkeit. Kein massiver Kor-
per kann sie erreichen oder sich gar schneller bewegen.

e Es existiert keine universelle Gleichzeitigkeit mehr. Ereignisse, die ein Beobachter
als gleichzeitig wahrnimmt, erscheinen anderen Beobachtern zeitlich getrennt.

e Geschwindigkeiten konnen nicht mehr einfach addiert werden: Ein Koérper, der
sich relativ zu Beobachter A mit 0,9¢ in positive z-Richtung bewegt, wobei sich A
wiederum mit 0,9¢ in positive z-Richtung relativ zu Beobachter B bewegt, erscheint
fiir B nicht mit 1,8¢, sondern lediglich mit ungefihr 0,99¢ in positive z-Richtung
bewegt.

2.3.3 Die Gravitation im Rahmen der Speziellen Relativitdtstheorie

In der Speziellen Relativitdtstheorie wird die Gravitation nicht behandelt. Dass dies
auch nicht so ohne Weiteres moglich ist, zeigt folgende Uberlegung: Zunéchst stellen
wir fest, dass aus dem Aquivalenzprinzip eine Rotverschiebung von Photonen durch die
Gravitation folgt: Betrachten wir ein Raumschiff, das eine gleichformige Beschleunigung
nach oben erfihrt. In diesem Raumschiff befinden sich zwei Experimentatoren, die einen
gewissen Abstand in Beschleunigungsrichtung haben. Der untere Experimentator sendet
nun ein Photon in Richtung des oberen Experimentators aus. Bei diesem kommt das
Photon nun rotverschoben an, wie man aus einer einfachen Uberlegung unter Einbezie-
hung des Dopplereffekts erkennen kann [20, S. 83-84]. Nach dem Aquivalenzprinzip ist
ein Bezugssystem im Einflussbereich der Gravitation lokal nicht von einem gleichférmig
beschleunigten Bezugssystem zu unterscheiden. Die Rotverschiebung muss deshalb auch
in Gravitationsfeldern auftreten.

12



2 Die Entwicklung der modernen Gravitationstheorie

In der Speziellen Relativitéitstheorie aber kann es eine solche Rotverschiebung nicht
geben. Betrachten wir hierzu das folgende Diagramm:

t

A

zweiter Wellenberg

erster Wellenberg

Sender Empfénger

Es ist hier die Aussendung einer Lichtwelle anhand von zwei Wellenbergen dargestellt.
Die Kriimmung der beiden Linien zeigt die Wirkung der Gravitation auf die Ausbreitung
der Wellen. Da die Situation statisch ist, sich also im Lauf der Zeit nicht verdndert, muss
der zweite Wellenberg sich auf einer Kurve bewegen, die die gleiche Form wie diejenige
des ersten Wellenbergs hat. Die zweite Kurve entspricht damit also einer zeitlichen Ver-
schiebung der ersten Kurve. Der Abstand der Kurvenendpunkte in ¢-Richtung ist damit
genauso grofl wie der Abstand der Anfangspunkte der Kurven. Die zeitliche Differenz
zwischen zwei Wellenbergen und damit die Frequenz des Lichts ist somit bei Sender und
Empfinger gleich grofi. Damit kann es keine Rotverschiebung geben [20, S. 85-86].

Das Gedankenexperiment zeigt, dass zumindest die Definition des zeitlichen Abstan-
des in der SRT bei der Wirkung von Gravitation fraglich ist. Denn der Fehler in unserem
Gedankenexperiment kann nur daran liegen, dass die zeitliche Differenz beim Empfin-
ger anders zu berechnen ist als beim Absender [20, S. 86]. Damit ist aber auch die
Geometrie des Raumes an beiden Orten verschieden, da die Zeitmessung in der Raum-
zeit der Lingenmessung in gewohnlichen Réumen entspricht. Der flache Raum der SRT
entspricht also bei Anwesenheit von gravitativen Wirkungen nicht der Realitdt, da die
Rotverschiebung mittlerweile auch experimentell nachgewiesen wurde [20, S. 84].

2.4 Die Allgemeine Relativitdtstheorie

Aus den Unzulinglichkeiten der SRT erwuchs die Allgemeine Relativitdtstheorie. Sie ist
die heutzutage erfolgreichste Gravitationstheorie. Sie verkniipft die Wirkungen der Gra-
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2 Die Entwicklung der modernen Gravitationstheorie

vitation eng mit der Struktur von Raum und Zeit: Da alle Objekte von der Gravitation
gleichermafien beeinflusst werden (Universalitéit, siche Abschnitt [I.2.1)), kann man die
sich ergebenden gravitativen Effekte nach Einstein als Eigenschaften der Raumzeit deu-
ten; diese Eigenschaften werden von Materie- und Energieinhalt des Raumes bestimmt:
Jegliche Form von Energie wirkt sich in gewisser Weise auf die Kriimmung des Raumes
und damit auch auf seine Geometrie auf. In der Newton’schen Mechanik bewegen sich
kriftefreie Korper auf Geraden. Dies sind Geoddten, d. h. , geradestmégliche* Kurven
(siehe Abschnitt [3.4). Auch in der ART bewegen sich Kérper auf Geodéten. Da jedoch
durch die Anwesenheit von Masse und Energie der Raum gekriimmt wird, sind dies keine
Geraden mehr, sondern entsprechend gekriimmte Kurven, wie z. B. die bekannten Um-
laufbahnen von Planeten. Frei fallende Korper werden in der ART deshalb als kréftefrei
betrachtet, ihre Bewegungen in der Raumzeit sind rein durch die Geometrie bestimmt.
Die Bezugssysteme frei fallender Korper sind somit lokale Inertialsysteme. Dies erkennt
man experimentell z. B. an der Schwerelosigkeit in frei um die Erde ,fallenden“ Raum-
schiffen.

Die Gravitation wird in der ART also nicht mehr als Kraft gesehen, sondern als Kriim-
mung des Raumes; diese wird wiederum durch die Anwesenheit von Materie und Energie
bestimmt. Die genaue Form dieser Abhéngigkeit wird durch die Einstein’schen Feldglei-
chungen gegeben (Gleichung (4.2))).

Die ART umfasst in zweifacher Hinsicht die SRT, die experimentell mittlerweile sehr
gut abgesichert ist, als Spezialfall:

1. Bei einem leeren Raum ergibt die ART die Raumzeitstruktur der SRT (Minkowski-
Raum).

2. In frei fallenden Bezugssystemen gelten lokal die Gesetze der SRT (Aquivalenz-
prinzip).

2.5 Alternative Gravitationstheorien

Die ART war nie unumstritten. Bis zu ihrem ersten experimentellen Test (sieche Ab-
schnitt hatte sie nur sehr wenige Anhénger. Aber auch danach konnte sie sich nur
sehr langsam durchsetzen; einige ihrer Vorhersagen sind bis heute noch nicht nachgewie-
sen (z. B. Gravitationswellen, siehe Abschnitt . Damit ist es gut nachvollziehbar,
dass sich eine Vielzahl konkurrierender Gravitationstheorien entwickelt haben. Eine kur-
ze Ubersicht erhilt man in [I0, S. 45-50]. Die meisten dieser Theorien setzen wie die
ART auf eine geometrische Beschreibung der Gravitation. Die Umsetzung ist allerdings
verschieden: Einige Theorien enthalten wie die ART nur dynamische Gravitationsfelder,
wihrend andere auch absolute Felder, also eine Art Hintergrundmetrik einfiithren [10,
S. 45].
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2 Die Entwicklung der modernen Gravitationstheorie

Trotz der Vielzahl an alternativen Gravitationstheorierl] hat sich die ART als be-
deutendste Gravitationstheorie durchsetzen kénnen. Dies verdankt sie zum einen ihrer
konzeptionellen Schonheit, aber auch ihrer erstaunlichen Ubereinstimmung mit der Pra-
xis, was heutzutage mit immer groflerer Genauigkeit nachgewiesen werden kann.

2.6 Moderne Versuche einer Quantentheorie der Gravitation

Trotz ihres (spéten) Erfolgs hat die ART einen entscheidenden Nachteil: Da die Kriim-
mung des Raumes durch die verschiedenen Materiefelder bestimmt wird, diese Mate-
riefelder aber nach moderner Auffassung alle quantisiert sind, muss sich dies auch im
Raum manifestieren; die ART muss also angepasst werden. Dies hat sich jedoch als sehr
schwierig erwiesen, da man bei solchen Vorhaben immer wieder auf schier uniiberwindli-
che mathematische Probleme sto83t. In einige Bereichen hat man aber bereits signifikante
Fortschritte erzielt: So hat der Mathematiker und Physiker Stephen Hawking (*1942)
durch die Anwendung quantentheoretischer Methoden errechnet, dass Schwarze Locher
Strahlung aussenden [23], S. 399-416].

Fiir die Praxis ist die fehlende Quantisierung meist kein sehr groles Problem: Im ato-
maren Bereich, wo die Quanteneffekte eine sehr grofie Rolle spielen, ist die Gravitation
wegen ihrer Schwiche bedeutungslos (siehe auch Abschnitt . Umgekehrt treten in
grofen Skalen, wo die Gravitation als entscheidende Wechselwirkung beteiligt ist, prak-
tisch keine Quanteneffekte auf [2, S. 254].

Trotzdem ist eine Quantentheorie der Gravitation erstrebenswert: Zum einen ist es
fiir die theoretische Physik natiirlich unbefriedigend, nicht alles mit einer Theorie be-
schreiben zu kénnen; die theoretischen Physiker waren schon immer auf der Suche nach
einer Weltformel, die die gesamte Physik beschreibt. Zum anderen gibt es Szenarien in
der Physik, wo eine Vereinigung von Quantentheorie und ART nétig wird. Dies ist z. B.
beim Urknall der Fall: Die Bedingungen kurz nach dem Urknall waren nach heutigem
Wissen so extrem, dass durch die hohe Energie Quanteneffekte und Gravitation gleichzei-
tig zum Tragen kamen; man spricht sogar von einer Vereinigung der Fundamentalkréfte
zu einer einzigen Kraft (siehe auch Kapitel @ Auf eine Beschreibung solcher Effekte
im Rahmen der theoretischen Physik kénnen wir natiirlich nur hoffen, wenn wir eine
Theorie aufstellen, die die zwei grolen modernen Theorien (ART und Quantentheorie)
miteinander vereinigt.

Ein Ansatz, der viel versprechend aussieht, sind die so genannten String- Theorien.
In ihnen werden die Elementarteilchen als schwingende ,Fiden“ (Strings) angesehen.
Dadurch werden gewisse unendliche Terme in bestimmten Rechnungen vermieden. Es
gibt jedoch (mindestens) zwei Tatsachen, die erkennen lassen, dass die String-Theorien
noch lange nicht so ausgereift sind, als dass man sie zur ,Weltformel* erklidren konnte:

7. B. die Theorien von Bekenstein, Brans-Dicke, Rosen oder Lightman-Lee, um nur einige Namen zu
nennen [I0, S. 46-47]
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2 Die Entwicklung der modernen Gravitationstheorie

e Es gibt eine Vielzahl von konkurrierenden String-Theorien. Manche erlauben nur
geschlossene, andere auch offene Strings. Es ist noch lange nicht geklirt, welche
Version der String-Theorie richtig ist.

e Eine mathematisch konsistente String-Theorie erfordert eine Raumzeit mit entwe-
der 10 oder 26 Dimensionen [4, S. 97]. Die String-Theoretiker kénnen bis heute
noch nicht erkldren, warum wir nur vier davon wahrnehmen. Es wird von einer
,Einrollung“ der zusétzlichen Dimensionen gesprochen, die entsprechende Theorie
ist aber weder mathematisch noch physikalisch ausgereift.

Wie alle theoretischen Physiker vor uns miissen wir also weiterhin auf die Weltformel
warten, was uns jedoch nicht davon abhélt, uns intensiv mit den bestehenden Theorien
auseinander zu setzen.
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3 Differentialgeometrie

In der vorrelativistischen Physik wurden Raum und Zeit als vollkommen getrennte
Aspekte der physikalischen Welt aufgefasst: Der Raum wurde als dreidimensionaler eu-
klidischer Raum beschrieben; die Zeit war eine vom Raum (und damit auch vom Beob-
achter) vollkommen unabhingige Koordinate.

Diese Ansicht ist, wie Einsteins Theorien zeigen, nicht besonders gut fiir die Beschrei-
bung von Raum und Zeit geeignet. Heutzutage vereint man die Zeit mit den drei Raum-
dimensionen zur vierdimensionalen Raumzeit. Die Zeit ist dann nur noch eine von vier
Koordinaten, die zwar immer noch durch ein negatives Vorzeichen der entsprechenden
Komponenten des metrischen Tensors von den Raumkoordinaten unterscheidbar ist,
jedoch nicht mehr unabhéingig von diesen ist. Sie ist somit, genauso wie die Raumkoor-
dinaten, abhéingig von der Wahl des Koordinatensystems. Zusammen mit der Konstanz
der Lichtgeschwindigkeit fiihren diese Uberlegungen zur Speziellen Relativitéitstheorie,
wie sie schon in Abschnitt kurz erldutert wurde.

Die Behandlung der Gravitation fiihrt jedoch auf die im Abschnitt angesproche-
nen Probleme. Man muss deshalb fiir die Gravitation das Konzept der Raumzeit weiter
verallgemeinern, indem man auch gekriimmte Rdume zulésst.

Die Beschreibung dieser gekriimmten Réume erfordert eine neue Art von Mathematik,
die so genannte Differentialgeometrie, deren Entwicklung vor allem durch den berithmten
Mathematiker Bernhard Riemann (1826-1866) initiiert wurde.

Riemann ging in seinen Uberlegungen von gekriimmten Flichen als Teilmengen des R?
aus, wie z. B. Kugelflichen. Er entwickelte eine Methode zur Beschreibung der geome-
trischen Eigenschaften dieser Flachen ohne Bezugnahme auf den Einbettungsraum. Dies
ist vor allem auch fiir die Beschreibung der physikalischen Realitédt wichtig, da wir un-
ser Universum von innen heraus, also moglichst nur mit Hilfe von direkt beobachtbaren
Groflen beschreiben wollen. Ein euklidischer Raum, in dem unser Universum eingebettet
ist]l] ist grundsitzlich nicht beobachtbar.

Bei der Begriffsbildung zur Beschreibung von gekriimmten Réumen geht man in meh-
reren Schritten vor:

1. Der einfachste Begriff ist der so genannte topologische Raum. Dieser Begriff verbin-
det eine Menge von Punkten mit einer Struktur, die die anschauliche Vorstellung

'Ein solcher euklidischer Raum wére nach neueren Erkenntnissen der Differentialtopologie héchstens
8-dimensional.
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von Ndhe formalisiert.

2. Der néchste Schritt ist der Begriff der Mannigfaltigkeit. Hier wird einem topologi-
schen Raum zusétzlich eine Struktur aufgesetzt, mit deren Hilfe man die Differen-
zierbarkeit einfiihren kann.

3. Auf der nun vorliegenden Mannigfaltigkeit werden so genannte Tensorfelder ein-
gefithrt, mit deren Hilfe man physikalische Groéflen darstellen kann.

4. Als besonderer Tensor wird der metrische Tensor eingefithrt. Er beschreibt, wie
man (lokal) Abstéinde berechnet.

5. Aus dem metrischen Tensor liasst sich ein Ableitungsoperator, die so genannte ko-
variante Ableitung erzeugen. Mit ihrer Hilfe lassen sich nun fast alle physikalischen
Zusammenhinge auf allgemeine gekriimmte Réume iibertragen.

Die topologischen Grundlagen (Schritt 1) werden in Anhang [A| behandelt. Wir be-
ginnen hier mit der Einfithrung des Begriffes der Mannigfaltigkeit. Dies ist der zentrale
Begriff der modernen Differentialgeometrie. Er erlaubt uns eine Beschreibung gekriimm-
ter Rdume ohne Bezugnahme auf einen Einbettungsraum.

3.1 Mannigfaltigkeiten

Schon im ganz alltdglichen Leben begegnen uns geometrische Objekte, die nicht mehr
auf einfache Weise durch einen R? oder einen R? beschrieben werden konnen. So ist
zum Beispiel die Oberfliche unserer Erde anndherungsweise eine Kugeloberfliche. Diese
kann, obwohl sie an sich ein zweidimensionales Gebilde ist, nicht mehr in befriedigender
Weise in der (euklidischen) Ebene dargestellt werden. So kénnen z. B. Weltkarten die
Kugelstruktur nur sehr schlecht darstellen: Die Erde muss an einer geeigneten Stelle,
meist in Nord-Siid-Richtung, ,,aufgeschnitten werden. Dies fiithrt dazu, dass das Bild
einer vollstindigen Umrundung der Welt auf dieser Karte einen Sprung macht, ndmlich
dann, wenn es die Stelle des ,,Aufschneidens” erreicht. Weiterhin ergibt sich durch die
Kriimmung der Kugeloberfliche ein anderes Problem: Langen und Winkel sind in der
Abbildung mehr oder weniger verzerrt; es gibt keine Karte, auf der alle Langen vollstin-
dig korrekt dargestellt werden.

Die beiden Probleme lassen sich nur dann l6sen, wenn man darauf verzichtet, fiir
die Darstellung der gesamten Kugel mit einer einzigen Karte auszukommen. Je kleiner
die verwendeten Karten, desto besser stimmen die Lédngen und Winkel mit den wahren
Groflen auf der Kugel iiberein. Aus dem ,,Zusammenkleben“ vieler kleiner Karten erhélt
man wiederum eine Struktur, die die Kugel ohne ,,Aufschneiden beschreibt.

Das Konzept der Karten wird nun von der Differentialgeometrie iibernommen: Man
definiert allgemein eine Karte auf einem Gebiets eines topologischen Raums wie folgt
22, S. 8]:
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Definition 3.1 (m-dimensionale Karte) Eine m-dimensionale Karte auf einem to-
pologischen Raum M ist ein Paar (V, ®), bestehend aus einer offenen Teilmenge V' von M
und einem Homdomorphismus ® von V' auf eine offene Teilmenge des R™.

Die Verwendung des Begriffes Homdomorphismus stellt die Stetigkeit sicher: Die oben
angesprochene Situation, dass Kurven, die im betrachteten Raum (z. B. der Kugeloberfli-
che) stetig sind, auf der Karte Spriinge machen, wird in der Mathematik von vornherein
durch die Definition der Karten ausgeschlossen.

Wie man am Beispiel der Kugel erkennen kann, sind deshalb meist mehrere Karten
notig, um einen Raum vollstédndig mit Karten zu bedecken. Man muss nun beschreiben,
wann zwei solche Karten ,zusammenpassen“. Man betrachtet hierzu den Uberlappungs-
bereich der beiden Karten. Wenn in diesem Bereich auf der einen Karte ein differenzier-
barer Weg gezeichnet wird, so muss auch sein Bild in der anderen Karte differenzierbar
sein [22] S. 8]:

Definition 3.2 (Vertriglichkeit) Zwei m-dimensionale Karten (Vi,®1) und (Va, ®2)
heifsen vertriglich, wenn Vi N'Va = () oder wenn die sinngemdf§ eingeschrinkten Ab-
bildungen ®9 o @1_1 und ®1 o @2_1 beliebig oft differenzierbare Abbildungen von offenen
Mengen des R™ sind.

Diese Definition wird in Abbildung [3.1] veranschaulicht.
Da man den gesamten Raum mit Karten tiberdecken will, definiert man nun weiterhin

22 S. 8J:

Definition 3.3 (m-dimensionaler Atlas) Ein m-dimensionaler Atlas auf M ist eine
Menge von vertrdglichen m-dimensionalen Karten, die ganz M iiberdecken.

Zu jedem Atlas A ldsst sich nun ein maximaler Atlas konstruieren: Dieser besteht aus
allen Karten, die zu Karten aus A vertriglich sind:

Definition 3.4 (Maximaler Atlas) Ein Atlas heiffit maximal, wenn er zu jeder Karte
K auch alle zu K vertrdglichen Karten enthdlt.

Mit dieser Definition sind wir nun geriistet fiir die Definition der differenzierbaren Man-
nigfaltigkeit: Wir gehen von einem topologischen Raum aus (siche Anhang und de-
finieren zusétzlich durch einen Atlas eine differenzierbare Struktur auf diesem Raum.
Damit aus dquivalenten differenzierbaren Strukturen auch gleiche Atlanten folgen, for-
dern wir fiir die Mannigfaltigkeit einen maximalen Atlas [22, S. 9]:

Definition 3.5 (m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit) FEine m-di-
mensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit ist durch einen Hausdorffraum M, der das
zweite Abzdahlbarkeitsaxiom erfillt, und einen maximalen m-dimensionalen Atlas auf M
gegeben.

Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten sind
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Va

Abbildung 3.1: Damit die Karten (V1, ®1) und (Va, ®3) vertriglich sind, miissen sowohl

dy0 (I)l_l als auch ®;0®, 1 beliebig oft differenzierbare Abbildungen von
offenen Mengen des R™ sein.

e der euklidische Raum R™,

e die m-dimensionale Kugel und der m-dimensionale Torus [22], S. 9],
e die physikalische Raumzeit,

jeweils mit geeigneten Atlanten.

Der Sinn der Definition von Mannigfaltigkeiten war es, den Differenzierbarkeitsbegriff

sinnvoll auf gekriimmte Rdume zu iibertragen. Dies kénnen wir nun tun. Hierbei gehen
wir natiirlich {iber Karten vor:

Definition 3.6 (Differenzierbarkeit in einem Punkt) Seien M und N Mannigfal-
tigkeiten und f eine Abbildung von M auf N. Sei fernerp € M und ¢ = f(p) € N. Dann
existieren Karten (V,®) auf M mit p € V und (W, ¥) auf N mit g € W. Die Abbildung
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f heift nun differenzierbar in p, wenn Wo fo®~! eine in ®(p) differenzierbare Abbildung
15t.

Eine Abbildung ist also differenzierbar, wenn die Abbildung zwischen den entsprechenden
Karten als Abbildung des R™ auf den R"™ differenzierbar ist. In der iiblichen Weise
definiert man nun:

Definition 3.7 (Differenzierbare Abbildung) FEine Abbildung f : M — N heifit
differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt von M differenzierbar ist.

Es vereinfacht unsere Betrachtungen betréichtlich, wenn die vorkommenden Abbildun-
gen moglichst oft differenzierbar sind. Abbildungen, die beliebig oft differenzierbar sind,
werden auch als C* bezeichnet.

3.2 Vektor- und Tensorfelder

Damit eine Mannigfaltigkeit den physikalischen Raum représentieren kann, braucht man
mathematische Konzepte zur Darstellung physikalischer Objekte und Gréflen in der Man-
nigfaltigkeit.

Da die Mannigfaltigkeit zwar mit Hilfe von Karten definiert wird, jedoch keine be-
stimmte Karte als ,,bevorzugt® ausgezeichnet ist, sollten diejenigen Grofien, denen spéter
physikalische Bedeutung zukommen soll, eine von der Wahl der Karte, also des Koordi-
natensystems, unabhéngige geometrische Bedeutung haben. Denn auch der physikalische
Raum legt nicht von vornherein ein Koordinatensystem fest.

Die einfachste mathematisch definierbare physikalische Grofie ist ein so genanntes
Skalarfeld, manchmal auch einfach als Funktion bezeichnet. Ein Skalarfeld ordnet jedem
Punkt einer Mannigfaltigkeit eine reelle Zahl (einen Skalar) zu:

Definition 3.8 (Skalarfeld) Ein Skalarfeld auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Ab-
bildung von M auf R. Die Menge aller C*°-Skalarfelder (einer bestimmten Mannigfal-
tigkeit) wird auch mit F bezeichnet.

Diese Definition ist ohne die Verwendung von Karten definiert und ist sogar ohne das
Vorhandensein von Karten sinnvoll. Eine Abbildung auf die reellen Zahlen kann man
auf jeder Menge definieren. Fiir uns bedeutet dies, dass der Wert eines Skalarfeldes an
einem bestimmten Punkt unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems ist.

Die Physik verwendet das Konzept des Skalarfeldes in vielfdltiger Weise, hier drei
Beispiele:

e Das Newton’sche Gravitationspotential wird durch ein Skalarfeld beschrieben, das
Gleichung (2.5)) erfiillt. Die Gravitationskraft zeigt dann in die dem Gradienten
dieses Feldes entgegengesetzte Richtung.
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e Die Temperaturverteilung im Raum kann durch ein Skalarfeld dargestellt werden;
ordnet man verschiedenen Temperaturen unterschiedliche Farben bzw. verschiede-
ne Farbintensitdten zu, erhilt man eine Art der Visualisierung von Skalarfeldern,
wie sie z. B. von Wéarmebildkameras geliefert wird.

e In der Schule wird auch das elektrische Potential als Skalarfeld angesehen. Da
jedoch elektrisches und magnetisches Feld sich bei Anderung des Bezugssystems
gegenseitig beeinflussen (man nennt dies dann z. B. Induktion), sollte man elektri-
sches und magnetisches Potential besser zu einer Grofie, dem so genannten Vek-
torpotential zusammenfassen. Dessen Komponenten sind dann natiirlich auch von
der Wahl der Basis (also des Koordinatensystems) abhéngig, der Vektor als ganzes
bleibt in seiner geometrischen Bedeutung jedoch bei gleichem Potential unverén-
dert.

Fiir nachfolgende Rechnungen ist es praktisch, folgende trivialen Rechenregeln einzu-
fiihren: Seien ¢ € R und f, g € F; man definiert dann:

(cf)lp) = cf(p) (3.1)
(f+9)() = flp)+ag(p) 2
(fo)(p) = f(p)g(p) (3.3)

Nicht alle physikalischen Felder kénnen (sinnvoll) mit Hilfe von Skalarfeldern beschrie-
ben werden (dies haben wir oben bereits beim elektrischen Feld gesehen). Bei Kraftfel-
dern z. B. muss auch eine Richtung im Feld dargestellt werden. Mathematisch spricht
man dann von einem Vektorfeld.

Die Definition von Vektorfeldern auf gekriimmten R&umen ist nicht ganz einfach;
wéhrend man bei euklidischen Rdumen den gesamten Raum als Vektorraum auffassen
kann und auf einfache Weise Vektoren als ,Differenz zweier Punkte* deuten kann, ist
die Situation in gekriimmten Rdumen wesentlich komplexer. Es ist zunéchst einmal gar
nicht klar, wie man den Begriff des Vektors iiberhaupt definieren soll.

Die Differentialgeometrie hat gleich mehrere Methoden entwickelt, dieses Problem zu
16sen. Allen gemeinsam ist, dass man Vektoren nicht mehr global definieren kann, sondern
in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit einen eigenen Vektorraum erhilt. Aufgrund ihrer
FEinfachheit wéahlen wir hier die algebraische Methode. Diese betrachtet die Vektoren
als Ableitungsoperatoren auf Skalarfeldern. Eine Eigenschaft, die praktisch alle solchen
Operatoren haben, ist die Linearitéit. Weil dies eine so wichtige Eigenschaft ist, die uns
auch spéter noch 6fter begegnen wird, fithren wir den Begriff in einer eigenen Definition
ein:

Definition 3.9 (Lineare Abbildung) Seien V und W zwei Vektorrdume. Die Abbil-
dung f :V — W heifst linear, falls f(aX +bY) = af(X)+bf(Y) fir alle X, Y € V und
a,beR.
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Nun kénnen wir den Begriff des Vektors einfiihren [23, S. 15]:

Definition 3.10 (Vektor) Ein Vektor X an einem Punkt p einer Mannigfaltigkeit ist
eine lineare Abbildung von F auf R, die die Leibniz’sche Produktregel erfiillt:

X(fg)=X(fglp) + fp)X(f)
fiir beliebige f,g € F.

Wie ist in dieser Definition nun das Konzept der Richtung verwirklicht? Die Vektoren
sind praktisch Richtungsableitungen. Sie geben die Anderungsrate des Skalarfeldes in die
Richtung an, in die sie zeigen.

Die Richtung, in die ein Vektor zeigt, kann z. B. durch eine Kurve bestimmt werden,
indem wir die Ableitung in Richtung der Kurve bilden: Sei k : R — M eine C*°-Kurve in
der Mannigfaltigkeit M. Die Abbildung, die bei gegebenem Kurvenpunkt p mit p = k(t,)
jedem Skalarfeld f € F' die Zahl

df (k(t))

dt

(3.4)

t=t,
zuordnet, heifit Tangentialvektor der Kurve k im Punkt p. Da es sich hierbei praktisch um
eine gewohnliche Ableitung handelt, sind natiirlich auch die Forderungen aus Definition
erfiillt.

Der Prozess ist also folgendermaflen: Durch eine Kurve wird eine Richtung definiert,
die Ableitung eines Skalarfeldes in diese Richtung wird durch einen zugehorigen Vektor
definiert. Damit wurde zweierlei erreicht:

1. Der Begriff des Vektors wurde vollkommen koordinatenunabhingig definiert. Die
Karten auf der verwendeten Mannigfaltigkeit sind zwar fiir die Forderung nach
Differenzierbarkeit der Skalarfelder, auf denen die Vektoren operieren, wichtig, je-
doch hat unsere Vektor-Definition eine Bedeutung, die unabhéingig vom gewéhlten
Koordinatensystem ist.

2. Der Begriff des Vektors enthélt unsere anschauliche Vorstellung einer Richtung.
Diese kann z. B. durch eine Kurve definiert werden.

Um die gewohnten Eigenschaften von Vektoren zu erhalten, fithren wir nun zwischen
zwei Vektoren in p #hnlich wie bei den Skalarfeldern eine Addition und eine Skalar-
multiplikation ein. Dies hilft uns, die Vektoren in einen Vektorraum einzubetten. Wir
definieren also

(X+Y)(f) = X(N)+Y(), (3.5)
(€X)(f) = eX(f), (3.6)
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fiir beliebige Vektoren X und Y an einem Punkt p der Mannigfaltigkeit, ¢ € R und
f € F. Man iiberpriift leicht, dass die Ergebnisse der Addition und der Skalarmultipli-
kation wieder Vektoren in p sind. Die Vektoren an einem Punkt p einer Mannigfaltigkeit
M spannen also einen Vektorraum auf, den so genannten Tangentialraum T,(M). Die
Dimension dieses Vektorraums entspricht natiirlich der Dimension der Mannigfaltigkeit.

Wir haben jetzt an jedem Punkt einer Mannigfaltigkeit einen Vektorraum definiert.
Diese Vektorrdume haben zunéchst keinen Zusammenhang untereinander. Elemente des
Tangentialraumes an einem Punkt konnen also nicht ohne weiteres mit Elementen des
Tangentialraumes an einem anderen Punkt verglichen oder verkniipft werden. Dieses
Problem werden wir spéter durch die Einfiihrung einer zusétzlichen Struktur auf der
Mannigfaltigkeit fiir unsere Zwecke beheben.

Zunichst begniigen wir uns aber ohne diese Struktur und definieren trotzdem den
Begriff des Vektorfeldes:

Definition 3.11 (Vektorfeld) FEin Vektorfeld v ist eine Abbildung, die jedem Punkt p
einer Mannigfaltigkeit M einen Vektor v|, aus dem jeweiligen Tangentialraum T,(M)
zuordnet.

Wir definieren zusitzlich die abkiirzende Schreibweise v(f) : p +— v|,(f) fiir beliebige
Vektorfelder v und Skalarfelder f. Damit kénnen wir nun auch die Differenzierbarkeit
auf Vektorfelder iibertragen, obwohl die einzelnen Tangentialrdume noch keinen Zusam-
menhang haben [23, S. 17

Definition 3.12 (C*°-Vektorfeld) FEin Vektorfeld v heifst C*°, wenn fir alle C*°-
Skalarfelder f auch v(f) ein C°°-Skalarfeld ist.

Wie man leicht beweist [23, S. 15-16], bilden die partiellen Ableitungen nach lokalen
Koordinaten eine Basis des 7),(M ). Damit kann man eine Komponentenschreibweise fiir
Vektoren einfithren. Seien z!,..., 2" lokale Koordinaten, also die Werte, auf die eine
Karte die Punkte der Mannigfaltigkeit abbildet. Dann kann man einen Vektor X an

einem Punkt p als
0
X = g X — 3.7
- <8a:a>p (3.7)

schreiben. Man beachte, dass der Index « bei den Vektorkomponenten und den Koor-
dinaten hochgestellt geschrieben wird. Der Grund dafiir liegt in der so genannten FEin-
stein’schen Summationskonvention begriindet, die spéter noch genauer erldutert wird.
Hochgestellte Indizes diirfen auf keinen Fall mit Exponenten verwechselt werden!

Bestimmen wir als Beispiel die Komponenten des Tangentialvektors einer C*°-Kurve
in lokalen Koordinaten z!,..., 2", indem wir die Ableitung ausfithren. Dabei be-
zeichnet k%(t) die z“-Komponente des Kurvenpunkts k(t).

GED)| 5~ o ake (1)
or®

t=tp e z=ke(tp) dt

dt t=ty
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Fiithren wir einen Koeffizientenvergleich dieses Ergebnisses mit Gleichung (3.7 durch,
so erhalten wir fiir die Komponenten des Tangentialvektors 7" an den Punkt p = k(t))

einer Kurve k
B dk®(t)

dt

T° (3.8)

t=t,

Frither wurden Vektoren iiber ihr Transformationsverhalten beim Ubergang in andere
Koordinaten definiert. Dieses kénnen wir leicht mit Hilfe der Kettenregel fiir partielle
Ableitungen herleiten. Seien X% die Komponenten des Vektors X in der zu den Koordi-
naten z', ..., 2" gehorenden Basis; 2!, ..., 2™ seien andere lokale Koordinaten, X o die
zugehorigen Komponenten von X. Es gilt dann:

. 0 L0809
X=X @:ZX 525 57 (3.9)

a,

Fiir die Komponenten X o gilt also:

’ 8$/a
o _ B
D (3.10)

Das Konzept des Vektors haben wir nun in hinreichendem Umfang besprochen. Die
restlichen differentialgeometrischen Definitionen fuflen alle auf diesem grundlegenden
Konzept.

In der linearen Algebra gibt es das Konzept der dualen Vektorrdume. Ein zu einem
Vektorraum V dualer Vektorraum besteht aus allen linearen Abbildungen von V' auf R.

Wir wenden dieses Konzept nun auf unsere Tangentialriume an jedem Punkt un-
serer Mannigfaltigkeit an und erhalten so die entsprechenden Kotangentialrdume. Die
Elemente dieser Kotangentialriume heilen Dualvektoren bzw. 1-Formen [23), S. 19].

Auch fiir die 1-Formen kann man leicht eine Basis finden: Zu jeder Tangentialraum-
Basis (%)p e (%)p kann man die so genannte duale Basis (dzt), ..., (dz"), des
entsprechenden Kotangentialraums konstruieren. Dabei ist dz® definitionsgemafl dieje-
nige 1-Form, die jedem Vektor T seine z®-Komponente T% zuordnet. Damit muss fiir
die Basisvektoren und die dualen Basis-1-Formen also die Gleichung

dz® ((;iﬁ) =% (3.11)

erfiillt sein, wobei 0%g das Kronecker-Symbol ist, das fiir « = 3 gleich 1 ist, ansonsten
gleich 0. Analog zu den Vektoren ldsst sich damit natiirlich auch eine Komponenten-
schreibweise fiir die 1-Formen einfithren. Die Indizes der Komponenten von 1-Formen
werden tiefgestellt geschrieben.
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Das Transformationsverhalten der Komponenten von 1-Formen in dualen Basen kann
man leicht mit Hilfe der Dualitdt ausrechnen. Das Ergebnis ist [23], S. 22]:

P
Wy = ZW%TIQ (3.12)
5

Der Wert der Anwendung einer 1-Form w auf einen Vektor X lésst sich unter Anwen-
dung der jeweiligen Linearitdtseigenschaften wie folgt berechnen:

wX) = Zwadaﬁa(X)
o 0
= ;wadfn ;Xﬁaxﬁ
ol O
= ;wa;Xﬂdac <6xf3>
= ZwaZXﬂ(Sag
a 3
= ZwaXo‘

Da der Wert w(X) unabhingig von der Wahl des Koordinatensystems ist, weil bei der
Definition von 1-Formen nicht auf spezielle Karten zuriickgegriffen wurde, muss auch
das Endergebnis ) w, X unabhingig vom verwendeten Koordinatensystem sein.

Diese Beobachtung kann man nun zur Entwicklung eines Kalkiils benutzen, der sowohl
geometrische Bedeutungen (Tatsachen, die in allen Koordinatensystemen giiltig sind) wi-
derspiegelt, als auch Rechenanweisungen gibt, die fiir Komponenten in einer bestimmten
Basis verwendet werden kénnen. Man fiihrt dazu folgende Konventionen ein, die auch
die hoch- und tiefgestellten Indizes begriinden [23], S. 23-25]:

e Die Komponenten von Vektoren erhalten hochgestellte, die Komponenten von 1-
Formen tiefgestellt Indizes. Hochgestellte Indizes werden auch als kontravariante,
tiefgestellte als kovariante Indizes bezeichnet.

e Ist eine Gleichung nur in bestimmten Basen korrekt, so werden fiir die Komponen-
ten griechische Indizes verwendet. Alle eventuell vorzunehmenden Summationen
werden explizit ausgeschrieben.

e In Gleichungen, die in allen Basen giiltig sind, werden lateinische Indizes verwen-
det. Es gibt dann folgende Falle:
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1. Ein Index tritt auf jeder Seite einer Gleichung genau einmal auf. Derselbe
Index muss dann auf beiden Seiten in der gleichen Position (also hoch- bzw.
tiefgestellt) auftreten. Ausnahme ist der Nulltensor; er erhilt keine Indizes.
Durch diesen Fall wird die Identitéit zweier Vektoren bzw. 1-Formen ausge-
driickt. Diese ist natiirlich trivialerweise immer in allen Koordinatensystemen
fiir die Komponenten erfiillt.

2. Ein Index tritt auf einer Seite genau einmal hoch- und einmal tiefgestellt auf.
Es wird dann implizit, also ohne dass ein Summenzeichen geschrieben wird,
iiber alle Werte dieses Index summiert. Durch diese Regel wird die Anwendung
einer 1-Form auf einen Vektor ausgedriickt. Der verwendete Koordinaten-
ausdruck hat nach unserer obigen Rechnung einen koordinatenunabhéngigen
Wert.

Andere Falle sind nicht mdglich! Das Ergebnis der obigen Rechnung kénnen wir
also folgendermaflen festhalten:

w(X) = wiX* (3.13)

Die Indexschreibweise mit lateinischen Buchstaben ist nur eine abkiirzende Schreib-
weise fiir Tatsachen, die man auch ohne Bezugnahme auf Komponenten ausdriicken
kann. Sie ist sehr praktisch, weil sie allgemein giiltige Tatsachen sehr kompakt dar-
stellt und gleichzeitig Ausdriicke liefert, mit denen man bei der Wahl von geeigneten
Basen direkt rechnen kann.

Die Vektoren und 1-Formen werden wir nun verwenden, um den Begriff des Tensors
einzufiithren. Dieser ist anschaulich nur noch sehr schwer zu verstehen, mathematisch
aber ziemlich leicht zu fassen [23] S. 20]:

Definition 3.13 (Tensor) Fin (k,l)-Tensor ist eine in allen Argumenten lineare Ab-
bildung von k 1-Formen und | Vektoren in die reellen Zahlen.

Definiert man fiir einen Vektor X und eine 1-Form w
X(w) :==w(X), (3.14)

so kann man einen Vektor als (1, 0)-Tensor auffassen. Eine 1-Form ist natiirlich von vorn-
herein ein (0, 1)-Tensor, weiterhin kann man ein Skalarfeld als (0, 0)-Tensor auffassen.

Ein Beispiel eines (0, 2)-Tensors ist das Skalarprodukt: Es bildet zwei Vektoren auf
eine reelle Zahl ab, wobei die geforderten Linearitéitseigenschaften natiirlich erfiillt sind
(siehe auch Abschnitt [3.3)).

Analog zu den Vektoren und 1-Formen kann man nun eine Addition und Skalarmulti-
plikation fiir Tensoren einfithren. Weiterhin kann man den Begriff des Tensorfelds analog
zum Vektorfeld (Definition [3.11]) einfiihren.
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Zusétzlich werden wir fiir Tensoren noch zwei weitere Operationen einfithren. Die erste
ist das Tensorprodukt: Gegeben seien ein (i, j)-Tensor A und ein (k,[)-Tensor B. Das
Tensorprodukt AB ist ein (i + k, j + [)-Tensor, der nach folgender Formel definiert wird:

(AB)(Wl, s 7wi+k7X17 s 7Xj+l)
= A(wl, e ,wi,Xl, e ,Xj) : B(wi+17 Ce ,wi+k,Xj+1, oo ,Xj+l)7 (315)

wobei die Indizes verschiedene Vektoren X und 1-Formen w bezeichnen, nicht etwa die
Komponenten eines Vektors bzw. einer 1-Form beziiglich einer bestimmten Basis.

Wir kénnen das Tensorprodukt nun nutzen, um eine Basis fiir Tensoren aus den Ba-
sisvektoren und den dualen Basis-1-Formen zu konstruieren. Hierzu stellen wir zunéchst
fest, dass das Tensorprodukt von k& Vektoren und [ 1-Formen ein (k, 1)-Tensor ist. Weitere
Uberlegungen zeigen, dass die n**+! Tensoren

0 0
oxr Oy

eine Basis der (k,!)-Tensoren bilden [3, S. 8-9].
Somit kann man auch bei Tensoren eine Komponentenschreibweise einfiihren:

dz" - - dx™

0 B,
— [ R ] J L4 S v
T= Y Tmehe, B et (3.16)
Kyt
V1]

Die Regeln fiir die Indizes, die wir oben aufgestellt haben, bleiben dabei unverédndert.
Die Erweiterung der oben betrachteten Anwendung einer 1-Form auf einen Vektor bildet
dabei die zweite Operation, die wir fiir Tensoren noch einfithren wollen, die so genannte
Kontraktion. Unter einer Kontraktion eines (k,[)-Tensors 1" beziiglich eines ko- und eines
kontravarianten Index verstehen wir einen (k — 1,1 — 1)-Tensor

der aus dem Tensor T wie bereits durch die Notation ausgedriickt durch Summation
iiber den Index c¢ entsteht. Die Kontraktion kann fiir beliebige Positionen des Index
c unter den Indizes aq,...,a; und by,...,b; ausgefithrt werden, und der sich ergebende
(k—1,1—1)-Tensor hingt nicht von der Wahl des Koordinatensystems bei der Ausfiihrung
der Kontraktion ab; dies ist zu verstehen, wenn man bertiicksichtigt, dass die Kontraktion
eine Erweiterung der Anwendung einer 1-Form auf einen Vektor ist. Auch eine solche
Anwendung kann man als Kontraktion auffassen, indem man die 1-Form und den Vektor
zunéichst mit dem Tensorprodukt zu einem (1,1)-Tensor kombiniert und diesen dann
iiber die beiden Indizes kontrahiert.

Die Koordinateninvarianz der Kontraktion ist es, die die Verallgemeinerung unserer
Indexschreibweise von Vektoren und 1-Formen auf allgemeine Tensoren erst moglich
macht.
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Als letztes Element unserer allgemeinen Einfiihrung in die Tensorrechnung fithren wir
noch zwei Begriffe ein: Ein (2,0)- bzw. (0,2)-Tensor T heifit symmetrisch, wenn

T(A,B) =T(B,A), (3.17)
bzw. antisymmetrisch, wenn
T(A,B)=-T(B,A), (3.18)

jeweils fiir beliebige 1-Formen bzw. Vektoren A und B.

3.3 Metrik und kovariante Ableitung

In der analytischen Geometrie fithrt man fiir Vektorrdume oft ein Skalarprodukt ein, mit
dessen Hilfe man dann Léngen und Winkel bestimmen kann. Betrachten wir zunéchst
die exakte Definition des Skalarprodukts nach [13, S. 142]:

Definition 3.14 (Skalarprodukt) FEine Abbildung g : V x V. — R auf einem Vek-
torraum V  heifst Skalarprodukt, wenn folgende Figenschaften fir alle x,y € V erfillt
sind:

1. g(z,z) > 0, wobei g(x,x) =0 genau dann, wenn x = 0;

cg9(xy) =gy, x);

(
(
3. g(A\z,y) = Ag(z,y) fir alle X € R;

(

4. 9(z,y + 2) = g(x,y) + g(z, 2).

Die Eigenschaften 3 und 4 sind natiirlich (zusammen mit Eigenschaft 2) dquivalent zur
Linearitét des Skalarprodukts in beiden Argumenten. Es liegt also eine lineare Abbildung
von zwei Vektoren auf die reellen Zahlen vor. Mit unserer Terminologie kénnen wir also
von einem (0, 2)-Tensor sprechen. Dieser ist zusétzlich symmetrisch (Eigenschaft 2) und
erfiillt die Eigenschaft 1.

Etwas Ahnliches wollen wir nun auch fiir unsere Tangentialriume T),(M) definieren.
Wir werden unsere Abbildung jedoch nicht Skalarprodukt, sondern metrischen Tensor

bzw. Metrik nennen, da wir nur eine abgeschwéchte Version von Eigenschaft 1 aus De-
finition fordern [23, S. 22]:

Definition 3.15 (Metrik) FEin symmetrischer (0,2)-Tensor g heifst Metrik bzw. me-
trischer Tensor, wenn g(vi,v) nur dann fir alle v gleich 0 ist, wenn vy = 0.
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Wenn wir, wie beim Skalarprodukt iiblich, Vektoren X, Y mit g(X,Y) = 0 als senkrecht
zueinander bezeichnen, kénnen wir die Bedingung der Metrik dermaflen formulieren, dass
nur der Nullvektor auf allen Vektoren senkrecht steht.

Die Metrik liefert uns ein Mittel, Ladngen und Winkel zu messen. Diese Grifien miissen
sich nicht notwendigerweise wie im gewohnten euklidischen Raum verhalten. So kann es
durchaus Vektoren mit negativer Linge und Vektoren, die zu sich selbst senkrecht stehen,
geben. Diese Tatsachen sind ja schon aus der Geometrie der Speziellen Relativitéitstheorie
bekannt.

Das Vorzeichen der Linge eines Vektors ist sogar ein wichtiges Kriterium zur Klassi-
fikation von Vektoren. Sei X ein Vektor.

e X heifit zeitartig, falls g(X, X) < 0;
e X heifit lichtartig, falls g(X, X) = 0;
e X heifit raumartig, falls g(X, X) > 0.

Dieses Konzept kénnen wir leicht auf Kurven iibertragen: Eine Kurve ist zeit-, licht-
bzw. raumartig, wenn die Tangentialvektoren in jedem Punkt der Kurve zeit-, licht-
bzw. raumartig sind.

Die Bezeichnungsweise hat folgenden Hintergrund: Materielle Koérper bewegen sich
immer auf zeitartigen Kurven. Wenn man dabei das Bezugssystem des jeweiligen Korpers
als Ruhesystem festlegt, kann man sagen, dass zwei Ereignisse, die der Korper erlebt, nur
durch eine gewisse Zeit (daher der Begriff zeitartig) voneinander getrennt sind. Masselose
Korper (wie z. B. Photonen) hingegen bewegen sich immer auf lichtartigen Kurven.
Kein Korper kann sich je auf einer raumartigen Kurve bewegen, dies wiirde namlich
bedeuten, dass der Kérper Uberlichtgeschwindigkeit bekéime. Der Begriff raumartig soll
also verdeutlichen, dass in jedem Bezugssystem ein ridumlicher Abstand besteht, der
nicht durch irgendeine Bewegung eines Korpers iiberwunden werden kann.

Wenn man die Komponenten eines metrischen Tensors in einem bestimmten Koordi-
natensystem angeben will, so verwendet man oft die folgende Notation [23, S. 23]:

ds? = Z G dat dx” (3.19)
wv
Diese Notation kann man auf zwei verschiedene Arten deuten:
1. Das Symbol ds? bezeichnet den metrischen Tensor. Auf der rechten Seite stehen die
Komponenten g,,,, dieses Tensors sowie die Basis-1-Formen dx* und dz”. Das Pro-

dukt zwischen diesen beiden 1-Formen ist als Tensorprodukt zu deuten. Insgesamt
entspricht die Notation also der Gleichung (3.16)).

2. Das Symbol ds? bezeichnet den Wert g(X, X) des metrischen Tensors bei Anwen-
dung auf einen Vektor X. Die Symbole dz* und dx” bezeichnen dabei die entspre-
chenden Komponenten des Vektors X. Die Schreibweise dz* soll andeuten, dass
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man die Komponenten des Vektors X aus einer infinitesimalen Verschiebung erhélt
(siehe Gleichung|3.8|). Insgesamt wird durch diese Deutung also der Charakter des
metrischen Tensors als Instrument zur Lingenmessung deutlich gemacht.

Zu den Komponenten des metrischen Tensors noch eine Bemerkung: Aufgrund Defi-
nition kann man immer ein lokales Koordinatensystem finden, in dem alle Kompo-
nenten des metrischen Tensors aufler den Diagonalkomponenten g,, verschwinden [23,
S. 23]. Man bezeichnet die entstehende Darstellung des metrischen Tensors auch als
Diagonalform. Man kann dann definieren [3, S. 27-28]:

Definition 3.16 (Signatur) Seien go die Komponenten eines metrischen Tensors in
Diagonalform. Die Differenz der Anzahl positiven und der negativen FEintrdge in goa
wird als Signatur der Metrik bezeichnet. Diese Zahl ist bei einem gegebenen Tensorfeld
auf der ganzen Mannigfaltigkeit gleich.

Der in der Physik am haufigsten vorkommende Fall ist eine Zeit- und drei Raumkoordi-
naten, wobei die Zeitkoordinate in der Diagonalform der Metrik ein negatives Vorzeichen,
die Raumkoordinaten ein positives Vorzeichen erhalterﬂ Die entstehende Signatur ist
also 2 und wird auch als Lorentz-Signatur bezeichnet.

Zu jedem metrischen Tensor gp. definieren wir mittels

9" g = 6% (3.20)

einen (2,0)-Tensor g% [3, S. 27]. Den metrischen Tensor und diesen neuen inversen
metrischen Tensor verwenden wir nun, um folgende Beziehungen zwischen Tensoren her-
zustellen: Einem (k, [)-Tensor T "%, .., ordnen wir durch

Talmaimakbl---bz = gaicTalmcmakbl"'bl <3'21)
einen (k — 1,1 4 1)-Tensor zu, bzw. durch
Tal---akblmbimbl = gbicTalmakblw-C-"bl (322)

einen (k + 1,1 — 1)-Tensor [23] S. 25].

Schon bei der Definition des Tangentialraumes haben wir darauf hingewiesen, dass
die Tangentialriume in den einzelnen Punkten der Mannigfaltigkeit zunéchst einmal
keinen natiirlichen Zusammenhang haben. Wir wollen nun einen solchen konstruieren.
Dabei beschrinken wir uns auf einen lokalen Zusammenhang. Diesen konstruieren wir mit
Hilfe einer Ableitung. Wir kénnen dann zumindest Aussagen der Art ,Ein Tensorfeld
ist in der Umgebung eines Punktes konstant.“ treffen. Gleichzeitig beheben wir den
Mangel der fehlenden Ableitung fiir allgemeine Tensorfelder in unserem Formalismus.

2Manchmal erhilt auch die Zeitkoordinate ein positives und die Raumkoordinaten negative Vorzeichen.
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Denn zur Definition vieler physikalischer Gréflen und Zusammenhinge bendtigt man
eine Ableitung.

Wir werden nun zunéichst unabhéngig von der Metrik eine Ableitung definieren, die
so genannte kovariante Ableitung. Spater werden wir sehen, wie wir diese Ableitung mit
der oben definierten Metrik verkniipfen konnen.

Es ist zu beachten, dass wir in Form der Vektoren bereits Ableitungsoperatoren fiir
Skalarfelder (,,(0,0)-Tensoren“) definiert haben. Unsere Definition der kovarianten Ab-
leitung beriicksichtigt dies [23] S. 30-31]:

Definition 3.17 (Kovariante Ableitung) Eine kovariante Ableitung ist ein Opera-
tor V, der die differenzierbaren (k,l)-Tensorfelder auf differenzierbare (k,l+ 1)-Tensor-
felder abbildet und folgende Bedingungen erfiillt:

1. Linearitit: Fir alle (k,l)-Tensorfelder A und B sowie fiir alle o, 5 € R gilt:

V(aA + BB) =aVA+ VB

2. Leibniz’sche Produktregel: Fiir alle (k,l)-Tensorfelder A und alle (K',1")-Tensorfel-
der B gilt:
V(AB) = (VA)B + A(VB)

3. Kommutativitdt mit der Kontraktion: Fir alle (k,l)-Tensorfelder A gilt in Index-
schreibweise, wobei der bei der Ableitung entstehende zusdtzliche kovariante Index
an den Differentialoperator geschrieben wird:

a1-ca a1-ca
Vd(A ! kbl...c...bl) = VA" kbl...cl..bl

4. Beriicksichtigung der Rolle der Vektoren als Ableitungsoperatoren: Fiir alle diffe-
renzierbaren Skalarfelder f und alle Vektoren t gilt

t(f) =tV

wenn man ein Skalarfeld als (0,0)-Tensor betrachtet und auf der rechten Seite den
Vektor t als Funktion der 1-Formen in die reellen Zahlen betrachtet.

5. Torsionsfreiheit: Fir alle differenzierbaren Skalarfelder f gilt in Indexschreibweise:

VoV f = ViV f

Die fiinfte Bedingung wird nicht immer gefordert. Es gibt Gravitationstheorien, die eine
Torsion des Raumes zulassen; in der ART ist dies jedoch nicht der Fall. Da wir uns hier
auf die ART beschrinken, wurde auch die fiinfte Bedingung in unsere Definition mit
einbezogen ein.
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Als Beispiel fiir eine kovariante Ableitung betrachten wir zunéchst die zu einem Ko-
ordinatensystem gehorenden partiellen Ableitungen. Zu jedem Koordinatensystem defi-
nieren wir einen Ableitungsoperator 0, so dass zu jedem (k,[)-Tensorfeld T durch 0T
dasjenige (k, ! + 1)-Tensorfeld bezeichnet wird, dessen Komponenten 0, 7", ..., in
dem gegebenen Koordinatensystem o7+ "F&,, .., /0x? sind.

Der Nachteil dieses Ableitungsoperators ist, dass nicht festgelegt werden kann, wel-
ches Koordinatensystem zur Bildung der Ableitung verwendet werden soll. Es wire ein
Ableitungsoperator wiinschenswert, der eine koordinatenunabhingige geometrische Be-
deutung hat.

Hier kommt nun wieder die Metrik ins Spiel. Es lasst sich n&mlich zeigen, dass zu
jedem metrischen Tensorfeld g genau ein Ableitungsoperator existiert, derart, dass die
kovariante Ableitung von g iiberall verschwindet [23, S. 35-36]:

Vg=0 (3.23)

Wenn wir im folgenden von kovarianter Ableitung reden, so werden wir immer genau
diesen Operator meinen.

Die kovariante Ableitung kann auch zur Bildung von Richtungsableitungen von Ten-
sorfeldern benutzt werden. Sei t¢ ein Vektorfeld, T% %, ..p, ein (k,[)-Tensorfeld, dann
bezeichnet

1OV Ty (3.24)

die kovariante Ableitung von T in Richtung ¢.
Zur praktischen Berechnung der kovarianten Ableitung gibt es folgenden interessanten
Zusammenhang, der sich auch auf allgemeine Tensorfelder erweitern ldsst [23, S. 33-34]:

Vat® = 0,t° + TP t¢ (3.25)

I, sind hierbei die zum Ableitungsoperator J, gehdrenden Christoffel-Symbole, die
sich nach folgender Formel berechnen lassen [23, S. 36]:

1
I = 59“1((%91)(1 + Ov9ad — OdYab) (3.26)

Wenn man beriicksichtigt, dass 9 nichts weiter als partielle Ableitungen bezeichnet, so
sieht man, dass es mit Hilfe der Formeln und kein Problem mehr ist, beliebige
kovariante Ableitungen in einer Koordinatenbasis auszurechnen.

Fiir eine detailliertere Behandlung der kovarianten Ableitung, die auch eine Herleitung
der oben verwendeten Formeln und Sétze liefert, sei auf [23] S. 30-36] verwiesen.

3.4 Geodaten

Nach den teilweise sehr abstrakten Ausfithrungen des letzten Abschnitts wird es nun
wieder ein wenig anschaulicher. Wir wenden uns nun den Geoddten zu. Dies ist die
Verallgemeinerung des Konzepts der Geraden auf gekriimmte Réume.
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3 Differentialgeometrie

Was charakterisiert eine Gerade? Nun, dem Namen nach muss sie gerade sein, ihre
Richtung darf sich also nicht &ndern. Die Richtung einer jeden Kurve ein einem beliebi-
gen Punkt der Kurve kann durch einen Tangentialvektor beschrieben werden. Bei einer
Geraden miissen also alle Tangentialvektoren in dieselbe Richtung zeigen.

In gekriimmten Rdumen ist diese Bedingung nicht ohne weiteres zu iiberpriifen, da die
Tangentialrdume zweier Punkte einer Mannigfaltigkeit zunéchst nichts miteinander zu
tun haben. Uber die kovariante Ableitung lisst sich zumindest ein lokaler Zusammenhang
zwischen den Tangentialrdumen definieren. Eine Geodéte in einem gekriimmten Raum
ist damit eine Kurve, deren Tangentialvektor sich entlang dieser Kurve nicht &dndert,
wobei die Anderung iiber die kovariante Ableitung berechnet wird [23] S. 41]:

Definition 3.18 (Geodite) Sei k : R — M eine Kurve in der Mannigfaltigkeit M.
Seien ferner T die Tangentialvektoren an die Kurve k. Man nennt k eine Geodéte,
falls in jedem Punkt der Kurve die geodétische Gleichung

TV, T° =0 (3.27)
erfillt ist.

Die geodétische Gleichung (3.27)) lasst sich unter Verwendung der Gleichung (3.25)) fol-

gendermaflen umformen:

TV, T° =
T (0T + T T%) =
T°9,T° + T, .T°T° = 0
Berticksichtigen wir nun, dass der erste Summand nichts weiter ist als die Ableitung der

Tangentialvektorkomponenten in Richtung der Kurve, also die Differentiation nach dem
Kurvenparameter ¢, so konnen wir schreiben:

dre
D T T =0
By

Setzen wir nun noch die Koordinatenausdriicke (3.8)) fiir die Tangentialvektoren ein, so
erhalten wir die geodétische Gleichung in ihrer gdngigen Koordinatenform:

A’z daP dxy

s ZF&‘“HH =0 (3.28)
By

Wir wollen unsere Behandlung der Geodédten mit einer Betrachtung von Kurvenldngen

abschlieflen. Wie wir bereits gesehen haben, ist der metrische Tensor eine Verallgemei-

nerung des Skalarprodukts. Da jedes Skalarprodukt in einem Vektorraum eine Norm

induziert, kénnen wir unseren metrischen Tensor auch zur Berechnung von Léngen von
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3 Differentialgeometrie

Vektoren verwenden. Da bei zeitartigen Vektoren die Metrik jedoch negative Werte lie-
fert, miissen wir bei der Berechnung der ,,Lénge“ [ eines solchen Vektors X ein negatives
Vorzeichen unter der Wurzel hinzufiigen:

l=+/—g(X,X) (3.29)

Berechnen wir nun die Anderungsrate des “Lingenquadrats® gq,t®t® des Tangential-
vektors t¢ einer Geodite, indem wir die Rechenregeln aus Definition die Beziehung
zwischen Metrik und kovarianter Ableitung (3.23]) sowie die geodétische Gleichung ((3.27))

benutzen:

t°V e (gapt®t?)
4% V o gap +tGap Ve (171°)
=0
€ Gapt’V ot + t°gapt®V ot
= gt t°V et +gapt® t°V t°
0 0
= 0

Die Lénge des Tangentialvektors einer Geodéte ist also konstant. Wenn wir bei einer
zeitartigen Geodiite den Kurvenparameter s so wihlen, dass gqpt®? = —1 ist, so nennen
wir s die Figenzeit des sich entlang der zeitartigen Geodite bewegenden Korpers.

Uber die Tangentialvektoren kénnen wir auch zeitartigen Kurven eine Linge zuordnen.
Wir miissen nur die Wurzel fiir die Tangentialvektoren entlang der jeweiligen Kur-
ve integrieren. Fiir die Lénge F' eines Stiickes einer zeitartigen Kurve mit dem Parameter
t und den Koordinaten x“(t) ergibt sich damit

b dx®(t) dxb(t)
F= / —> " gap o b, (3.30)
a a,ﬂ

wenn das relevante Kurvenstiick von den Parameterwerten a und b begrenzt wird.

Geodéten haben nun die interessante Eigenschaft, das Integral zu minimieren
bzw. zu maximieren. Damit erben die Geodéten von den Geraden auch die Eigenschaft
ykiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten®, wenn man davon absieht, dass es sich
aufgrund des Vorzeichens der ,,Norm“ in manchen Féllen auch um die ldngste Verbindung
handeln kann.

Aus der Extremaleigenschaft in Bezug auf die ,Liange* folgt auch eine Lagrange’sche
Extremalbedingung fiir Geodéten. Und zwar erfiilllen Geodéten immer die Euler-La-
grange-Gleichung (siehe Anhang Bf) mit der Lagrange-Funktion

x® P
L= Zgaﬁd () de”(t) (3.31)
o3

dt dt
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3 Differentialgeometrie

Bei gegebener Metrik ergibt sich damit ein einfaches (wenn auch manchmal aufwéndi-
ges) Verfahren zu Berechnung von Christoffel-Symbolen: Es werden die Euler-Lagrange-
Gleichungen mit der Lagrange-Funktion aufgestellt. Sie werden so umge-
formt und ineinander eingesetzt, dass in jeder resultierenden Gleichung nur noch eine
der Ableitungen
d?z(t)
dt?

vorkommt. Dann kann man durch einen Koeffizientenvergleich mit die Christoffel-
Symbole direkt ablesen. Ein solches Vorgehen wurde in Anhang [C] zur Berechnung der
Christoffel-Symbole der Kerr-Metrik angewandt.

3.5 Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten

Um spéter die Symmetrie von Mannigfaltigkeiten ausnutzen zu kénnen, ben6tigen wir der
Killing’schen Vektorfelder. Hierzu miissen wir uns ein wenig mit Abbildungen zwischen
Mannigfaltigkeiten beschiftigen. Eine detaillierte Darstellung findet man z. B. in [23]
S. 437-444]; hier geniigen daraus die grundlegendsten Definitionen. Beginnen wir mit dem
Begriff des Diffeomorphismus. Er ist die Ausdehnung des Begriffes Homéomorphismus
auf die differenzierbare Struktur von Mannigfaltigkeiten. Wir definieren also nach [23]
S. 14]:

Definition 3.19 (Diffeomorphismus) Seien M und N Mannigfaltigkeiten. Fine bi-
jektive Abbildung ¢ : M — N heifit Diffeomorphismus, wenn sowohl ¢ als auch ¢!
differenzierbar sind.

Zu jedem Diffeomorphismus ¢ : M — N gibt es eine Abbildung ¢*, die Tensoren auf M
in Tensoren auf N iiberfiihrt. Fiir Genaueres siehe [23 S. 437-438].

Wir fahren nun fort, indem wir Diffeomorphismen betrachten, die von einem Parameter
abhéngen [23, S. 18]:

Definition 3.20 (Einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen) FEs sei M ei-
ne Mannigfaltigkeit. Fine einparametrige Gruppe von Diffeomorphismen ist eine diffe-
renzierbare Abbildung R x M — M, so dass ¢y : M — M fiir alle t € R ein Diffeomor-
phismus ist und fiir alle t,s € R die Gleichung ¢y 0o ¢s = ¢dy45 gilt.

Zu einer einparametrigen Gruppe von Diffeomorphismen kénnen wir ein generierendes
Vektorfeld angeben, indem wir die Kurven betrachten, die ein fester Punkt p bei Varia-
tion des Parameters t von ¢; beschreibt: Diese Kurve ist die Abbildung ¢:(p) : R — M.
Thr Tangentialvektor an der Stelle ¢ = 0 wird als generierendes Vektorfeld der einpara-
metrigen Gruppe von Diffeomorphismen ¢; bezeichnet.
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3 Differentialgeometrie

Wir betrachten nun eine besondere Art dieser Gruppen, die einparametrigen Isome-
triegruppen. Dies sind einparametrige Gruppen von Diffeomorphismen, die die Metrik
unveréindert lassen, fiir die also fiir alle t € R

(D59)ab = Yab (3.32)

ist. Mit Hilfe dieser Isometriegruppen lassen sich leicht Symmetrien in Metriken aus-
nutzen: Ist eine Metrik gegeben, die unabhiingig von Anderungen in einem bestimmten
Parameter ist, so kann man dazu natiirlich eine einparametrige Isometriegruppe an-
geben. Generierende Vektorfelder von einparametrigen Isometriegruppen heiflen auch
Killing’sche Vektorfelder [23), S. 441]. Mit Hilfe dieser Vektorfelder kann man auf Erhal-
tungsgrofien von Geodéten schlieflen.

Um diese Erhaltungsgréfien exakt mathematisch zu begriinden, ist die Einfiihrung der
Lie-Ableitung notig. Dies wiirde hier jedoch zu weit fithren. Es wird hier deshalb nur
das Resultat angegeben, das auch ohne die Lie-Ableitung formuliert werden kann [23]
S. 442]:

Satz 3.21 (Erhaltungsgroflien) Sei £¢ ein Killing’sches Vektorfeld und ~ eine Geo-
ddte mit der Tangente u®. Der Skalar £,u® ist dann entlang v konstant.

Dieser Satz ist vor allem beim Aufstellen von Bewegungsgleichungen sehr niitzlich, wie
wir spéter in Abschnitt [5.3] sehen werden.

3.6 Kriimmung

Auf die Kriimmung soll hier nur sehr kurz eingegangen werden; der Rest der Facharbeit
verwendet den Begriff der Kriimmung mehr in einem intuitiven Sinn. Es sollen hier nur
diejenigen mathematischen Definitionen angegeben werden, zu dem in den Einstein’schen
Feldgleichungen vorkommenden Finstein-Tensor fithren.
Zuniéchst einmal existiert ein Tensorfeld Ryp.® derart, dass fiir alle Felder von 1-Formen
w, die Gleichung
VaViwe — VoVawe = Rapelwy (3.33)

erfiillt ist [23] S. 37]. Der Tensor R heifit auch Riemann’scher Kriimmungstensor.
Weiterhin definiert man mit
Rae = Rape (3.34)

den Ricci-Tensor und mit

R =R," (3.35)

den Krimmungsskalar. Der Einstein-Tensor Gy, wir dann durch
1
Gap = Rap — iRgab (3.36)

definiert [23], S. 40].
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4 Eine genauere Betrachtung der
Allgemeinen Relativitatstheorie

Nachdem wir nun etwas tiefer auf die moderne mathematische Beschreibung von Mannig-
faltigkeiten eingegangen sind, soll dargelegt werden, wie die mathematischen Konzepte
zur Formulierung einer physikalischen Theorie genutzt werden konnen. Hierbei gehen wir
zunéchst auf die Darstellung des physikalischen Raumes in der ART ein; der Raum kann
allerdings nicht mehr getrennt von der Zeit aufgefasst werden, so dass man treffender
von Raumzeit spricht.

4.1 Grundlagen des Raumzeit-Verstdndnisses der ART

Die Allgemeine Relativitdtstheorie war vor allem deswegen so revolutionér, weil sie ein
vOllig neues Verstdndnis von Raum und Zeit postulierte. War der physikalische Raum
bisher euklidisch (in der Newton’schen Mechanik) oder zumindest flach (in der Speziellen
Relativitétstheorie), werden in der ART (fast) beliebige gekriimmte Réume zugelassen,
die heutzutage mathematisch als differenzierbare Mannigfaltigkeiten beschrieben wer-
den. Ein wichtiges Konzept in der ART ist die Invarianz bei beliebigen differenzierbaren
Koordinatentransformationen (allgemeine Kovarianz) [20, S. 89]; jeder Beobachter ist
also gleichberechtigt. Dies stellt nochmal eine bedeutende Verallgemeinerung gegeniiber
den vorherigen Theorien dar, wo nur Beobachter in Inertialsystemen gleichberechtigt
waren. Mit der ART kann man z. B. direkt beschreiben, wie ein sich drehender Beobach-
ter Bewegungen von Koérpern wahrnimmt. In der Newton’schen Theorie mussten dazu
erst die Resultate fiir einen unbeschleunigten Beobachter ermittelt werden und diese
anschliefend ins beschleunigte System transformiert werden.

Im Folgenden soll beschrieben werden, wie die ART die Raumzeit und die ihre Struktur
beschreibt, und auf welche Weise damit die Eigenschaften der Gravitation aus Abschnitt
umgesetzt werden. Wir werden sehen, dass durch den Formalismus der Differential-
geometrie die Erfiillung der Eigenschaften sehr einfach ist.

4.1.1 Die Raumzeit-Mannigfaltigkeit

Postulat 1 (Raumzeitbegriff der ART) Die physikalische Raumzeit ist darstellbar
als ein geordnetes Paar (M, g), bestehend aus einer vierdimensionalen differenzierbaren
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4 FEine genauere Betrachtung der Allgemeinen Relativitédtstheorie

Mannigfaltigkeit M und einem auf M definierten metrischen Tensorfeld g, das tiberall
eine Lorentz-Signatur aufweist.

Die Mannigfaltigkeit ist die natiirliche Verallgemeinerung des euklidischen Raums, der
in der Newton’schen Theorie zu Grunde gelegt wird. In Kapitel [3| haben wir die Mannig-
faltigkeit zwar mit Hilfe von Karten, also lokalen Koordinatensystemen definiert (siehe
vor allem Abschnitt ; bei den weiteren Definitionen, wie z. B. des Tensors, sind wir
aber koordinatenunabhdngig vorgegangen. Der Tensor ldsst sich zwar fiir ein bestimmtes
Koordinatensystem in Komponentenschreibweise angeben, ist aber doch insgesamt ein
Konstrukt, das eine geometrische Bedeutung hat, die unabhéngig von Koordinatensys-
temen ist.

Dieser Formalismus ist natiirlich die beste Voraussetzung fiir die Verwirklichung der
allgemeinen Kovarianz. Gleichungen, die nur mit Hilfe von Tensoren und deren kovari-
anten Verkniipfungen (Addition, Multiplikation mit einem Skalar, Tensorprodukt und
Kontraktion) geschrieben werden, sind automatisch in allen Koordinatensystemen giil-
tig, weil wir in der Definition der Operationen (mit Ausnahme der Kontraktion) nicht
auf spezielle Koordinatensysteme zuriickgegriffen haben. Die Kovarianz der Kontraktion
haben wir zumindest fiir den Spezialfall der Anwendung einer 1-Form auf einen Vektor
explizit bewiesen (Gleichung (3.13)).

Durch die Lorentz-Signatur wird der Tatsache Rechnung getragen, dass genau drei
Raumkoordinaten und eine Zeitkoordinate in der physikalischen Realitét festgestellt wer-
den koénnen. Der Prototyp der Lorentz-Signatur ist die Metrik der SRT,

ds® = —dt?* + da?* + dy* + d2?, (4.1)

die auch als Minkowski-Metrik bezeichnet wird. Die Lorentz-Signatur stellt also sicher,
dass zumindest eine gewisse Einschréinkung beziiglich der Metriken besteht, die eine
Vertriglichkeit zur SRT gewéhrleistet. Denn die SRT soll schliellich lokal gelten (siehe
Aquivalenzprinzip, S. .

Durch die Anwesenheit von Energie (z. B. in Form von Materie) wird die Raumzeit
gekriimmt (siehe Abschnitt [4.1.3)). Dies bedeutet, dass ihre innere Geometrie verdndert
wird. Somit werden durch die Kriitmmung sdamtliche physikalischen Prozesse beeinflusst.
Die mathematische Darstellung der Gravitation durch eine Kriimmung des den phy-
sikalischen Abldufen zugrunde liegenden Raums ist also die Umsetzung der bereits in
Abschnitt erwiihnten Universalitéitseigenschaft.

4.1.2 Das Aquivalenzprinzip

Man kann mathematisch beweisen, dass sich fiir jedes Ereignis F Koordinaten finden
lassen, so dass die Metrik in £ der Minkowski-Metrik (4.1)) entspricht und ihre Ableitung
am Punkt E verschwindet [19] S. 83].
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Die mathematische Seite des Aquivalenzprinzips ist also bereits durch unsere differen-
tialgeometrische Beschreibung der Raumzeit erfiillt.

Um das Aquivalenzprinzip auch physikalisch umzusetzen, miissen wir bei der Aufstel-
lung von physikalischen Gesetzen folgendes beachten: Ein Gesetz der ART muss sich fiir
eine flache Metrik zu dem entsprechenden Gesetz der SRT vereinfachen. Dies erreicht
man meist dadurch, dass man als Gesetze der ART Gesetze der SRT verwendet, wobei
die vorkommenden (partiellen) Ableitungen durch kovariante Ableitungen ersetzt werden
[17, S. 184].

4.1.3 Die Einstein’schen Feldgleichungen

In der ART ist die Metrik der Raumzeit nicht von vornherein festgelegt, wie in der SRT,
sondern héngt vom Materie- und Energieinhalt des Raumes ab. Dieser wird durch den
Energie-Impuls-Tensor Ty, beschrieben. Die Metrik ist dann durch die Einstein’schen
Feldgleichungen bestimmt [23] S. 72]:

Postulat 2 (Einstein’sche Feldgleichungen) Sei (M, g) eine Raumzeit nach Postu-
lat[1] Sei ferner Ty, der Energie-Impuls-Tensor der Materiefelder der Raumczeit. Fiir den
Einstein-Tensor Ggp, gilt dann folgende Gleichung:

Gap = 81Ty (42)

Fiir das Vakuum, also beim Verschwinden des Energie-Impuls-Tensors, erhélt man die
Vakuum-Feldgleichungen
Gap = 0. (4.3)

4.2 Die Bewegung von Koérpern in der Raumzeit

Massive Korper bewegen sich stets auf zeitartigen Kurven durch die Raumzeit, masse-
lose auf lichtartigen. Bei der Abwesenheit von externen Feldern und vernachldssigbarer
Ausdehnung der Koérper sind dies stets Geodédten. Diese Tatsache kénnte man aus den
Einstein’schen Feldgleichungen herleiten; wir wollen sie hier einfach als zusétzliches Pos-
tulat einfiihren:

Postulat 3 (Geodidtenhypothese) Ein punktformiges Objekt bewegt sich auf einer
Geoddte durch die Raumzeit. Massive Objekte bewegen sich dabei auf zeitartigen, mas-
selose auf lichtartigen Geoddten.

Um diese Geoddtenhypothese trotzdem plausibel zu machen, wollen wir auf eine Ana-
logie mit der Newton’schen Theorie zuriickgreifen: In der Newton’schen Theorie geht
man davon aus, dass sich Korper, auf die keine Kraft wirkt, auf Geraden bewegen (siehe
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Abschnitt . Das Konzept der Geraden ist jedoch nur im Newton’schen euklidi-
schen Raum wohldefiniert. In gekriimmten Rdumen ist die einzig geometrisch sinnvolle
Verallgemeinerung der Geraden die lokal gerade Kurve, also die Geodéte.

Die Bewegungsgleichung der ART fiir kréaftefreie Korper ist also . In dieser Glei-
chung spielen die Christoffel-Symbole der jeweiligen Metrik eine grofie Rolle. Deren Be-
rechnung ist zwar manchmal etwas aufwéndig (sieche Anhang , stellt uns aber meistens
vor keine groferen mathematischen Probleme (siehe Abschnitt [3.3). Damit erhalten wir
also ziemlich einfach Differentialgleichungen der Form , deren exakte Losung zwar
meist schwierig ist, die aber zumindest numerisch gut gelést werden kénnen. Eine solche
numerische Losung fiithrt auch das erstellte Simulationsprogramm durch (siehe Kapitel

In der ART konnen natiirlich auch Kréfte auftreten, obwohl sie fiir alle in dieser
Arbeit relevanten Fille nicht bendtigt werden, da die Gravitation an sich ja keine Kraft
ist. Wenn aber z. B. elektromagnetische Felder vorliegen, miissen auch in der ART Kriifte
eingefithrt werden. Die Bewegungsgleichung eines punktformigen Korpers verédndert sich
dann von

T°V,T" =0

zu

mT*V,T° = F°, (4.4)

wenn 7 der Tangentialvektor der Bahn des Korpers, m seine Masse und F? die auf ihn
wirkende Kraft ist. Es ist klar, dass T%V,T? nichts weiter als die kovariante Beschleuni-
gung des Korpers ist. Damit ist Gleichung die Verallgemeinerung des Newton’schen
Bewegungsgesetzes . Wir haben somit die Forderung des Aquivalenzprinzips (siche
Abschnitte [1.2.2] und [4.1.2) erfiillt.

4.3 Losungen der Einstein’schen Feldgleichungen

Die Einstein’schen Feldgleichungen sind trotz ihrer einfachen Form ein komplizier-
tes System von nichtlinearen verketteten Differentialgleichungen. Thre exakte Losung ist
deshalb nur in sehr wenigen Spezialfillen mit stark idealisierenden Annahmen méglich.
Trotzdem lassen sich aus den wenigen Losungen sehr interessante Erkenntnisse iiber die
Struktur von Raum und Zeit gewinnen.

Die Feldgleichungen sind so kompliziert, dass eine allgemeine analytische Losung prak-
tisch unmoglich ist. Da die ART jedoch eine geometrische Theorie ist, kann man Loésun-
gen der Feldgleichungen oder fiir bestimmte Spezialfélle oft durch geometrische
Uberlegungen erhalten. Dies sind meist Symmetriebetrachtungen.

Es sollen im folgenden einige der bekannten Losungen vorgestellt werden. Es wurde
dabei eine Einteilung in zwei Gruppen vorgenommen: Die erste Gruppe sind Losungen,
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die ein lokales physikalisches Szenario beschreiben sollen. Ein Beispiel hierfiir ist das Gra-
vitationsfeld eines Sterns. Die zweite Gruppe besteht aus Losungen, die das Universum
als Ganzes betreffen. Hierbei interessieren uns vor allem die globalen Eigenschaften.

Vom mathematischen Standpunkt sind die beiden Gruppen von Lésungen nicht zu un-
terscheiden, da jedes Mal die Geometrie der gesamten Raumzeit beschrieben wird. Die
beiden Losungsgruppen sind also nur bei ihrer Anwendung auf die Realitit zu unterschei-
den: Die globalen Losungen sind Néherungen fiir die Gesamtstruktur des Universums,
wenn man lokale ,,Storungen® wie z. B. Sterne vernachléssigt. Genau diese Stérungen
konnen sehr gut durch die Losungen der ersten Gruppe beschrieben werden, wenn man
sich auf ein kleines Gebiet der Raumzeit beschrinkt und damit Auswirkungen anderer
Himmelskorper sowie andere globale Effekte aufler Acht ldsst.

4.3.1 Losungen fiir einzelne Masseobjekte
4.3.1.1 Die Schwarzschild-Lésung

Eine der ersten Losungen der Einstein’schen Feldgleichungen war die Schwarzschild-
Lésung. Sie wurde nur wenige Monate nach dem Erscheinen von Einsteins Theorie von
Karl Schwarzschild (1873-1916) gefunden. In Kugelkoordinaten (¢, r, 6, ¢) lautet sie

2M oM\ !
ds® = — (1 — ) dt* + (1 - ) dr® 4 r*d9?, (4.5)

T T

wobei d2? eine Abkiirzung fiir df? + sin? 6 d¢? ist.

Die Schwarzschild-Losung ist diejenige Losung der Vakuum-Feldgleichungen (4.3)), die
alle statischen und kugelsymmetrischen Raumzeiten beschreibt. Sie reprisentiert somit
die Raumzeit um ein kugelférmiges Objekt wie z. B. die Sonne oder unsere Erde, wenn
man den Einfluss anderer gravitativ wirkender Objekte und die Rotation des Zentral-
korpers unbeachtet lidsst. Die Rotation eines Himmelskorpers definiert ndmlich eine aus-
gezeichnete Richtung (die Rotationsachse) im Raum, dadurch wird die Kugelsymme-
trie der Anordnung zerstort; die Schwarzschild’sche Losung kann also grundsétzlich auf
Probleme mit rotierenden Himmelskérpern nicht mehr angewandt werden. Kleine Rota-
tionsgeschwindigkeiten kénnen jedoch vernachléssigt werden, so dass z. B. in unserem
Sonnensystem die Schwarzschild-Losung die Situation zwar eigentlich nicht vollstdndig
beschreibt, aber trotzdem sehr gute Ergebnisse produziert.

Einige ausgewdhlte Eigenschaften der Schwarzschild-Metrik und ihrer Bahnkurven
werden in Abschnitt noch genauer betrachtet werden. Hier wollen wir kurz auf die
auftretende Singularitdt und auf den Ereignishorizont eingehen.

Im Zentrum eines Schwarzschild-Loches (r = 0) tritt ein Phianomen auf, das in der Re-
lativitdtstheorie als Singularitit bezeichnet wird: Die Kriimmung wird unendlich gro8,
und zwar in jedem Koordinatensystem. Will man den Begriff Singularitit exakt ma-
thematisch definieren, st6fft man schnell auf Probleme: Eine unendliche Kriimmung ist
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mathematisch genau wie die ,,Zahl“ oo nicht exakt definiert. Damit muss man die Punk-
te der Mannigfaltigkeit, an denen unendliche Kriimmungen auftreten wiirden, aus der
Mannigfaltigkeit entfernen. Damit sind jedoch genau die Punkte, die als Singularitét
bezeichnet werden, gar nicht mehr in der Raumzeit enthalten. Der Begriff des ,,Ortes
einer Singularitét* kann damit gar nicht mehr auf einfache Weise definiert werden [23,
S. 212-213].

Doch wir wollen uns mit solchen technischen Details nicht lange authalten. Wichtig
sind vor allem zwei Tatsachen:

Erstens versagen an Singularitdten die Gesetze der Physik: Bei Schwarzschild-Léchern
erreichen alle in das Loch stiirzenden Koérper in endlicher Eigenzeit die Singularitét. Da-
mit ist alle Masse des Schwarzen Lochs an einem Punkt konzentriert. Die sich daraus
ergebende unendliche Materiedichte ist physikalisch natiirlich unsinnig. Es gibt keine
physikalischen Gesetze, die das Verhalten der Materie unter solchen Bedingungen be-
schreiben koénnten.

Die zweite erwahnenswerte Tatsache ist die Existenz eines Ereignishorizonts. Alle Ma-
terie, die die Grenze r = 2M (den so genannten Schwarzschildradius) iiberschritten hat,
ist dazu verdammt, fiir immer im Schwarzen Loch zu bleiben. Ein Entkommen ist nicht
mehr moglich, auch nicht fiir Licht. Dies ist der Grund, warum Schwarze Locher schwarz
sindl]

Die Existenz eines Ereignishorizonts ist ein Beispiel fiir kosmische Zensur. Darunter
versteht man die Vermutung, dass Singularitéiten in der Raumzeit immer von Horizonten
umgeben sind, die verhindern, dass die Singularitéten fiir entfernte Beobachter direkt zu
»sehen sind [23] S. 302]. Es ist noch ungekliirt, ob diese Vermutung universell giiltig ist.

4.3.1.2 Die Kerr-Losung

Setzt man zunichst
Y =12+ a’cos’ 0
und
A:=7r%4+a%+ €2 —2Mr,

so erhilt man fiir die Kerr-Metrik [23] S. 313]

g2 — A a’sin? @ g 2asin? 0(r? + a® — A)

X X
(r? +a?)? — Aa®sin? 0
X

dt do

. X
sin® 0 do? + N dr?® + X df>. (4.6)
'Hawking hat gezeigt, dass schwarze Locher durchaus durch komplizierte Quantenprozesse Strahlung
aussenden konnen. Auch hierbei iiberschreitet jedoch keine Materie- oder Strahlungsform den Ereig-
nishorizont von innen nach auflien [2 S. 255-257].
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Die Kerr-Metrik représentiert Raumzeiten, die beziiglich einer Achse Rotationssymme-
trie aufweisen und stationér, d. h. zeitlich nicht verénderlich sind. Dies ist in der Umge-
bung von rotierenden Masseobjekten der Fall. Die Kerr-Metrik eignet sich besonders zur
Beschreibung rotierender Schwarzer Locher. Die hier vorgestellte Version enthélt auch
die Moglichkeit, dass die Zentralmasse geladen ist, kann also prinzipiell alle Schwarzen
Lécher beschreiben (siehe auch Abschnitt [5.2)).

Auch in der Kerr-Metrik gibt es einen Ereignishorizont. Dieser liegt bei

ry =M+ M?—a?— 2. (4.7)

Hat ein Korper den Ereignishorizont iiberquert, so steuert er nicht direkt auf die Singu-
laritdt bei r = 0 zu, sondern findet einen weiteren, inneren Horizont bei

M? — a2 — e2 (4.8)

vor. Hat der Korper auch diesen iiberquert, so wird er unaufthaltsam in die Singularitat
stiirzen. Dabei handelt es sich nicht um eine Punktsingularitit wie bei der Schwarzschild-
Metrik, sondern um eine Ringsingularitidt. Wenn M? < a® 4 €2, gibt es keinen Ereignis-
horizont. In diesem Fall liegt eine so genannte nackte Singularitit vor. Die Kerr-Losung
repréasentiert dann kein Schwarzes LochE| [23, S. 315-316].

FEin weiteres Phinomen der Kerr-Losung ist die so genannte Ergosphdre. Dies ist der-
jenige Bereich der Raumzeit aulerhalb des Ereignishorizonts, wo das zur zeitlichen Sym-

metrie gehorende Killing’sche Vektorfeld €% = (% * raumartig ist. Wie man bei Be-
trachtung des Vorzeichens des dt*>-Koeffizienten in (4.3.1.2)) erkennt, ist das fiir

rp <1 <M+VM?—e2—a2cos?f (4.9)

der Fall. Die Ergosphire ist graphisch in Abbildung dargestellt.

Ein Koérper kann innerhalb der Ergosphére nicht ruhen (in den Koordinaten der Kerr-
Metrik); wiirde er dies tun, so wire £* der Tangentialvektor seiner Weltlinie und da
£% raumartig ist, wiirde sich der Korper mit Uberlichtgeschwindigkeit bewegen. Weitere
Uberlegungen zeigen, dass ein Korper innerhalb der Ergosphére immer in Richtung der
Drehung des Schwarzen Loches um die Drehachse des Schwarzen Lochs rotieren muss
[23, S. 319].

Innerhalb der Ergosphére ist es aulerdem moglich, dass Koérper negative Energie besit-
zen. Damit ist es moglich, aus dem Schwarzen Loch Energie zu extrahieren: Ein Korper
der Energie Ey wird von auflen in die Ergosphére geschossen. Dort zerlegt man ihn (z. B.
durch eine Explosion) in zwei Teilkérper, von denen einer die negative Energie Ej, der
andere eine positive Energie Fo > Ey trigt, so dass Eyg = F1 + F» ist. Den Korper mit
der Energie F; ldsst man nun ins Loch fallen; der Kérper mit der Energie Ey verldsst

2Unter einem ,,Schwarzen Loch® versteht man normalerweise nur Objekte mit Ereignishorizont.
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Abbildung 4.1: Die Ergosphiire eines Kerr-Loches. Die durchgezogenen Linien bezeich-
nen den FKEreignishorizont, die gestrichelten die duflere Grenze der Er-
gosphére. ¢ ist die Rotationsachse (f = 0) des Schwarzen Loches [23]
S. 319].

die Ergosphére wieder. Damit hat das Schwarze Loch Energie verloren, die der iibrig
gebliebene Probekorper tragt. Dieser Prozess wurde 1969 von Roger Penrose entdeckt
23] S. 324-325].

Die Kerr-Metrik hat noch viele weitere interessante Eigenschaften [23, S. 312-337].
Thre Christoffel-Symbole werden in Anhang [C] berechnet.

4.3.2 Globale Losungen
4.3.2.1 Das Robertson-Walker-Friedmann-Universum

Bis jetzt haben wir nur Losungen betrachtet, die lediglich die gravitative Wirkung eines
Masseobjekts beschreiben. Man wird sich nun fragen, ob die ART auch in der Lage ist,
einen groben Uberblick iiber die Gesamtstruktur des Universums zu geben. Die Theorie
kann dies tatséchlich: Die entsprechende Losung der Einstein’schen Feldgleichungen wird
auch als Robertson- Walker-Friedmann-Universum bezeichnet.

Wenn man eine Theorie des Universums aufstellt, ist auch die Ideologie eine entschei-
dende Komponente: Wéhrend in frithen Theorien der Mensch die Erde als Mittelpunkt
des Universums auffasste, haben spétere Astronomen erkannt, dass wir nur einer von
mehreren Planeten sind, der um eine von Milliarden von Sonnen in unserer Galaxie
kreist, die wiederum nur eine unter Milliarden ist. Wir kénnen inzwischen sagen, dass
yunser® Ort im Universum in keiner Weise irgend etwas Besonderes ist.
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Wir kénnen damit zur folgenden Annahme gelangen: Das Universum ist rdumlich
homogen, also an jedem Punkt gleich. Die Homogenitét ist dabei ausdriicklich nicht auf
die Zeitkoordinate ausgedehnt; es kann (und wird fast immer auch!) eine gewisse zeitliche
Entwicklung eintreten.

Man kann zwar mathematische Modelle aufstellen, die diese Homogenitéit umsetzen,
jedoch kann die Homogenitét experimentell schlecht iiberpriift werden, da es keinen ein-
fachen Weg zur Entfernungsbestimmung weit entfernter astronomischer Objekte gibt.
Deshalb setzen wir unsere anfingliche Uberlegung in eine #hnliche Annahme, die der
Isotropie, um: Das Universum ist allen Richtungen gleich; es gibt also keine ausgezeich-
nete Richtung. Da wir nicht davon ausgehen, dass unsere Position etwas Besonderes ist,
fordern wir, dass dies an allen Punkten des Universums gilt.

Mathematisch driickt man die Isotropie durch die Forderung aus, dass die Mannig-
faltigkeit um jeden ihrer Punkte kugelsymmetrisch ist. Diese Forderung mutet zunéchst
etwas unplausibel an, da wir uns ein solches Szenario nur schwer vorstellen kénnen. Al-
lerdings koénnen wir hier wieder eine zweidimensionale Hilfskonstruktion machen: Eine
Kugeloberflache erfiillt genau unsere Symmetrieforderung.

Auch fiir die Raumzeit gibt es Szenarien, in denen unsere Forderung gilt. Sie werden
durch die Robertson- Walker-Friedmann-Ldsung beschrieben, deren Metrik die Form

ds* = —dt* + S%(t) do* (4.10)

hat, wobei do? die (zeitunabhingige!) Metrik eines dreidimensionalen Raumes mit kon-
stanter Kriimmung ist. Fiir do? kénnen drei Fille auftreten:

1. Die Kriimmung ist konstant negativ.
2. Die Kriimmung ist konstant gleich Null.
3. Die Kriimmung ist konstant positiv.

Durch Skalierung der Funktion S kénnen wir die Kriimmung immer auf die Werte —1,
0 oder +1 normalisieren. Dann kénnen wir die Metrik do? als

do? = dx® + f2(x)(d6? + sin® 6 dp?) (4.11)

schreiben, wobei fiir die Funktion f unter Verwendung des Symbols K fiir die normali-
sierte Kriimmung folgendes gilt:

siny, wenn K =41
=49 x wenn K =0 (4.12)
sinhy, wenn K = —1

Die Koordinate xy kann dabei fiir K = 0 oder K = —1 Werte von 0 bis co annehmen,
wihrend im Fall K = +1 nur Werte von 0 bis 27 moglich sind.
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Was bringt uns nun dieser mathematische Formalismus? Nun, mit Hilfe der so ge-
nannten Raychaudhuri-Gleichung kann man zeigen, dass unter sinnvollen Bedingungen
die Funktion S in Gleichung niemals konstant sein kann; dies bedeutet jedoch,
dass das Universum immer entweder expandieren oder kontrahieren muss! Slipher und
Hubble lieferten erstmals experimentelle Belege dafiir, als sie erkannten, dass sich alle
Galaxien von uns wegbewegen. Weiterhin kann man zeigen, dass S sogar vor endlicher
Zeit tg gleich Null gewesen sein muss. Dies ist jedoch nichts anderes, als die Vorhersage
des Urknalls, da S(¢) = 0 bedeutet, dass das Universum zur Zeit ¢ keine rdumliche Aus-
dehnung mehr besitzt, dass also alle Materie auf einem Punkt konzentriert war. Damit
war die Dichte ,,vor“ dem Urknall unendlich hoch und es lag eine Singularitdt vor.

Auch fiir die Zukunft des Universums kénnen mit dem Robertson-Walker-Friedmann-
Modell Aussagen gemacht werden: Wenn die Kriitmmung positiv ist (K = 1), wird unter
bestimmten Bedingungen ein erneuter Kollaps des Universums vorhergesagt; bei K =0
oder K = 1 wichst S immer weiter und damit expandiert auch das Universum eine
unendliche Zeit weiter.

Die hier gegebene Einfithrung in die Leistungen der ART fiir die Kosmologie ist not-
wendigerweise unvollstindig: Zum einen musste auf die Herleitung der mathematischen
Tatsachen verzichtet werden, zum anderen wurde die so genannte kosmologische Kon-
stante vernachléissigt.

Insgesamt kann man jedoch sagen, dass jede Kosmologie unvollstindig ist: Um das
gesamte Universum iiberhaupt beschreiben zu kénnen, miissen sehr idealisierte Annah-
men getroffen werden; in unserem Beispiel war das die Kugelsymmetrie des Universums
in jedem Punkt. Global ist diese Annahme wohl zu rechtfertigen, lokal ist sie jedoch
schlichtweg falsch, und wir wissen nicht, ob derartige Annahmen nicht ein vollig ver-
falschtes Bild unseres Universums ergeben.

[9, S. 134-142]

4.3.2.2 Das Godel-Universum

Hier ist eine weitere Metrik, die in der Lage ist, das ganze Universum zu beschreiben.
Sie wurde 1949 von Kurt Godel gefunden:

1
ds* = —dt* + dz* — B exp(2v2wz) dy? + dz? — 2 exp(V2wz) dt dy (4.13)

Diese Losung hat eine interessante mathematische Eigenheit: Es gibt geschlossene zeit-
artige Kurven [0, S. 168-170]. Man kann also also eine Reise durchfithren und nach
endlicher positiver Eigenzeit wieder am Ausgangsereignis sein (man erinnere sich, dass
der Begriff Ereignis auch die Zeit eindeutig festlegt). Dies ist nichts anderes als eine Zeit-
reise. Aus den verschiedenen Science-Fiction-Filmen ist ja hinreichend bekannt, welche
Kausalitdtsprobleme Zeitreisen mit sich bringen. Man iiberlege nur, was passiert, wenn
man in der Vergangenheit vor seiner Geburt seine eigene Mutter umbringt!
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Das Godel-Universum hat keine grofle physikalische Bedeutung, da es aufgrund der
Kausalitatsverletzungen unserem Empfinden der Realitét entgegenlduft. Das Godel-Uni-
versum lasst jedoch folgendes erkennen: Die Kausalitdt wird nicht bereits durch die
Einstein’schen Feldgleichungen bedingt, da ja die Godel-Metrik eine Losung dieser Glei-
chungen ist.

4.3.3 Wellenlésungen

Die Maxwell’sche Formulierung der Elektrodynamik gesteht dem elektromagnetischen
Feld ein Eigenleben zu: Verdnderungen der Feldstérke bewegen sich unabhéngig von den
Quellen in Form von elektromagnetischer Strahlung durch den Raum. Der mathemati-
sche Grund dafiir ist die Existenz von Wellenldsungen fiir die Maxwell-Gleichungen. Mit
etwas hoherem mathematischen Aufwand kann man auch die Existenz von Wellenlésun-
gen fiir die Einstein’schen Feldgleichungen beweisen. Die ART sagt also die Existenz von
so genannten Gravitationswellen voraus [23), S. 78].

Es gibt eine Anzahl von Vorgéngen im Kosmos, die laut den Rechnungen der Astrophy-
siker Gravitationswellen in einer fiir die Beobachtung ausreichenden Stérke aussenden.
Dies sind der Kollaps massereicher Sterne (Supernovae), rotierende Neutronensterne,
die Verschmelzung zweier kompakter, sich umeinander bewegender Objekte (Schwarze
Locher, Neutronensterne) und natiirlich der Urknall [I8], S. 20].

Die Detektion von Gravitationswellen stiitzt sich auf Lingenmessungen (siche Ab-
schnitt ; eine Gravitationswelle ist ndmlich nichts anderes als eine sich fortpflanzen-
de Anderung des metrischen Tensorfelds. Anderungen der Metrik beeinflussen natiirlich
per definitionem Lingenmessungen. Die Auswirkungen einer Gravitationswelle auf eine
Anordnung von Probekorpern ist in Abbildung dargestellt.

Qe

Abbildung 4.2: Ein Ring aus acht frei beweglichen Kérpern ist einer senkrecht zur Zei-
chenebene einfallenden Gravitationswelle ausgesetzt. Dargestellt ist eine
ganze Schwingungsperiode. [18] S. 20]
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4.4 Experimentelle Uberpriifung der ART

Wie die meisten Erkenntnisse Einsteins griindete die ART nicht auf neuen experimen-
tellen Ergebnissen, die einer Erkldrung bedurft hétten, sondern auf rein theoretischen
Uberlegungen, deren Ziel es vor allem war, die SRT so zu erweitern, dass auch die Gravi-
tation beschrieben werden konnte. Somit ist es auch nicht verwunderlich, dass die ART
zunéchst tiberhaupt keine experimentelle Grundlage hatte.

4.4.1 Lichtablenkung an der Sonne

Die erste konkret nachpriifbare Vorhersage der ART war eine Lichtablenkung an der
Sonne. Dies war keine revolutiondre Erkenntnis, jedoch sollte die Ablenkung doppelt so
stark sein wie nach der Newton’schen Theorie [2, S. 7]. Der Effekt war prinzipiell nach-
priifbar: Sterne mit bekannten Positionen sollten leicht verschoben erscheinen, wenn sie
sich in der Ndhe der Sonne befanden. Der Nachpriifung stand jedoch die Tatsache im
Weg, dass die Sonne viel zu hell schien und damit durch unsere Atmosphére gar keine
Sterne beobachtet werden konnten. Eine Verifikation der Vorhersage war also nur bei
einer totalen Sonnenfinsternis moglich. Zum ersten Mal wurde eine entsprechende Mes-
sung am 29. Méarz 1919 in zwei von Eddington und Dyson organisierten Expeditionen
durchgefiihrt. Das Ergebnis sprach eindeutig fiir Einstein, dem das physikalische Kollo-
quium in Ziirich, dem auch Debye und Weyl angehorten, ein kleines Gedicht widmete
[20, S. 180):

Alle Zweifel sind entschwunden,
Endlich ist es nun gefunden:

Das Licht, das lduft natiirlich krumm
Zu Einsteins allergrosstem Ruhm!

4.4.2 Gravitationswellen

Eine der umstrittensten Vorhersagen der ART sind die Wellenlosungen (siehe auch Ab-
schnitt . Die ART sagt also Gravitationswellen voraus, und genau hier liegt auch
das Problem: Noch niemand hat je Gravitationswellen gemessen, obwohl bereits eini-
ge Projekte diesbeziiglich am Laufen waren. Heute weifl man, dass das Scheitern der
fritheren Projekte in der mangelnden Empfindlichkeit der verwendeten Messinstrumente
begriindet lag. Denn die benétigte Genauigkeit ist enorm: Bei einer mehrere Kilometer
langen Teststrecke miissen Léngensinderungen von 10717 Zentimetern gemessen werden
[18, S. 19].

Praktisch wird dies mit Interferenz von Laserlicht durchgefiihrt: Durch zwei rechtwink-
lig angeordnete, etwa einen Meter dicke und mehrere Kilometer lange Edelstahlrohren, in
denen extremes Vakuum herrscht, werden energiereiche Laserstrahlen geschickt, anhand
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deren Interferenzerscheinungen man die typischen Auswirkungen von Gravitationswellen
(siehe Abbildung nachweisen will [I8, S. 19].

Zur Zeit werden verschiedene Projekte geplant, wie z. B. L1G0O an der Westkiiste der
USA mit einer Armlénge von vier Kilometern oder VIRGO in der Nihe von Pisa mit drei
Kilometer langen Armen [I, S. 33]. Das Projekt GEO 600 in der Nihe von Hannover
ist mit einer Armlénge von 600 Metern sogar schon nahezu einsatzbereit [I, S. 30].
Das ehrgeizigste Projekt jedoch heifit LisA: Es besteht aus einer Anordnung von drei
identischen Satelliten, die in Form eines gleichseitigen Dreiecks um 20 Grad hinter der
Erde her entlang der Erdbahn um die Sonne kreisen. Die Satelliten bilden zusammen ein
Laserinterferometer mit fiinf Millionen Kilometern Armlénge [1, S. 32].
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5.1 Endstadien des Kollapses

Bei der Sternentwicklung koénnen je nach Masse des Sterns verschiedene Endstadien
auftreten. Einen schematischen Uberblick gibt Abbildung

5.1.1 WeiBBe Zwerge

Weifle Zwerge sind ein Endstadium, wo ein bestimmter innerer Druck den Gravitations-
kollaps verhindern kann. Dieser Druck entsteht durch die schnelle Bewegung der Teilchen
im Stern. Diese Bewegung ist jedoch nicht thermischer Natur; die Energie einer solchen
Bewegung wiirde durch thermische Strahlung ziemlich schnell abgegeben werden.

Die Bewegung ist vielmehr auf einen quantenmechanischen Effekt zuriickzufithren: Das
Pauli-Prinzip verbietet zwei Fermionen, denselben Ort und denselben Impuls zu besit-
zen. Die Materie in einem Stern besteht zum Grofiteil aus Fermionen, da alle Protonen,
Neutronen und Elektronen Fermionen sind. Da jedoch durch die grofle Gravitation der
Ort dieser Materie sehr begrenzt ist, zwingt das Pauli-Prinzip vielen Teilchen einen sehr
hohen Impuls auf. Der so entstehende Entartungsdruck verhindert den Gravitationskol-
laps bei einem Weiflen Zwerg [2], S. 31-32].

Der Entartungsdruck entsteht vor allem durch die beteiligten Elektronen; die Protonen
und Neutronen fallen nicht so sehr ins Gewicht [9], S. 303].

Doch auch der Entartungsdruck kann den Gravitationskollaps nicht immer aufhalten.
So fand der indische Theoretiker Subrahmanyan Chandrasekhar (1910-1995) 1930 eine
obere Grenze von 1,4 Sonnenmassen fiir die Masse eines Weilen Zwergs [2, S. 32-33].

5.1.2 Neutronensterne

Ist ein Stern schwerer als 1,4 Sonnenmassen, so kann der Entartungsdruck der Elektronen
den weiteren Kollaps nicht aufhalten. Die Elektronen verschmelzen dann némlich mit den
Protonen zu Neutronen unter Aussendung eines Elektronenneutrinos [9, S. 304]:

e +p—le+tn

Erst wenn nahezu alle Elektronen und Protonen zu Neutronen geworden sind, ist wieder
ein Gleichgewicht moglich. Auch hier ist es wieder der Entartungsdruck, der die Gravi-
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Abbildung 5.1: Wenn der ganze Brennstoff eines Sterns verbraucht ist, kann dieser meist
keinen stabilen Zustand mehr aufrecht erhalten. Es kommt dann zu einem
Gravitationskollaps mit verschiedenen Endstadien [2), S. 30].

tation ausgleicht; dieses Mal wird er jedoch von den Neutronen hervorgerufen. Den ent-
stehenden stabilen Himmelskérper nennt man deshalb auch Neutronenstern. Eine obere
Massengrenze fiir Neutronensterne ist nicht so einfach zu bestimmen wie fiir Weifle Zwer-
ge, da bei den Neutronensternen die Kernkrifte eine grofie Rolle spielen, deren Verhalten
bei den auftretenden enormen Dichten noch nicht vollstandig erforscht ist. Theoretische
Uberlegungen kénnen jedoch mit ziemlicher Sicherheit Neutronensterne mit mehr als 3
Sonnenmassen ausschlieflen [2, S. 47].

Der erste Neutronenstern wurde im Jahr 1968 von der amerikanischen Doktorandin
Jocelyn Bell und ihrem Doktorvater Anthony Hewish entdeckt. Das entdeckte Himmels-
objekt war ein Radiopulsar mit der erstaunlich kurzen Periodendauer von 1,3 Sekunden.
Um dieses kurze Intervall zu erkldren, musste das beobachtete Objekt sehr kompakt
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sein. Die plausibelste Erklarung ist, dass es sich um einen rotierenden Neutronenstern
handelt.

5.1.3 Schwarze Locher

Ist der Gravitationskollaps nicht mehr aufzuhalten, wird also die Gravitationskraft die
stirkste der beteiligten Kréfte, so kollabiert die Masse zu einem Schwarzen Loch. Die
charakteristische Eigenschaft eines Schwarzen Lochs ist sein Ereignishorizont. Dies ist
eine das Schwarze Loch umgebende Grenze, die von Materie und Licht nur in einer
Richtung, ndmlich von auflen nach innen, iiberquert werden kann; etwas, das einmal ins
Schwarze Loch gefallen ist, kann nie wieder entkommen.

Die Vorstellung von Schwarzen Lochern ist nicht neu: Schon 1799 diskutierte Pierre
Simon Laplace (1749-1827) die Frage, ob die Gravitationskraft eines Korpers so stark
sein konnte, dass sie Licht am Entkommen hindern kénnte [9, S. 365-368]. Die Rechnun-
gen von Laplace sind mit heutigen Vorstellungen von Licht und Gravitation natiirlich
nicht mehr vereinbar, zeigen jedoch klar, dass die Vorstellung von Schwarzen Loéchern
nicht erst durch die Einstein’sche Theorie aufkam.

Schwarze Locher kénnen natiirlich nicht direkt nachgewiesen werden; meist liefert je-
doch die von ins Schwarze Loch fallenden Kérpern ausgesandte Strahlung Anhaltspunkte
fiir die Existenz des Schwarzen Loches. So gilt mittlerweile als erwiesen, dass Schwarze
Locher im Zentrum von vielen Galaxien auftreten (siehe Abbildung5.2).

Abbildung 5.2: Das Zentralgebiet der Andromeda-Galaxie (M31) im sichtbaren Licht,
aufgenommen vom Hubble-Weltraumteleskop. Die Sterne umkreisen ein

zentrales Schwarzes Loch mit einer Masse von etwa 30 Millionen Sonnen-
massen [2, S. 198].
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5.2 Typen von Schwarzen Léchern

Bei der mathematischen Beschreibung von Schwarzen Lochern ist eine der interessantes-
ten Tatsachen die Feststellung “A black hole has no hair.” von J. A. Wheeler. Sie sagt aus,
dass alle Schwarzen Locher ,, gleich® sind: Die Gestalt der Raumzeit in ihrer Umgebung
ist vollstéandig durch Masse, Drehimpuls und Ladung festgelegt. Alle Schwarzen Locher
werden also durch die Kerr-Lisung beschrieben (siche Abschnitt [20, S. 361].
Wenn Drehimpuls und Ladung verschwinden, so liegt der Spezialfall der Schwarzschild-
Metrik vor (siche Abschnitt [4.3.1.1]), dies ist der Typ von Schwarzen Loéchern, dessen
Bahnkurven im néchsten Abschnitt etwas néher beleuchtet werden sollen. Ein weiterer
Spezialfall ist die Reissner-Nordstrom-Metrik. Sie beschreibt geladene Schwarze Locher
ohne Drehimpuls. Manchmal wird unsere Kerr-Losung auch als Kerr-Newman-Ldsung
bezeichnet, unter Kerr-Ldisung versteht man dann nur die Variante ohne Ladung.

5.3 Bahnkurven bei Schwarzschild-L6chern
Die Schwarzschild-Metrik lautet nach Gleichung (4.5):

ds? = — <1 - 25"\4) dt® + (1 — 254”)_1 dr? + r2d0? (5.1)
Diese Metrik ist nicht von ¢ und 2 abhéngig. Die Basisvektorfelder (%)a und (%)a

sind also Killing’sche Vektorfelder. Es ergeben sich nach Satz damit zwei Erhal-
tungsgrofen [23, S. 139], ndmlich
2M\ .
B = <1 - ) :
r

= ’I“QQ.

und

Da sich die Korper auf Geodédten bewegen, ist die Lange des Tangentialvektors ihrer
Bahn bei Parametrisierung nach der Eigenzeit konstant gleich —1. Setzt man in die Me-
trik die jeweiligen Geschwindigkeiten als Vektorkomponenten und die Erhaltungsgrofien
an den entsprechenden Stellen ein, so erhilt man:

-1 -1 2
—<1—2M> E2+( —2M> Ryl

T T
2M L?
2 = E%— (1 — ) <1 - 2)(5.2)
T T

Wir fithren jetzt das Symbol
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5 Gravitationskollaps und Schwarze Lécher

eine. Dieses verwenden wir nun in Gleichung (5.2)) und leiten diese nach der Eigenzeit
ab [I7, S. 278]:

av(r) .
Wi = —
7 e
. 1dV(r)
= ——— 5.4
" 2 dr (5-4)

Damit kénnen wir V (r) praktisch als effektives Potential auffassen. Wir werden auf die-
ses Potential nochmal in Abschnitt zuriickkommen, wenn wir auf die verschiedenen
Typen von Bahnkurven eingehen.

Kommen wir nun zur physikalischen Interpretation der Erhaltungsgréfien: Setzen wir
dazu Gleichung in Gleichung ein und formen etwas um:

V(r)+? = E? (5.5)

Da die Masse des orbitierenden Korpers keinen Einfluss auf seine Bewegung hat, kénnen
wir annehmen, sie sei gleich 1. Damit steht in Gleichung auf der linken Seite nun
die Summe von potentieller und kinetischer Energie des Koérpers (in radialer Richtung).
Damit konnen wir die Konstante E? als Gesamtenergie des Korpers betrachten und
Gleichung als Energieerhaltungsbeziehung.

Die Grofle L ist, wenn die Masse wieder gleich 1 ist, schon &uflerlich als Drehimpuls
des Korpers identifizierbar.

5.3.1 Klassifikation der Bahnkurven

Zur Klassifikation der Bahnkurven werden wir vor allem auf die radiale Komponente der
Bewegung zuriickgreifen. Hierzu werden wir nun, wie bereits angekiindigt, die effektive
Potentialfunktion V(r) (5.3) diskutieren:

V(r) = (1_2?) <1+f22)

Betrachten wir zunéchst das Verhalten dieser Funktion an den Réandern ihrer Defini-
tionsmenge. Wir miissen also die Limites

lim V(r)

r—o0
und

lim V (r)

r—0
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5 Gravitationskollaps und Schwarze Lécher

bilden. Formen wir dazu zunichst den Funktionsterm etwas um:

o - (-2)(-5)

= 1=+ = 7= (5.6)

3 _9Mr2 4+ L2 — 2M L2
= il (5.7)

r3

Wenn nun r gegen oo geht, so gehen die drei Terme in Gleichung (5.6)), die Potenzen von
r im Nenner stehen haben, gegen Null. Es gilt also:

rlggo Vir)=1 (5.8)

An Gleichung (5.7)) kann man erkennen, dass das effektive Potential bei » = 0 einen
dreifachen Pol hat. Es gilt also:
lim V(r) = —o0, (5.9)

r—0

da in der Nihe der Null das negative Vorzeichen des Terms —2ML? im Zihler den
Ausschlag gibt.

Als nichstes wenden wir uns den Nullstellen des Potentials zu. Dazu formen wir den
Ausdruck (5.3]) erneut etwas um:

0 - (-2 (45)

- rig(r _ M) + 12) (5.10)

Wir erkennen, dass V(r) genau eine Nullstelle bei » = 2M hat. Dies ist genau der
Schwarzschildradius, was jedoch keine Auswirkungen fiir unsere Diskussion hat, da der

Nullpunkt eines Potentials beliebig wéhlbar ist.
Bilden wir nun die Ableitung des effektiven Potentials:

2M L? 2M Y 2L?
Vv’ = o1+ ) (122 )2
"= (5) - (-F)%
_ 2M+2ML2 2L2+4ML2
- r2 rd r3 rd
= (2Mr* —2L%r + 6ML?) /r* (5.11)

Zur Ermittlung der Nullstellen der Ableitung betrachten wir die Diskriminante des Z&h-
lers von ([5.11]):

D= (-2L%)%—4-2M -6ML? = 4AL* — 4-12M?L? = 41% (L* — 12M?) (5.12)

Es konnen nun drei Fille auftreten:
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5 Gravitationskollaps und Schwarze Lécher

a)

L? < 12M*?

In diesem Fall ist die Diskriminante negativ. Die Funktion V’(r) hat also keine
Nullstellen. Weiterhin erkennt man z. B. durch Einsetzen, dass V'(r) immer positiv
ist. Das effektive Potential hat also keine Extrema und ist streng monoton steigend.

L? = 12M?

Hier ist die Diskriminante Null. Die Ableitung des effektiven Potentials hat also
genau eine Nullstelle. Da dies eine doppelte Nullstelle ist, hat die Ableitung dort
keinen Vorzeichenwechsel. Sie ist also immer nichtnegativ. Das effektive Potential

ist auch hier wieder streng monoton steigend, hat jetzt aber einen Terrassenpunkt
an der Nullstelle der Ableitung. Diese Nullstelle ist gegeben durch L2/2M.

L? > 12M?

Hier ist die Diskriminante positiv. V’(r) hat also zwei reelle Nullstellen. Da der
Zahler von eine nach oben gedffnete Parabel ist und der Nenner nie negativ
wird, ist der linke der beiden Vorzeichenwechsel von V’(r) von + nach —, der rechte
von — nach +. Fir V(r) bedeutet dies, dass man, von links kommend, zunéchst
auf ein Maximum, dann auf ein Minimum st688t. Dazwischen liegen die erwarteten
Monotonieeigenschaften vor.

Die gewonnenen Erkenntnisse sind fiir die drei Fille skizzenhaft in Abbildung [5.3] ver-
anschaulicht.

V(r) V(r) Vi(r)

a) L? < 12M> b) L? = 12M? c) L? > 12M?

Abbildung 5.3: Je nach dem Wert des Drehimpulses L des orbitierenden Korpers im

Vergleich zu Masse M des Schwarzen Loches ergeben sich verschiedene
Kurven fiir das effektive Potential

Betrachten wir nun die physikalischen Konsequenzen fiir die Bahnkurven der einzelnen
Typen, indem wir beachten, dass die Steigung des effektiven Potentials die Beschleuni-
gung in radialer Richtung ausdriickt (Gleichung (5.4))):

a)

Hier erfihrt der Korper in radialer Richtung immer eine Beschleunigung zum Zen-
trum des Schwarzen Loches hin. Bewegt sich der Koérper in die richtige Richtung
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5 Gravitationskollaps und Schwarze Lécher

und reicht seine Energie aus, so kann er ins Unendliche entkommen. Ansonsten
muss er ins Loch stiirzen.

b) Hier gibt es genau eine Kreisbahn, ndmlich beim Terrassenpunkt 7" des effektiven
Potentials, da hier keine radiale Beschleunigung auf den Kérper wirkt. Diese Bahn
ist jedoch nur in eine Richtung stabil: Weicht der Koérper nach auflen ab, so wird er
sofort wieder nach innen gezogen. Wenn der Koérper jedoch nach innen abweicht,
wird er weiter nach innen beschleunigt und wird ins Schwarze Loch fallen. Aufler
dieser Kreisbahn gibt es noch die Bahnen aus Fall a).

c¢) Dies ist der komplizierteste Fall. Zunichst gibt es hier zwei verschiedene Kreisbah-
nen. Sie befinden sich bei den Extrema des effektiven Potentials. Die Kreisbahn bei
Punkt A ist instabil, da jede kleine Abweichung vom Kreisradius eine Beschleuni-
gung weg von diesem Radius verursacht. Die zweite Kreisbahn, die sich bei Punkt
B befindet, ist stabil: Eine kleine Abweichung vom Kreisradius verursacht eine Be-
schleunigung zuriick zu diesem Radius. Aufler den Kreisbahnen gibt es hier auch
ellipsenartige Bahnen: Reicht die kinetische Energie des Korpers weder aus, um ins
Unendliche zu entkommen, noch um den Potentialwall bei Punkt A zu {iberwin-
den, so pendelt der Abstand des Korpers immer zwischen zwei Extremwerten, die
durch die 7-Werte der Schnittpunkte der Geraden y = E? mit dem Graphen des
effektiven Potentials bestimmt werden. Diese Bahnen sind nur angenéhert Ellipsen,
weil eine so genannte Periheldrehung auftritt (siehe Abschnitt . Aufler den
ellipsenartigen Bahnen treten und den Kreisbahnen hier natiirlich bei entsprechend
hoher Energie des Korpers auch die Kurven aus Fall a) auf.

5.3.2 Die Periheldrehung

Wie oben bereits erwéhnt, tritt bei den ellipsenartigen Bahnen um Schwarze Locher eine
so genannte Periheldrehung auf. Unter Perihel versteht man denjenigen Punkt einer
Bahnkurve, der dem Zentralkorper wahrend einer Umrundung am nichsten liegt. In
der Newton’schen Gravitationstheorie sind die Bahnkurve echte Ellipsen; der Perihel ist
also bei jeder Umrundung an der gleichen Stelle. Durch die Schwarzschild-Metrik &ndert
sich dies: Nach einer Umrundung ist der Perihel um einen bestimmten Winkel A¢ in
Rotationsrichtung um das Zentrum gedreht. Diesen Winkel kann man nach der Formel

2

M

berechnen [I7, S. 283]. Den Effekt kann man mit Hilfe des in Kapitel [7| besprochenen
Programms simulieren, indem man die Parameter-Datei blackhole. par (siche Abschnitt
ID.19) verwendet.
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5 Gravitationskollaps und Schwarze Lécher

5.3.3 Das Verhalten nahe am Ereignishorizont

Obwohl das Uberschreiten des Ereignishorizonts fatale Konsequenzen hat, wird es von
dem ins Schwarze Loch stiirzenden Beobachter in keiner Weise wahrgenommen. Er stiirzt
einfach immer weiter. Er beobachtet zwar eine zunehmende Beschleunigung von Vorgén-
gen auBerhalb des Schwarzen Loches, jedoch kann er den genauen Punkt des Uberschrei-
tens des Schwarzschildradius nicht ausmachen.

Gangz anders sieht die Situation von auflen betrachtet aus: Ein &uflerer Beobachter sieht
das ins Loch stiirzende Objekt niemals den Ereignishorizont iiberqueren! Das Objekt
scheint sich hingegen immer langsamer zu bewegen und schliellich am Ereignishorizont
zum Stillstand zu kommen.

In der Simulation des in Kapitel [7] besprochenen Programms kann man diesen Effekt
durch Verwendung der Parameter-Dateien blackhole2.par (siche Abschnitt bzw.
blackhole3.par (siche Anschnitt beobachten.

5.4 Die Thermodynamik Schwarzer Lécher

Mathematische Uberlegungen zeigen eine erstaunliche Ubereinstimmung der Hauptsitze
der Thermodynamik mit entsprechenden Sétzen iiber Schwarze Locher. Die exakte Her-
leitung der Eigenschaften wollen wir uns hier ersparen, wir moéchten nur in einer kleinen
Tabelle analoge Gréflen von Thermodynamik und Schwarzen Lochern zusammenstellen:

Thermodynamik | Schwarze Locher

Temperatur T' | ,,Temperatur”
Energie £ | Masse M
Entropie S | Fliche des Ereignishorizonts A

Ersetzt man in den Hauptsidtzen der Thermodynamik die thermodynamischen Gro-
Ben durch die entsprechenden Grofien des Schwarzen Lochs, so erhélt man Séitze iiber
Schwarze Locher [23] S. 337].
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6 Kosmologie

Eine interessante Auswirkung der Gravitation ist von gleichermafien physikalischer wie
philosophischer Bedeutung. Es geht um den Ursprung unseres Universums und sein Ende.
Nachdem wir in Abschnitt 4.3.2.1] bereits die mathematisch-theoretische Seite dieses
Problems betrachtet haben, sollen nun Aspekte der Kosmologie aufgedeckt werden, die
sich mehr auf experimentelle Daten stiitzen.

6.1 Entstehungsgeschichte des Universums

Zunéchst soll auf die Entwicklung des Universums eingegangen werden. Dabei unterschei-
det man verschiedene Stadien, die in Tabelle dargestellt sind. Uber die Entwicklung
des Universums bis zum Beginn dieser Tabelle kénnen wir praktisch nichts aussagen.
Zum einen ist es experimentell praktisch nicht moglich, Strahlung aus dieser Zeit zu
empfangen, da es in spéteren Perioden Ereignisse gegeben haben muss, die alle Strah-
lung aus vorhergehenden Zeiten abschirmten. Zum anderen ist aber auch die theoretische
Beschreibung des unmittelbaren Anfangs des Universums derzeit (noch) nicht moglich.
Einige Theoretiker nehmen an, dass es ganz zu Beginn nur eine Kraft im Universum
gab, von der sich erst nach 10~%3 Sekunden die Gravitation abspaltete [2, S. 247]. Damit
ist zur Beschreibung der ,,Geburt® unseres Universum eine allumfassende Theorie nétig.
Eine solche Theorie lisst leider noch auf sich warten (siehe Abschnitt [2.6)).

6.2 Die Zukunft des Universums: Gibt es ein ,,Ende"?

In Abschnitt ist bereits die Tatsache erwihnt worden, dass die Mathematik prak-
tisch immer einen Urknall als Anfang unseres Universums liefert. Beim Ende hingegen
gibt es mehrere Moglichkeiten. Ein erneuter Kollaps des Universums ist eine davon. Die-
se Moglichkeit kann jedoch nur dann auftreten, wenn die Gesamtmasse des Universums
grol genug ist. Die derzeit beobachtbare Masse reicht bei Weitem nicht aus, um die
Expansion des Kosmos zu stoppen und zu einem Kollaps zu fithren. Damit miisste also
der Fall eines immer weiter expandierenden Universums eintreten. Astrophysiker gehen
allerdings davon aus, dass ein betrachtlicher Teil der Masse des Universums in Form von
so genannter dunkler Materie vorliegt. Diese ist nicht direkt beobachtbar, da sie keine
Strahlung aussendet. Wir kénnen auf ihre Existenz nur indirekt schlieflen: Bestimmte
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6 Kosmologie

Zeit nach dem Urknall | Temperatur \ physikalisches Geschehen

10~% Sekunden 10%2°C | Ara der groBen Vereinheitlichten Theorie

10—3% Sekunden 10°7°C | Von Quarks und Antiquarks dominierte
Ara

10~ 1% Sekunden 10 °C | Bildung von Protonen, Neutronen und

Mesonen — Quark-Confinement und Ver-
schwinden von Antiquarks

1 Sekunde 10'9°C | Protonen schliefen sich zu Kernen des
Wasserstoffs, Heliums, Lithiums und Deu-
teriums zusammen.

3 Minuten 109°C | Kopplung von Materie und Strahlung
300000 Jahre 3000°C | Materie und Strahlung entkoppeln sich,
als sich Elektronen und Kerne zusam-
menschliefen — All wird durchléssig fiir
Hintergrundstrahlung.

1 Milliarde Jahre 18°C | Aus Materieanhdufungen bilden sich Qua-
sare, Sterne und Protogalaxien; durch Ver-
brennen von Wasserstoff und Helium er-
zeugen die Sterne schwere Kerne.

15 Milliarden Jahre 3K | An Sternen kondensieren Sonnensysteme;
Atome verbinden sich zu komplexen Mo-
lekiilen und lebender Materie.

Tabelle 6.1: Die verschiedenen Stadien in der Entwicklung des Universums in chronolo-
gischer Reihenfolge [8, S. 148-149]

Beobachtungen gravitativer Effekte lassen sich nur erkldren, wenn man die Existenz zu-
sétzlicher Masse voraussetzt, die wir nicht sehen kénnen. Damit wére also durchaus auch
ein rekollabierendes Universum denkbar.

Warum fithren wir iiberhaupt noch Uberlegungen zum Ende des Universums durch?
Es ist mittlerweile doch geklért, dass kein Mitglied der menschlichen Rasse, geschweige
denn ein heute lebender Mensch, je ein ,Ende* miterleben wird. Trotzdem gibt es viele
Wissenschaftler, die sich immer noch mit Kosmologie beschéftigen. Dies hat verschie-
dene Ursachen. Zum einen ist die Kosmologie ein Extremgebiet der Physik: Sie ist der
,2Hértetest* fiir alle Theorien, die den Anspruch erheben, allumfassend zu sein. Es ist ja
schliefllich genau der Urknall, wo die Unvollstindigkeit der ART am deutlichsten sicht-
bar wird. Allumfassende Theorien werden jedoch auch unser Versténdnis von irdischen
Vorgéngen entscheidend voranbringen.

Ein zweiter Grund dafiir, dass sich Menschen mit Kosmologie beschéiftigen, ist die
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6 Kosmologie

menschliche Neugier: Seit Jahrtausenden haben sich Philosophen und Naturwissenschaft-
ler mit Fragen beschiftigt, die den Ursprung und den Sinn der menschlichen Existenz
betreffen. Die Kosmologie ist eine Wissenschaft, die sehr verwandten Fragestellungen
nachgeht: So wird der Beginn des Universums ja vielfach immer noch als gottlicher
Schopfungsakt gesehen; das Ende des Universums ist fiir die Menschen schon deswegen
interessant, weil sie wissen wollen, ob es etwas gibt, was iiber das Universum hinaus-
geht, wie es ja von vielen Religionen gepredigt wird. Die Kosmologie, die meistens auf
exakte mathematische Formalismen zuriickgreift (siche Abschnitt [£.3.2.1]), wird damit
zur Wissenschaft, die am ehesten ein Bindeglied zwischen religiésen und physikalischen
Uberlegungen ist.

Dabei darf natiirlich auch nicht verschwiegen werden, dass die Kosmologie ohne philo-
sophische Uberlegungen nicht existieren kann: Wir werden wahrscheinlich nie geniigend
experimentelle Daten sammeln kénnen, um alle offenen Fragen beziiglich des Universums
kldren zu konnen. Deswegen muss die Kosmologie immer auf vorgefertigte Weltbilder zu-
riickgreifen, die ohne philosophische Spekulationen nicht entstehen kénnen [23 S. 91].
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7 Simulation am Computer

7.1 Numerik

Das Computerprogramm soll Bahnkurven in gekriimmten Rdumen berechnen und gra-
phisch darstellen. Die geodétische Gleichung liefert dazu Koordinatenbeschleu-
nigungen. Dem Programm sollen ferner die anfingliche Position und Geschwindigkeit
mitgeteilt werden. In der Numerik bezeichnet man diese Aufgabenstellung als Anfangs-
wertproblem bei gewdhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Die Algorithmen zur Losung dieses Problems verwenden alle folgendes Verfahren: Aus
den vorliegenden Bewegungsdaten (Position, Geschwindigkeit) zu einer bestimmten Zeit
t werden in einem Berechnungsschritt die Bewegungsdaten zu einer etwas spéteren Zeit
t + At ermittelt. Im Folgenden werden die Bewegungsgréfien des Korpers vor dem Be-
rechnungsschritt mit x,, und v,, bezeichnet, die entsprechenden Gréflen nach dem Schritt
mit 41 und v,y1. Die Beschleunigung des Korpers ist im Allgemeinen eine Funktion
a(t,z,v) von der Integrationsvariablen ¢, der Position z und der Geschwindigkeit v des
Korpers. Da in der ART eine Abhéngigkeit der Beschleunigung von der Eigenzeit (sie
ist unsere Integrationsvariable) nicht vorliegt und die Koordinatenzeit bereits in der
Position des Korpers enthalten ist, wird der Funktionsparameter ¢ bei der Erlduterung
der Algorithmen nicht beriicksichtigt werden; die Beschleunigung wird also mit a(z,v)
bezeichnet.

7.1.1 Das Euler-Cauchy-Verfahren

Das Euler-Cauchy-Verfahren ist das einfachste Verfahren zur numerischen Integration.
Es wird dabei angenommen, dass in jedem betrachteten Zeitintervall die Beschleunigung
und die Geschwindigkeit konstant seien. Dies ist natiirlich im Allgemeinen falsch, fiir
geniigend kleine Zeitintervalle erhélt man jedoch brauchbare Losungen. Analog zu den
Gleichungen der klassischen Mechanik fiir Bewegungen mit konstanter Geschwindigkeit
bzw. Beschleunigung erhélt man als numerische Naherungsformeln (siehe auch [6], S. 404—
405]:

Tptl = Tp +Up- At + 0O ((At)Z)
Un+1 = Up+ a(xna Un) At +0 ((At)2) (72)

—~~
=~
—_
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Dieser Algorithmus wurde in der Datei grav_euler_cauchy.h (siehe Abschnitt [D.3])
implementiert.

7.1.2 Das Runge-Kutta-Verfahren

Auch wenn das Euler-Cauchy-Verfahren fiir kleine Zeitintervalle recht gute Ergebnisse
liefert, so summieren sich die Fehler bei einer grofien Zahl von Zeitintervallen doch recht
schnell auf und die Berechnung lingerfristiger Effekte, wie z. B. der Periheldrehung von
orbitierenden Korpern, wird unmoéglich oder zumindest sehr stark gestort.

Es wurden deswegen Verfahren mit wesentlich hoherer Genauigkeit entwickelt. Eines
davon ist das Runge-Kutta- Verfahren. Dieses Verfahren existiert in verschiedenen Va-
rianten; wir verwenden hier das Runge-Kutta- Nystrom-Verfahren, das speziell auf Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung abgestimmt ist. Da die Herleitung der Formeln
den Rahmen dieser Facharbeit sprengen wiirden, fithren wir sie hier ohne Begriindung,
jedoch mit Verweis auf [5], S. 242], an:

a; = alxy,vy) - At (7.3)
At At a

ay = a(xn+vn'2—|—a18,vn—|—21> At (7.4)
At At as

— afmnton e+ 2) A .
as a(ac + v 2+a18 v+2> t (7.5)
At
a1 = a xn+vn~At—|—a3?,vn—|—a3 - At (7.6)
Tnil = Tp+ o, At+ F(al +az+a3)+ 0O ((At) ) (7.7)
1
Un+l = Up+ 6(&1 + 2a9 + 2a3 + a4) + 0 ((At)5) (78)

Die Implementation des Runge-Kutta-Nystrom-Verfahrens befindet sich in der Datei
grav_runge_kutta.h (siehe Abschnitt [D.4]).

7.1.3 Das Adams-Stormer-Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Die verwendeten Programmierverfahren bieten die Moglichkeit, ohne grofiere Umstéande
neue Losungsverfahren hinzuzufiigen (siehe auch Abschnitt[7.3)). Aus diesem Grund wur-
de das Programm um das Adams-Stormer-Verfahren erweitert. Es handelt sich hierbei
um die Kombination eines Adams-Bashforth-Prddiktor- Verfahrens mit einem Adams-
Moulton-Korrektor- Verfahren. Das Verfahren funktioniert in etwa folgendermaflen: Zu-
néchst wird mit Hilfe von Berechnungsdaten aus vorausgehenden Schritten ein Berech-
nungsergebnis vorausgesagt (Pradiktorschritt), das dann in einem oder mehreren Kor-
rektorschritten als Grundlage fiir eine genauere Berechnung verwendet wird. Der Vorteil
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dieses Verfahrens liegt vor allem im geringeren Rechenaufwand [6], S. 437-438]. Das Ver-
fahren weist jedoch auch Nachteile auf:

e Das Verfahren ist nicht selbststartend: Jeder Berechnungsschritt greift auf Er-
gebnisse vorhergehender Schritte zuriick; die entsprechenden Daten fiir die ersten
Schritte miissen somit mit einem anderen Verfahren gewonnen werden [6], S. 437].
Dieses Problem lésst sich relativ leicht umgehen; im Programm wird beispielsweise
fiir die ersten vier Iterationen automatisch das Runge-Kutta-Nystrom-Verfahren
verwendet.

e Die Verwendung von Berechnungsdaten vorheriger Schritte impliziert, dass die
Schrittweite immer gleich bleibt. Dies ist im Programm nicht immer unbedingt
erfiillt, da der néchste Schritt immer dann erfolgt, wenn der vorherige abgeschlos-
sen ist, wobei die Schrittweite proportional zur wirklich vergangenen Zeit gewéhlt
wird, um einen einigermaflen realistisch wirkenden Simulationsablauf zu erreichen.
Der Rechenaufwand und damit der Zeitbedarf fiir die einzelnen Schritte ist zwar
relativ konstant; durch die Grafikausgabe oder andere laufende Programme kénnen
sich aber doch Schwankungen ergeben.

Trotz der Nachteile hier das Adams-Stormer-Verfahren [5, S. 250]:

1. Berechnung der ,,vorausgesagten* Werte:

At)?
xf;l = an+u, At+ (363 (323a,, — 264a,—1 + 159a,,—2 — 38a,—3) (7.9)
At
vf;l = v, + ﬂ(55an —59ay,—1 + 37an—2 — 9a,—3) (7.10)
2. Berechnung von
ay = a(zl ,vl). (7.11)

3. Korrektur der Werte aus Schritt 1:

Tpp1l = Tp+v,- At
(A)?
a0 (185an + 752a, — 246051 + 96an—2 —17an—3)  (7.12)
At
Upyl = Up+ %(251GN + 646a,, — 246a,,—1 + 106a,—2 — 19a,,_3) (7.13)

4. Berechnung von
an = a(Tpt1, Vnt1) (7.14)

mit den Werten aus dem vorhergehenden Schritt und Wiederholung von Schritt 3
mit dem neuen ay.
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7.2 Aufstellen der Bewegungsgleichungen

Zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen bendétigen wir die Christoffel-Symbole.
Fiir den einfachen Fall der Schwarzschild-Metrik ist eine kurze Herleitung im néichsten
Abschnitt angegeben. Die kompliziertere Herleitung der Christoffel-Symbole der Kerr-
Metrik unter Anwendung des Lagrangeformalismus findet sich in Anhang [C|

7.2.1 Christoffel-Symbole
Aus der Schwarzschild-Metrik in den Koordinaten (t,7,6, ¢),

e T I T
0 (1-2)"" o ¢
g = G , 7.15
Jaid 0 0 20 (7.15)
0 0 0 r?sin?0
ihrem Inversen,
(-2 0 0 0
s _ 0 (1-2%) 0 0 7.16
g 0 0 %2 0 ) (7.16)
0 0 0
und ihren partiellen Ableitungen,
0000
00 00
0000
-2 0 0 0
0 —2imz O 0
Oros = (r—2M)>? , 7.18
Ja 0 0 2 0 (7.18)
0 0 0 2rsin?0
000 0
000 0
0 0 0 2r’sinfcosf
00 00
0000
9908 = | 5 0 0 0 | (7.20)
0000
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erhalten wir mit der Formel (3.26)) die Christoffel-Symbole

M
]\04 r(r—2M) 0 0
Ftaﬂ — r(r—2M) 0 00 ,
0 0 00
0 0 00
M 2
-2 0 o
. 0 M_ 0
Faﬁ — r(2M—r)
0 0 2M —r
0
0 O 0 0
0 _ o o0 ! 0
Mag = 0 rt 0 0 ’
0 0 —sinfcosf
0 O 0 0
0 0 0 !
¢ =
ag 0 0 0 i
-1 1
O T tand 0

0 0 (2M — r)sin? 6

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

Die Klassen schwarzschild3 (siehe Abschnitt [D.13)) und schwarzschild4 (siche Ab-
schnitt [D.14)) enthalten diese Christoffel-Symbole in einer fiir das Programm ,,verstind-

lichen* Form.

7.2.2 Parametrisierung nach der Koordinatenzeit

Die Simulation soll die Bewegung aus der Sicht eines externen Beobachters wiedergeben;
deshalb bendtigen wir Bewegungsgleichungen in Abhéngigkeit von der Koordinatenzeit
t. Die Gleichung liefert uns nur eine nach der Eigenzeit s parametrisierte Form.
Wir formen diese Gleichung etwas um, wobei wir hier die implizite Summation wegen
der kiirzeren Schreibweise entgegen unserer Konvention auch fiir griechische Indizes ver-

wenden:
d*z® o daP dxY
- — _T Gy————
ds? ds ds
d (da®dt) o dzf da¥ (dt*
ds \ dt ds) Br7ar ar \ds
A (det\dt  devdt |, dafda? (dt)’
ds \ dt ) ds = dt dsz Prar ar \ds
P (dt\?  da® d3t o dzfdxy (dt\?
- = L+ 2 = _T gy —— | =
dt? \ ds dt ds? dt dt \ds
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2, .0 2 1] 0 2 a g2
dar (), delde? () de i 729
dt2 \ ds dt dt \ds dt ds?
Az def dzY  dx® dz® dx [ ds\?
= _ro, L o pt, 2 7 (22 7.30
dt? Da @ T e Pds ds <dt> (7.30)
d?z® dzP dx”  dx®_, daPdx?
= Ty Tty T 7.31
a2 g ar T ar P ar e (7.31)

Damit haben wir eine allgemeine Bewegungsgleichung in Abhéngigkeit von der Koordi-
natenzeit. Diese wurde in der Klasse xv_time_field (siehe Abschnitt [D.10|) umgesetzt.

7.3 Die praktische Realisierung in C++

Das Programm wurde in C++ [2I] geschrieben, weil man durch die objektorientierten
Strukturen dieser Programmiersprache die verwendeten abstrakten mathematischen Ob-
jekte sehr gut modellieren kann. Dabei miissen natiirlich immer Einschréinkungen in Kauf
genommen werden, die notwendig sind, damit das Programm nicht viel zu kompliziert
und damit auch sehr langsam wird.

Das Programm besteht aus zwei groflen Teilen: Der erste Teil ist eine Sammlung
von Header-Dateien, in denen die notigen Datenstrukturen definiert werden, die zur
Berechnung von Geodéten in gekriimmten Rdumen nétig sind; dieser Teil des Programms
wird in Abschnitt beschrieben. Der zweite Teil des Programms greift auf den ersten
zuriick und kiimmert sich um die graphische Darstellung der Simulation und um die
Interaktion mit dem Benutzer; es wurde dazu die Qt-Bibliothek verwendet, Naheres ist
im Abschnitt [[.3.3] zu finden.

Bevor wir konkret auf die beiden Teile eingehen, sollen zunéchst noch einige Program-
miertechniken erldutert werden, die auf die modernen Eigenschaften der objektorientier-
ten Sprache C++ zuriickgehen.

7.3.1 Programmiertechnische Hinweise
7.3.1.1 Objektorientierte Programmierung und Klassen

Die meisten modernen Programmiersprachen enthalten objektorientierte Strukturen. So
auch die verwendete Programmiersprache C++, die eine Erweiterung der Sprache C ist.
Es soll hier nicht im Detail auf die objektorientierte Programmierung eingegangen
werden, lediglich die Grundziige der Klassen sollen hier ein wenig beleuchtet werden.
Eine Klasse ist praktisch ein benutzerdefinierter Datentyp. Variablen eines solchen
Datentyps werden auch als Objekte bezeichnet. In der Definition einer Klasse legt der
Programmierer nicht nur die interne Représentation seines Datentyps fest, sondern auch
eine Schnittstelle fiir den Zugriff darauf. Die Idee ist, dass jemand, der die Klasse verwen-
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det, moglichst nicht mit den vielleicht sehr komplizierten Details der Klasse konfrontiert
wird.

Hier ein Beispiel: Fiir bestimmte Berechnungen (z. B. in der Kryptographie) ist der
Bereich einer normalen 32-Bit-Ganzzahl nicht ausreichend. Ein Programmierer mochte
nun ganze Zahlen beliebiger Grofle verwenden konnen. Wenn dafiir bereits eine gut
programmierte Klasse vorhanden ist, so kann er solche Zahlen genauso einsetzen, wie
er es von den Standard-Ganzzahlen gewohnt ist. Er braucht sich z. B. nicht darum
kiimmern, wie eine Addition ausgefithrt wird; er muss lediglich eine Funktion (auch
Methode genannt) der Klasse aufrufen, die die Addition zweier Zahlen durchfiihrt.

Durch die Klassen ist also sowohl eine Abstraktion als auch eine bessere strukturelle
Gliederung eines Programms zu realisieren.

7.3.1.2 Generische Programmierung und Templates

Es gibt bestimmte Algorithmen und Strukturen, die nicht nur fiir einen Datentyp sinn-
voll sind. Betrachten wir als Beispiel einen Sortieralgorithmus: Einmal programmiert,
wére es sinnvoll, wenn das Programm sowohl zum Sortieren von Zahlen als auch zum
Sortieren von anderen Dingen wie z. B. Namen in alphabetischer Reihenfolge verwen-
det werden kénnte. Wenn ein Algorithmus so programmiert wird, dass er fiir moglichst
viele Zwecke und Datentypen eingesetzt werden kann, spricht man auch von generi-
scher Programmierung. Diese ist mit den Mitteln alterer Programmiersprachen oft gar
nicht oder nur mit sehr groflem Aufwand und unter Verwendung unintuitiver Konstrukte
umsetzbar. Dies sieht man z. B. an der Implementation der gsort ()-Funktion in der C-
Standardbibliothek [12 S. 253]. Der Benutzer dieses Sortieralgorithmus muss bei jedem
Funktionsaufruf sowohl die Grofle einzelner Objekte des verwendeten Datentyps angeben
als auch eine Funktion, die zwei Objekte vergleicht. Es ist klar, dass dieses Verfahren
nicht sehr intuitiv ist und auflerdem durch die Informationen, die jedes Mal angegeben
werden miissen, zu einer zusétzlichen Fehlerquelle wird.

Es wire besser, wenn ein Algorithmus ohne Komplikationen fiir dessen Benutzer fiir
verschiedene Datentypen verwendet werden koénnte. Eine derartige Losung bietet die
Programmiersprache C++ durch die so genannten Templates. Damit miissen nicht alle
verwendeten Datentypen exakt spezifiziert werden. Es reicht, wenn man einen generi-
schen Datentyp mit Hilfe des template-Keywords einfiihrt. Der Compiler iibernimmt
dann das Einsetzen des konkreten Typs. Die Tatsache dass diese Spezialisierung schon
beim Ubersetzen durchgefiihrt wird, hat einige Konsequenzen:

e Die Verwendung von Templates hat keine negativen Auswirkungen auf die Ge-
schwindigkeit des Programms.

e Eventuelle Fehler im Programm oder Unzulénglichkeiten der verwendeten Daten-
typen wie fehlende Operatoriiberladungen kénnen bereits bei der Ubersetzung des
Programms erkannt werden.
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e Dem Compiler muss die gesamte Definition des Templates im Quellcode vorlie-
gen. Es ist also nicht moglich, vorkompilierte Template-Bibliotheken zu erstellen.
Die vollstdndigen Definitionen miissen in jede Datei, in der sie verwendet werden,
mittels #include-Befehl eingefiigt werden.

7.3.2 Klassenstrukturen zur Simulation

Im Folgenden werden einige Klassen des Programms genauer betrachtet. Den entspre-
chenden Quellcode findet man in Anhang

Im ersten Teil des Programms wurde ausgiebig von den Templates Gebrauch gemacht;
so konnen z. B. die drei Integrationsalgorithmen sowohl zur Integration von normalen
Zahlen als auch, wie dann in anderen Programmteilen verwendet, zur Integration von
Vektoren herangezogen werden. Auch der Datentyp der den Vektoren und Tensoren
zugrunde liegenden Skalare wird nicht von vornherein festgelegt; im Programm wird
spiter zwar double verwendet, es wiirde sich aber ohne grofe Anderungen auch ein
benutzerdefinierter Datentyp verwenden lassen, der z. B. eine gréfiere Genauigkeit bietet.

Gehen wir zunéchst noch etwas genauer auf die Integrationsalgorithmen ein. Sie sind
alle von der im Header grav_numerical.h (siche Abschnitt definierten Klasse nu-
merical abgeleitet, die wie alle Klassen des ersten Programmteils im Namensraum grav
steht. Die Klasse numerical definiert die grundlegende Schnittstelle der Integrationsal-
gorithmen: Es wird ein Konstruktor festgelegt, dem man die Anfangswerte fiir Position
und Geschwindigkeit sowie ein Funktionsobjekt iibergibt, das die Beschleunigung in Ab-
héngigkeit von Position und Geschwindigkeit berechnet. Weiterhin werden Funktionen
get_x() und get_v() zum Auslesen der momentanen Werte von Position und Geschwin-
digkeit sowie eine Funktion iterate() definiert. Diese Funktion ist virtuell, da sie erst
von den abgeleiteten Klassen mit Inhalt versorgt wird; ihr wird eine Schrittweite {iberge-
ben, sie fithrt dann einen Integrationsschritt mit dem betreffenden Algorithmus aus. Je
nach Algorithmus ist die Implementation dieser Funktion natiirlich unterschiedlich; die
Klassen euler_cauchy (sieche Abschnitt [D.3), runge_kutta (siche Abschnitt und
adams_stoermer (siehe Abschnitt setzen jeweils die Verfahren aus Abschnitt
um. Dabei ist fiir die Klasse adams_stoermer noch auf eine Besonderheit hinzuweisen:
Da das Verfahren nicht selbststartend ist, werden zunéichst vier Iterationen mit dem
Runge-Kutta-Algorithmus durchgefiihrt, um die notigen Startwerte zu erhalten (siehe
auch Abschnitt [7.1.3).

Kommen wir nun zu den Datenstrukturen, die spezieller auf unser Problem zugeschnit-
ten sind; beginnen wir mit der Klasse vector (siehe Abschnitt[D.6]). Sie heiit genauso wie
eine Klasse der Standardbibliothek [21 S. 471-488]; dies stellt aber kein Problem dar, da
die Standardbibliothek den Namensraum std benutzt wihrend unsere Klasse, wie oben
schon angesprochen, auf den Namensraum grav zuriickgreift. Neben der Bereitstellung
von Speicherplatz fiir die Komponenten des Vektors kiimmert sich die Klasse vector vor
allem auch um die Uberladung wichtiger Operatoren. Dies ist dafiir wichtig, dass man die

70



7 Simulation am Computer

Schreibweise fiir Vektoroperationen genauso wéhlen kann wie bei den Operationen mit
den eingebauten Datentypen. Nur so kénnen wir unsere Integrationsalgorithmen ohne
Anderung fiir beides verwenden.

Aufbauend auf dem Vektor wurde die Klasse metric (siehe Abschnitt geschrieben.
Sie ist nichts weiter als ein Vektor der Dimension n?, auf dem zusitzlich ein ()-Operator
definiert wurde, der zwei Vektoren als Argument nimmt und den Wert der Anwendung
der Metrik auf die beiden Vektoren zuriickliefert.

Weiterhin ist zur Berechnung von Geoditen eine kovariante Ableitung notig. Diese
konnte zwar prinzipiell aus der Metrik berechnet werden; da diese Berechnung aber
ziemlich aufwéindig wére und ohne einen Programmteil fiir symbolische Differentiation
ohnehin nur ndherungsweise (numerisch) ausgefithrt werden kénnte, muss die kovari-
ante Ableitung hier unabhingig von der Metrik definiert werden. Dies geschieht durch
die Christoffel-Symbole, die mit der Klasse christoffel (siehe Abschnitt eine
C++-Reprisentation erhalten. Ahnlich wie bei der Metrik wird auch hier wieder der
Funktionsoperator () iiberladen. Dieses Mal liefert er zu zwei Vektoren einen Beschleu-
nigungsvektor zuriick (siehe Gleichung [3.28)).

Als néichstes betrachten wir die Klasse space_time (siehe Abschnitt[D.9)). Diese Klasse
stellt keine eigene Funktionalitéit bereit, sondern trifft Vorkehrungen fiir Funktionen, die
zu jedem Punkt einer Raumzeit die entsprechenden Werte von Metrik und Christoffel-
Symbolen zuriickliefern. Die Klasse ist als Basisklasse zum Ableiten anderer Klassen
gedacht. Das Programm macht hiervon auch Gebrauch: space_time ist Basis-Klasse
der Klassen rotating3 (siehe Abschnitt , schwarzschild3 (siehe Abschnitt ,
schwarzschild4 (siche Abschnitt|D.14]), kerr3 (siche Abschnitt und kerr4 (siehe
Abschnitt .

Eine interessante Aufgaben erfiillen die von xv_field abgeleiteten Klassen (siche Ab-
schnitt Sie nehmen ein Objekt der space_time-Klasse und stellen einen Funk-
tionsoperator bereit, der aus einer Position und einer Geschwindigkeit mit Hilfe der
Christoffel-Symbole der gegebenen space_time-Klasse einen Beschleunigungsvektor be-
rechnet. Dies hat zweierlei Nutzen: Zum einen kann eine xv_field-Klasse als Funk-
tionsobjekt fiir eine numerical-Klasse genutzt werden, zum anderen kann die xv_field-
Klasse Modifikationen am Beschleunigungswert vornehmen, wie sie z. B. bei der Para-
metrisierung nach der Koordinatenzeit (siche Abschnitt notig sind. Damit ergeben
sich zwei Kindklassen der xv_field-Klasse: Die Klasse xv_time_field {ibernimmt die
Parametrisierung nach der Koordinatenzeit, wihrend die Klasse xv_affine_field fiir
affine Parameter wie z. B. die Eigenzeit geeignet ist.

Eine Klasse, die keine eigentliche Funktionalitit bereitstellt, jedoch die Ubersicht-
lichkeit des Programms betrichtlich erhoht, ist die Klasse falling_body (siehe Ab-
schnitt . Sie stellt eine einheitliche Schnittstelle zu den numerical-Algorithmen,
den space_time-Raumzeiten und den xv_field-Klassen her. Dem Konstruktor eines
Objekts der falling_body-Klasse wird ein xv_field, Anfangswerte fiir Position und
Geschwindigkeit sowie ein Algorithmentyp iibergeben. Uber die Methode iterate()
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kann dann ein Schritt des entsprechenden Algorithmus ausgefithrt werden. Zusétzlich
stellt falling _body Methoden zur Abfrage der momentanen Bewegungsdaten des Kor-
pers zur Verfiigung.

Die restlichen Klassen sind nur Ableitungen von space_time, die aus programmier-
technischer Sicht wenig interessant sind. Interessant ist jedoch die mathematische Seite,
die wir jedoch bereits an anderer Stelle behandelt haben.

7.3.3 Die Qt-Benutzeroberfliache

Es wurde eine graphische Benutzeroberfliche mit Hilfe der Qt-Bibliothek von Trolltech
erstellt. Das Programm ist damit sehr portabel: Es ldsst sich sowohl fiir Windows als auch
flir X11 kompilieren. Die Qt-Bibliothek bietet sehr umfangreiche Klassenstrukturen zum
Aufbau von Benutzeroberflichen. Eine genauere Behandlung des GUI-Designs wiirde
hier zu weit gehen, eine Einfiihrung im Zusammenhang mit Qt gibt [15].

Die Qt-Benutzeroberfliche setzt die oben beschriebenen Strukturen graphisch um. Das
Programm benétigt zur Simulation Parameter-Dateien, die nicht mit einer graphischen
Oberfléche erzeugt werden kénnen. Die Syntax ist jedoch relativ einfach und sollte durch
das Studium der Beispiele in Anhang [D] und auf der CD-ROM relativ klar werden.

7.4 Bedienung des Programms

Die Bedienung des Programms sollte eigentlich recht intuitiv sein. Hier werden trotzdem
die wichtigsten Schritte zur Durchfithrung einer Simulation erldutert und mit Screenshots
veranschaulicht. Nach dem Programmstart kann durch den Meniipunkt File->0Open. ..
eine Parameter-Datei geladen werden:

Loak in: I_4a’hnme;’ﬂcu’facharbeih’gravfparﬂles;f

3 . [ blackholex.par [ rotating2 par
[l algocornp.par [ empty.par [ ratating3. par
O algocomp2. par O kerrl. par O sun.par

[ blackhale.par [ ken2. par
[ blackhole2. par | WAHENER
[ blackhole3.par [ kerdest.par
[ blackhaled.par [ rotating. par

File narne: Ikerr3.par Open
Fila type: I Parameter Files (*.par) j Cancel |

A
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Nach dem Laden werden im weiflen Bereich des Fensters graue Koordinatenlinien gezeich-
net: Die konzentrischen Kreise haben eine Radiusdifferenz von 50 Pixeln; die radialen
Strahlen werden jeweils in 20°-Schritten auf den Bildschirm gesetzt.

Hier noch eine kurze Erlduterung zu den verwendeten Maflstdben: In der Parameter-
Datei kann ein Parameter distf angegeben werden, der angibt, mit welchem Faktor
man Pixelwerte multiplizieren muss, um entsprechende wahre Léngen zu erhalten. Der
Abstand der konzentrischen Kreise ergibt sich somit zu 50 - distf.

AuBler den Koordinatenlinien erscheinen noch charakteristische Eigenschaften der je-
weils simulierten Raumzeit: Bei den Raumzeiten schwarzschild3 und kerr3 erscheint
jeweils der Ereignishorizont als schwarze Linie, bei kerr3 zusétzlich die duflere Grenze
der Ergosphére (siehe Abschnitt .

Ist eine entsprechende Parameter-Datei eingelesen worden, so kann man durch Klicken
auf Start Simulation die Simulation starten:

(][] ¢
File Simulation Extras
~
Stop Simulation
Sirmulating. ..
Il L
Der Meniipunkt Extras->Bodies... bringt ein Fenster auf den Bildschirm, in dem
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sdmtliche simulierten Objekte aufgelistet sind:

—* Bodies [=][Dl[=]
body =
[
Add.... Analyze. .. Remave Close
L I
Von dort aus kann man mittels Analyze. . . ein Fenster aufrufen, in dem die Bewegungs-

daten des jeweiligen Korpers dargestellt werden:

== Analyzing ‘hody2' [=][o][=]
Integration Algarithrn: Runge-Kutta
— Coordinates r Coordinate Velocities

t 6.258010e+11 m t 1.00000e+00

r 1.05671e+H10 m r -1.48539e-03

phi 2.02853e+HN1 phi 4. 72279e-01 m*-1)
~ Clock — Proper “elocities

Praper Time 1.50100e+01 m t 1.28516e+03

Froper Time 5.00660e-08 = r -1.91282e+10

Coordinate Time  2.03815e-07 s phi 6.06956e+12 rm™i-1)

— Perihelion Shit ——— ~ Speeds
radians 0.00000e-+10 Coordinate  2.46048&-01
degrees 0.00000e-+00 Praper 1.21583e+13

Close |

Da die Parameter-Dateien die Angabe der Werte meist in geometrischen Einheiten ver-
langen und auch sonst in der ART dieses Mafisystem (¢ = G = 1/(4mep) = 1) iiblich
ist, enthilt das Programm als Zugabe einen kleinen Einheitenumrechner, der zwischen
gewOhnlichen SI-Einheiten und geometrischen Einheiten konvertiert und iiber den Me-
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niipunkt Extras->Unit Converter...

=+ Unit Converter

Cluantity

zu erreichen ist:

I Mass

Geometric units

|7.424?1 e-26 m

Erase |

Slunits
= |
|1DD| kg

Close |

[=/[B>]

7.5 Ergebnisse der Simulation

7.5.1 Vergleich der numerischen Algorithmen

Vergleichen wir zunéchst den Euler-Cauchy- mit dem Runge-Kutta-Algorithmus. Wir la-
den dazu die Datei algocomp.par (siche Abschnitt ins Programm und l6schen im
Extras->Bodies...-Dialog den Adams-Stormer-Korper. Wir starten nun die Simulati-
on. Es werden zwei Korper simuliert, die jeweils mit identischen Anfangsbedingungen
starten. Gelb dargestellt ist der mit dem FEuler-Cauchy-Verfahren berechnete Korper,

violett der Runge-Kutta-Korper.

Nach einer Umrundung ergibt sich eine kleine, aber bereits merkliche Abweichung:
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Eine Bewertung der Algorithmen ist zu diesem Zeitpunkt noch nicht moglich. Nach
mehreren Umrundungen sieht dies schon anders aus:

Man sieht nun, dass der Euler-Cauchy-Algorithmus die ,,Bahnradien® offensichtlich an-
wachsen lasst, was nicht der Theorie entspricht, die sich drehende Ellipsen konstanter
Grofle voraussagt. Nach einer Periheldrehung von 360° ist es ganz klar:

Der Euler-Cauchy-Algorithmus ist also zur Simulation lingerer Zeitabschnitte nicht sehr
gut geeignet, was man auch schon an seiner Fehlerordnung O ((At)Q) erkennt, die dazu
fiihrt, dass sich die Fehler sehr schnell addieren.
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Vergleichen wir nun noch den Adams-Stérmer-Algorithmus mit dem Runge-Kutta-
Algorithmus, indem wir die Parameter-Datei algocomp2.par (siehe Abschnitt
verwenden. Wie folgendes Bild zeigt, weist der Adams-Stormer-Algorithmus (gelb) bei
langerer Simulationsdauer die gleichen Symptome auf wie der Euler-Cauchy-Algorith-
mus, allerdings in weniger ausgepréigter Form:

Damit ist der insgesamt am besten zur Simulation geeignete Algorithmus der Runge-
Kutta-Algorithmus. In allen anderen Parameter-Dateien wurde er deshalb auch verwen-
det.

7.5.2 Verifikation der Simulation

Zur Verifikation des Programms ist es interessant, die Ausgaben des Programms mit
Daten aus der Literatur und Ergebnissen der Theorie zu vergleichen. Hier sind einige
Beispiele von Simulationsergebnissen mit entsprechenden Verweisen auf die Literatur
bzw. auf andere Teile dieser Facharbeit:

e Die Gleichung (5.13) sagt fiir die Parameter-Datei blackhole.par (siche Ab-
schnitt [D.19) eine Periheldrehung A¢ von

0,2142857142
(222 - 0,0033)2

voraus. Das Programm errechnet eine Periheldrehung von ca. 22°. Dies zeugt durch-
aus von der Korrektheit des Programms, da zum einen nur einen Ndherungs-
wert liefert, zum anderen das Programm durch den Niherungscharakter der ver-
wendeten Algorithmen natiirlich auch Rechenfehler macht. Ahnliche Kurven wie
die von blackhole.par produzierten findet man auch in [3, S. 116].

A¢ ~ 61 ~ 0,339 ~ 19,4°
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e Die Bahnkurven um Kerr-Locher zeigen ein dhnliches Erscheinungsbild wie in der
Literatur (siche Abbildung [7.1)).

{YONSTIC,
‘_Lotnt b ! 27, I)

Bahnen von Objekten in der
Nihe des Schwarzen Loches

Abbildung 7.1: Links ist das Bild aus [2, S. 220] dargestellt, rechts ein Simulationser-
gebnis mit dhnlichen Anfangsbedingungen. Das Simulationsergebnis ent-
stammt der Parameter-Datei kerr3.par (siehe Abschnitt [D.22]).

e Die Formeln fiir die Kerr-Metrik produzieren fiir nichtrotierende Schwarze Licher
die gleichen Ergebnisse wie die Schwarzschild-Formeln. Dies kann man mit der
Parameter-Datei kerrtest.par (siche Abschnitt nachpriifen. Diese Datei
hat die gleichen Parameter wie die Datei blackhole.par (siehe Abschnitt [D.19).
blackhole.par wird mit Schwarzschild-Formeln gerechnet, kerrtest . par mit den
allgemeineren Kerr-Formeln.

e Wenn fiir die Schwarzschild-Metrik mit der Parameter-Datei empty . par (siche Ab-
schnitt [D.24]) die Masse auf Null gesetzt wird, entstehen als Bahnkurven Geraden.

e Die Rotation der Erde um die Sonne kann mit der Parameter-Datei sun.par si-
muliert werden. Die Simulation ergibt plausible Ergebnisse.
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7.5.3 Weiterfithrende Experimente

Mit dem Programm konnen vielfiltige Untersuchungen vorgenommen werden, die iiber

die in dieser Arbeit vorgestellten hinausgehen:

e Durch Anpassung der Werte in den vorhandenen Parameter-Dateien kénnen neue

Szenarien zur Simulation erzeugt werden.

e Das Programm kann auch rotierende Bezugssysteme simulieren. Der entsprechende

Raumzeittyp heifit rotating3 (siche Abschnitt [D.12)).

e Uber den Meniipunkt Extras->Show Perihelia kann man sich die Perihelia der

simulierten Bahnen graphisch anzeigen lassen.

Das Programm ist auf der beiliegenden CD-ROM enthalten, die folgende Verzeichnis-

struktur aufweist:

latex/ TEX-Quellcode der gesamten Facharbeit
figures/ MetaPost-Quellcode fiir die Zeichnungen
scans/ eingescannte Bilder im PNG-Format
screenshots/ Bildschirmausgaben des Simulationsprogramms
pdf/ gravitation.pdf | Facharbeit im PDF-Format
grav/ Simulationsprogramm
libgrav/ Quellcode des libgrav-Teils des Programms
(sieche Abschnitt [7.3.2 und Anhang [D])
*.cpp, *.h Quellcode der Qt-Benutzeroberflache (siehe Ab-
schnitt ’mb
parfiles/ Parameter-Dateien (einige Beispiele sind in An-
hang [D] abgedruckt)
grav.pro tmake-Projektdatei, aus der ein Makefile fiir das
verwendete System erstellt werden kann
Makefile Makefile fiir FreeBSD
grav FreeBSD-Binary des Simulationsprogramms
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A Topologische Grundbegriffe

A.1 Topologische Raume

Ein Raum ist zunéchst einmal nichts weiter als eine Menge von Punkten. Durch die To-
pologie wird auf dieser Menge nun eine bestimmte Struktur eingefiihrt. Diese formalisiert
die anschauliche Vorstellung, dass es zu jedem Punkt eines Raumes andere Punkte gibt,
die in seiner Nahe liegen, indem jedem Punkt eine Menge von Umgebungen zugeordnet
werden. Ein Raum, auf dem eine derartige Struktur definiert ist, heifit auch topologischer
Raum. Formal kann man ihn folgendermaflen definieren [I1, S. 9-10]:

Definition A.1 (Topologischer Raum) Fin topologischer Raum ist ein geordnetes
Paar (X,U), bestehend aus einer Menge X und einer Familie U = {Uy}rcx von Mengen
U, von Teilmengen von X, genannt ,Umgebungen von x“ derart, dass die folgenden
Bedingungen (Hausdorff ’sche Umgebungsaziome) erfillt sind:

1. Jede Umgebung von x enthdlt x; ganz X umgibt jeden seiner Punkte.

2. Umfasst V C X eine Umgebung von x, so ist es selbst Umgebung von x.

3. Der Durchschnitt von je zwei Umgebungen von x ist Umgebung von x.

4. Jede Umgebung von x enthdlt eine Umgebung von x, die jeden ihrer Punkte umgibt.

Basierend auf dieser Definition lassen sich nun die Begriffe der offenen und abgeschlos-
senen Mengen definieren [I1], S. 8-9]:

Definition A.2 (Offene und abgeschlossene Mengen) Im folgenden sei X ein to-
pologischer Raum.

e Fine Menge A C X, die alle ihre Punkte umgibt, heifit offen.
e FEine Menge A C X heifst abgeschlossen, wenn X \ A offen ist.

Die Definition der offenen Mengen kann nun dazu verwendet werden, die Hausdorff’schen
Umgebungsaxiome in die folgenden Axiome umzuformen, die die heutzutage iibliche
Definition eines topologischen Raums sind. [I1], S. 7]:
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Definition A.3 (Topologischer Raum) FEin topologischer Raum ist ein geordnetes
Paar (X, 0), bestehend aus einer Menge X und einer Menge O von Teilmengen (genannt
offene Mengen) von X, derart, dass gilt:

1. Beliebige Vereinigungen von offenen Mengen sind offen.
2. Der Durchschnitt von je zwei offenen Mengen ist offen.
3. 0 und X sind offen.

O heifit auch die Topologie des topologischen Raumes (X, Q).

Damit geniigt es also, eine Menge von offenen Mengen von X anzugeben, um die topo-
logische Struktur von X festzulegen.

A.2 Metrische Raume

Nach den vorangegangenen Betrachtungen ist natiirlich auch der R™ bei geeigneter Wahl
der offenen Mengen ein topologischer Raum. Es soll nun untersucht werden, mit welchen
Mitteln man eine Topologie definieren kann, die den ,iiblichen“ Eigenschaften des R"
entspricht.

Wie wir oben gesehen haben, geht es bei Topologien offenbar um Ndhe. Diese sollte
sich doch recht einfach durch eine Abstandsfunktion untersuchen lassen. Eine solche
Abstandsfunktion heifit auch Metrik; einen Raum, auf dem eine Metrik definiert ist,
nennt man metrischen Raum. Die Metrik muss dabei die folgende Definition erfiillen [1T],
S. 10-11]:

Definition A.4 (Metrischer Raum) Unter einem metrischen Raum versteht man
ein Paar (X,d), bestehend aus einer Menge X und einer reellen Funktiond : X x X — R
(der Metrik), derart, dass gilt:

1. d(x,y) >0 fir alle z,y € X und d(z,y) =0 genau dann, wenn x = y.
2. d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X.
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) fir alle z,y,z € X (,Dreiecksungleichung®).

Ein metrischer Raum lésst sich nun folgendermafien mit einer Topologie versehen, die
die metrische Struktur widerspiegelt [11, S. 11]:

Definition A.5 (Topologie eines metrischen Raumes) Sei (X,d) ein metrischer
Raum. Fine Teilmenge V- C X heifle offen, wenn es zu jedem x € V ein € > 0 gibt,
so dass die e-Kugel* K. = {y € X | d(z,y) < €} um x noch ganz in V liegt. Die Menge
O(d) aller offenen Teilmengen von X heifst die Topologie des metrischen Raumes (X, d).
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A Topologische Grundbegriffe

Man kann zeigen, dass diese Topologie die nétigen Axiome aus Definition erfiillt.

Damit ldsst sich nun auch auf einfache Weise der Weg zur ,iiblichen“ Topologie des
R™ beschreiben: Die beiden Punkte z,y € R" mit z = (z1,...,2,) und y = (y1,...,Yn)
haben einen Abstand von

d(w,y) = (A1)

Nach Definition ldsst sich nun sehr einfach eine Topologie von R™ konstruieren, die
seine metrischen Eigenschaften beriicksichtigt.

Bei der topologischen Betrachtung von R&dumen stellt sich heraus, dass von Metriken
induzierte Topologien besondere Eigenschaften haben. Man definiert deshalb [11} S. 12]:

Definition A.6 (Metrisierbare Riume) Ein topologischer Raum (X, Q) heifit me-
trisierbar, wenn es eine Metrik d auf X mit O(d) = O gibt.

A.3 Hausdorffraume

Alle im Text angesprochenen topologischen Réume, insbesondere auch die Mannigfal-
tigkeiten, erfiillen zusitzlich zu den Axiomen aus Definition noch das so genannte
Hausdorff ’sche Trennungsaxiom [11l S. 22]:

Definition A.7 (Hausdorff’sches Trennungsaxiom) Fin topologischer Raum heifit
Hausdorffraum, wenn man zu je zwei verschiedenen Punkten disjunkte Umgebungen fin-
den kann.

Dieses Axiom ist fiir alle metrisierbaren Réume giiltig [I1), S.22], und somit natiirlich
auch fiir R™.

Das Hausdorff’sche Trennungsaxiom soll hier nicht weiter behandelt werden. Es kommt
zwar in der Definition der Mannigfaltigkeit vor, wird aber auf unsere Uberlegungen
keinen groflen Einfluss haben.

A.4 Teilraume und Produkte

In der Topologie ist oft von Teilrdumen irgendwelcher topologischer Rdume, insbesondere
des R", die Rede. Dabei ist die entsprechende Teilmenge zusammen mit der durch den
topologischen Raum nach folgender Definition induzierten Teilraumtopologie gemeint
11, S. 13]:
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Definition A.8 (Teilraum) Ist (X, O) ein topologischer Raum und Xo C X eine Teil-
menge, so heifit die Topologie

O‘XO = {UﬂX0|U€O}

auf Xo die induzierte oder Teilraumtopologie, und der topologische Raum (Xo,O|X)
heifit Teilraum von (X, O).

Aus den Topologien zweier Mengen X und Y lisst sich eine Topologie fiir das kartesische
Produkt X x Y erstellen [I1} S. 14]:

Definition A.9 (Produkttopologie) Seien X undY topologische Riume. Eine Teil-
menge W C X x Y heifit offen in der Produkttopologie, wenn es zu jedem Punkt
(x,y) € W Umgebungen U von x in X und V von y in'Y gibt, so dassU x V. C W. Mit
der dadurch definierten Topologie heifit der topologische Raum X XY das (kartesische)
Produkt der Riume X und Y .

Damit haben wir nun erst einmal geniigend Moglichkeiten, Topologien fiir gegebene
Mengen mit bekannten Figenschaften zu konstruieren.

A.5 Stetige Abbildungen

Das wichtigste Konzept, das die Topologie fiir praktische Anwendungen vor allem in der
Physik zur Verfiigung stellt, ist das der stetigen Abbildung. Dieser Begriff lédsst sich mit
Hilfe der offenen Mengen sehr einfach fassen [11, S. 16]:

Definition A.10 (Stetige Abbildung) Seien X undY topologische Riume. Eine Ab-
bildung f : X — Y heift stetig, wenn die Urbilder offener Mengen stets wieder offen
sind.

Eine sehr hiufig gebrauchte Art von Abbildungen sind die so genannten Homdomorphis-
men. Thre Definition fithrt sie auf stetige Abbildungen zuriick [I1], S. 17]:

Definition A.11 (Homdomorphismus) Eine bijektive Abbildung f : X — Y heifit
Homdomorphismus, wenn f und f~' beide stetig sind, d. h. wenn U C X genau dann
offen ist, wenn f(U) CY offen ist.

A.6 Weitere Eigenschaften topologischer Raume

Um die Definition der Mannigfaltigkeit verstehen zu kénnen, muss man das zweite Ab-
zdhlbarkeitsaxiom kennen. Dieses ist unter Verwendung des Begriffes Basis einer Topo-
logie formuliert. Wir definieren also zunéchst [I1], S.15]:
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Definition A.12 (Basis) Sei X ein topologischer Raum. Eine Menge B von offenen
Mengen heifst Basis der Topologie, wenn jede offene Menge Vereinigung von solchen in
B ist.

Wir sind nun bereit fiir die letzte Definition dieses Anhangs [11], S. 98]:

Definition A.13 (Zweites Abzihlbarkeitsaxiom) Ein topologischer Raum, der ei-
ne abzdhlbare Basis der Topologie besitzt, erfillt das zweite Abzihlbarkeitsaxiom.
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B Die Euler-Lagrange-Gleichung

Viele Probleme in der Physik, vor allem das Aufstellen von Bewegungsgleichungen in der
Mechanik, lassen sich sehr einfach mit Hilfe des Lagrangeformalismus lésen. Dieser soll
im Folgenden kurz erldutert werden. Es wird dabei im Wesentlichen auf die Darstellung
aus [14], S. 2-4] zuriickgegriffen.
Gesucht ist eine Funktion ¢(¢) derart, dass das Integral
1)
S = L(q,q,t)dt (B.1)

t1
einen extremalen Wert annimmt. Angenommen, ¢(t) erfiille die geforderte Bedingung.
Wir ersetzen nun ¢(¢) durch die Funktion ¢(t) + dq(t), wobei dq(t) eine Variation mit
5q(t1) = dq(tz) = 0 ist. Die Anderung 65 von S bei infinitesimalen Variationen dq(t)
berechnet sich nun nach

to

5S = & [ Lig.g.t)dt

t1
2 (9L oL )
= “=0q+ —6q | dt
/tl (661 17 9™

Unter Verwendung partieller Integration und der Tatsache, dass ¢ = %6(] ist, erhélt
man:

22 (9L d oL

t th 8(] dt 8(]

/9L  d oL
- 9Y 98 sqat B.2
/tl <aq dtaq‘> 4 (B.2)

Damit S extremal ist, muss §S = 0 sein. Dafiir muss der Integrand in Gleichung (B.2)
verschwinden. Insgesamt ergibt sich also die Fuler-Lagrange-Gleichung
dor oL
dt 9¢ 9dq
Eine dhnliche Herleitung, die speziell auf die ART bezogen ist, findet man in [23], S. 44—
45].

oL
68 = —9§
S 3i q

(B.3)
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C Herleitung der Christoffel-Symbole fiir
die Kerr-Metrik

Aus der Kerr-Metrik (4.6)) erhilt man mittels (3.31)) trivialerweise die Lagrange-Funktion

A —a?sin?6 ., 2asin?0(r? +a% - A) ..
SR 2 w0

2 1 42)2 _ A2 sin? ] > )
(r’+d’) . a5 Hsin20¢2+gf2+262. (C.1)

L = -

Der Punkt bezeichnet dabei natiirlich wieder die Ableitung nach der Eigenzeit, also
unserem Kurvenparameter.

Zum Aufstellen der Bewegungsgleichung benétigen wir nun die Euler-Lagrange-Glei-
chung . Da hier die partiellen Ableitungen nach allen Koordinaten und den dazu-
gehorigen Geschwindigkeiten gebildet werden miissen, bietet es sich fiir die vorliegende
Lagrange-Funktion an, zunéchst diese Ableitungen fiir die beiden Symbole

Y =72+ a%cos®b

und
A=r>4+a®+¢e2—2Mr

zu bilden. Man beachte hierbei, dass M, a und e Konstanten sind (siehe auch Ab-

schnitt 4.3.1.2)):

%:0, %:27", %:O, %z—Qa?sianos@,
& =0 % =0, S =0 % =0
& =0, 5 = 2r—2M, 2 =0, 53 = 0,
2 =0, % =0, S =0 % =0

Zusétzlich benotigen wir die Ableitung von ¥ und A nach der Eigenzeit:

Y = 277 —2a%sinfcosfh
A = 2r¢ —2M7
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Wir kénnen nun mit den Ableitungen der Lagrange-Funktion beginnen:

oL
- = 2
T 0 (C.2)
oL 72(27“—2M)—(A—azsin29)-2ri2
or 32
¥ - 2asin? 0(2r — 2r 4+ 2M) — 2asin? 0(r? +a® — A) - 2r .,
_ 2 i
% (2(r? 4 a?) - 2r — (2r — 2M)a®sin® 6 ,
N (2(r* 4+ a?) - 2r — (2r )a® sin )sin29¢2
P
2 022 — Aa2sin26) - 2 '
_((7“ + a®) EQQ sin ) Tsin29¢2
A-2r — X(2r — 2M) | ,
+ A2 72 + 2r6? (C.3)
oL
— =0 C4
= (©4)
oL _E(—a2) -2sinf cos — (A — a?sin® §)(—2a? sin 6 cos 0)t.2
09 2
Y- 2a-2sinfcosf(r? +a% - A) ..
— s id
N 2a sin? 0(r? + a? — %)(—2(12 sin 6 cos Q)M-)
by
2 0 22 _ Ap2ain2 .
(r* +a*)* — Aa®sin 9-2sin00039¢2
X
3 (—Aa? - 2sin 6 cos b .
n (—Aa E;m cos )sin29d>2
2 2)2 _ Ag2sin26) (=242 sin @ 6 .
B ((r? +a?) a?sin” §) (—2a? sin 6 cos )sin29¢2
72
—2a? sin 6 cos 0 :
W?ﬂ + (—2a?sin 6 cos 0)H? (C.5)
Wir sind noch lange nicht fertig:
OL A —a’sin?f _.  2asin?0(r? +a® - A)
> = 5 %- > ) (C.6)
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oL ¥

e Y :

BB A (C.7)
20002 4 2 2 1 222 Aq2ain2 .

87[./ __Z2asin 0(r°+a A)i—l—(T +a”)® — Aa®sin 0811129-2(;5 (C.8)

) b )

OL _ 5.9 (C.9)

06

Und weiter geht’s (die Eigenzeit wird nun mit s bezeichnet):

4oL A —a?sin? 6 of
ds oi )
Y (2r7 — 2M7 — a? - 2sinfcos06) .
— -2t
72
N (A — a2 sin? 0)(2ri — 2a2 sin 0 cos 0 6) 9
2
_ 2a sin? 0(r? + a% — A)¢
=
) (2asim2 0(2r7 — 2ri + 2M7) + 2a - 2sin 0 cos 0 0(r? + a® — A)) .
— = é
N 2a5in% 0(r? + a® — A);ZQW'" — 2a? sin@cos@é)q-5 (C.10)
d 0L Y . A(2ri —2a®sinfcos00) — X(2ri — 2M7)
doL _2asin2 0(r? + a? — A)%.
ds §¢ N by
Y (2asin2 (217 — 2r7 + 2M7) + 2a - 2sin 0 cos 0 O(r% 4 a® — A)> '
2asin? 0(r? + a? — A)(2ri — 2a%sin 6 cos 0 6) .
+ t
72
2 1 422 — Aa2sin? . o
(r+d’) = i e(sin29~2¢+2sin900500-2¢)
- 2(r2 +a?) - 207 -
L2 anL V2 229
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) (Aa2 - 2sinf cos 00 + (2 — 2M7)a? sin? 9) )
— =2 sin 6 - 2¢

((r* + a*)? — Aa®sin*0) (27“7" —2a%sinfcos @ 9) )
— 3 sin0-2¢  (C.12)

d OL . . .
—a— = %20+ (2ri — 2a*sinfcos 0 6) - 20 (C.13)
ds 96

Mit dem Ableiten sind wir jetzt fertig. Nun geht es ans Aufstellen der Euler-Lagrange-

Gleichungen unter Verwendung der Gleichungen (C.2)—(C.5) und (C.10)—(C.13). Hier

zunéchst noch einmal die Euler-Lagrange-Gleichung mit s als ,,Zeit“, um Verwechslungen
mit der Zeitkoordinate ¢ zu vermeiden (siche auch Abschnitt [B)):

2= 22 . (C.14)

Fiir ¢ miissen wir nun unsere vier Koordinaten ¢, r, ¢ und 6 einsetzen. Mit trivialen
Vereinfachungen und Umstellungen erhalten wir:

ri — M7 — a?sinfcos 0

A — a?sin?46
A ¥

- - 4i
> >
+ (A — a%sin? 0)(ri — a® sin 0 cos 0 6) 4
2
2asin? 0(r? +a? — A) -
_ - J
: . T |
_s1n¢9Mr+cos¢99(r +a? - A) P
by
4aSin29(T2+a2—A)(Tf‘—aQSinﬂcosHé)d) = 0 (C.15)
2
Y . A@rr—a®sinfcos0f) — Sr(r— M)
Z.2T+ A2 - 47
E(T—M) — (A_GQSin29)r \
+ S . 21
i _ § 2_ . ..
L D-2M (r? +a% - A) 2r~2asin29t¢
2
_(7"2—}—@2)-27"—2(]7"—]\4)@2811129‘2Sin29(i)2
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((r* +a?)? — Aa?sin?6) - 2r

+ >3 sin? 0 ¢?
Ar—3(r—-M .
_ar A(g ) 9i2 o2
2asin?0(r? +a? — A) .
— t
by
_ sing M7 +cos00(r2 + a? — A) dasin g
by
4asin? 0(r? + a® — A)(ri — a®sinf cos 0 0) ,
72

(r? 4+ a?)? — Aa®sin? 0

- 25sin (sin @ ¢ + cos 00 - 2)

by
2, 2 .
0 grsin2 074
B Acos@0+r2(r—M)81n9 da?sin®0d
((r* 4 a*)* — Aa?sin?0) (7"7'" — a?sinf cos 6 9) )
— sin? @ - 4¢

22

%20 + (17 — a®sin 6 cos 0 6) - 46

Y — (A —a?sin?0 :

- ( @ 5m )~2azsin90050t2
72

4a3sind 0 cos O(r? +a® — A) ;|

32 te

2Aa?sin® 0 cosd -,
> )
((r* + a?)? — Aa?sin® 0) (2a*sin® 6 cos §) e
2

2% sin § cos 0 )
%7‘*2 + 2a? sin 6 cos 0 62

N 4asin0c056’g2 +a%— A)t'é—i—

2 1 42)2 — Aa2sin2 6 )
_(r +a) > @ s - 2sinfcosf ¢? +

— 0 (C.16)
= 0 (C.17)
= 0 (C.18)

Um nun die Christoffel-Symbole zu erhalten, miissen wir einen Koeffizientenvergleich

der Gleichungen ((C.15)—(C.18]) mit der Gleichung (3.28) durchfiihren. Hierzu legen wir

zunéchst eine Tabelle der entsprechenden Koeffizienten an. Fiithren wir dies zunéchst fiir
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Gleichung (C.15|) durch:

Variable

tr
i6
i

0

Koeffizient
2(A — a?sin?0)
- 1
4 (©19)
_2asin2 O(r? + a® — A) (C.20)
X
4(r — M)  4r(A — a®sin?6)
- 21
by * Y2 (C-21)
4a®sinfcosf  4a?sinf cos (A — a®sin’6)
s - - (C.22)
4asin?O M 4darsin®0(r? +a® — A)
— 2 (C.23)
_ 4asinf cos 0(r? + a® — A) B 4a3 sin® 0 cos O(r? + a® — A) (C.24)

by ¥:2

Wie wir sehen, reichen diese Koeffizienten fiir den angestrebten Koeffizientenvergleich
noch nicht aus, da sowohl ¢ als auch ¢ noch in Gleichung vorkommen. Nehmen
wir also nun Gleichung , in der auch # und qS vorkommen, und extrahieren auch
hier die Koeffizienten:

Variable

tr

0

0

Koeffizient
_2a sin? 0(7“;+ a2 — A) (C.25)
2sin? 6 ((r? + a;)2 — Ada?sin? §) (C.26)
4asin?@ M darsin®0(r? + a® — A)
—— = (C.27)
4asinfcosO(r® +a? — A)  4a3sin®GcosO(r? + a® — A)
— > — 5 (C.28)
8rsin? 0(r? + a?) B 4a?sin* O(r — M)
by by
A sin? 0 ((r? + a?)? — Aa?sin? §) (C.29)

4sinf cos b ((r* + a?)? — Aa?sin §) B 4aAsin® 0 cos 0

22

by
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4a”sin®  cos 0 ((r* + a®)? — Aa®sin? 0)
2

(C.30)

Damit wir nun eine Gleichung in der Form von Gleichung (3.28)) erhalten, miissen wir
die Koeffizienten ((C.25)—(C.30)) zunéchst mit
b)) —2asin?0(r? + a? — A)
2sin? 0 ((r? + a2)? — Aa?sin? 0) )Y

multiplizieren. Vereinfachen wir diesen Faktor zunéchst noch zu

a(r? +a? - A)
(r2 + a2)? — AaZ?sin? 6’

so erhalten wir fiir die Koeffizienten der geinderten Form von Gleichung (C.17)):

Variable Koeffizient

2a? sin? 0(r? + a? — A)?

C.31
)y ((7“2 + a2)? — Aa? sin? (9) ( )
. 2as5in? 0(r? 4+ a® — A
i asin0(r* + a ) (C.32)
X
i 4a?sin® O M (r? + a® — A) B 4a®rsin? 0(r? + a® — A)? (C.33)
2 ((r? +a?)? — Aa?sin?6)  ¥2 ((r? +a?)? — Aa?sin §) .
w 4a2 Sin9COS¢9(T2 + a? —2A)2 n 4a* sin® 6 cos 9(7“2 + a? —2A)2 (0'34)
S (07 + a2~ Adsutg) (024 ) — Aaten?d)
» 8arsin? 0(r? + a?)(r? + a® — A)
i _
2 ((r? + a?)? — Aa?sin? §)
4a®sin O(r — M) (r? +a®> — A)  4darsin? 0(r? + a® — A) (C.35)
Y ((r?2 + a?)? — Aa?sin? 0) ¥2 .
36 ~ 4asin6 cos 0(r> 4+ a? — A)  4a3Asin®OcosO(r? +a?® — A)
Y 2 ((r? + a?)? — Aa?sin? 9)
4a3 sin3  cos O(r? 4+ a® — A
- Eg ) (C.36)

In zwei Schritten haben wir unsere ersten Christoffel-Symbole! Erst subtrahieren wir die
soeben erhaltenen Koeffizienten von den Koeffizienten (C.19)—(C.24) und erhalten die
Koeffizienten in der folgenden Tabelle. Man beachte hierbei, dass der Koeffizient von ¢
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wegfillt:

Variable Koeffizient

2(A — a%sin? 0) 2a2sin? 0(r? + a? — A)?

t : - - C.37
p) 2 ((r? + a?)? — Aa?sin? 6) (C37)
s _4(7~—M)+47“(A—a2$in29)
/A 5 22
B 4a?sin? 0 M (r? + a® — A) n 4a’rsin? 0(r? + a® — A)? (C.38)
5 (07 + P~ Ast) 22 (7 + a2 - An)
i . 4a?sin 6 cos 0 B 4a?sin @ cos (A — a?sin? )
. E 22
B 4a? sin  cos O(r? + a? — A)?
2 ((r? + a?)? — Aa?sin?0)
B 4a* sin3 6 cos O(r? + a? —QA)2 (C.39)
32 ((r? + a?)? — Aa?sin® §)
i _4a sin20 M 8arsin?0(r? + a?)(r? + a® — A)
Y S ((r? + a?)? — Aa?sin? §)
 dd®sin? 0(r — M)(r® + ?22_ A) (C.40)
2 ((r? + a?)? — Aa®sin® §)
56 _4a3A sin® 0 cos 0(r? + a? — A) (C.41)

Y ((r?2 + a?)? — Aa?sin? §)

Multiplizieren wir diese Koeffizienten mit

-1
2(A — a?sin? ) 2a%sin? 0(r? + a? — A)?
b 2 ((r? + a?)? — Aa?sin? 0)
was mit Hilfe des neuen Symbols
N = (A —a*sin®0) ((r* + a®)® — Aa’sin®0) + a®sin 0(r* + a® — A)? (C.42)
zu
—% ((r? + a?)? — Aa?sin? §)
2N

,vereinfacht“ werden kann, so erhalten wir, wenn wir beriicksichtigen, dass ein und dersel-
be Koeffizient durch zwei Christoffel-Symbole mit vertauschten Indizes entsteht, folgende
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Christoffel-Symbole, da wie in Gleichung 1j nun eine 1 als Koeffizient vor ¢ steht:

'y = 0 (C.43)
; . (r— M) ((r* 4+ a*)* — Aa®sin?0)
Iy =T =
N
r (A —a?sin? ) ((r* + a®)* — Aa*sin? 6)
XN
a?sin? @ M(r? +a® — A)  a’rsin?0(r? + a? — A)?
+ N - SN (C.44)
IMy=T'y = 0 (C.45)
; : a?sinfcos ((r* + a?)? — Aa?sin §)
e =1 = — N
a?sinf cos O(A — a?sin?0) ((r? + a*)* — Aa®sin? 0)
N
a?sinfcosO(r? + a® — A)?
N
a*sin3 @ cos O(r? + a? — A)?
C.46
I, = 0 (C.47)
oot asin? @ M ((r* + a?)* — Aa?sin? §)
re =Lgr = N
_ Z2ar sin? 0(r? + a?)(r? 4+ a® — A)
N
+a35in49(rfM)(r2+a27A) (C.48)
N
I'ty=T% = 0 (C.49)
Iy = 0 (C.50)
aAsin® 0 cosO(r? + a® — A
Ft¢9 = Ft9¢ = + N( ) (C.51)

Nun die gleiche Prozedur noch einmal fiir ¢. Multiplizieren wir also die Koeffizienten

[C19) (C-29) mit

asin?0(r? +a® — A)
A —a?sin?0

Wir erhalten:
Variable Koeffizient
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20002 | 2
i _ 2asin Q(Tz-l-a A) (C.52)

2a%sint 0(r? + a? — A)?

.. C.53
¢ S(A — a?sin20) (€59
. dasi?Olr M0 £ 0 =) | darsin? 00t 10 = 8) o
Y (A — a?sin®6) 2
Iy 4a® sin® 6 cos 9(7”2. -1; a? — A) _ 4a®sin® f cos 927’2 +at = A) (C.55)
Y (A — a?sin®0) by
f,é _4a2 sint 0 M (r? '_’_;2 —A) n 4a?r sin 0(r? +'022_ A)? (C.56)
Y (A — a?sin®0) Y2(A —a?sin®0)
o0 B 4a? sin3 0 cos O(r? 4 a? — A)?
Y(A — a?sin?6)
~ 4a*sin® § cos 0(r* j—2a2 —A) (C.57)
Y2(A — a?sin” 0)
Dies miissen wir nun von den Koeffizienten (C.25)—(C.30]) subtrahieren:
Variable Koeffizient
5 . 2sw?0((+a)? — Ad’sin’f) | 2%sin' 6(r° +'a22— A (css)
N Y (A — a?sin®0)
jpo _dasiniOM | dasin®0(r = M)(r° +a” = A) (C.59)
» Y (A — a?sin®6)
Iy _ 4asin cos 0(r* + a? — A) _ 4a®sin® f cos 9(T2_ —; o’ — A) (C.60)
7 Y (A — a?sin®0)
7‘«& 8rsin? 0(r? + a?) _ 4a?sin* O(r — M)
> b
4rsin’ 0 ((r? + a*)” — Aa®sin® 0)
_ P
4a®sin' 0 M (r* + a*> — A) _ da’rsin 0(r® + a® — A)? (C.61)
S8 - ) S2(A - a2 0) |
gg ; Asindcost((r?+a?)’ — Ad*sin’9)  4a?Asin® gcosd
» by
4a” sin® f cos 0 ((r* + a?)? — Aa?sin? §)
2
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4a?sin® 0 cos O(r? + a® — A)?
Y(A — a?sin?6)
4a*sin® 0 cos O(r? + a® — A)?
Y2(A — a?sin?0)

(C.62)

Den zweiten Satz von Christoffel-Symbolen erhalten wir daraus durch Multiplikation mit

2sin? 0 ((r* + a?)? — Aa®sin? §) N 2a%sin? (r? 4+ a? — A)? -
b Y(A — a?sin?0) .
Unter erneuter Verwendung des Symbols N aus ([C.42]) vereinfacht sich dies zu
Y(A — a?sin?0)
2sin2 N
Wir erhalten die folgenden Christoffel-Symbole:

re._ o (C.63)
M(A —a?sin?0)  a(r — M)(r® +a® — A)
¢, =1¢, = -2 64
t t N T N (C.64)
0(r* + a® — A)(A — a®sin* 0
D6, —T%, — _acosf(r” +a . )( a”sin”6)
sinf N
3 . 0 0 2 2 _ A
_ a’sinfcos ](\7[" +a ) (C.66)
re,., = 0 (C.67)
2r(r? + a?)(A — a®sin® 0
F¢7‘¢ _ I‘¢¢T — ¥ )
B a?sin? 0(r — M)(A — a®sin? )
N
r ((r2 + a?)? — Aa?sin® ) (A — a?sin? 0)
YN
a*sin* O M(r* +a®> — A)  a’rsin®0(r? + a® — A)?
N a _ . (C.68)
[ =0% = 0 (C.69)
I = 0 (C.70)

cosf ((r* + a*)? — Aa®sin® ) (A — a”sin” §)

[, =1%; =
90 0% sinf N
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a’Asin 6 cos (A — a®sin? 0)

N
a?sinfcos 6 ((r* + a®)? — Aa?sin? ) (A — a?sin® 0)
YN
a?sinfcos O(r? + a® — A)?
N
a*sin® 0 cos 0(r? + a% — A)?
C.71
SN (C.71)
I = 0 (C.72)

Der Rest ist nun ein Kinderspiel. Extrahieren wir zunéchst die Koeffizienten aus (C.16)):

Variable Koeffizient

.. 2%
i N (C.73)
. Y(r— M) — (A —a%sin? O)r
2 = ) (C.74)
- 25M — (r2 +a?2 — A) - 2r .
to ( 52 ) - 2a;sin? f (C.75)
. Ar—X(r—-—M
2 A(2 ) -2 (C.76)
. 4a? si
qo . _Aa"sinfcosd (C.77)
A
32 _(T2+CL2)'2’I"—(’I"—M)CLQSH129‘2Sin20
by
(r? 4+ a?)? — Aa®sin? ) - 2rsin? 0
( B ) (C.78)
6% . —2r (C.79)
Nach Multiplikation mit
A
2%
erhalten wir die folgenden weiteren Christoffel-Symbole:
- S(r— M) —r(A —a®sin?6
rry = ( ) >3 )A (C.80)
FTtr = Frrt =0 (C81)
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EM—T(T2 +a? — A)

My =TTy = =3 - Aasin® 0 (C.82)
[Myg=T"gp = 0 (C.83)
Ar —X(r—M
FTTT‘ = r A(; ) (084)
I'"p=1"¢ = 0 (C.85)
25in 6 0
Fr?"@ — ]-_‘TBT _ a SIHE COS (086)
2 AN € — - M 2 2 0
My = — (r*4+a*%)-2r 2(27“ )a® sin Asin? 0
r2 4+ a2)?2 — Aa?sin? 6) Arsin?6
=+ (( ) SE ) (C.87)
IMyg=T"94 = 0 (C.88)
Ar
T"pp = 5 (C.89)

Wir haben nun den Status eines ,,Grofimeisters der Christoffel-Symbole* erreicht und
konnen deshalb aus Gleichung (C.18) direkt die entsprechenden Christoffel-Symbole ab-
lesen:

Y — A +a%sin?6

rf, = S a”sinf cosf (C.90)

%, =1r%, = 0 (C.91)
sinfcosf(r? +a%? — A)  a®sin®Ocosf(r? + a® — A)
M, —1¢, - - n o (C.92)
I =T% = 0 (C.93)
2sin 6 cos 0

po SIZZCOS (C.94)

.,=r% =0 (C.95)
ro =g = :
FHTQ = FGQT = % (096)
2 1 422 _ 9A 42 sin?
M = _(r+ad) 52 a5 esinecosﬁ
((r* + a?)? — Aa?sin® 0) a” sin® f cos 0

- - (C.97)
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I =T%, = 0 (C.98)

2sin @ cos 6
[, — _a”sinfcos (C.99)
P
Die erhaltenen Christoffel-Symbole wurden in der Klasse kerr4 implementiert (siehe
Abschnitt [D.16]). Die Klasse kerr3 enthilt eine vereinfachte Version, die nur die Aqua-
torialebene (6 = 90°) représentiert und somit graphisch zweidimensional dargestellt

werden kann (siehe Abschnitt [D.15)).
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D Quellcode

In diesem Anhang ist nur der wichtigste Quellcode abgedruckt. Dies ist zum einen
der libgrav-Teil, der die in Abschnitt erlduterten Klassenstrukturen beinhaltet,
zum anderen sind es die im Text erwédhnten Parameter-Dateien. Zusétzliche Parameter-
Dateien und der gesamte Quellcode der Benutzeroberfliache befinden sich auf der beilie-
genden CD-ROM.

D.1 grav_constants.h

D.2 grav_numerical.h

D.3 grav_euler_cauchy.h

D.4 grav_runge_kutta.h

D.5 grav_adams_stoermer.h

D.6 grav_vector.h
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D Quellcode

D.7 grav_metric.h

D.8 grav_christoffel.h

D.9 grav_space_time.h

D.10 grav_field.h

D.11 grav_falling body.h

D.12 grav_rotating3.h

D.13 grav_schwarzschild3.h

D.14 grav_schwarzschild4.h

D.15 grav_kerr3.h
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D Quellcode

D.16

D.17

D.18

D.19

D.20

D.21

D.22

D.23

D.24

grav_kerr4.h

algocomp.par

algocomp2.par

blackhole.par

blackhole2.par

blackhole3.par

kerr3.par

kerrtest.par

empty.par
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D Quellcode

D.25 sun.par
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