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Kapitel 1

Das elektromagnetische Feld im Vakuum

1.1 Heuristische Einfithrung

Zur Behandlung der klassischen Elektrodynamik bendtigen wir gegeniiber der Mechanik einige neue Be-
griffsbildungen, die sich in der Physikgeschichte am Ende eines lingeren Entwicklungsprozesses herauskristal-
lisiert haben, nimlich die auf Faraday zuriickgehende und durch Maxwell sodann mathematisch ausgebildete
Idee des elektrmagnetischen Feldes. Physikalisch bedeutete dies die Abkehr vom Newtonschen Konzept der
Fernwirkung, wie sie sich in seinem Gravitationsgesetz manifestiert. Unser Ausgangspunkt werden daher
von Anfang an die Maxwellschen Gleichungen sein, die wir nach den klassischen Vorbildern der klassischen
Lehrbuchliteratur (vgl. z.B. [Som01}, Bec82]]) an die Spitze unserer Betrachtungen stellen. Sehr empfehlens-
werte Standardreferenzen fiir Lehrbiicher zur klassischen Elektrodynamik sind [[Jac83} SDM™98,[LL92]]. Das
Standardwerk zur Problematik der klassischen Behandlung von Punktteilchen ist [Roh07/]. Konzeptionell ist
dieses Skript insbesondere an [Sch10]] angelehnt.

Thren konzeptionellen Abschlufl hat die Maxwellsche Elektrodynamik und mit ihr die gesamte klassische
Physik erst mit der Entwicklung der Relativitdtstheorie am Ende des 19. und zu Beginn des 20. Jahrhunderts
durch die Arbeiten von Heaviside, Lorentz, FitzGerald, Poincaré und vor allem Einstein und Minkowski
erfahren [[Ein05]]. Daher werden wir uns in diesem Manuskript im Gegensatz zu den meisten traditionellen
Darstellungen von Anfang an auf den relativisitschen Standpunkt stellen und die klassische Elektrodynamik
von Beginn an als relativistische Feldtheorie in kovarianter Notation formulieren. Freilich ist es dann fiir
konkrete Rechnungen bequemer, die dreidimensionale Vektoranalysis in einem festen Inertialsystem zu ver-
wenden und ggf. anwendbare nichtrelativistische Niherungen vorzunehmen.

In diesem einfithrenden Abschnitt stellen wir uns aber zunichst auf den traditionellen Standpunkt und erldu-
tern die Bedeutung der grundlegenden Groflen, also elektrisches und magnetisches Feld sowie Ladungen
und Stréme in traditioneller Weise. Dabei beschrinken wir uns in diesem Kapitel zunichst auf das Vaku-
um als Ausgangspunkt fiir die Beschreibung der elektromagnetischen Erscheinungen auf elementarer Ebene.
In Kapitel 2 werden wir dann die tibliche Lineare-Antworttheorie fiir die Beschreibung des elektromagne-
tischen Verhaltens makroskopischer Materie verwenden, wobei wir uns weiterhin im rein klassischen Teil-
chenbild bzw. der Kontinuumsmechanik bewegen werden.

Eine didaktisch etwas heikle Frage ist die Wahl des Einheitensystems. Einerseits ist in der experimentellen
Physik und der Technik das Internationale Einheitensystem (SI) die Standardwahl. Selbstverstindlich 1af3¢
sich auch in der theoretischen Physik im Prinzip problemlos in SI-Einheiten rechnen. Allerdings werden eini-
ge physikalische Zusammenhinge, insbesondere im relativistischen Kontext, recht undeutlich, und so wihle
ich hier das rationalisierte Gaufische Mafisystem, auch als Heaviside-Lorentzsches Maf3system bekannt,
welches insbesondere in der theoretischen Hochenergieteilchenphysik und relativistischen Quantenfeldtheo-
rie die Standardwahl ist. In Anhang[A]stelle ich die Beziehungen zwischen den verschiedenen anderen in der
Literatur gebriuchlichen Einheitensystemen (S, nichtrationalisiertes Gauf3-System) zum Heaviside-Lorentz-
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

System zusammen.

Beschiftigen wir uns jedoch zunichst mit den heuristischen Grundlagen, die der Beschreibung elektroma-
gnetischer Phinomene zugrundeliegt. Der Ausgangspunkt ist die Elektrostatik und die Beobachtung, daf§
die Materie aufler der Masse eine weitere charakteristische Grofle aufweist, nimlich die elektrische Ladung.
Durch Reiben bestimmter Materialen (z.B. Bernstein, dessen griechischer Name ,Elektron“ dem Gebiet sei-
nen Namen gegeben hat) lassen sich diese ,aufladen®. Dies dufiert sich in der Kraftwirkung geladener Korper.
Begeben wir uns in ein Inertialsystem, so wirkt zwischen zwei Korpern, die mit einer bestimmten Ladungs-
menge ¢, bzw. g, aufgeladen und in gegentiiber ihrer Ausdehnung groflem Abstand voneinander angeordnet
sind, so stellt man zwischen ihnen eine entlang der Verbindungslinie der Orte beider Ladungen wirkende
Kraft fest, die proportional zum inversen Abstandsquadrat ist. Es gilt also das Coulomb-Gesetz

. 9192 ’?1_’_52
12— = = = et
47t|x; — X,[? X — X,

(1.1.1)

Dies ist die Kraft, die auf den mit der Ladung ¢, versehenen am Ort X, lokalisierten Korper aufgrund der
Anwesenheit des mit ¢, geladenen K6rpers bei x, wirkt. Dabei erscheint der Faktor 47t im Nenner zunichst
willkiirlich, legt aber implizit die Wahl der Ladungseinheit iiber die Kraftwirkung auf die geladenen Kor-
per fest. Die Wahl des Faktors 47 entspricht der Konvention eines ,rationalisierten Einheitensystems®. Wir
werden gleich noch sehen, woher diese Bezeichnung riihrt.

Wir bemerken hierzu, daf} auf elementarer Ebene die elektrische Ladung eine fundamentale intrinsische Ei-
genschaft der Elementarteilchen ist. Sie tritt stets in ganzzahligen Vielfachen der Elementarladung]l|auf und
kann positiv und negativ sein. Das Coulomb-Gesetz besagt demnach, daf§ sich Ladungen mit gleichem
Vorzeichen abstoflen und solche mit entgegengesetztem Vorzeichen anzichen. Im Zusammenhang mit der
im Alltag auftretenden Materie sind aus Sicht der Elementarteilchenphysik betrachtet nur die drei Teilchen
Elektron, Proton und Neutron relevant. Das Proton besitzt eine positive, das Elektron eine negative Ele-
mentarladung, und die Neutronen sind elektrisch neutral. Die Protonen und Neutronen werden durch die
starke Wechselwirkung zu Atomkernen gebunden, um die herum sich wiederum aufgrund der elektromagne-
tischen Anziehung die Elektronen gruppieren und elektrisch neutrale Atome bilden. Diese verbinden sich
zu Molekiilen und bilden die gesamte uns umgebende makroskopische Materie. Die fiir ,Normalbedingun-
gen“ wesentlichen Eigenschaften der Materie werden also weitgehend durch die elektromagnetische Wechsel-
wirkung bestimmt. Die genaue theoretische Beschreibung dieses Aufbaus kann zwar erst die Quantentheo-
rie liefern. Allerdings sind die meisten makroskopischen Phinomene der Elektrodynamik mit klassischen
Vielteilchenmodellen bzw. kontinuumsmechanischen Beschreibungen der Materie und der klassischen
Elektrodynamik beschreibbar, und dies ist der Gegenstand dieses Manuskripts.

Eine weitere Beobachtung ist, daf} sich solche Coulomb-Krifte linear tiberlagern, d.h. hat man weitere Korper,
so wirkt auf Kérper 1 die Gesamtkraft

—

F=SF,=q> — xl_’fnl. (1.1.2)

47T|9_51 - znlz |9_51 — X,

Diese Schreibweise suggeriert nun schon die sehr wichtige Interpretation der elektrostatischen Wechselwir-
kung als Feldwirkung. Die Summe ist nimlich eine von den intrinsischen Eigenschaften der ,Probeladung®,
fiir die wir die Kraftwirkung aufgrund der iibrigen im Raum verteilten Ladungen messen, unabhingige Gro-
e, die wir als elektrisches Feld bezeichnen:

“n_ (1.1.3)
X

1Streng genommen sind die Quarks, aus denen die Hadronen, u.a. also auch die Kernbausteine Proton und Neutron, zusammen-
gesetzt sind Teilchen mit drittelzahligen Ladungen. Allerdings treten sie im Bereich der klassischen Elektrodynamik nicht auf, da sie
nicht als freie Teilchen existieren (,Quark-Confinement®).



1.1. Heuristische Einfiihrung

Wie wir aufgrund der Formel sehen, ist dies ein Vektorfeld hinsichtlich Drehungen im Raum R>. Unter

Translationen im Raum ist es ein Skalar. Wir bemerken sogleich, dafy wir an dieser Stelle rein statische
Probleme betrachten und (1.1.3) in dieser Form nur fiir ruhende Ladungen gilt.

Eine der Feldbeschreibung, die threm Wesen nach eine Kontinuumstheorie ist, eher angepafite Beschreibung
der Ladungen ist es, diese durch die Ladungsdichte anzugeben. Wir denken uns also den von geladener Ma-
terie erfiillten Raum in makroskopisch grofle Zellen eingeteilt, in denen sich jeweils sehr viele Teilchen (z.B.
Atome, Molekiile oder Elektronen im Falle der uns im Alltag umgebenden Materie) befinden. Im Sinne einer
Mittelwertbildung {iber den Ladungsinhalt diese makroskopisch grofien aber mikroskopisch kleinen Volu-
menelemente, auf die wir spiter in Kapitel |2/ noch genauer eingehen werden, konnen wir dann die Ladungs-
dichte p(X) an der Stelle X als die Ladung in einem Volumenelement pro Volumen definieren. Die Ladungs-
dichte wird i.a. auch von der Zeit abhingen. Das elektrische Feld aufgrund einer solchen Ladungsverteilung
kénnen wir uns dann im Sinne von als Superposition der Felder der Ladung in den Volumenelemen-
ten vorstellen, wobei die Summe in ein Integral iibergeht. Dann erhalten wir (wieder spezialisiert auf den

statischen Fall)
>/ > =y
E(E):J}d%’ pX)  E—X (1.1.4)
R

iR PR—%

Den Fall diskreter Punktladungen konnen wir in diese allgemeinere Kontinuumsbeschreibung subsumieren,

indem wir die 8-Distribution verwenden. Offenbar erhalten wir nimlich (1.1.3) zuriick, wenn wir in (1.1.4)
o) =3 4,80G ~3,) 115)

setzen.

In haben wir fiir den statischen Fall das elektrische Feld bei vorgebener Ladungsverteilung o(X) an-
gegeben. Die umgekehrte Frages ist nun, wie wir bei gegebenem elektrischen Feld die Ladungsverteilung
berechnen konnen. Erinnern wir uns dazu der Vektoranalysis (siche z.B. [[CH10]] und die Formelsammlung
in Anhang B.1), sehen wir, daf} die Bildung der Divergenz zum Ziel fiihrt. Dazu kénnen wir in die
partiellen Ableitungen bzgl. X mit der Integration vertauschen. Um die Divergenzbildung auszufiihren, be-
trachten wir zunichst ganz allgemein ein Vektorfeld der Gestalt

VE) = a(@)b() (1.1.6)

und bilden die Divergenz:

—

V-V(E)=3(ab)=bda+adb;=b-Va+aV-b. (1.1.7)

Wenden wir dies auf die im Integranden von (1.1.4) auftretende Funktion an, setzen also

- 1 Z o - o - X—x'
d(X):ﬂ, b(x):x—x/ = V(X):%, (118)
X—x X—Xx
erhalten wir )
- = 3 _)—_> - - = = =
Vza(x)=— |§Ex—5cf|5)’ Ve.-b(x)=3 fir x#Xx’ (1.1.9)
und damit
— 55_55/ . - -/
VQ—C*'W:O fiir x#x . (1.1.10)
X—x

Wir miissen nun noch den singuliren Punkt bei X = X’ genauer betrachten. Wir erinnern uns dazu der De-
finition der Divergenz iiber ein Oberflichenintegral. Sei dazu V C R? ein Bereich, der den Punkt ¥ enthilt.
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Dessen Oberfliche d V sei so orientiert, daff die Flichennormalenvektoren aus dem Volumen herausweisen.
Dann ist die allgemeine Definition der Divergenz durch

—

7/ : 1 25 =/ =/

V-V(x)_vlir%}m avd F(x")-V(x") (1.1.11)
gegeben. Dabei bezeichnen wir mit |V| das Volumen des Bereichs V und der Limes V' — {x} bedeutet, daf§
wir das Volumen um X immer kleiner machen, wobei allerdings der Punkt X stets innerhalb dieses Volumens
liegt. Freilich wird dieser Grenzwert nur dort existieren, wo V eine Divergenz im naiven Sinne besitzt.

Um nun das Verhalten um die Singularitit von bei X = X’ zu untersuchen, wihlen wir fiir V die
Kugel Kx(X’) um X’ mit Radius R. Das Oberflichenintegral iiber unser Vektorfeld berechnen wir in der
Standardparametrisierung

sind cos @
Kip(x'): X=%"+R[sindsing |, d€(0,7), ¢€[0,2n). (1.1.12)
cost?
Die Oberflichenelementvektoren sind durch
. . sind cos ¢
dF =8 dp 2% x 9 — 46 dg R¥sin® | sin9sing (1.1.13)
¢ ¢ cost

gegeben. Die Orientierung ist durch unsere Wahl der Reihenfolge der Faktoren im Vektorprodukt bereits
korrekt gewihlt, da die Flichenelementvektoren radial von der Kugel wegweisen, wie es definitionsgemaf3
sein soll. Damit erhalten wir

= =/ s 27
f $EFF) 2 :f d&f dgsin® = 4. (1.1.14)
IKR(R") |x —x/| 0 0

Die Divergenz dieses Vektorfeldes im Punkt X = X’ divergiert also, denn das Kugelvolumen ist ja |Kx(X')| =
47R3 /3 — 0 fiir R — 0. Andererseits gilt aufgrund des Gaufischen Integralsatzes offenbar fiir jedes endliche,
den Punkt X’ im Inneren enthaltende Volumen V und jede Kugel K_(x'), deren Radius so klein ist, dafl sie
ganz im Inneren von V enthalten ist

=z = = = = =
of d%?V,;-f—f,}:f LEF). 2 f/3—f dFF) 2 (1115)
V\K_ (%) |x —x/| av |x —X'| K (%) |x —x/|

Das Minuszeichen beim zweiten Integranden ergibt sich daraus, daff nun beim Oberflichenintegral tiber die
kleine Kugelfliche entsprechend der Orientierungskonvention die Flichennormalenvektoren radial nach in-
nen weisen miissen, definitionsgemifd jedoch JK_(X’) entgegengesetzt orientiert ist.

Unter Verwendung von (1.1.14) folgt daraus

=| dFE)-=
av |x —

X—X
SR - =47, 1.1.16
X |x —X /|3 ( )
Dabei ist im Volumenintegral die Divergenz als Distribution zu lesen. Da ferner diese Distribution fiir X # x’
verschwindet, liegt die Vermutung nahe, dafl

— -/
= X—X

PR

= 478X —%') (1.1.17)




1.1. Heuristische Einfiihrung

ist.
Um diese Vermutung zu beweisen, betrachten wir eine hinreichend schnell abfallende und glatte Testfunktion
f :R? — R und versuchen nachzuweisen, daf}

=/

x—x"

1G=| &% fE)V;- EpeTT Z4nf(*) (1.1.18)
R3
gilt.
Dazu erinnern wir uns des 1. Greenschen Satzes, der aus dem Gaufischen Integralsatz und hervorgeht:
f dF(R)a(3)b(F) = f &3 {a(@)Vs - b(x) +[Vza(®)] - b(F)}. (1.1.19)
av 1%

D.h. esist
f PFaF)Vs - b(x)= f dE(®) a()b(3)— f &% [Via(®) ] b(F). (1.1.20)
\% av %
Nun gilt zunichst fiir jedes € >0

_ R > _ !
&)= f POV gt [ SO
X—X NK (7 X—X
RAK (1.1.21)
I e X=X
J d3 f )V» 13"
X —x'|
Mit dem Greenschen Satz erhalten wir also fiir jedes €
_ 7! Py
16)= | #F@-for s | ST )
oK ) . K&) ) (1.1.22)
:J dd de s1n19f(x’+ef’)—f drf dﬁf do sin® d, f (X' + r#),
0 0 0 0 0
wobei wir wieder Polarkoordinaten um X’ mit
sind cos
7= sin¥sing (1.1.23)
cos

eingefiihrt haben. Fiir das erste Integral ergibt sich fiir ¢ — 0 in der Tat 47t f(X”), und das zweite verschwindet.

Damit ist aber (1.1.18) bewiesen.

Wenden wir dleses Resultat nun an, um die Divergenz von (1.1.4) zu berechnen, erhalten wir die erste der
vier Maxwell-Gleichungen:

V.E=p. (1.1.24)
Diese Gleichung gilt allgemein, und nicht nur fiir den statischen Fall, anhand dessen wir sie hergeleitet haben
und wird als Gauf3sches Gesetz bezeichnet.

Das magnetische Feld riihrt im Alltag meist von Permanentmagneten her. Wir gehen an dieser Stelle nicht auf
die mikroskopische Theorie dieses Ferromagnetismusses ein, da dazu die Quantentheorie erforderlich ist.
Wir bemerken nur so viel, daf§ die Elementarteilchen aufler ihrer Ladung auch ein magnetisches Moment
aufweisen, womit wir uns in Abschnitt noch genauer beschiftigen werden. Hier wollen wir nur zur
Definition des magnetischen Feldes anfiihren, daf$ auf eine Punktladung ¢, die sich in einem Magnetfeld B
bewegt, die Lorentzkraft

—
-

@ -
Frag=q~ xB (1.1.25)



1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

wirkt. Dabei ist ¢ ein Parameter von der Dimension einer Geschwindigkeit, welcher sich als die Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum erweist. Auch darauf gehen wir erst weiter unten im Kontext mit der eigentlich
adiquaten relativistischen Behandlung des Elektromagnetismus’ ein.

Wihrend wir oben gesehen haben, daf$ das elektrische Feld Ladungen als Quellen hat, und die Elementarteil-
chen entsprechende Ladungen besitzen, aus denen sich die Ladung der makroskopischen Materie ergibt, gibt
es aller Erfahrung nach keine magnetischen Einzelladungen (Monopole). Dies driicken wir entsprechend
als allgemeingiiltige Eigenschaft des magnetischen Feldes durch

- =

V-B=0 (1.1.26)

aus. Zunichst sah es lange so aus, als seien Elektrizitdt und Magnetismus zwei voneinander ginzlich unab-
hingige Phinomene. Dies dnderte sich erst als dank der Entdeckung des Galvanischen Effekts aufler der
statischen Reibungselektrizitit auch elektrische Strome verfiigbar wurden. Entsprechend entdeckte Orsted,
dafy KompafSnadeln durch elektrische Strome abgelenkt werden, mit elektrischen Stromen also Magnetfelder
verbunden sind.

Das quantitative Gesetz dazu stammt von Ampere. Sein Durchflutungsgesetz fiir den Fall statischer Strome
und Felder besagt, daf§ das Linienintegral iiber das Magnetfeld entlang des Randes dF einer Fliche F gleich
ist dem gesamten durch diese Fliche flielenden elektrischen Strom. Dabei bezeichnet man als elektrischen
Strom die pro Zeiteinheit durch die Fliche stromende Ladung. Dabei ist das Vorzeichen des elektrischen
Stromes aufler durch das Vorzeichen der stromenden Ladungstriger auch durch die Orientierung der Fli-
chennormalenvektoren definiert. Der Rand der Fliche ist im Sinne der Rechte-Hand-Regel zu orientieren:
Weist der Daumen der rechten Hand in Richtung der Flichennormalenvektoren, so zeigen die Finger in die
Umlaufrichtung des Randes dieser Fliche. Mit diesen Konventionen (und der Wahl ,rationaler Heaviside-
Lorentz-Einheiten lautet demnach das Amp‘eresche Durchflutungsgesetz

f di - B(x) = L (1.1.27)
JF

c

Der Factor 1/c¢ (inverse Lichtgeschwindigkeit) auf der rechten Seite dient dazu, die Einheiten des magnetischen
Feldes so festzulegen, dafl es dieselbe Dimension wie das elektrische Feld besitzt, wie es auch die Formel fiir
die Lorentzkraft erfordert. Diese rechte Seite kdnnen wir noch etwas ausfiihrlicher schreiben, indem
wir den Stromdichtevektor einfiihren. Sei dazu p(x) die Ladungsdichte der nun strémenden Ladung und
9(x) das Geschwindigkeitsfeld des entsprechenden Fluids im Sinne der Kontinuumsmechanik, so ist offenbar
dg =dt dF - p(X)7(x) die wihrend der kleinen Zeit d¢ durch das Flichenelement dF stromende elektrische
Ladung. Entsprechend bezeichnen wir mit

(%)= p()3(%) (1.1.28)

den Stromdichtevektor der elektrischen Ladung. Damit schreibt sich (1.1.28)

J &z B =1 J dF - (%) (1.1.29)
dF F

C

Die linke Seite kdnnen wir nun nach dem Stokesschen Integralsatz gleichfalls als Flichenintegral ausdriicken.
Dann erhalten wir

Jdﬁ-(%xé)zlf dF - (%) (1.1.30)
F CJF

Da diese Gleichung fiir jede Fliche F gilt, konnen wir das Durchflutungsgesetz auch in differentieller Form
durch .
V xB(%)=-j(%) (1.1.31)

(4

10



1.1. Heuristische Einfiihrung

ausdriicken. Dieses Gesetz gilt nun nur im Fall zeitunabhingiger Strome und Felder. Wie Maxwell ent-
deckt hat, ist im nichtstationiren Fall, also wenn Ladungen, Strome und Felder zeitabhingig sind, auf der rech-
ten Seite die Stromdichte durch den sogenannten Maxwellschen Verschiebungsstrom J,E /¢ zu erginzen.
Wie wir im nachsten Kapitel sehen werden, gehort dieser Term logisch aber auf die linke Seite der Gleichung.
Wir notieren also die allgemeingiiltige Form des Amp‘ere-Maxwell-Gesetzes in der Form

1 JE JE(t,%) x) 1=, .
—, =6

c t

Es fehlt uns nunmehr noch eine letzte fundamentale Gleichung, das Faradaysche Induktionsgesetz. Es be-

schreibt die Induktion elektrischer Ringspannungen oder elektromotorischer Krifte durch die zeitliche An-
derung des magnetischen Flusses. Wir notieren es sogleich in differentieller Form in der Gestalt

V x B(t,%)— (1.1.32)

V x E(t,%)+ 195(t.%) =0, (1.1.33)
c dt

in der es allgemein giltig ist. Wir werden im folgenden noch auf die genaue Anwendung und die physikali-
sche Bedeutung all dieser Gleichungen genauer eingehen. Insbesondere das Faradaysche Gesetz macht zuwei-
len Probleme, wenn man es mit beweglichen Elementen wie Leiterschleifen in Magnetfeldern (Generator)
oder mit beweglichen Magneten (Unipolargenerator) zu tun hat. Wie wir sehen werden, 16sen sich damit
zusammenhingende scheinbare Paradoxa problemlos auf, sobald man sich auf den korrekten relativistischen
Standpunkt stellt. Wir beschlieflen diese heuristische Einleitung, indem wir die nunmehr vollstindig zusam-
mengetragenen Maxwell-Gleichungen nochmals iibersichtlich hinschreiben:

V-E(t,%) = p(t,%), (1.1.34)
V x B(1,%)— 12, x)_lﬁ( £,%), (1.1.35)
c Jt c
V-B(t,%)=0, (1.1.36)
> = 138(t )
=0 137
VxE+-=52=0 (1.1.37)

Dabei heiflen die ersten beiden Gleichungen die inhomogenen und die letzten beiden Gleichungen die ho-
mogenen Maxwell-Gleichungen?] In der obigen Form haben wir die mikroskopischen Gleichungen an-
gegeben, d.h. unter den auf der rechten Seite auftretenden Groflen sind samtliche Ladungen zu verstehen.
Wir gehen auf die makroskopische effektive Form der Maxwell-Gleichungen erst in Kapitel 2] ein, wo wir sie
als Folge der mikroskopischen Gleichungen unter bestimmten Niherungsannahmen tiber die durch Mitte-
lung iiber die mikroskopischen Freiheitsgrade der Materie entstehenden makroskopischen Groflen herleiten
werden. Wir werden dort auch sehen, wie wir die Magnetisierung von Permanentmagneten in m 1.1.35) be-

rlicksichtigen kénnen. Es wird sich ze1gen daff dabei auf der rechten Seite ein Term 7., = eV x M (t,X) zur

Stromdichte hinzutreten wird, wo M die Magnetisierungsdichte des Materials ist.

Als weitere fundamentale Gleichung ist noch die Lorentz-Kraft auf eine Punktladung aufgrund der Anwe-
senheit eines elektromagnetischen Feldes

—

ﬁ:q<5+§ ><1§> (1.1.38)

anzufiihren. Wir beschlieflen diese kurzen heuristischen Betrachtungen mit der Feststellung, dafl aus den
beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen die Erhaltung der elektrischen Ladung als Konistenzbedingung

?Die Gleichungen werden auch nach ihren wesentlichen Entdeckern benannt: So heiffen (1.1.34) und (1.1.35) jeweils das Gaufi-
sche Gesetz fiir das elektrische bzw. magnetische Feld, (1.1.35) das Ampére-Maxwellsche Durchflutungsgesetz und (1.1.37) das
Faradaysche Induktionsgesetz.

11



1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

folgt. Dazu bilden wir die Zeitableitung der Gleichung und die Divergenz von . Wegen V.
(V x B) =0 folgt dann

2 V.E=V.j=-2£, (1.1.39)

+V.;=0 (1.1.40)

schreiben. Um zu sehen, daff dies wirklich nichts anderes als die Erhaltung der elektrischen Ladung bedeutet,
integrieren wir diese Gleichung tiber ein zeitlich konstantes Volumen V mit in kanonischer Weise orientier-
tem Rand d V. Mit dem Gauf3schen Integralsatz folgt dann

dQv _ f &$% o(t,%) dF -j(t,%)=—| dF - (£, %)3(z,%). (1.1.41)
dt IF IF

In der Tat besagt diese Gleichung, daf} die Anderung der im Volumen V befindlichen Ladung pro Zeiteinheit
gerade durch den Fluf} der Ladung durch die Oberfliche des Volumens gegeben ist, und das bedeutet die
Erhaltung der Ladung. Nimmt man an, daf§ die Ladungsdichte und der Fluf} der Ladungstriger hinreichend
schnell im Unendlichen abfallen, was wir unter realen Bedingungen stets annehmen diirfen, so folgt

thot _

1.1.42
o, (1.1.42)

d.h. die Gesamtladung in einem abgeschlossenen System bleibt erhalten.

Schliefflich betrachten wir noch die Integralform der Maxwell-Gleichungen. Diese wird in der Literatur
oft an die Spitze gestellt, weil sie die historisch iltere Beschreibungsweise der elektromagnetischen Erschei-
nungen darstellt. Dies ist insofern verstandlich als in der experimentellen Praxis mit ausgedehnten Systemen
hantiert wird. Allerdings ist dies nicht die fundamentale Betrachtungsweise, denn die Elektrodynamik stellt
ja aus moderner Sicht, wie schon oben betont, eine lokale relativistische Feldtheorie dar, und daher ist die
differentielle Beschreibung natiirlicher und insofern auch einfacher.

Man gelangt prinzipiell auch sehr einfach von den differentiellen zu den integralen Formen der Maxwell-Glei-
chungen, indem man die jeweils anwendbaren Integralsitze der dreidimensionalen Vektoranalysis anwendet.
Unproblematisch sind dabei die Maxwell-Gleichungen, die keine Zeitableitungen enthalten. Integrieren wir
nimlich das Gauflsche Gesetz zu einem festen Zeitpunkt tiber ein beliebiges Volumen V/, das seiner-
seits wie das elektrische Feld und/oder die Ladungsdichte ebenfalls zeitabhingig sein darf, erhalten wir unter
Anwendung des Gaufischen Integralsatzes

& (0= | dFE(t,7)= f Pip(t,F)= Qu(t). (1143
’ v Vv

Dabet ist deﬁnitionsgeméﬁ die Orientierung des Randes dV des Volumens V' so gewilt, daff die Flichen-
75 heiftt Flufl des

elektrischen Feldes durch die geschlossene Fliche d|,. Dieser Name erklirt sich aus der mathematischen
Analogie zu dem oben betrachteten Flichenintegral iiber die Stromdichte. In der integralen Form besagt das
Gauflsche Gesetz, daf} zu jedem Zeitpunkt, der elektrische Fluff iiber eine geschlossene Oberfliche der im ein-
geschlossenen Volumen befindlichen Ladung entspricht. Grob gesprochen kann man sagen die elektrischen
Feldlinien beginnen bei positiven und enden bei negativen Ladungen. Dies ist bei Punktladungen wértlich zu
nehmen, denn dort ist das entsprechende Coulombfeld ja tatsichlich singulir. Bei kontinuierlichen Ladungs-
verteilungen liegen freilich i.a. keinerlei Singularititen des Feldes vor.

normalenelemente dF stets vom Volumen wegzeigen. die so definierte Grofle heifdt @

12



1.1. Heuristische Einfiihrung

Ebenso folgt aus dem Gaufischen Gesetz fiir das Magnetfeld

dF - B(t,%) =0, (1.1.44)
av

®5av =
d.h. der magnetische Fluf} durch eine beliebige geschlossene Fliche verschwindet stets. Die magnetischen
Feldlinien sind also stets geschlossen und quellenfrei.
Im Prinzip sind auch die Integralformen von Durchflutungs- und Induktionsgesetz, die Zeitableitungen ent-
halten nicht komplizierter in eine Integralform zu bringen. Beginnen wir mit dem Faradayschen Induktions-
gesetz (1.1.37). Hier integrieren wir freilich {iber eine beliebige Fliche F, die mit einer beliebigen Orientierung
ausgestattet sei. Die Randkurve JF sei verabredungsgemif, wie in der dreidimensionalen Vektoranalysis iib-
lich, gemif} der Rechte-Hand-Regel positiv relativ zu der Orientierung der Fliche orientiet, d.h. weist der
Daumen der rechten Hand in die willkiirlich festgelegte Richtung der Flichennormalen, so geben die Finger
den dazugehérigen Durchlaufsinn der Randkurve an. Dann folgt durch Integration von tiber diese
Flache zu einer festen Zeit ¢
d?-E(t,?):—lf dF - 3,B(t,%). (1.1.45)
dF ¢JF
Die Schwierigkeit besteht nun einzig darin, dafl das Faradaysche Gesetz in seiner urspriinglichen integralen
Form die Zeitableitung des magnetischen Flusses durch eine beliebige Fliche betrifft, d.h. wir suchen

. d = =
@E’F(t)_adeF'B(t,x). (1.1.46)

Ist hierbei die Fliche F unabhingig von der Zeit, kann man die Zeitableitung ohne weiteres als partielle Ablei-
tung in das Integral hineinziehen, und dann kommt auf der rechten Seite von einfach die Zeitableitung
zu stehen.
Betrachten wir nun aber eine zeitabhingige Fliche, die wir der Genauigkeit halber jetzt mit F, bezeichnen
wollen, ist bei der Zeitableitung auch die entsprechende Anderung dieser Fliche zu beriicksichtigen. Wir
miissen hier nimlich

dtq)E,F = JF

t+dt

d]?-g(t—i—dt,a?)—f dF - B(z,%) (1.1.47)
Ft

berechnen. Offensichtlich gentigt uns dabei die Entwicklung der rechten Seite dieser Gleichung bis 0(d¢),
d.h.

dedy , =dt L[ dF - 9.B(t,%)+ Lwdt dF ~B(t,x)—JFt dF - B(t,X)+ 0(dt?). (1.1.48)
Um den Beitrag aufgrund der zeitlichen Anderung der Fliche zu berechnen, betrachten wir Abb. Wir
wenden den Gauf3schen Integralsatz auf das dort gezeigte infinitesimale zylinderartige Volumen an, das durch
die Bewegung der Fliche in dem infinitesimalen Zeitintervall (¢, ¢ +d¢) definiert wird. Dessen Randfliche be-
steht aus der Deckfliche F, | 4,, der Bodenfliche F, und der Mantelfliche. Bei der Anwendung des Gauf3schen
Integralsatzes miissen die Flichennormalen nach auflen weisen. Daher geht die Deckfliche mit positivem
Vorzeichen, die Bodenfliche aber mit negativem Vorzeichen ein, weil definitionsgemif} die Orientierung fiir
diese urspriinglichen Flichen in so gewahlt ist. Das entsprechend orientierte Flichenelement fiir die

Mantelfliche ist bis auf Gréfen der Ordnung @(dt2) durch dF = d%|, F, X 0(t,X)dt gegeben. Dies liefert

J d%ﬁ.ézj
dv F

t+dt

dz?.Bu,z)_f df.B(z,;c)ertf (d% x 3)-B. (1.1.49)
F, 3

FZ’

Andererseits 13t sich das Volumenintegral in der gewiinschten Ordnung 0(d¢) in der Form

f d%?%-é:dtf dF -3 (V-B) (1.1.50)
dv F,

13



1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

dF = d7 x 9dt
dea(t,x)d dV

Abbildung 1.1: Kleines zylinderartiges Volumen dV, das von der Fliche wihrend einer infinitesimalen Zeit
dt durchlaufen wird (zur Ableitung des Flichenintegrals eines Vektorfeld iiber eine zeitabhingige Fliche).

schreiben. Dies in (1.1.49) eingesetzt ergibt

f dﬁ-B(t,i)—f dF - B(t,%)=dt U dF - 3(V-B)— | d%-(¥x E)} . (1.1.51)
Frra F, F, dF,
Verwenden wir dies wiederum in , erhalten wir schlieflich

by = L dF -[3B+3(V-B)]— N d¥ - (% x B). (1.1.52)

Dies gilt zunichst fiir ein beliebiges Vektorfeld B. Verwenden wir nun noch die Quellenfreiheit von B, also

V- B sowie das Faradaysche Gesetz in differentieller Form (1.1.37), erhalten wir schliefilich

1. (= T 3

~b; =~ | di-(E+ZxB). (1.1.53)
dF ¢

Dies ist die allgemein giiltige integrale Form fiir das Faradaysche Induktionsgesetz fiir beliebig bewegte Fla-
chen. Wichtig ist, daf auf der rechten Seite dieser Gleichung die vollstindige elektromotorische Kraft|

g’:f d£-<f+3x§> (1.1.54)
dF ¢

zu stehen kommt. Beachtet man diese allgemeingiiltige Form, lassen sich viele vermeintliche Schwierigkeiten,
die in der Literatur im Zusammenhang mit dem Faradayschen Gesetz immer wieder auftauchen, vermeiden.
Wir kommen darauf bei der Besprechung der Homopolarinduktion weiter unten nochmals ausfiihrlich zu-
riick.

Auf die integrale Form des Ampére-Maxwell-Gesetzes werden wir schliefilich gefiihrt, indem wir die
zeitliche Ableitung des elektrischen Flusses

<I>E’F:LdF-E (1.1.55)

SHier ist der Begriff ,Kraft“ im Sinne einer energieartigen Grofle zu verstehen. Es handelt sich hier ja formal um die Arbeit einer
Einheitsladung entlang der geschlossenen Kurve dF im elektromagnetischen Feld.
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1.2. Elektromagnetische Potentiale und Eichsymmetrie

betrachten, wobei die beliebig zeitabhingig gedachte Fliche und ihre Berandung wieder auf die iibliche Wei-
se gemifl der Rechte-Hand-Regel relativ zueinander orientiert seien, bilden. Dazu konnen wir wieder die
allgemeingiiltige Formel (1.1.52) verwenden, woraus sich zunichst

Yog, =1 | aF[aE+a@ D) | o (2xE) (1156
T CJF JF

c C

ergibt. Gemif dem Ampere-Maxwell-Gesetz konnen wir im Flichenintegral

-

1,2 = = -
“QE=VxB—] (1.1.57)
C

und mit dem Gauf$schen Gesetz (1.1.34)

— -

V-E=p (1.1.58)

setzen. Wenden wir dann noch auf das Flichenintegral von V x B den Stokesschen Integralsatz an, erhalten

wir schliefdlich .
lém :—lf dﬁ-(;—p5)+f d£-<1§—3 ><E>. (1.1.59)
F IF ¢

c C

Auch dieses Gesetz wird oft in der vereinfachten Form geschrieben, die entsteht, wenn man annimmt, daf§

7] < ¢ und |p7| K ;| ist und folglich alle Terme o< ¥/c in vernachldssigt. Im Gegensatz einem dhn-
lichen Vorgehen im Zusammenhang mit dem Faradayschen Induktionsgesetz fithren diese Vereinfachungen,
die strikt genommen freilich nur fiir ruhende Integrationsflichen gelten, bei gewShnlichen Anwendungen bei
tiblichen Geschwindigkeiten der involvierten realen Korper nur selten zu ernsthaften Schwierigkeiten. Wie
wir weiter unten sehen werden, liegt dies darin begriindet, dafl schon kleine Geschwindigkeiten bei Phino-
menen wieder Homopolarinduktion erhebliche elektromotorische Krifte bedingen kénnen.

Man kann mit Hilfe der unten hergeleiteten Transformationsformeln fiir das Verhalten der elektromagneti-
schen Groflen beim relativistisch korrekten Wechsel von einem Inertialsystem zu einem anderen mittels der
Lorentz-Transformation zeigen, dafl die entsprechenden Zusatzterme in den Integralformeln fiir beliebig be-
wegte Integrationsflichen und -randkurven selbstverstindlich notwendig fiir die Konsistenz der Integralform
der Maxwell-Gleichungen mit dem speziellen Relativitdtsprinzip sind [Mon04]. Dies ist nicht verwunder-
lich, denn die Maxwell-Gleichungen stellen eine vollstindig relativistisch kovariante Feldtheorie dar, wie wir
sogleich in den nichsten Abschnitten sehen werden.

Bei einer Anwendung dieser hier zunichst nur rein formal mathematisch hergeleiteten Formeln auf konkret
bewegte Materie und die damit zusammenhingenden elektromagnetischen Phinomene zeigt sich, dafl allein
diese relativistische Betrachtungsweise zu einer vollkommen konsistenten Theorie der elektromagnetischen
Phinomene in Materie fiihrt. Insofern verwundert es nicht, daf§ erst mit der Analyse der Raum-Zeitstruktur
durch Einstein [Ein05]] und schlief8lich der relativistisch kovarianten Formulierung der makroskopischen
Elektrodynamik durch Minkowski [Min10] die diesbeziiglichen Probleme endgiiltig gelost werden konnten.
Wir werden darauf in Kapitel |2| austiihrlich zuriickkommen.

1.2 Elektromagnetische Potentiale und Eichsymmetrie

Wir wollen nun zeigen, dafl die oben erorterten Maxwell-Gleichungen relativistisch kovariant formuliert
werden konnen. Dazu wollen wir versuchen, sie im Rahmen des vierdimensionalen Tensorkalkiils im Min-
kowskiraum zu formulieren. Dazu erinnern wir an unsere Behandlung der relativistischen Raum-Zeit-Struk-
tur im Mechanikteil dieser FAQ [[Hee08]].

Dort hatten wir gesehen, daf$ es bequem ist, die Zeit und die Raumkoordinaten eines kartesischen Koordina-

tensystems, das bzgl. eines beliebigen Inertialsystems ruht, zu dem Vierervektor x = (x#) = (x%,x!, x?, x?)
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

mit x° = ¢t zusammenzufassen. Dabei bedienen wir uns hochgestellter Indizes zum Durchnumerieren der
Komponenten.

Der Wechsel von einem Inertialsystem ¥(x#) zu einem anderen Y (x’) erfolgt dabei durch eine eigentlich
orthochrone Lorentz-Transformation, die durch eine reelle 4 x 4-Matrix A = (A¥)) gegeben ist:

XM= AH X (1.2.1)
Dabei erfiillt die Matrix die Bedingung, daf fiir zwei beliebige Vierervektoren das Minkowski-Produkt
x-y:xoyo—y?-i:nwx“yv (1.2.2)
mit (7,,) = (7*”) = diag(1,—1,—1,—1) ungedndert bleibt. Es ist also
Xy =n,,xty = nwx”‘ylv. (1.2.3)

Dafiir ist es notwendig und hinreichend, dafl die Transformationsmatrix die Pseudoorthogonalititsrelation

AAN=7% oder Nl N =15, (1.2.4)
erfiillt. Fiir mit der Identitit stetig verbundene Lorentz-Transformationen muf§
detA=1, und A% >1 (1.2.5)

gelten. Diese Transformationen bilden eine Gruppe, die man als die eigentlich orthochrone Lorentz-Grup-
pe SO(1,3) bezeichnet.

So wie in der klassischen Kontinuumstheorie die Skalar- und Vektor- bzw. allgemeiner die Tensorfelder bzg].
der Drehgruppe SO(3) und die partiellen Ableitungen sowie die diversen Integrationen tiber Volumen, Fli-
chen und Wege die adiquate mathematische Sprache darstellen, um unter Drehungen kovariante Formulie-
rungen von physikalischen Sachverhalten zu finden, so kann man in der relativistischen Feldtheorie entspre-
chende Begriffe im vierdimensionalen Minkowskiraum bilden, also versuchen, die Naturgesetze in Gestalt
von Vierertensorfeldern und entsprechenden Operationen zu formulieren, und genau das wollen wir nun fiir
die Elektrodynamik ausfithren. Den mathematischen Kalkiil der vierdimensionalen Vektoranalysis werden
wir dabei gleichzeitig mitentwickeln. Da nun die Drehungen eine Untergruppe der SO(1,3)! bilden, kann
man die entsprechenden Gesetze bzgl. eines beliebigen aber dann festliegenden Inertialsystems auch im Drei-

erkalkiil formulieren, und in dieser Form liegen uns die Maxwell-Gleichungen in der Gestalt
vor.

Wir kénnen uns zunichst die Ubersetzungsarbeit in den Viererformalismus erleichtern, indem wir zuerst die
homogenen Maxwell-Gleichungen (1.1.36) und (1.1.37) betrachten. Sie stellen aus rein mathematischer Sicht
Zwangsbedinungungen fiir die Felder dar, die wir zunichst ausniitzen konnen, um die Zahl der expliziten
Freiheitsgrade von 6 (drei Komponenten des elektrischen und drei Komponenten des magnetischen Feldes)
auf 4 zu reduzieren. Dazu erinnern wir uns des Helmholtzschen Fundamentalsatzes der Vektoranalysis
(vgl. [CH10])).

Aus folgt demnach, daf das magnetische Feld als Wirbelfeld eines Vektorpotentials geschrieben wer-
den kann, d.h. es existiert ein Vektorfeld /Y(t, x), so dafl

-

B(t,3)=V x A(t,%) (1.2.6)
gilt. setzen wir dies in (1.1.37) ein, folgt

R 18A(t,>?)] o, (1.2.7)

E —
Vx[ (t,x)+C ER
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1.2. Elektromagnetische Potentiale und Eichsymmetrie

Ein wirbelfreies Feld 43t sich aber nach dem besagten Helmholtzschen Zerlegungsssatz als Gradient eines
Skalarfeldes schreiben, d.h. es existiert ein Skalarfeld ®, so daf

194(2,%)

c Jt

E(t,%)+ = —Vd(t,%). (1.2.8)
Wir konnen also die homogenen Maxwell-Gleichungen durch die Einfithrung des Skalar- und Vektorpoten-
tials identisch erfiillen, indem wir

10A(t,%) =

E(t,%)=—V&(t,%)— = B(£,%) =V x A(t,%) (1.2.9)
C

setzen.

Allerdings sind diese Potentiale durch Vorgabe von E und B nur bis auf ein Skalarfeld bestimmt. Um das zu
sehen, gehen wir von der zweiten Gleichung aus. Fiigen wir nimlich dem Vektorpotential ein Gradientenfeld
hinzu, betrachten also _ . _

A'(t,%) = A(t, %)=V y (,%) (1.2.10)

statt des urspriinglichen Vektorpotentials A, so indert sich wegen VxV x = 0das Magnetfeld nicht. Ersetzen
wir nun auch in der Gleichung fiir das elektrische Feld das alte durch das neue Vektorpotential, erhalten wir

= =\ - - 1 3 - 1 g _’/ —
E(t,X)——V [@(Z,X)-F;E)((t,X)}—;EA (t,X). (1211)
Setzen wir also P
@’(t,f):@(t,a?)+1—)((t,£), (1.2.12)
cdt
so gilt
-
B, 7) = —9o/(r,7)— L2A1LE) (1.2.13)
c Jt

Das bedeutet, daff die Gleichungen (1.2.9) invariant unter einer sogenannten Eichtransformation sind, d.h.
sie andern sich nicht, wenn wir Skalar- und Vektorpotential vermoge

19x(@,%) = =

@/(1,%) =21, %)+ - E . AR =A(L,3)—Vy(t,7) (1.2.14)

umdefinieren.
Da Skalar- und Vektorpotential nur bis auf ein skalares Eichfeld festgelegt sind, kdnnen wir ihnen zusitzliche
Bedingungen auferlegen, die die noch zu l6senden inhomgenen Maxwell-Gleichungen vereinfachen. Dabei

denken wir uns die Ladungs- und Stromdichte vorgegeben und fragen nach dem durch sie hervorgerufenen
elektromagnetischen Feld. Dazu setzen wir (1.2.9) in (1.1.34) und (1.1.35) ein. Daraus folgt mit Hilfe von

B-1.12)

19V A(t,%)

—A®(t,%)— =o(t,% 1.2.15
(£,%) PR p(t,x), ( )

v e L 213%(t,%) 1327 1=, .

V[V-A(t,x)]—AA(t,x)+V; ER +c_2 B _;](t,x). (1.2.16)

Betrachten wir die zweite Gleichung zuerst und iiberlegen, wie wir diese mdglichst vereinfachen konnen, in-
dem wir eine geeignete Zusatzbedingung fiir die Potentiale wihlen, die den verbliebenen redunandanten Eich-
freiheitsgrad festlegt. Offenbar erreichen wir eine Entkopplung der Komponenten des Vektorfeldes, wenn wir
die Lorenz-Eichbedingung
199(t,x)
c Jdt

+V-A=0 (1.2.17)
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

fordern. Dann lautet nimlich zunichst
> - Lo 1=
<———A>A(t,x) =:0A(t,x) = —j(t,x). (1.2.18)
¢
Dies ist offensichtlich eine Wellengleichung fiir jede der drei Komponenten des Vektorpotentials mit den

Komponenten des Stromdichtevektors als Quellterm. Zur Abkiirzung haben wir den d’Alembert-Operator

1 92

eingefiihrt. Er wird sich gleich noch als vierdimensionale Verallgmeinerung des Laplace-Operators A = VAV
erweisen.

Verwenden wir nun die Lorentz-Eichbedingung (1.2.17) in (1.2.15), kénnen wir die Divergenz des Vektorpo-
tentials eliminieren und erhalten auch fiir das Skalarpotential die Wellengleichung

O®(¢,x) = p(t,X). (1.2.20)

Bevor wir uns mit der Losung dieser Gleichungen befassen, wollen wir noch herausfinden, wie wir die Elektro-
dynamik Lorentz-kovariant formulieren konnen. Betrachten wir dazu zunichst den d’Alembert-Operator
(1.2.19). Offenbar setzt er sich aus partiellen Ableitungen nach x° = ¢ und den riumlichen Komponenten
zusammen.

Also miissen wir zuerst das Transformationsverhalten der partiellen Ableitungen von Feldern unter der Lor-
entztransformation herausfinden. Dazu bemerken wir, daf} fiir ein Viererskalarfeld ¢(z,%) = ¢(x%, %) = ¢(x)

de = dx %gﬁ (1.2.21)

wieder ein Skalar unter Lorentztransformationen ist. Um das zu zeigen, bemerken wir, daf} definitionsgemaf3
ein Skalarfeld das Transformationsverhalten

¢'(x') = p(x) = p(A~"x) (12.22)
unter Lorentztransformationen (1.2.1) aufweist. Nun gilt

d dxP
I ToIN AY Ay
dx —axwgﬁ(x)_A ,dx axm—axpgﬁ(x)
a d
=A% dx(AhyY =dx’8f — 2.
= A (AT o ) = 487, = () (1.2.23
, d

=dx nggzs(x).

Folglich ist also das Differential eines Skalarfeldes (1.2.21) wiederum ein Skalarfeld. Da offenbar dx” die kon-
travarianten Komponenten eines Vierervektors bilden, miissen demgemifl die Komponenten des Vierergra-
dienten

a
kovariante Vektorkomponenten sein. Damit ist aber
O0=7"38,8,= "3, (1.2.25)

ein viererskalarer Differentialoperator unter Lorentztransformationen.
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1.2. Elektromagnetische Potentiale und Eichsymmetrie

Betrachten wir nun die inhomogenen Maxwell-Gleichungen in der Form (1.2.18) und (1.2.20), liegt die Vermu-
tung nahe, dafl wir das Skalar- und Vektorpotential sowie die Ladungs- und die Stromdichte zu Vierervektoren
zusammenfassen konnen, und zwar gemaf3
= (2 (1.2.26)
={ 1) 2.

(77)= < L > (1.2.27)
]

Dann kénnen wir nimlich die Maxwell-Gleichungen (1.2.18) und (1.2.21) in die Vierervektorgleichungen

OA%(x) = —7"(x) (1.2.28)

tiberfiihren. Dazu stellen wir zunichst fest, daf§ wir hier als grundlegendes physikalisches Postulat voraus-
gesetzt haben, dafl die Grenzgeschwindigkeit ¢ des Minkowski-Raumes identisch ist mit dem Geschwindig-
keitsparameter ¢ in den Maxwell-Gleichungen, die somit gemif3 der Wellengleichung der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen im Vakuum entspricht. Alle empirischen Befunde weisen
bislang mit hoher Prizision darauf hin, daf} dies tatsichlich der Fall ist.

Zum anderen miissen wir aber noch nachweisen, daf§ der Vierervektorcharakter mit der physikalischen Be-
deutung der Viererstromdichte entspricht. Dies kdnnen wir uns am einfachsten dadurch klar machen, dafl wir
einen mikroskopischen Ausdruck fiir diese Groflen formulieren. Betrachten wir dazu eine Punktladung, die
sich entlang einer beliebigen Weltlinie y#(7) bewegt, wobei = die Eigenzeit des Teilchens bezeichnet [[Hee08]).
In seinem momentanen Ruhsysten’|sind die Ladungs- und Stromdichte offenbar durch

P ()= = ()]l peer 1 (x)=0 (1.2.29)
gegeben. Dies kdnnen wir nun auch in kovarianter Form durch

()= qf“’ dey;”(T)g<4>[x*_y*(T)] (1.2.30)

ausdriicken. Dabei haben wir benutzt, daf dy*°/dt = ¢ > 0 ist. Da (1.2.30) manifest kovariant ist, gilt sie dann
aber in einem beliebigen Inertialsystem, wobei wir voraussetzen, daf} die elektrische Ladung eines Teilchens
ein Viererskalar ist,

jH(x) = qfoo dT%é\m[x— y(1)], (1.2.31)
oo T

weil ##(t) = d_y*(7) ein Vierervektor und 7 sowie die &-Distribution Viererskalare sind. Entsprechend
missen dann wegen (1.2.28) auch A* die Komponenten eines kontravarianten Vierervektors darstellen.

Fiir kontinuierliche Ladungs- und Stromverteilungen ist es zweckmiflig, das Vierergeschwindigkeitsfeld

1 c
[uf)]= 1—52(t,%)/c2 <77(t,5<’)> (1232

einzufiihren. Es ist ein Vierervektor, denn ##u

u= c? ist ein Skalar. Im lokalen Ruhsystem der Materie ist

offenbar

jH =t <g> =" u'H, (1.2.33)

*Hier und im folgenden bezeichnen wir solche Gréflen mit einem Stern an den Symbolen.
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

wobei p* die Dichte der elektrischen Ladung, gemessen im lokalen Ruhsystem des betrachteten Volumenele-
ments der materie. Da j# ein Vierervektor ist, gilt also

jt=p ut, (1.2.34)

wobei p* offenbar ein Viererskalarfeld ist. Fiir die Ladungsdichte im jeweiligen Inertialsystem ist also

1
* (1.2.35)

fT i

Dies ist konsistent damit, daf§ die in dem Materieelement enhaltene Ladung ein Viererskalar ist. Es ist nimlich
offenbar fiir dieses Materieelement

dg =¥ p* =d’% p, (1.2.36)

denn die Linge des im lokalen Ruhsystem der Materie ruhenden Volumenelements erfihrt in Bewegungsrich-
tung die Lorentzkontraktion um den Faktor 4/1—92/c2, was gerade den entsprechenden Faktor in
kompensiert.

Betrachten wir nun die urspriinglichen Maxwell-Gleichungen aus relativistisch kovarianter
Sicht. Das hat gegentiiber der Formulierung iiber die Potentiale (bzw. das Vierervektorpotential) den Vorteil,
daf} sie nur direkt beobachtbare Feldgroflen involvieren und unabhingig von der Wahl der Eichbedingung
sind. Dazu brauchen wir nur eine viererkovariante Grofie zu finden, die die Dreiervektorkomponenten E
und B enthilt. Ein Blick auf lehrt uns, wie diese Grofle aussehen wird. Die Rotation des Vektorpo-
tentials kann ja umkehrbar eindeutig als antisymmetrischer Dreiertensor zweiter Stufe dargestellt werden.
Entsprechend bilden wir den antisymmetrischen Vierertensor zweiter Stufe

F,=3d,A,—3A,. (1.2.37)

Da A, die kovarianten Komponenten eines Vektorfeldes und d, kovariante Komponenten eines Vierervek-
tordifferentialoperators sind, ist dieser Faraday-Tensor offensichtlich ein Tensor zweiter Stufe, und es gilt

Betrachten wir nun die zeitlichen und riumlichen Komponenten dieses Tensors. Dazu vereinbaren wir im

folgenden, dafd lateinische Indizes von 1 bis 3 laufen und also die raumlichen Komponenten durchnumerieren.

Es ist offenbar

1047 2%

Fo,=dA —dA,=—————=——=E,
T TTOT  9r 9xi T (1.2.38)

h :
Fj/e = a]Ak — akA] = —QJA + akA] = _Gj/elBl‘

Dabei verwenden wir fiir reine Dreiergrofien, z.B. hier die Dreiervektorkomponenten der elektrischen und
magnetischen Feldstirke, die Konvention, dafl alle Indizes als unterer Index notiert werden, denn in Euklidi-
schen Riumen sind die ko- und Kontravarianten Komponenten von Tensoren ohnehin numerisch identisch.
Schreiben wir den Faraday-Tensor in Matrixschreibweise, gilt also

F)=\_g, B, 0o -8

(1.2.39)

Um die inhomogenen Maxwell-Gleichungen zu formulieren, miissen wir nur fragen, wie wir aus dem Vierer-
tensorfeld ein Vierervektorfeld machen kénnen, wobei wir offenbar nur den Vektordifferentialoperator J,
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1.2. Elektromagnetische Potentiale und Eichsymmetrie

zur Verfiigung haben. Kontrahieren wir also versuchsweise (1.2.37) mit diesem Differentialoperator, wobei
wir freilich kovariant kontrahieren miissen, d.h. wir bilden

HF,,=3"3,A,— 3,3 A,. (1.2.40)

Nun ist aber wegen (1.2.25) und (1.2.28)

1.
IF, = —j,~ 3 A, (1.2.41)

Nun muf$ aber auch der verbliebene vom Viererpotential abhingige Term auf der rechten Seite durch die
Feldstirken auszudriicken sein. Dazu erinnern wir uns, daf} nur unter der Voraussetzung der Lorenz-
Eichbedingung gilt. Diese ist aber wegen der Definition des Viererpotentials identisch mit der
manifest kovarianten Bedingung

3,A" =0, (1.2.42)

Wegen J,A# = J#A, verschwindet also der stdrende Term auf der rechten Seite von (1.2.41), und damit

erhalten wir die inhomogenen Maxwell-Gleichungen in kovarianter Form

1.
I#F, =), (1.2.43)

Nun miissen wir noch die homogenen Maxwell-Gleichungen mit Hilfe der Feldstirkekomponenten kovariant
ausdriicken. Betrachten wir dazu die linken Seiten der homogenen Maxwell-Gleichungen (1.1.36) und (1.1.37)
mit den linken Seiten der inhomogenen Maxwell- Glelchungen (L.1. 34[) und (1.1.35), so sehen wir, daf} diese

auseinander hervorgehen, wenn wir die Ersetzungen E — B und B — —E vornehmen. Wir benot1gen also
eine kovariante Grofle, die die sechs Komponenten des elektromagnetischen Feldes unter gewissen Vorzei-
chenregeln vertauscht. Das konnen wir nun mit Hilfe des vierdimensionalen Levi-Civita-Tensors erreichen.
Dies ist der antisymmetrische Tensor vierter Stufe, dessen Komponenten durch

1 falls (uvpo) gerade Permutation von (0,1,2,3),
eP? = —1 falls (uvpo) ungerade Permutation von (0, 1,2,3), (1.2.44)

0  sonst
definiert sind. Es ist wichtig zu bemerken, dafl definitionsgemafy

€ wvpo = npanvﬁnpyvoé\faﬁya = det 776,(11/,00’ = —elr? (1.2.45)

ist. Unter Lorentztransformationen gilt aufgrund der analogen Uberlegung mit der Transformationsmatrix

A

A
€'P7 = det AP (1.2.46)

Bzgl. eigentlicher Lorentztransformationen, also solcher, fiir die det A = +1 ist, haben wir es also mit einem
invarianten Tensor zu tun.
Bilden wir nun das Hodge-Dual des Faraday-Tensors
1
tppy — L wpo
FW = ePTE,,, (1.2.47)

ergibt sich

(1.2.48)
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Vergleichen wir dies mit (1.2.39), liefert dies in der Tat genau die gewiinschte Vertauschung von elektrischen
und magnetischen Feldkomponenten. Da die homogenen Maxwell-Gleichungen wieder erste Ableitungen
der Feldstirkekomponenten beinhalten, ergeben sich offenbar vier kovariante Gleichungen durch die Kon-
traktion mit QM. In der Tat ist

—

- : JB
3, F=—v.B=0, g,F" :—3—+(V><E)< =0. (1.2.49)

Dabei ergibt sich jeweils 0 aufgrund der homogenen Maxwell-Gleichungen (1.1.36) und (1.1.37). Insgesamt

lassen sich also die homogenen Maxwell-Gleichungen zu der einen viererkovarianten Gleichung
3, F* =0 (1.2.50)

zusammenfassen.

Damit ist klar, daf§ die Maxwell-Gleichungen eine mit den Prinzipien der relativistischen Raumzeitstruktur
konsistente Theorie darstellen. Es ist klar, daff auch die Bewegung von Punktteilchen im elektromagnetischen
Feld bzw. kontinuumsmechanische Beschreibungen der Bewegung von Materie relativistisch zu formulieren
sind, damit das gekoppelte System von Bewegungsgleichungen fiir die Materie und das elektromagnetische
Feld insgesamt eine in sich konsistente relativistische Theorie bilden. Wie wir spiter in Abschnitt sehen
werden, ist dieses Programm zumindest fiir Punktteilchen im Rahmen der klassischen Elektrodynamik mit
groflen Schwierigkeiten verbunden.

Zum Abschluff dieses Abschnitts betrachten wir noch die expliziten Transformationsformeln des elektro-
magnetischen Feldes unter Lorentz-Transformationen. Es ist klar, daf} wir dazu direkt vom Faraday-Tensor
ausgehen konnen, denn als Tensorfeld zweiter Stufe transformiert sich dieser gemif§

F™ ()= A N FP7 (x) = A N FP (A1), (1.2.51)

Wir betrachten nun insbesondere einen drehungsfreien Boost mit der Relativgeschwindigkeit 7 = ¢ /é . Es
bewegt sich also das Bezugssystem >’ mit der Gewschwindigkeit @ relativ zum Bezugssystem ¥. Um die ent-
sprechende Boost-Matrix bequem notieren zu kdnnen, definieren wir die Projektionsmatrizen in Richtung
von ¥ und senkrecht dazu gemif§

e _fep

Diese symmetrischen Matrizen erfiillen offenbar die Beziehungen
2_ 2 _ _ _ —
Pi=P, Pl=P,, PP =PP=0, P +P=1 (1.2.53)

Der drehungsfreie Boost wird dann durch die reelle symmetrische Matrix 4 x 4-Matrix

(A”p):( Y _V'Bt> mit = (1.2.54)

- }/: =
—yB yP+P, V1-—j2

beschrieben. Um das beweisen, rechnen wir zuerst nach, dafl es sich tatsichlich um eine Lorentz-Transforma-
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1.2. Elektromagnetische Potentiale und Eichsymmetrie

tion handelt, indem wir (1.2.4) tiberpriifen. In der Tat gilt
T T
AnAt=< r v ><é _c]>1>< r b >
—yB yP+P, SI\—rB yP+PL
At _nt
:< r_ 8 >< ro P > (1.2.55)
—yB yPy+P ) \yf —yP—P,

:<V2(1—ﬂ2) 2B >:<13 o>:}7
r’B—rB B —PL—yP 0 —L

d.h. (1.2.55) erfiillt (1.2.4) und ist daher tatsichlich eine Lorentz-Transformationsmatrix. Daraus folgt auch

sofort .
t
A~ = Aty :< rorp > (1.2.56)
vB yP+P;
Aus erhalten wir durch Indexziehen
0 —E!
(FP) = <E _T§>, (1.2.57)

wobei wir uns wieder der abkiirzenden (14 3)-dimensionalen Schreibweise bedient haben. Das Hodge-Dual
von Dreiervektoren ist dabei durch '8 i1 = €;;;B; definiert. Setzt man dies in (1.2.51) ein und vergleicht wieder
die Komponenten der Matrix, erhilt man nach einiger Rechnung

- = - 2, s -
B, 7= y[E(t,3)+ B x B(1,7)] 1’;yﬁ[ﬁ-E<t,>?)],
2

— - - -

B #) =y [B(63) = B x B, D)= = BB - B, D)

(1.2.58)

Diese Gleichungen lassen sich in einfacherer Form ausdriicken, indem man die Projektionen parallel und senk-

recht zur Relativgeschwindigkeit 7 = ¢ 3 betrachtet. Wenden wir die entsprechenden Projektionsoperatoren
an, folgt

2ﬁ2

1+y

E”(t/ )= <}/— >E||(t %)=E, E{(¢\%)=y[EL(t,%)+S xB(1,%)],
(1.2.59)

. y232 I -
B”(t’,a?’):<y— ’6>B”(t X)=B ” B[ (t',x")=y[B (t,%)— B x E(t,%)].

Dabei haben wir die fiir einen beliebigen Vektor 1% giiltigen Gleichungen P ( ,é x V)=0und P 1 ( /é x V)=

/é x V benutzt.
Vergleichen wir (1.2.54) mit (1.2.56), ist klar, daf§ wir die umgekehrte Transformation erhalten, indem wir

einfach das Vorzeichen von [ umkehren, d.h. es gilt

Ee,%)=y[E'(¢,F)— B x B'(¢,¥")]— L—B1B-E'(¢ 3],

(1.2.60)

B(t,%)=y[B(¢, )+ B E'(t, 7))~ L—B1B-B'(t',7)]
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1.3 Die Maxwell-Gleichungen als relativistische Feldtheorie

Wir wenden uns nun der Analyse der Maxwell-Gleichungen mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzips der
kleinsten Wirkung zu. Dieses Vorgehen ist vor allem deshalb sinnvoll, weil das Noether-Theorem eine sy-
stematische Interpretationsmoglichkeit physikalischer Groflen tiber den Zusammenhang zwischen Symme-
trien, hier insbesondere der Raum-Zeit-Symmetrien (Poincaré-Invarianz) und Erhaltungsgroflen, gestattet.
Wir werden also zunichst die Formulierung der Feldgleichungen aus dem Variationsprinzip besprechen, um
dann Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunkt des elektromagnetischen Feldes in Wechselwirkung
mit Ladungs- und Stromverteilungen zu gewinnen. Eine besondere Rolle spielt hierbei auch die oben bespro-
chene Eichinvarianz der Elektrodynamik.

Die Beschreibung von Feldgleichungen tiber das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung erfolgt ana-
log zu der entsprechenden Beschreibung von Punktteilchen und Punktteilchensystemen. Der einzige grund-
legende Unterschied fiir Felder ist, dafl wir es in gewisser Hinsicht mit einer kontinuierlichen Anzahl von
Freiheitsgraden zu tun haben. Dabei kénnen wir die riumlichen Argumente der Felder als die Parameter
ansehen, die diese Freiheitsgrade ,durchnumerieren®. Stellte sich also die Lagrangefunktion von Punktteil-
chensystemen als Summe iiber die endliche Anzahl von Freiheitsgraden dar, muff fiir Felder entsprechend
ein Integral tiber die riumlichen Komponenten der Raum-Zeit-Argumente der Felder treten. Wir betrach-
ten hier das elektromagnetische Feld im kovarianten Viererformalismus und stellen es demgemif} durch das
Vektorpotential A#(x) dar. Die Lagrange-Funktion wird also durch ein Integral der Form

L:JRS &% L[A,(x),,4,(x)] (1.3.1)

zu schreiben sein. Dabei nehmen wir an, daff die Lagrange-Dichte £ eine Funktion des Vektorpotentials
und seiner ersten Ableitungen ist, da wir erwarten, daf} sich dann durch die Variation im Sinne des Hamil-
tonschen Prinzips Feldgleichungen zweiter Ordnung ergeben, wie es sein mufl. Weiter nehmen wir an, daf§
die Lagrangedichte nur von den Feldern und ihren Ableitungen an einem einzigen Raum-Zeitpunkt x abhin-
gen. Dies bezeichnet man als Lokalitdtsprinzip. Das Wirkungsfunktional ist dann wie in der Mechanik das
Zeitintegral tiber die Lagrangefunktion, d.h.

S[A,]= fw d*x £[4,(x),,4,(x)] (1.3.2)

Die Feldgleichungen werden demnach mit Sicherheit relativistisch kovariant sein, wenn das Wirkungsfunk-
tional selbst ein Lorentz-Skalar ist. Da nun das Vierervolumenelement d*x selbst ein Lorentz-Skalar ist, weil
die Determinante der Lorentz-Transformationen, und damit also die Jacobi-Determinante beim Transformie-
ren der Raum-Zeit-Koordinaten, den Wert 1 besitzt, mufl demnach die Lagrangedichte £ ein Lorentz-Skalar
sein. Schlief8lich miissen die Feldgleichungen noch invariant unter Eichtransformationen der Gestalt
sein. Das ist auch wiederum sicher gewihrleistet, wenn die Wirkung selbst eichinvariant ist.

Sehen wir zunichst von der Anwesenheit von Ladungen und Strémen ab, betrachten also lediglich freie elek-
tromagnetische Felder, bieten sich als eichinvariante Groflen der Faraday-Tensor und sein Hodge-
Dual an. Aus diesen Tensoren lassen sich die Invarianten

v_ _F T v _ _’2__’2 T v __ _’._’
F, F*=—F, TP =_2(E*—B?), ‘F,F*=—4E-B. (1.3.3)

bilden. Wie wir noch sehen werden, scheidet die zweite Invariante aus, da sie nicht invariant unter Raum-
spiegelungen ist. Da Raumspiegelungen offenbar Determinante —1 besitzen, andert diese Invariante nimlich
ithr Vorzeichen unter Raumspiegelungen, weil der Levi-Civita-Tensor unter uneigentlichen Lorentz-Transfor-
mationen sein Vorzeichen wechselt. In der Tat ist die Lagrange-Dichte fiir das freie elektromagnetische Feld

durch )
Ly=—2F F (1.3.4)
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gegeben.

Um nun auch die Kopplung an Ladungen und Stréme zu beschreiben, erinnern wir uns der Lagrangefunktion
fiir die Bewegung geladener Teilchen in dufleren Feldern aus der Mechanik [[Hee08]]. Der entsprechende Term
in der Wirkung lautete

_ f drzy#A'“(y):—f d*x J drdy 8D x —y(e) Ak (x). (1.3.5)
R € R4 R €

Denken wir uns nun wieder makroskopische Materie als aus sehr vielen Teilchen zusammengesetzt und gehen

zur Kontinuumsschreibweise tiber, erhalten wir wegen (1.2.31)

1
L =—— 1A (1.3.6)

mnt
C

Wir werden das schwierige Problem einer konsistenten Beschreibung von geladener Materie und Felder auf
Abschnitt verschieben und uns hier auf das Problem der Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld
bei gegebener Ladungs- und Stromverteilung j# beschrinken. Kombinieren wir (1.3.4) und (1.3.6), erhalten
wir die Lagrangedichte

1 1.
gZ_ZvaFMV—;]#AH’ F#VZQMAV—QVA#, (1.3.7)

Offensichtlich ist nun diese Lagrangedichte zwar relativistisch kovariant aber nicht eichinvariant. Dazu be-
merken wir zunichst, daf§ sich die Eichtransformation (1.2.14) in relativistisch kovarianter Form als

A; =A,+,x (1.3.8)

schreibt. Dazu muf8 man sich nur klar machen, dafl &, = (1/¢)&, und dafl 97 = —d; fiir j € {1,2,3} gilt.
Wihrend offenbar F,, eichinvariant ist, wie wir ja oben schon bemerkt haben, dndert sich die Lagrangedichte
um

A T
< —,EZ_—;]#&’ x- (1.3.9)
Falls wir aber die Kontinuititsgleichung (1.1.40), die in relativistisch kovarianter Notation
o
3,j* =0 (1.3.10)
lautet, voraussetzen, konnen wir statt (1.3.9)
/ _ 1 Ml
L% —3_—;3 (7.2) (1.3.11)

schreiben. D.h. die Lagrangedichte dndert sich unter Eichtransformationen lediglich um eine Viererdiver-
genz. Nehmen wir also an, dafl der Viererstrom j, und das Eichfeld y hinreichend schnell abfallen, kénnen

wir aufgrund des vierdimensionalen Aquivalents des Gauf3schen Satzes auf die Eichinvarianz der Wirkung
schlieffen. Dies ist aber sicher hinreichend fiir die Eichinvarianz der aus dem Hamiltonschen Prinzip folgen-
den Bewegungsgleichungen.

Wir bemerken dazu, daf§ der vierdimensionale Gaufische Satz

J d4x3#V”:f &o, v (1.3.12)
v EAYC)

lautet, wo V) irgendein vierdimensionaler Bereich im Minkowskiraum, d V® seinen Rand und d*c# die
Hyperflichennormalenvektoren dieses Randes bezeichnen. Dazu bemerken wir daf} dieses Hyperflachen-
element wie folgt definiert werden kann: Es sei d V® : (¢', 4% 4%) — x#(g¥) eine belicbige Parametrisierung
des Randes. Dann ist
Pok = (/WPU%% 9%, )
dq' dq? dq2

(1.3.13)
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Dabei ist wie beim dreidimensionalen Gauflschen Satz auf die Orientierung dieses Vierervektors zu achten,
d.h. er muf stets nach aufien also vom Inneren des Vierervolumenbereichs V*) weg weisen.

Es ist klar, daf§ dieser Satz aus dem allgemeinen Stokesschen Satz fiir Differentialformen dritter Stufe folgt.
Definieren wir nimlich

v =

vpo _eluvpa V[u, (1314)

ergibt sich
d'V =dx#Ad,V =3,V (1.3.15)

Damit ist aber (1.3.11) nichts anderes als der in Komponenten ausgeschriebene Stokessche Satz [[Hee00]]

dTv:f fv. (1.3.16)
V& EAVC)

Betrachten wir also (1.3.7) und leiten zunichst die Bewegungsgleichungen her. Dazu ist es am einfachsten,
direkt die Variation auszufiihren anstatt die Euler-Lagrange-Gleichungen auszuwerten. Variieren wir also
A* als unabhingige Feldfreiheitsgrade, erhalten wir

SS[A]=— f dtx BF”"(x)SFW(x) +1 jv(x)SAV(x)]. (1.3.17)
R4 C
Da nun F,, antisymmetrisch ist, gilt
F¥SF,, =F*(d,0A,—d,0A,)=2F"3, 54, (1.3.18)
Dies also oben eingesetzt und den ersten Ausdruck partiell integriert, liefert
SS[A]l=+ f cl“x[1 jy(x)—aﬂF“V]é‘Av. (1.3.19)
R4 C

Nach dem Hamiltonschen Prinzip ergeben sich nun die Feldgleichungen aus der Forderung, daf§ das Wir-
kungsfunktional unter beliebigen Variationen 84, stationir ist, also 8 S[A] = 0 gilt. Demnach muf} aber
in die Klammer verschwinden, und das liefert in der Tat die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
(1.2.43). Zusammen mit der Definition F,, = d,A,— 39,4, in , die wir ja auch schon bei der Herleitung
der Bewegungsgleichung verwendet haben, folgt daraus, daff mit der Lagrangedichte tatsichlich die
Maxwell-Gleichungen aus dem Hamiltonschen Prinzip folgen.

1.4 Poincaré-Symmetrie

Nun betrachten wir die Implikationen von Symmetrien fiir die Maxwell-Theorie. Wie wir aus der Mecha-
nik [[HeeO08]] wissen, impliziert nach dem Noether-Theorem jede Einparameteruntergruppe einer Lie-Grup-
pe, unter der die Wirkung invariant ist, einen Erhaltungssatz und umgekehrt. Als erstes beschiftigen wir
uns mit der Poincaré-Symmetrie der Raumzeit, welche die Definition der fundamentalen Erhaltungsgro-
3en Energie und Impuls (Translationsinvarianz von Raum und Zeit), Drehimpuls (riumliche Drehungen)
und Schwerpunkt (Boosts) erlauben. Entsprechend der Natur der Theorie als Feldtheorie ergeben sich fiir
diese Groflen zunichst Tensorfelder fiir die Dichten dieser Erhaltungsgrofien. Dabei miissen wir aber auch
die Eichinvarianz der Elektrodynamik im Auge behalten, denn physikalisch beobachtbare Groflen sollten
eichinvariant sein.

Beginnen wir jedoch mit der allgemeinen Beschreibung von Lie-Symmetrien. Betrachten wir dazu ein allge-
meines System von Feldkomponenten @;(x), wobei ; eine endliche Anzahl solcher Feldkomponenten durch-

numerieren moge. Dazu nehmen wir an, daf} eine infinitesimale Transformation der Raumzeitkoordinaten
und Felder der Form

o 1 = xt = Sak el (x), & - ¥ (x)=,(x)+ 8a"E(®),x) (1.4.1)
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1.4. Poincaré-Symmetrie

gegeben ist, die die Wirkung

_ 4
S[®;]1= R4d x£(®;,d,2;,x) (1.4.2)
invariant lift. Dazu bemerken wir als erstes, daf$ zwei Lagrangedichten, die sich lediglich um eine Viererdi-
vergenz J, (@, x) unterscheiden, zu den gleichen Bewegungsgleichungen fiihrt, betrachten wir zunichst
die Varlatlon von (1.4.2) nach den Feldern ®; im Sinne des Hamiltonschen Prinzips. Offenbar gilt

2% 2%
58 = L@ <3q>] 52 FAtiTa gy > (1.43)

Da nun beim Hamiltonschen Prinzip die Raumzeitargumente nicht mitvariiert werden, gilt & 9,2;=3,8%;,
und wir kénnen die Variation der Wirkung durch partielle Integration in die Form

8§s=| d'x 89, < (1.4.4)

R4

oy 9 d¥
2%, 3x¢3(3,$))

bringen. Nach dem Hamiltonschen Prinzip mufl nun diese Variation der Wirkung unter voneinander unab-
hingigen Variationen 8®; verschwinden, und das bedeutet, daff die Feldgleichungen durch die Euler-La-
grange-Gleichungen

J¥ J I

_ —0 (1.4.5)
de;, Jx+3(d,9;)
gegeben sind.
Betrachten wir nun 200 200
:QMQ#(CI)j,x): a—glgﬂ@]+<axlu >expl (146)
und berechnen den Ausdruck (1.4.5), finden wir zunichst
%, anm ¥ L ¢ 1) IQH
= 3 2_—9g = 3,8, + 3\
200, 28, T “agp,) #ae, ~ awae, T Gg e
0%, _ 220 20, 4+ 2@ ) - o
2%, ~ 3%;d9, “ * " e,
Das bedeutet, dafs
2%, <%
-3 2_=0 (1.4.8)
ae;, 13(9,9)
unabhingig von den Feldern @; ist. Die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir
Y=L +4=2+09" (1.4.9)

sind also unabhingig von Q#, d.h. alle Lagrange-Dichten dieser Form sind zueinander physikalisch aquivalent.

Fiithren wir nun die infinitesimale Transformation (1.4.1) fiir die Wirkung aus, um zu untersuchen, wann
diese eine Symmetrietransformation ist. Dazu miissen wir beachten, dafl nun die Felder #nd die Raumzeitar-
gumente geandert werden. Die transformierte Wirkung ist dabei definitionsgemifl durch

S = N &' 2(9),9,9,x) (1.4.10)
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

gegeben. Eine Symmetrietransformation liegt nun dann vor, wenn sich die Variation dieser Wirkung, ausge-
driickt durch die ,alten® Felder und Raumzeitargumente nicht dndert. Um die entsprechende Symmetriebe-
dingung an die Lagrangedlchte zu finden, miissen wir also zunichst (1 vermoge der vorgegebenen infini-
tesimalen Transformation (1.4.1) durch die alten Felder und Raumzeltargumente ausdriicken. Dabei konnen
wir uns auf die Entw1cklung blS zur ersten Ordnung in den infinitesimalen Transformationsparametern & o
beschrinken. Es ist zu beachten, daff im Gegensatz zur Variation der Felder im Sinne des Hamiltonschen
Prinzips jetzt auch die Raumzeitargumente transformiert werden. Zunichst gilt

8(3,®;)= 3,8, — 3,8, = jxyQV[<I>]»(X)—|—é\akEjk(Q/,x)]—aﬂ¢j. (1.4.11)

Nun ist die Jacobi-Determinante fiir die Raumzeittransformation

ax' [(a\'T _ o ke 2
BN _|:< 3(x)> ]M_c? H+3a 3#§k+ﬁ(8a ). (1.4.12)

Zum Beweis bemerken wir, daff in der Tat

dx
dxv

ist, d.h. bis auf Gréfien der Ordnung (8 @?) ist die rechte Seite von (1.4.12) tatsichlich die Inverse der Matrix
(Jx'# |3 x"), wie behauptet. Damit erhalten wir schliefflich durch Einsetzen von (1.4.12) in (1.4.11)

— (87, 48d"3,8 )= (8", —8d'3,¢') (8", + 80" 3,6 ) =8¢, + 0(8 ) (1.4.13)

8(3,®;)=8a"[3,5;4(®;,x)+ 3, (x)3,®;(x)]. (1.4.14)
Werter ist )
S(d*x") =d*x' —d*x =d*x |:det<88((x))>—1:|. (1.4.15)

Offenbar ist bei der Berechnung der Jacobi-Determinanten bis zur ersten Ordnung in 8 a* nur das Produkt
der Diagonalkomponenten der Jacobi-Matrix relevant, also

det<33(():c))> =(8%— 8ak30515)(311 — 3ak32§/3)(322 - 8ak&’2§/§)(822 - 80{16835/3)
e (1.4.16)

= 1—8&1"3#5:4-@’(3&2).

Mit (1.4.11}]1.4.16) erhalten wir fiir die Anderung der Wirkung unter der Symmetrietransformation (1.4.11)
nach einiger Rechnung

8§=85-—¢
(1.4.17)

A kA v expl
=8a f d'x [gq) =t 5387 (2 = +9,6:89,1- (3¢ ) - 23,8 |

Da die 8 voneinander unabhingig sind, muf die eckige Klammer fiir jedes k eine totale Divergenz der
Form —QM Q/’: (®;,x) sein, d.h. es mufl sich zu jedem & ein Vektorfeld Q/’Z (®;,x), so dafl

oZ_ , I«
2%, 7% 3(3,%;)

(2,50 + 4,640,)— €/ (A 2) 23,8l + 2,000, 0=0 (1419
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1.4. Poincaré-Symmetrie

ist. Zur Abkiirzung definieren wir nun den kanonischen Energie-Impuls-Tensor

%

SIS 23,3, )3@ — %8¢, (1.4.19)
Damit ergibt sich fiir (1.4.19)
¥ _ ¥ — y y { A(expl)
gq)j:ijra(aﬂj)aﬁj,ﬁ&’#g’k@f‘v—g <8v P ,‘f)—i-&’HQZ((IJj,x):O. (1.4.20)

Betrachten wir nun die Implikationen dieser Aussage fiir eine Lésung der Feldgleichungen (1.4.5). Bilden wir
dazu zunichst die Divergenz des Energie-Impulstensors, erhalten wir aufgrund der Feldgleichungen

kA ¥ A ¥ (exg 1
QM@ v <gy a(ayq)j)>é)v@] + a(a#Qj)a/lqu)J &’(Dj qu)] 3(3 P )5113@ & (1.4.21)

_ gl

Weiter ergibt sich wegen der Feldgleichungen fiir die ersten beiden Terme von (1.4.20)

0% 0% < 0% >

=. 3Bk =0, 5551 |- (1.4.22)
k k

%, " " 3(d,2,) " “\3(3,2,)”"

Verwenden wir noch (1.4.21) in (1.4.20) ergibt sich, daf} fiir die Grofien

. 0%
" =303,

Ei+04.8 + ) (1.4.23)

die Kontinuititsgleichung

d,f =0 (1.4.24)

gilt. Dies ist der erste Teil des Noether-Theorems: Jede Einparametersymmetrie zieht eine erhaltene Grofle
nach sich, nimlich die zu der Symmetrie gehorige Noether-Ladung

Q _f &% 7 (x (1.4.25)

Wir bemerken, daf§ diese Grofle nur dann ein Lorentz-Skalar ist, wenn (1.4.24) tatsichlich gilt. Darauf kom-
men wir am Ende des nichsten Abschnittes noch ausfiihrlich zu sprechen.

1.4.1 Translationen in Raum und Zeit: Energie und Impuls

Wir folgen in der Behandlung der Raum-Zeit-Symmetrien des Minkowski-Raums mit Hilfe des Noethertheo-
rems der sehr eleganten Methode in [Sch10], die sofort auf die eichinvariante Form des symmetrischen Ener-
gie-Impulstensors fiihrt. Dabei wird die Eichinvarianz der Theorie ausgenutzt, die (infinitesimalen) Symme-
trietransformationen eichinvariant zu formulieren. Da néimlich Viererpotentiale des Elektromagnetischen
Feldes, die sich lediglich durch eine Eichtransformation (1.3.8) unterscheiden, die gleiche physikalische Situa-
tion beschreiben, konnen wir bei den infinitesimalen Symmetnetransformatlonen beliebige Vierergradienten
von Skalarfeldern zum elektromagnetischen Vierer-Potential hinzufiigen, ohne daf} sich die physikalische Be-
deutung der damit verbundenen Symmetrien dndert. Wir wihlen daher unter Ausnutzung der Eichsymmetrie
die Realisierung der Raum-Zeit-Symmetrietransformationen so, dafl sie zu eichinvarianten Erhaltungsgro-
en fiihren.
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Betrachten wir nun die Translationen in Raum und Zeit, d.h. die Symmetrie der Raumzeit unter Translatio-
nen fiir das elektromagnetische Feld ohne duflere Ladungs- und Stromverteilungen. Dann gilt

Sxt==8at, > =8¢, (1.4.26)
A;(x/):A#(x)—i-&'#é‘aV)(V(x) =>E, =9, (1.4.27)

Dabei ist y, ein beliebiges Vektorfeld, das wir im folgenden geeignet wihlen, um die mit den Translationen in
Raum und Zeit verbundenen Erhaltungsgrofien, also Energie und Impuls bzw. die dazugehérigen Dichten
eichinvariant zu machen. Nun miissen wir 1) betrachten, um €2, zu finden. Die Lagrangedichte fiir das
freie elektromagnetische Feld lautet

1 v 1 v
o= F P =2 (3,A,— 8A )N (1.4.28)
Daraus folgt
%, %,
—o, — _Fm (1.4.29)
A, d(d,4A,)
und (1.4.20) lautet mit (1.4.26) und (1.4.27)
! y _
0% 3,04, —F*3,d,y,=0. (1.4.30)

Da nun F#” antisymmetrisch und J,J, y, symmetrisch unter Vertauschen der Indizes  und v ist, verschwin-

v X o
det der zweite Term, und wir konnen (1.4.30) mit
¢ =0 (1.4.31)

erfiillen. Um auch die verbliebene durch y, gegebene Eichfreiheit beim Transformationsverhalten der Felder
unter Translationen zu bestimmen, betrachten wir die dazugeh&rigen Noether-Strome (1.4.23). Dazu
miissen wir zunichst den kanonischen Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes bestimmen.
Mit (1.4.28) und (1.4.29) folgt

1
u up P0
O#, =—F avAp+4FpaF SH. (1.4.32)

Wir bemerken, dafl dieser Ausdruck nicht eichinvariant ist. Nun kdnnen wir aber die Noether-Strome fiir

unsere Symmetrietransformation (1.4.26{1.4.27) berechnen:

1 g
TH,=—FH3,,+0, =—Fi¥(3, 1, +JA,)+ [ F, P78, (1.4.33)

Wihlen wir nun y, = —A,, ergibt sich daraus der eichinvariante Energie-Impuls-Tensor

1 o
T =F b i Fo P, (1.4.34)

Dabei haben wir der Ubersichtlichkeit halber den Index u nach unten gezogen. Dieser eichinvariante Ener-
gie-Impuls-Tensor ist offensichtlich symmetrisch unter Vertauschung seiner beiden kovarianten Indizes. Dies ist
schon daher physikalisch sinnvoll als der Energie-Impuls-Dichtetensor insbesondere im Rahmen der Allge-
meinen Relativititstheorie physikalisch beobachtbare Konsequenzen besitzt, indem er die Erhaltungsgrofie
ist, an die das Gravitationsfeld universell koppelt und, Zhnlich wie der Ladungsdichte-Strom-Vierervektor in
der Elektrodynamik, als Quelle des Gravitationsfeldes fungiert und die Einstein-Gleichungen der Gravi-
tation einen symmetrischen Energie-Impulstensor implizieren.
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1.4. Poincaré-Symmetrie

Um die physikalische Bedeutung des symmetrischen Energie-Impulstensors genauer zu analysieren,
bemerken wir, daf} fiir das freie elektromagnetische Feld, wenn also aufgrund des Noether-Theorems die lo-
kalen Erhaltungssitze

3,T* =0 (1.4.35)

P’ = lf &3 TO(x) = <Eim/ C> (1.4.36)
CJR3 Pem

die Gesamtenergie E,, und den Gesamtimpuls p,,, des elektromagnetischen Feldes bedeuten. Daf gera-
de diese Groflen die genannte physikalische Bedeutung haben, wird ja gerade durch das Noether-Theorem
nahegelegt, denn auch in der Mechanik haben wir als die zur Homogenitit der Raumzeit gehorigen Erhal-
tungsgrofien Energie und Impuls identifiziert. Als nichstes driicken wir mit Hilfe von den Energie-
Impulstensor mit den Komponenten des elektromagnetischen Feldes im Dreierformalismus aus. Es gilt

gelten, die Groflen

1 = =
T®=¢= 5(_E2 +B%), (1.4.37)
T% =clI=-S=E x B, (1.4.38)
Cc
. 1 >, =
T/ = 5(E2 +B%)8,, —E,E, —B;B,. (1.4.39)

Dabei bezeichnen ¢ die Energiedichte und, IT die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes. Der Poynting-

Vektor S ist die Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes. Wir bemerken noch, daf§ die kovariante
Spur des Energie-Impulstensors verschwindet, d.h. es gilt

T, =0. (1.4.40)

Bei Anwesenheit von elektrischen Ladungs- und Stromverteilungen konnen wir aus (1.4.37) und
(1.4.38) mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen Bilanzgleichungen fiir den Austausch von Energie und Impuls
zwischen elektrischem Feld und geladenen Teilchen gewinnen. Dazu leiten wir die Energiedichte nach der

Zeit ab und verwenden die Maxwell-Gleichungen (1.1.34[1.1.37):
3e=(3,E)-E+(3B)-B=E-(cVxB—])—cB-(VxE). (1.4.41)

Nun gilt
E(% X E)—g (% X E) :E]-ijlakBl —B]-e]-klé’kEl
{o - (1.4.42)
= e/kl(EijBl +Blé’kE]) :_gk(klejBl :—;VS

Gl wird dadurch zu der Bilanzgleichung
de=—V-S—j-E. (1.4.43)

Integriert man dies {iber ein endliches Dreiervolumen und wendet fiir den ersten Term auf der rechten Seite
den Gauf3schen Integralsatz an, erhilt man

d.E - = - -
—emV _ _ sz-S—f &% -E. (1.4.44)
dt av 1%

Die im Volumen V enthaltene Energie des elektromagnetischen Feldes geht zum einen durch die durch die
Oberfliche stromende Energie des elektromagnetischen Feldes und zum anderen durch die an den elektri-

schen Ladungen verrichtete Arbeit verloren. Damit ist also j - E die pro Volumen- und Zeiteinheit vermége des
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

elektromagnetischen Feldes verrichtete Arbeit an den elektrischen Ladungen. Der Oberflichenterm (1.4.44)
ergibt die bereits oben erwihnte Interpretation des Poyntingvektors als Energiestromdichte des elektroma-
gnetischen Feldes.

Ebenso konnen wir eine Bilanzgleichung fiir den Impuls des elektromagnetischen Feldes aufstellen. Dazu

gehen wir von (1.4.38) aus und verwenden wieder die Maxwell-Gleichungen (1.1.34{1.1.37)

ofti= (8 E)yx B+ x 3,8]= <% x§_1;> « B—F x (¥ x E). (1.4.45)
¢ ¢
Nun gilt
[E X (V X E)]] = fj/elEkEZmnamEn = (3]”2816” - 8]n8/em)EkamEn (1.4.46)
=E,3,E,—E,QE; =E,3,E, — (E,E;)+(V-E)E
bzw. X
Ex(%xf):5%(?)—%-(5@5)“@-5)}?. (1.4.47)
Entsprechend gilt fiir das magnetische Feld
T OOt
Bx(VxB)= §V<Bz>—V~(B ®B)+(V-B)B. (1.4.48)

Verwenden wir schlieSlich noch (1.1.34) und (1.1.36), finden wir durch Einsetzen von (1.4.47) und (1.4.48) in
(1.4.45)

- - ~ - 1 - -
atH:+V-T—<pE+—] ><B>. (1.4.49)
¢
Dabei haben wir den dreidimensionalen symmetrischen Maxwellschen Spannungstensor Tii =—Ti durch
T PSR
T=E®E+B ®B—5(E2+BZ)113 (1.4.50)

bezeichnet. In Gl. ergibt die linke Seite offenbar die Dichte der auf das elektromagnetische Feld wir-
kenden Kraft. Integriert man also diese Gleichung iiber ein endliches Volumen, ergibt sich die Kraft auf das
in diesem Volumen enthaltene elektromagnetische Feld. Diese ist zum einen durch den pro Zeiteinheit durch
die Fliche stromenden Impuls des elektromagnetischen Feldes (also das Flichenintegral iiber den Strahlungs-
druck, was die Bezeichnung Spannungstensor fiir 7" rechtfertigt) und die Gegenkraft zur auf die Teilchen
wirkenden Lorentzkraft gegeben.

Freilich kdnnen wir diese Bilanzgleichungen auch manifest kovariant schreiben, indem wir (1.2.43) verwenden
und die Viererdivergenz von (1.4.34) bilden

1 1
My v “ v - v o __ v o - ov orv y o
3, T = jPF,"+ FFFO F, +2Fpga FP? =—F p]P+2FpU(5’PF + d7FP + Y FF7). (1.4.51)

Dabei haben wir im letzten Schritt Summationsindizes umbenannt und mehrfach die Antisymmetrie des
Feldstirketensors ausgenutzt. Aufgrund der Zyklizitit in den Indizes im Ausdruck in der Klammer diirfen
wir vermuten, dafl er etwas mit dem dualen Feldstirketensor zu tun hat, denn aufgrund der Antisymmetrie
des Feldstirketensors ist dieser Klammerausdruck antisymmetrisch unter der Vertauschung eines beliebigen
Indexpaares. In der Tat gilt wegen der homogenen Maxwell-Gleichungen (1.2.49)

1 1
2 PEOY —
26,0/10"3 F% =

— Jpt — Z
0=Jd Fou= < ooy

(FFPF? + 3°FP + 3 FF?). (1.4.52)
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Da die Hodge-Dualisierung umkehrbar ist (gemif} (B.2.21) ergibt zweimalige Hodge-Dualisierung bis auf
das Vorzeichen den urspriinglichen antisymmetrischen Tensor), muf$ in der Tat die Klammer identisch ver-

schwinden, und das bedeutet, dafi sich zZu
3,TH =—F j° (1.4.53)

vereinfacht. Driickt man nun die vier Gleichungen fiir v € {0,1,2,3} mittels der dreidimensionalen Feld-

grofen E und B aus, erhilt man wieder die Bilanzgleichungen fiir Energie (1.4.43) und Impuls (1.4.49) des

elektromagnetischen Feldes.

Wir schlieflen unsere Betrachtungen zu Energie- und Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes noch mit
einer Analyse der Transformationseigenschaften der integralen  Erhaltungsgroflen von
Noether-Stromen. Nehmen wir zunichst an, eine beliebige Viererstromdichte j# erfiille die Kontinuitits-
gleichung

3,j*=0. (1.4.54)

Dann behaupten wir, dafl die dazugehorige Erhaltungsgrofie
Q=| &x,%%x) (1.4.55)
R3
ein Lorentz-Skalar ist. Fiir ein beliebiges Vierervolumenelement gilt nimlich wegen (1.4.54)
d*x d,* :J do, ¥ =0. (1.4.56)
%S avH

Wihlt man nun fiir V® einen unendlich ausgedehnten zylinderartigen Vierervolumenbereich, die als ,Bo-
den den gesamten riumlichen Bereich ¢ = const bzgl. des gerade gewihlten Inertialsystems mit Koordinaten
x =(ct,x) und als Deckel eine beliebige davon verschiedene raumartige Hyperﬂ'dch bedeutet , daf}
die Grofle unabhingig von der Wahl einer beliebigen unendlich ausgedehnten raumartigen dreidi-
mensionalen Hyperfliche ist. Insbesondere transformiert eine Lorentz-Transformation die raumartige Hy-
perfliche ¢ = const in eine entsprechende raumartige Hyperfliche, so dafl folglich die Ladung in der
Tat ein Lorentz-Skalar ist. Erfiillt hingegen der Strom die Kontinuititsgleichung nicht, so ist
1.a. die gemif} naiv definierte Gesamtladung kein Lorentz-Skalar!

Entsprechend verhilt es sich auch mit Energie- und Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes. Fiir das
freie Feld gelten gemifl unserer obigen Herleitung aus dem Noether-Theorem die Kontinuititsgleichungen

3,T* =0 (1.4.57)

und in vollstindiger Analogie zu unserer obigen Betrachtung mit der vektoriellen Stromgrofie diirfen wir
schlielen, daf$ dann der naiv gemif}

PY = lf &Sr T (1.4.58)
R}

C

in der Tat ein Vierervektor ist, wie es fiir einen Viererimpulsvektor sein sollte. In Anwesenheit von Ladungs-
und Stromverteilungen gelten wegen die Kontinuititsgleichungen nicht mehr und folglich
werden in diesem Fall die gemif} naiv definierten Groflen i.a. keine Vierervektorkomponenten re-
prisentieren. Freilich ist die oben gegebene Interpretation dieser Groflen als Energie und Impuls in einem
festgelegten Inertialsystem in sich konsistent. Allerdings werden wir sehen, daf} sich bei einer naiven An-
wendung dieser i.a. nicht kovarianten Begriffe Interpretationsprobleme verschiedenster Art ergeben, die zu

>Wir bezeichnen eine dreidimensionale Hyperfliche im Minkowski-Raum als raumartig, wenn die kovarianten Flichennorma-
lenelemente tiberall zeitartige Vektoren sind.

33



1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

einiger Verwirrung in der Literatur Anlaf§ gegeben haben. Um solche ,Paradoxa“ zu vermeiden, ist es bei
Lorentz-Transformationsfragen stets sinnvoll, in einem fest vorgegebenen, am besten durch die betrachtete
Situation physikalisch ausgezeichneten Bezugssystem zu arbeiten und die integralen Groflen wie Ladungen,
Feldenergie, Feldimpuls etc. kovariant iiber die entsprechenden Hyperflichen zu definieren. Beispiele fiir sol-
che Probleme sind die elektromagnetische Selbstenergie eines geladenen Teilchens oder die zur Gesamtmasse
beitragende Energie des elektromagnetischen Feldes in einem beliebig bewegten Kondensator, die Analyse
des Trouton-Noble-Experiments usw. Auf all diese Beispiele kommen wir an geeigneter Stelle in diesem Ma-
nuskript noch ausfiihrlich zu sprechen.

1.4.2 Lorentz-Transformationen: Drehimpuls und Schwerpunkt

Wir wenden uns nun der Symmetrie unter Lorentz-Transformationen, also den Boosts und Drehungen, zu.
Eine infinitesimale Lorentztransformation wird in ihrer Wirkung auf die Raumzeitkoordinaten durch

X =8" + 8wt x” (1.4.59)
beschrieben. Damit dies eine Lorentztransformation ist, muf$
Nup(OF, + 8wt )(8F, +8wf ) =1, (1.4.60)

gelten. Multiplizieren wir die linke Seite aus und berticksichtigen nur Terme bis zur ersten Ordnung in 8 w,
ergibt sich

S,y +ow, +8w,,=n, > dw,, =—w (1.4.61)

ov*

In der Tat besitzt eine allgemeine Lorentztransformation sechs unabhingige Parameter. Als Einparameterun-
tergruppen sind physikalisch besonders wichtig die Boosts, die die Transformation der Komponenten von
Vektoren und Tensoren von einem Inertialsystem zu einem relativ dazu gleichformig geradlinig bewegten
Bezugssystem beschreiben und die rein riumlichen Drehungen. Die damit verbundenen Erhaltungsgrofien
sind die Schwerpunktsgeschwindigkeit bzw. der Drehimpuls. Betrachten wir also das freie elektromagnetische
Feld, erhalten wir Ausdriicke fiir Drehimpuls und Schwerpunkt bzw. entsprechende Dichtegrof3en.

Das elektromagnetische Viererpotential selbst transformiert sich dabei (modulo Eichtransformationen) als
Vierervektorfeld, d.h. es gilt

APy = A (x) + S A (x) + %Q“Swal@)(“ﬂ(x). (1.4.62)

Dabei ist y #” ein beliebiges antisymmetrisches Tensorfeld zweiter Stufe. Die infinitesimale Lorentz-Transfor-
mation entspricht also in der Form (1.4.1) geschrieben

Erap — xaﬁﬂﬁ _xﬁnw, Zraf — ;7WA5 _nHﬁA"‘ + 3”)(“/3. (1.4.63)

Hier wurde der die unabhingigen infinitesimalen Parameter der Transformation durchnumerierende Index
k durch das Indexpaar (a, 3) ersetzt.

Da die Lagrangedichte (1.4.28) selbst invariant unter Lorentz-Transformationen ist und wegen d*x’ = d*x
auch das Vierervolumenelement im Wirkungsintegral, konnen wir in (1.4.20) wie bei den Translationen
Q#, 53 = 0 setzen. Die zur Lorentz-Symmetrie gehorigen Noether-Strome lauten also gemif} (1.4.23 m ) und

wegen (1.4.29) und (1.4.32)

Jrap — _Fﬂvgvaﬁ _,_@#ngaﬁ
=F¥ (P A= — AP — 3" y°P) (1.4.64)
1 a.Vv ya
+<ZFPUFf°"8"‘V—FW3VAP>(x P —xPp).
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1.5. Elektrostatik
Jetzt wollen wir wieder y## so wihlen, daf8 der gesamte Ausdruck eichinvariant wird. Offenbar kann man
den ersten Term in der ersten Klammer zum Verschwinden bringen, indem man
%P = A%xP — AP x* (1.4.65)

setzt. Dies erfiillt auch die oben getroffene Voraussetzung, dafl y## ein antisymmetrischer Tensor sein soll.
Daraus ergibt sich

]‘“’/3 :F’“V(xa&WA'B—xﬁ&"’A“)—l- %FPUFP”(xan"'B—xﬁr]/‘“)—F”V(xaé’ﬂAV—x/BQ“A")
1
:F,uv(xa]:v,@’ —X/BFWZ)+ ZFpana(xan,uﬁ —X’Br]’ua) (1.4.66)
=xTHP —xPTHe,

Um die dazugehorigen Erhaltungsgrofen zu interpretieren, setzen wir ¢ = 0 und spalten wie schon bei der
Betrachtung des Energie-Impulstensors in zeit-riumliche und raumriumliche Komponenten auf. Dabei sto-
3en wir auf die sechs unabhingigen Grofien, die wir gleich in dreidimensionaler Vektorschreibweise notieren,

(JO) =S —Fe =t —%e (1.4.67)

-

A . - L = 1, =
]OJk:ce]»kljl mit j:xxH:;xx(ExB). (1.4.68)

Dabei haben wir uns (1.4.37) und (1.4.38) bedient. Integration der Komponenten /% {iber den ganzen Raum
liefert die gleichformig geradlinige Bewegung des Schwerpunkts des freien elektromagnetischen Feldes

L1 N . L
(x)= —f dPx X e(t,%)= CE S+ M (X),—0s Eem :f &% e(t,%). (1.4.69)
R3 R3

Eem em

o> cﬁem) nur fiir das freie elektromagnetische Feld die Komponenten
eines Vierervektors bilden (vgl. die Bemerkungen im Anschlufi an (1.4.58). Entsprechend ist

- 1 . - -
Lm=—f &% X x (E x B) (1.4.70)
C JR3

Dabei ist wieder zu beachten, dafi (E,

der Gesamtdrehimpuls des freien elektromagnetischen Feldes.

Bei Anwesenheit von Ladungs- und Stromverteilungen erhalten wir die Bilanzgleichung fiir Schwerpunkts-
bewegung und Drehimpuls am einfachsten in kovarianter Form, indem wir (1.4.53) verwenden und die Di-

vergenz von bilden:
5’#]/“”/3 =T + x*3d, THP — B —xﬂQHTW = —(x“F'Blu —x'BFa#)j”. (1.4.71)

Auf der rechten Seite finden wir, wie zu erwarten, die vierdimensionale Verallgemeinerung des Negativen der
auf die Ladungen wirkenden Drehmomements aufgrund der auf sie wirkenden elektromagnetischen Kraft.

1.5 FElektrostatik

Die Elektrostatik behandelt den Spezialfall, daf} (in einem bestimmten Inertialsystem) die Ladungsdichte zei-
tunabhingig ist und die Stromdichte verschwindet. Aufierdem nehmen wir an, daf$ auch das elektromagneti-
sche Feld zeitlich konstant ist. Betrachten wir diese Situation im Dreierformalismus in diesem Bezugssystem,

vereinfachen sich die Maxwell-Gleichungen (1.1.34{{1.1.37) zu
V-E(X)=p(X), VxE=0,

i S (1.5.1)
.B=0, VxB=0.

Qs
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

In diesem Kapitel, wo wir die materiefreien Maxwell-Gleichungen behandeln, haben wir zusitzlich zu diesen
Feldgleichungen nur die Randbedingung zu verlangen, daf} die Felder im Unendlichen hinreichend schnell
verschwinden, solange wir die Ladungsverteilung auf einen riumlich endlichen Bereich beschrinken. Aus
dem Helmbholtzschen Fundamentalsatz der Vektoranalysis (vgl. [CH10]) folgt damit fiir das Magnetfeld
sofort

-

B=0, (1.5.2)

d.h. esliegt (in diesem speziellen Bezugssystem!) ein rein elektrostatisches Feld vor. Bei vorgegebener Ladungs-
verteilung haben wir die Losung dieses Problems bereits im einleitenden Kapitel aus dem Coulombschen

Gesetz hergeleitet (vgl. (1.1.4)).

Im Rest dieses Abschnitts wollen wir diese Formel nochmals auf systematischere Art herleiten, indem wir
den wichtigen Begriff der Green-Funktion und die elektromagnetischen Potentiale verwenden und die Mul-
tipolentwicklung sowie ein einfaches Beispiel betrachten.

1.5.1 Die Poisson-Gleichung und die Green-Funktion des Laplace-Operators
In Abschnitt [1.2| haben wir gezeigt, dafy wir die homogenen Maxwell-Gleichungen durch die Einfiihrung

des Viererpotentials (im Dreierformalismus gesprochen eines skalaren und eines Vektorpotentials) identisch
erfiillen kénnen, indem wir die Felder in der Form (1.2.9) schreiben. Fiir die hier betrachtete elektrostatische
Situation vereinfacht sich dieser Ansatz zu

E=—V&), A=o0. (1.5.3)

Dabei haben wir das Vektorpotential einfach 0 gesetzt. Offenbar ist dieser Ansatz mit (1.5.1) und (1.5.2)
kompatibel und erfiillt die Lorenz-Eichbedingung (1.2.17). Da das elektrische Feld demnach ein reines Poten-
tialfeld ist, ist es in der Tat auch wirbelfrei, d.h.

VxE=—VxV®=0. (1.5.4)
Es bleibt also nur noch die inhomogene Maxwell-Gleichung
V-E=—Ad=p (1.5.5)

zu 16sen. Diese Gleichung heifit Poisson-Gleichung. Wie bereits oben gesagt, kennen wir ihre Losung
fir eine beliebige vorgegebene Ladungsverteilung o bereits. Hier wollen wir sie auf eine etwas andere Art
herleiten, namlich tiber die Methode der Green-Funktion des Laplace-Operators. Diese Funktion definieren
wir durch’]

A.G(Z, %) =—8(x—%). (1.5.6)

Es ist nimlich klar, daff wir dann die Lésung der Poisson-Gleichung (1.5.5) als Integral
QQ:J‘&E%xa?pﬁﬁ (1.5.7)
R3

schreiben konnen.

Um die Green-Funktion zu finden, bemerken wir als erstes, dafl wir offenbar den Ansatz
G(%,x")=g(x —=X) (1.5.8)

machen kdénnen, wobei

Ag(R)=8(F) (1.5.9)

®Die Vorzeichenkonvention bei der Definition der Green-Funktion ist willkiirlich. Wir folgen hier der in der Quantenfeldhtheo-
rie in der Hochenergiephysik-Community weitverbreitetsten Konvention.

36



1.5. Elektrostatik

gilt. Offenbar ist diese Gleichung invariant unter Drehungen um den Ursprung, so daf$ wir weiter den Ansatz
zu

g(xX)=h(|x[)=h(r) (1.5.10)

vereinfachen diirfen. Fiihren wir nun Kugelkoordinaten ein, wobei wir freilich die z-Achse ausnehmen miis-
sen, weil die Kugelkoordinaten dort singulir sind, folgt aus der Darstellung des Laplace-Operators in Kugel-
koordinaten

1 0° "
Ah(r):;ﬁ[rh(r)]zo fir »#0. (1.5.11)
Diese Gleichung konnen wir durch einfaches Integrieren l6sen, denn offenbar ist
i[rb(r)]:A = h(r):A+§. (1.5.12)
ar r

Wir verlangen, dafl 4(r) — 0 fiir r — oo gilt, damit das durch (1.5.7) gegebene Potential im Unendlichen
verschwindet, d.h. wir setzen A =0.

Nun miissen wir noch die Konstante B festlegen. Dazu integrieren wir (1.5.10) iiber eine Kugel um den Ur-
sprung mit beliebigem Radius R, was

PEIAWE) = | EF-VhF)=1 (1.5.13)
Kx IK
ergibt. Nun ist
Vh(X)= —B—: (1.5.14)
r

und damit das Oberflichenintegral in —47B. Daraus folgt schliefflich B =—1/(47) und damit fiir die
Green-Funktion

N N 1

G(x,x/):h(x—x/|):—m. (1515)

Fiir das elektrostatische Potential liefert dies wegen
o(%) = d%’&. (1.5.16)

R3 47X —x/|
Fiir das elektrostatische Feld liefert also
SNz =l

FG)=—vo@m) = [ @z LEEZX) (1.5.17)

w o AmR—RP

was freilich, wie zu erwarten, mit (1.1.4) iibereinstimmt.

1.5.2 Entwicklung nach Eigenfunktionen

Wie in [[CH10] ausfiihrlich dargestellt, kdnnen Funktionen nach verallgemeinerten Fourier-Reihen oder
Fourier-Integralen entwickelt werden, wobei die Konvergenz im Sinne des Funktionenraums L? zu verste-
hen ist. Diese Darstellungen sind besonders niitzlich, wenn die verwendeten vollstindigen orthonormierten
Funktionensysteme (VONS) den zu [3senden Gleichungen fiir ein physikalisches Problem sowie die verwen-
deten Koordinaten bestimmten Symmetrien desselben angepafit werden. In diesem Abschnitt betrachten wir
diese Methode am Beispiel der Laplace- bzw. Poisson-Gleichung in kartesischen Koordinaten. Dabei spielt
die oben gefundene geschlossene Losung fiir die Green-Funktion eine wichtige Rolle, um Grundeigenschaften
der sich ergebenden VONS zu gewinnen.
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Betrachten wir also den Laplace-Operator in kartesischen Koordinaten

gt  9* I?
A= + + 1.5.18
dx?2  dy?  Jdz? ( )
und suchen die Eigenwerte und dazugehdrigen Eigenfunktionen des Operators —A

Die Wahl des Vorzeichens ist deshalb niitzlich, weil wir gleich sehen werden, daf§ dann die Eigenwerte nicht
negativ werden.

Wir erinnern daran (vgl. [CHI10]]), daff die Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten notwendig or-
thogonal sind, weil der Laplace-Operator selbstadjungiert ist. Wir betrachten hierbei den Funktionenraum
L?(R?) der quadratintegrablen Funktionen mit dem Skalarprodukt

(flg)= N Pz f(%)g(X). (1.5.20)

In der Tat folgt durch zweimaliges partielles Integrieren

Flag)= | @5r@agi=—| EEF7 G [Te]
(1.5.21)
=+ | PRAFETE = (0 Ig),

R3

d.h. die Selbstadjungiertheit des Laplace-Operators. Fiir zwei Eigenfunktionen folgt daraus in der Tat

(| Dy ) =—(my | Xy y ==X (uy| ) * (1.5.22)
= (Auy |y ) =— (Ao |y ) == (| )
und damit

(X =) y) =0. (1529

Daraus folgt fiir A* # A, dafl in der Tat die Eigenfunktionen zueinander orthogonal sind. Nun miissen wir
nur noch zeigen, daf§ die Eigenwerte reell sind. Falls die Eigenfunktionen tatsichlich quadratintegrabel und
damit normierbar sind, folgt dies sofort aus , indem man A’ = A setzt. Wie wir gleich sehen werden,
konnen die Eigenwerte in unserem Fall beliebige reelle Werte annehmen, d.h. sie bilden ein kontinuierliches
Spektrum, und in diesem Fall sind die Eigenfunktionen genauer als Distributionen bzw. verallgemeinerter
Funktionen aufzufassen und auf die 8-Distribution normiert, d.h. wir setzen

(ny|uy)=8A=2X). (1.5.24)

Man kann allerdings die Realitdt der Eigenwerte in diesem Fall durch geeignete Grenzwertiiberginge bewei-
sen, indem man zunichst den Raum auf ein endliches Volumen einschrinkt und die Funktionen geeigneten
Randbedingungen (z.B. periodischen Randbedingungen) unterwirft. Wir werden weiter sehen, daf$ es zu je-
dem Eigenwert mehrere verallgemeinerte Funktionen gibt, d.h. das Spektrum ist entartet.

Dieses Problem 13f3t sich nun dadurch 16sen, dafy wir bestimmte Sitze von verallgemeinerten Eigenfunktionen
dadurch gewinnen, dafl wir einen sogenannten Separationsansatz vorwenden. Dann erhalten wir jeweils
von der Wahl der Koordinaten abhingige verallgemeinerte Eigenfunktionen. Es ist klar, daff solche Ansitze
nur fiir bestimmte Koordinaten zum Ziel fithren. Wie wir gleich sehen werden, ist der Laplace-Operator in
kartesischen Koordinaten tatsichlich separabel, d.h. er fiihrt in diesem Fall tatsichlich zum Ziel.
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1.5. Elektrostatik

Der Separationsansatz lautet fiir unser Beispiel der kartesischen Koordinaten
1y (X)=X(x)Y(y)Z(2). (1.5.25)
Setzen wir diesen Ansatz in die Eigenwertgleichung ein, erhalten wir

Auy(@) =X"(x)Y (0)Z(2) + X ()Y (9)Z(2) + X (x)Y (7)Z"(2)

, ) (1.5.26)
L uy(®) = —AX ()Y () Z(2).
Dividieren wir diese Gleichung durch #(X) und formen ein wenig um, erhalten wir
1 1 "
X)) __, YO 2 (1.5.27)
X(x) Y(y)  Z(2)

Nun hingt die linke Seite dieser Gleichung nur von x, die rechte nur von y und z ab. Damit mufi dieser
Ausdruck aber konstant sein. Wir schreiben

X//(x)

X0o) =—k? = X(x) = Aexp(Lik, x). (1.5.28)

Hier gentigt es allerdings, nur ein Vorzeichen zu betrachten, da wir ja alle Eigenfunktionen fiir alle moglichen
Eigenwerte betrachten. Wir wihlen konventionsgemifd das obere Vorzeichen.

Weiter gilt nun wegen (1.5.28) und

() ) Z'(2)
=—A+k .
Yo) T 70

Jetzt konnen wir wieder genau wie oben argumentieren: Die linke Seite der Gleichung hingt nur von y, die
rechte nur von z ab, so daf} wir insgesamt wieder eine Konstante vorliegen haben. Wir setzen also

(1.5.29)

1/
r0) =—k; = Y(y)=Bexp(ikyy). (1.5.30)
Y(y)
Diese Prozedur fithren wir schliefllich nochmals fiir Z aus und erhalten
/!
Z(2) =—kF = Z(z) = Cexp(ikyy). (1.5.31)
Z(z)

Insgesamt ergibt sich also als Eigenfunktionen des negativen Laplaceoperators
u; (%)= N exp(ik - 7). (1.5.32)

Der Eigenwert ergibt sich sofort durch Anwenden des Laplaceoperators (aber auch aus der obigen Konstruk-
tion) zu

A(R) = k2. (1.5.33)

Damit die Eigenfunktionen #; Wenigstens im ganzen Raum beschrinkt sind und sich auf die §-Distribution

normieren lassen, muf} offenbar k € R? sein. Dies liefert wegen i nichtnegative reelle Eigenwerte.
Auflerdem sehen wir, dafl es zu jedem Eigenwert A # 0 uberabzahlbar v1ele verallgemeienrte Eigenfunktionen

gibt: Fiir jeden Wert A liefert die ganze Kugelschale k% = ) von k-Werten eine Eigenfunktion zu diesem
Elgenwert
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Die Normierung ergibt sich aus der Forderung
(; | uz, ) = Ok —k). (1.5.34)

Wie wir aus der Theorie der Fourier-Transformationen wissen (vgl. wieder [[CH10]), ist

P37 explix - (k—k)] = (2rP 8Ok —k). (1.5.35)

R3
Fiir die entsprechend normierten Eigenfunktionen gilt also

- 1 7=
uz(x)= SEE exp(ik - X). (1.5.36)

Die Fourier-Theorie besagt nun weiter, daf§ wir jede L2-Funktion im Sinne der L?>-Norm nach verallgemei-
nerten Eigenfunktionen entwickeln konnen. In der Hilbert-Raum-Notation, die {ibrigens auf Diracs Formu-
lierung der Quantentheorie zuriickgeht, heifdt das

If) :fw $LE ’”/}Z><”/§

Ausfiihrlich fiir die Funktionen notiert heifst das

f)- (1.5.37)

1 - .

f(®)= JRS Pk P exp(ik - %)f (k) mit

f)= L@ d%z(znl)} 5 exp(—ik - £)f ()

(1.5.38)

fo)=(m

Wir werden auf diese Art ganz natiirlich auf die Fourier-Darstellung der Funktionen gefiihrt.

Im Zusammenhang mit dem Laplace-Operator wird dies erst dann wirklich interessant, wenn wir es mit
echten Randwertproblemen zu tun bekommen. Dies werden wir in Abschnitt ausfiihrlich betrachten.

Als Beispiel fiir die Anwendung der hier betrachteten Technik berechnen wir die Greensche Funktion des
Laplaceoperators mit Hilfe der Fourier-Transformation. Wir gehen dazu von (1.5.6) aus und machen den
Ansatz

= =/ 37 AT = 1 T >
G(%,x") = fRs &k G(k,x’)(zn)3/2 exp(ik - X). (1.5.39)

Setzen wir diesen Ansatz also in (1.5.6) ein, erhalten wir

A:GGF)=—| Pk G, 13 - exp(ik - %)
R (2m)! (1.5.40)
= 50E %)= L@ &k (2711)3 exp[ik - (¥ —%")]
Es muf§ also - X
Ay o L T A P Yo
G(k,x")= 2 QP exp(—ik-X") = 2 u/_e.(x ) (1.5.41)
sein, und folglich gilt
G(%,x") :f Pk 1 uy(X)uz(X"). (1.5.42)
R3 (—Fk2) k



1.5. Elektrostatik

In dieser Form geschrieben ist das Resultat fast selbstverstandlich: — k2 ist ja Eigenwert des Laplaceoperators
mit der Eigenfunktion #;. Daher gilt

AGEF, 7)) = diuﬂ@@@ﬁ:SQQ—iﬁ (1.5.43)
R3

Dabei ist (1.5.44) nichts anderes als die Vollstandigkeitsrelation der Eigenfunktionen. Diese lautet formal
geschrieben

ij $r 'Mk><uk| ~1. (1.5.44)

Dies besagt aber nichts anderes, als dafl fiir jede L?>-Funktion

1= & i)

gilt, und dies ist ja nichts anderes als der Fouriersche Satz fﬁr Fourier- Integrale (vgl. wieder [[CH10]).
Fiir die Lésung der Poisson-Gleichung haben wir wegen (1.5.7) mit (1.5.43) die Form

" SpR) Lz o o SRk E
q)(x):fﬂ@d% IO]_EZ)M%(X) mit P(k):J]Ra(P ,0( )%

)= f(3) fd%w»)wﬁx%(yﬁs (1.5.45)

(1.5.46)

Wegen der prinzipiellen Wichtigkeit zum Verstindnis der hier (im iibrigen mathematisch recht unprizise
ausgefiihrten) Handhabung von Distributionen wollen wir noch die explizite Gestalt der Green-Funktion
(1.5.15) aus (1.5.42) gewinnen:

G@j@:_f Pk
R}

— exp[ik - (X —X)]. (1.5.47)
(27)3k2

Zunichst sehen wir, dafl dieses Integral nicht im tiblichen Sinne konvergiert fiir E — co. Wir yregularisieren®
es daher zunichst dadurch, dafl wir nur tiber eine Kugel mit Radius K integrieren und erst zum Schlufl den
Grenzwert K — oo bilden (,Cutoff-Regularisierung®). Auflerdem schreiben wir zur Abkiirzung x — X' =5

und wihlen die Richtung dieses Vektors als Polarachse eines sphirischen Koordinatensystems fiir £ dann wird

aus (1.5.47)

G(%,x") =

K—o0 277;

d/e f dd dgo sin ¥ exp(iky cos &) (1.5.48)

mit y = |y|. Das Integral {iber ¢ liefert offenbar nur einen Faktor 27, wihrend das Integral tiber ¢ durch
Substitution # = cos?, du = —d¥sin? zu

G(%,x")=— lim ! J d/ef du exp(ikyn)=— lim

K—o0 (27‘[ K—oo 27'[2

f d S ky )1 (1.5.49)
47y

fiihrt. Wegen y = |X — x| stimmt dies tatsichlich mit (1.5.15) {iberein. Bei der letzten Integration in (1.5.50)

haben wir

f ap S0kY) o y>0 (1.5.50)
0 k 2
verwendet. Um diese Gleichung zu beweisen, betrachten wir fiir y > 0 das Fourier-Integral
. o0 y
%ﬁﬂ@:f w@@—my@e%m:fe@e%@
- - 1.5.51
_ exp(iky) —exp(—iky) 5 sin(ky) ( )

k Ty
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Nach dem Fourierschen Umkehrsatz fiir Fourier-Integrale gilt nun

O(y—|x|) = f dk \/% F(k)exp(ikx) = f dk %exp(ikx). (15.52)
—00 7T —o0
Fiir x =0 und y > 0 folgt daraus in der Tat (1.5.50):
J dp Sintky) ky f apSinky) _ = (1.5.53)

1.5.3 Elektrostatische Multipolentwicklung

Wir sind oben auf natiirliche Weise zur Fourier-Darstellung der Greenschen Funktion gelangt, indem wir die
Eigenwertaufgabe fiir den (negativen) Laplace-Operator durch den Separationsansatz gelost haben.
Man sagt auch, daf} die Eigenwertgleichung in kartesischen Koordinaten separiert. Entsprechend kann man
nun auch durch Separationsansitze bzgl. anderer Koordinaten zum Ziel zu gelangen. Im Falle des Laplace-
Operators ist das u.a. auch in Kugelkoordinaten (7, 3, ¢) der Fall. Auch hier kdnnen wir wieder auf [CH10]
verweisen. Wie dort ausfiihrlich erldutert wird, wird man dadurch auf die Kugelflichenfunktionen gefiihrt.
Hier fassen wir daher nur noch das wesentlichste kompakt zusammen.

Der Separationsansatz fiithrt auf Losungen #y;,, der Eigenwertgleichung
Auklm :—kziflklm (1554)

der Gestalt
g1 (7,3, 0) = R(1)Y,,(0, ), (1.5.55)

wo die Y;,, die Kugelflichenfunktionen bezeichnen. Die Bereiche fiir die Parameter sind / e Ny = {0, 1,2,...},
und fiir gegebenes [ mufy m € {—[,—/ +1,...,/ — 1,1} sein. Die Kugelflichenfunktionen selbst sind durch

2[4+ 1) (I —m) _
Ylm(ﬁ,go):\J( 4; )El_i_Z;!le(cosﬁ)exp(lmgo), (1.5.56)
_1\m(1_ ,,2\m/2 dl+m
sz(%)=< ) (21,1,”) d%Hm(%z—l)l, (1.5.57)
1 d ;
i) = 57 = 1) (1.5.58)

gegeben. Die P; sind die Legendre-Polynome und die P;,, die zugeordneten Legendre-Funktionen. Die in
unserem Zusammenhang wichtigste Eigenschaft dieser Funktionen ist, daf} sie ein VONS von L2(S), wobei
S die Einheitssphire im R? bezeichnet, bilden, d.h. es gelten mit dem Skalarprodukt

Ule)s= a0 dp sin8f"(8,9)3(8,9) (1559
die Orthonormierungseigenschaften
Yy (Y hs = 8108,y (1.5.60)
und die Vollstindigkeitsrelation
i i |Y1m> <Y1m| =1. (1.5.61)
=0 m=—I
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1.5. Elektrostatik

Wir konnen also jede auf der Einheitssphire definierte quadratintegrable Funktion im Sinne der Hilbertraum-
metrik gemifd

Z Z fimYim(8,0) (1.5.62)
=0 m=—I
nach Kugelflichenfunktionen entwickeln, wobei die Koeffizienten durch

T 27

Jim =11 f)s= f dd | dg sindY; (9,9)f(9,9) (1.5.63)

0 0

gegeben sind. Explizit mit den Kugelflichenfunktionen ausgedriickt, konnen wir die Vollstandigkeitsrelation

(1.5.61) demnach in der Form

Z Z Y, (&, 9)Y (8, 0) = Smﬁé‘(ﬁ 98 (p—¢") (1.5.64)

=0 m=—I/

schreiben. Da die Kugelkoordinaten an den beiden Polen der Kugel singulir sind, miissen wir ¢’ ¢ {0, 7t} vor-
aussetzen, weil andernfalls im Zusammenhang mit der &-Distribution in (1.5.64) ein undefinierter Ausdruck
entsteht.

Weiter zeigt man mit Hilfe der Darstellung des Laplace-Operators in Kugelkoordinaten

1 0? 1 au 12U
A _— 1.5.65
U= 7372( U)+rzsim9319 <Slm9319> r2sin? 9 anz’ ( )
daf} die Kugelflichenfunktionen die Gleichung
I(l+1
AY},,(8,9)=— ( 2 )Yzm(ﬁ,qﬂ) (1.5.66)

erfiillen [ICH10].

Wir wollen uns an dieser Stelle noch nicht mit dem vollstindigen Eigenwertproblem des Laplace-Operators
in Kugelkoordinaten befassen, da wir dies in Abschnitt nachholen werden, wo diese Problemstellung
ithren natiirlichen physikalischen Platz hat.

Vielmehr wollen wir jetzt die Greensche Funktion des Laplace-Operators ganz analog wie oben bei den kar-
tesischen Koordinaten mit Hilfe der Kugelflichenfunktionen schreiben. Dies fiihrt auf die Multipolentwick-
lung des elektrostatischen Potentials und des elektrostatischen Feldes. Gehen wir also mit dem Ansatz fiir
die Green-Funktion

(%,%) Z Z Ry, (7, 7)Y} (8,0")Y,,(8,9), (1.5.67)

wobei (7,9, ¢) die Polarkoordinaten von X und (', ¢, ¢) diejenigen von X’ bezeichnen, in (1.5.6) ein, erhal-
ten wir

o |
- 102 I(I+1 .
AGETN=DTS [—ﬁ[mzm(n I )Rzm<r,r’)]Y,mh?Ggo/)Yzm(ﬂ,so)

I=om=——iLT 9T r (1.5.68)

1
=g O =3I =)0 (p—¢)
Wegen miissen also fiir alle /, m die Gleichungen
2

L R 1= R (1 == 80— ) (15.69)
rdr r2 r
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

gelten. Dabei suchen wir Losungen dieser Gleichungen, so daf§ R;,,(7,7’) — O fiir r — oo bzw. ' — oo.
Aufgrund der Singularitit der §-Distribution auf der linken Seite von (1.5.70), suchen wir also Lésungen der
entsprechenden homogenen Differentialgleichung fiir » > ' bzw. » < r/, die jeweils diese Randbedingungen
erfiillen.
Offenbar haben wir
Ry (') = {A(”/)”l far 7 <
B(r")/r!* fir r>7.

Multiplizieren wir (1.5.69) mit r und integrieren {iber ein infinitesimal kleines Intervall » € (' —0%, ' 4-07),
erhalten wir

(1.5.70)

r=r/+0" 1
S (1.5.71)

r=r/—0*t r!

)
dr

Dabei haben wir Stetigkeit der Funktion R;,, bei » = r’ vorausgesetzt. Diese Stetigkeitsbedingung ergibt die
Forderung

5[ Ry (7))

B(r'
Ay’ = 7/(z+1)’ (1.5.72)
und liefert
AGY I +1)r! +ZBY) L (1.5.73)
1

Setzt man (1.5.72) in (1.5.74) ein, erhilt man

1 r’l

A(r') = ————, B(r)= : 1.5.74
g 21 4 1)1+ (r) 20 +1 (1.5.74)
Es gilt also
!
Rin(r.7)= ﬁ :L mit 7 =min(r,r’), 7, =max(r,r) (1.5.75)
und schliellich
N 1 e
G(x,x/):mzz z+1 Z Y5 (9, 9)Y,,.(0,9). (1.5.76)
=0

Betrachten wir nun eine rdumlich begrenzte Ladungsverteilung und wenden (1 an. Nehmen wir an, die
Ladung sei auflerhalb der Kugel K um den Ursprung des betrachteten Koordlnatensystems von 0 verschie-
den. Fiir das Potential an einem Punkt im ladungsfreien Bereich ergibt dann im Zusammenhang mit
die Multipolentwicklung nach inversen Potenzen des Abstandes r = |X|

00 Z
Ylm 19 gp / s 1142 /s / 7
ZO QL+ 1)rit J dr’ J dég J de'r"sin @'Y (9,9))p(X). (15.77)

Diese Entwicklung wird nun meist in einer etwas anderen Form geschrieben, und zwar mit Hilfe der spha-
rischen Multipolmomente

dﬁ’ P sin 'Y (8,00

le =
\ (1.5.78)

4 3= /s NI BVRY.
= Y; .
\2l+1JKRdx lm(ﬁ’go)r lo(x)
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1.5. Elektrostatik

->_1 = 4r ! le
q”_ZEEI‘y+12;ﬂwinMﬁ”) (1.5.79)

Betrachten wir nun die physikalische Bedeutung der ersten Multipolmomente fiir / = 0,1,2, die man aus
Griinden, die gleich klar werden, als Monopol-, Dipol- und Quadrupolmoment bezeichnet.

in der Gestalt

Wir geben zuerst die entsprechenden Kugelflichenfunktionen explizit an

3
Y= :Fﬂ o sind exp(£ig), (1.5.81)
T

5
[=2: Yy=4 ——(3cos’ I —1),
167
15 . .
Yo =Fy/ o sind cos & exp(tig),
7
5 ., .
Y,,= 325 ¥ exp(£2ig). (1.5.82)
7

Beginnen wir also mit dem Monopolbeitrag zum elektrostatischen Potential (1.5.79), also dem Term zu [ =

m = 0. Mit (1.5.80) ergibt sich

Dyy(X) = @> Qoo :f Px p(R) = Q- (1.5.83)

4rtr Ky

Dies ist anschaulich leicht verstindlich: Aus hinreichender Entfernung betrachtet ergibt die auf die Kugel
Ky konzentrierte Ladungsverteilung dasselbe elektrische Feld wie eine Punktladung mit der Gesamtladung
Qoo = Q. im Koordinatenursprung.

Der Dipolbeitrag kann am einfachsten interpretiert werden, wenn wir den Beitrag in kartesische Kompo-
nenten umschreiben. Dazu verwenden wir

: . +i
cos¥ = E, sin® exp(£ip) = =Y (1.5.84)
r r
Daraus folgt zunichst
—> - x/ :F i ! - Px :F iP
Q1o—f &2 2 p(@) =P, Qu:l::FJ d3x/7yp(x’)::|: /2 ”,
K, (1.5.85)

ﬁ:f P27 p(R).
KR

Der Vektor P heifit Dipolmoment der durch e gegebenen Ladungsverteilung. Der Beitrag zum elektrostati-
schen Potential ist dann

P,z (Py—iP))(x+1y)+ (P, +1P))(x —1y) B P.3

4rrr3 83 473

3,(%) = (1.5.86)
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Dieses Potential 1af3t sich ebenfalls leicht physikalisch interpretieren. Zunichst bemerken wir, dafl der Anteil
des elektrischen Feldes iiberall quellenfrei ist. Das Feld ist ndimlich

1

47>

E,=—V&, = [3(P-%)—7P]. (1.5.87)
Integrieren wir dieses Feld tiber eine Kugel mit beliebigem Radius ¢ um den Ursprung, wobei wir die Pola-

rachse in die Richtung von P legen. Dann folgt in der Tat

2r T T
d&*F -E, = L dgoJ dd sind cos? = ﬁf d¢ sin(2¢) =0. (1.5.88)
K. 21e Jq 0 2¢ Jo

Das bedeutet, dafl im Ursprung keine Nettopunktladung sitzen kann. Das ist mit der Multipolentwicklung
konsistent, weil der Beitrag einer Nettopunktladung im Ursprung ja durch den Monopolbeitrag bereits abge-
deckt ist.

Es ist klar, daf das auch fiir alle hheren Multipolfelder gilt. In der Tat ist fiir ¢ > R

27 7
J d*F -E :—ezf dgof d¢ sinﬁﬁrq)(a?):—ezm<)’oo
K, 0 0

37¢||z|:€ >S = QOO = Q[op (1.5.89)

wobei die Gesamtladung einzig vom Monopolbeitrag herriihrt. Alle anderen Multipolbeitrige verschwinden
wegen der Orthogonalitit der Kugelflichenfunktionen bzgl. des Skalarprodukts auf der Einheitssphire.

Da weiter die einzige weitere Charakterisierung des Dipolfeldanteils der Vektor P ist, mufi es sich um eine
Ladungsanordnung mit zwei entgegengesetzten Ladungen, deren Verbindungslinie entlang der Richtung von
P liegt, handeln, wobei wir das Feld aus grofler Entfernung verglichen zum Abstand der beiden Ladungen
betrachten. Setzen wir also eine Ladung —Q < 0 bei X’ = 0 und eine Ladung +Q > 0 bei X’ = dP, wobei

P = PB/|P| der Einheitsvektor in Richtung des Dipolmomentes ist, so ergibt sich das elektrostatische Potential
fiir diese Ladungsverteilung bei X mit r = |X|>d

@d(z):g<%_l>: Q < 1 i _1>:&61’%_'P+@<Q_dz>, (1.5.90)
w\E—dB| ) A \fp—dfrh| ) Amr v z

Lassen wir nun d — 0 gehen, wobei wir Qd = P festhalten, erhalten wir in der Tat wieder das Potential
zuriick. Damit ist das Dipolmoment durch ein Paar entgegengesetzt gleicher infinitesimal beieinan-
dergelegener Punktladungen interpretiert. Die Richtung ist dabei dadurch festgelegt, dafl sie der der Verbin-
dungslinie von der negativen zur positiven Ladung entspricht.

Diskutieren wir das Quadrupolfeld, also der / = 2-Beitrag zur Multipolentwicklung zunichst quan-
titativ: Schreiben wir dazu wieder die Kugelflichenfunktionen in kartesischen Komponenten, erhalten wir
Tensorbeitrige der Form x;x; /7. Die 5 sphirischen Quadrupolkomponenten Q,,,, miissen demnach mit den
entsprechenden kartesischen symmetrischen Momenten zweiter Stufe der Ladungsverteilung zu tun haben.

Allerdings wird
Q/k:3J d3§/x]/~x//€,o(§/) (1.5.91)
KR

i.a., 3-2/2+ 3 = 6 unabhingige Komponenten beinhalten. Andererseits kann der Quadrupolbeitrag nicht
durch eine infinitesimal ausgedehnte Ladungsverteilung um den Ursprung mit einer von O verschiedenen
Nettoladung herriihren, da dieser Anteil ja schon durch den Monopolbeitrag erfaflt ist. Wir miissen also von
dem symmetrischen Tensor den Spuranteil abziehen. Der Quadrupolanteil der Ladungsverteilung ist
also durch den spurfreien kartesischen Tensor

aj/e :f &z’ (Bx]/»x/; — 7/28]-/€> o(x"). (1.5.92)
KR
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1.5. Elektrostatik

Schreiben wir also zunichst die sphirischen Quadrupolmomente hin:

— 3271 2 2 o 1=
on—fKRd X 5(32 - ),o(x >_§Q33’
- 3 . -/ 1 - o~
Qi :ﬂFJ d3x’\/;(x’¢1y’)2’p(x )::Fﬁ(QB:Fle;), (1.5.93)

KR
inzzf dB’?/\/§<x/2_J’/2:F2ixy>: i(611—622 :FZialz)-
k. 8 V 24

Der Quadrupolbeitrag zum Potential ist also

S S B oo R
0,(%)= m{zst@Z —7)
1. — = . — — .
+ 5[(Q13 —1Qu3)(x +1y)z 4+ (Q3 +1Qx3)(x —1y)z]
1 _ . (1.5.94)
+ §[(Q11 —Qp—2iQ)(x* =y +2ixy)
+(Q1 —Qup +2iQp)(x* =y — 2ixy)]}.
Ausmultiplizieren liefert unter Beachtung von 6;‘ j=0
- 1 Qkxﬂk
¢ = _ 1.5.95
2(%) 4nr5 2 ( )

1.5.4 Elektrostatische Felder in einem beliebigen Inertialsystem

Es ist klar, daf§ aufgrund der Lorentz-Invarianz der Maxwell-Gleichungen jede elektrostatische Losung auch
eine Losung fiir eine gleichformig geradlinig bewegte Ladungsverteilung ergibt. Nehmen wir also an, dafl im
Inertialsystem ¥ die Ladung ruht und dort ein rein elektrostatisches Feld vorliegt, d.h. es gilt

(") = <Cp /é£/)>- (1.5.96)

Im System ¥, bzgl. dessen sich ¥ mit der Geschwindigkeit 7 = ¢ /3 gleichférmig geradlinig bewegt, gilt auf-
grund der entsprechenden Lorentz-Transformation (1.2.54)

% =—yOt+yPE+P E=F—yTt+(y—1) 5% (1.5.97)

\%¢|h¢

und

12/

. co'(x’) c ) . ,5 >
(]%‘):}/(6/0/(3_5/)) :lo(x)<5> mit p(x)=yp x—y‘vt—l—(}/—l)gﬁw . (1.5.98)
Fiir das elektrische Feld im Bezugssystem X’ gilt aufgrund von und wegen B’ =0

E(t,%)=yE'()—

2
YT 2 D=
-E bzw.
1+}/16[ﬂ (] bz (1.5.99)

E(n®)=E®), E(.0)=yE{F)
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

wobei wieder fiir X/ (1.5.97) einzusetzen ist. Das Magnetfeld ist
B(t,¥)=yBxE'(F)= B x E(t,7), (1.5.100)

wobei die letztgenannte Form sich unmittelbar aus (1.5.99) und ,é X ,é =0 ergibt.
Fiir das Viererpotential gilt

(A" = <q) (O;C )>, (A#) = y@' (%) </é> = ¥(x) </;»> (1.5.101)

Dabei ist in der letztgenannten Formel wieder (1.5.97) fiir X einzusetzen. Wir bemerken, daf} dieses Potential
die Lorenz-Eichbedingung (1.2.42) erfiillt, denn es ist

1
I A" = ;at,cp’ =0. (1.5.102)

Da dies eine manifest kovariante Gleichung ist, auf der linken Seite also ein Viererskalarfeld steht, muf$ die
Bedingung auch bzgl. der Komponenten in ¥ gelten. Zur Illustration rechnen wir dies aber explizit nach. Es
gilt

3,4k = gé’t@(xﬂ— 3 5a(x). (1.5.103)

Nun ist aber
3,8(x)=y3,8()=—y*5-V'&/(%),

. 257* _ L (1.5.104)
Ve(x)= 552G ) =y [ L+ = DP [VFE) =y [P+ IV 'E ()

Daraus folgt durch Einsetzen in (1.5.103) wegen /é = /¢ unmittelbar Q#Af‘ =0.

1.5.5 Beispiel: Homogen geladene Kugel

Als Beispiel fiir die Berechnung des elektrostatischen Feldes betrachten wir eine homogen geladene Kugel
vom Radius R mit der Gesamtladung Q. Thr Mittelpunkt ruhe im Ursprung des Bezugssystems 3. Da es sich
um ein kugelsymmetrisches Problem handel, ist es einfacher, die Legendre-Gleichung

_ﬂ f" o/ — / R
A/@/(J?/):—10/(3_5)/):—/00(3_5/):{ 47R3 ur |X| r <K,

1.5.105
0 fir »">R ( )

direkt zu l6sen. Offenbar hingt nimlich & nur von 7’ ab. In Kugelkoordinaten lautet unsere Gleichung also

LI ()] =—pol ). (1.5.106)

r

Dabei bezeichnen Striche Ableitungen nach der Radialkoordinate 7. Wir brauchen die Gleichung nur suk-
zessive hochintegrieren. fiir 7’ < R gilt

C
(7@ =—r'py = [r'®'] = —% 4 C,=> 9= —% P+ C+ —f (1.5.107)
r
Fiir ' > R ist die allgemeine L3sung offenbar fiir p, = 0 in dieser Lsung enthalten, d.h. es gilt

C/
&'(r'y=C|+ 2. (1.5.108)

7./
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Die Konstanten bestimmen wir nun aus Stetigkeitsbedingungen. Da wir es im Inneren der Kugel mit einer
kontinuierlichen Ladungsverteilung zu tun haben, kann es im Ursprung keine Singularitit geben, d.h. es gilt
C, = 0. Weiter wollen wir aus Bequemlichkeitsgriinden, daf§ das Potential im Unendlichen verschwindet.
Daher setzen wir C; = 0. Weiter soll das Potential bei 7’ = R stetig sein, d.h. es muf§ gelten

P C!
0 p2 2
——R°4+C, =—=. 1.5.109
6 '™ R ( )

Weiter mufl nach dem Gauf3schen Gesetz im Aufienraum C, = Q/(47) = poR> /3 sein. Daraus folgt

C = %RZ. (1.5.110)
Also gilt
R3
o(r) = %(3]&2 —OR— ")+ ’030 —O(r'—R). (1.5.111)
r
Daraus folgt fiir das elektrische Feld
P poR’
EL (" =—38.%(r")= 70 rOR—1")+ #@(7’ —R), Eg=E,=0. (1.5.112)
r

Betrachten wir nun das elektromagnetische Feld im Bezugssystem %, wo sich die homogen geladene Kugel mit

der konstanten Geschwindigkeit 7 = ¢ IB = ¢3¢, bewegen mége. Zur Zeit t = t' = 0 mdgen die riumlichen
Koordinatensysteme zusammentfallen und sich der Mittelpunkt der Kugel im Koordinatenursprung befinden.
Dann gelten die Transformationsformeln fiir die Raum-Zeitkoordinaten und das elektrostatische Feld
bzw. (1.5.99), d.h. in kartesischen Koordinaten

X
X' = y = r'= \/xz—l—yz—l—}/z(z—fvt)z (1.5.113)
y(z—ot)
und
y x
oo\ o]
E(t,Xx)=E_(r )7 y , (1.5.114)
z—vt

wobei wir (1.5.113) fiir ¥/ und »’ sowie (1.5.112) einzusetzen haben. Die Feldlinien sind also immer noch radial

vom momentanen Mittelpunkt der Kugel aus ausgerichtet, der sich zur Zeit ¢ bei ¥ = (0,0, v¢) befindet. Aus

(1.5.100) ergibt sich das Magnetfeld zu

B(t,X)=péxE="E.(r)| x |. (1.5.115)
v
0

Das Magnetfeld ist also im Sinne der Rechte-Hand-Regel um die Richtung der Stromdichte ]_': gewunde

Es ist klar, dafl wir auch von den Potentialen ausgehen kénnen. Im System 3, wo sich die geladene Kugel

bewegt, gilt gemif} (1.5.101)

B(t, %)= y®(F), At,%)=Bo(t,7). (1.5.116)

’Man beachte, dafl E/, dasselbe Vorzeichen wie die Ladung besitzt, also die Stromdichte fiir positive Ladung in die positive und
fiir negative Ladung in die negative z-Richtung weist.
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Dabei ist wieder auf der rechten Seite X’ mit Hilfe von (1.5.113) durch X auszudriicken. Bei der Berechnung
des elektrischen Feldes ist darauf zu achten, daf§ neben dem Skalarpotential auch ein zeitabhingiges Vektor-
potential vorliegt, d.h. wir erhalten fiir das elektrische Feld

E(t,7) = —S0(t,3)— 2 9,A(2,7) :—<6+ éa)«m,;) (1.5.117)
C C
und fiir das Magnetfeld
B(t,%)=V x A(t,%)=—f x V&(t,%). (1.5.118)

Fiihrt man die Ableitungen aus, kommt man erwartungsgemafd auf das gleiche Resultat wie mit der oben
gezeigten Methode der direkten Transformation der Felder, also auf (1.5.114) bzw. (1.5.115).

1.6 Magnetostatik

1.6.1 Das Biot-Savart-Gesetz

Wir betrachten nun den Fall, daf} zeitunabhingige stationire Stromverteilungen vorliegen. Ebenso seien das
elektromagnetische Feld (E B ) und die Ladungsverteilung p zeitunabhingig. Auch dann entkoppeln in den
Maxwell-Gleichungen, die wir wieder in ihrer mikroskopischen Form im Dreierformalismus (1.1.34][1.1.37)
betrachten wollen, elektrisches und magnetisches Feld vollkommen, wobei sich (1.1.34) und (1.1.37) fiir die
elektrische Feldstirke zu den elektrostatischen Grundgleichungen (vgl.

V-EF)=p(X), VxE®X)=0 (1.6.1)

vereinfachen. Das elektrische Feld ist also allein aus der Ladungsverteilung nach den im vorigen Abschnitt
behandelten Methoden der Elektrostatik zu bestimmen.

Aufgrund des Vorliegens von Stromen erhalten wir nun aber auch ein Magnetfeld, das gemif§ (1.1.35) und
(1.1.36) fiir unseren zeitunabhingigen Fall den Grundgleichungen der Magnetostati

4

(%)

~.

VxBE)=L2, V.B(R)=0 (1.6.2)

° ‘

gentigt. In vektoranalytischer Hinsicht stellt es ein Gegenstiick zum elektrostatischen Feld dar, denn wihrend

E ein wirbelfreies Potentialfeld darstellt, ist das magnetische Feld B ein reines Solenoidal- oder Wirbelfeld.
Entsprechend muf} es sich aufgrund des Helmholtzschen Zerleungssatzes aus einem Vektorpotential vermoge

B(Z)=V x A(%) (1.6.3)

darstellen lassen, wobei das Vektorpotential nur bis auf ein Potentialfeld bestimmt ist, wie wir oben bei der
Besprechung der Eichinvarianz der allgemeinen Maxwellgleichungen schon besprochen haben. Setzen wir

(1.6.3) in (1.6.2) ein, ergibt sich

§x(§ xg):i. (1.6.4)
c

$Der Fall von Permanentmagneten (Ferromagnetika), die eine konstante von 0 verschiedene Magnetisierung aufweisen, die mi-
kroskopisch auf die Existenz des magnetischen Moments der Elektronen und somxt deren Spm zuriickzufiihren ist, ist in dieser

Form der Gleichungen enthalten. Die Magnetisierung liefert formal einen Beitrag ; ] =cV x M zur Gesamtstromdichteverteilung

-

] = jel +jmag'
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Falls wir fiir A eine kartesische Basis Verwenderﬂ konnen wir dies in der Form
V(V-A)—AA=1 (1.6.5)
¢

schreiben. Aufgrund der Eichfreiheit kénnen wir die Coulomb-Eichung

V-A=0 (1.6.6)
als Nebenbedingung fordern, so dafl dann
Ad=—1 (1.6.7)
¢

folgt. Damit kénnen wir wieder die oben bei der Elektrostatik hergeleitete Green-Funktion (1.5.15) des La-
place-Operators verwenden, um als Lsung

- 1 . g -/
A(x):—J d%’M (1.6.8)
4rc Jgs |x — x|

zu erhalten.

Nun haben wir allerdings zu iiberpriifen, ob die Coulomb-Eichbedingung (1.6.6) erfiillt ist, denn nur dann
diirfen wir behaupten, daf (1.6.8) tatsichlich eine Lésung des magnetostatischen Problems darstellt. In der
Tat gilt

2/
V,z'fzd}’?’f(if,:—f PR Vg = f;d%’ LS. G 69
R R

X — x|

Da  voraussetzungsgemifl  die  Ladungsdichte  zeitunabhingig  ist, gilt  aufgrund  der
Kontinuititsgleichung, die wir bereits in (1.1.40) als Integrabilititsbedingung der Maxwell-Gleichungen her-
geleitet haben,

—

V=0, (1.6.10)
und damit erfiillt (1.6.8) in der Tat die CoulombEichbedingung (1.6.6), d.h. diese Gleichung stellt eine Lésung

des magnetostatischen Problems dar.

Das Magnetfeld selbst erhalten wir daraus mittels (1.6.3) zu

- 1 o=
B)=— | &£3'V;x
4 X
7TC JR3 |

(1.6.11)

_,‘5/|'

=

-

Bzgl. der Gradientenbildung ist j(x') ein konstanter Vektor. Nun gilt fiir irgendeinen Vektor 4 = const

[V x if ()] = € dlarf B =—¢, 42,3 f =—@x V). (1.6.12)

Wenden wir dies auf (1.6.9) an, erhalten wir das Biot-Savart-Gesetz

> 1 3.,/7.,/ = 1 1 3/ _.’/ -/ )_C)_)_C)/
Bx)=—7— | &X' @)X Vim—sr=— (X)X =—=- (1.6.13)
e Jgs |x—x/| 4mc Jps |x — x|

“Man beachte, daf dabei fiir ¥ durchaus beliebige verallgemeinerte Koordinaten verwendet werden diirfen!
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1.6.2 Beispiel: Homogen geladene rotierende Kugel

Das folgende Beispiel zeigt, dafd statt einer Auswertung des Integrals (1.6.11) die direkte Lésung von (1.6.7)

einfacher zum Ziel fithrt. Betrachten wir dazu als Beispiel eine homogen geladene Kugel mit Radius R, die
sich um eine feste Achse dreht. Die Stromdichte ist

3Q

(% = 0®(R — D X 1 = —,
J(X)=pOR—7)d xX mit p ys

(1.6.14)

wobei » = |X| ist und «w die konstante Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Angesichts der Gleichung (1.6.7)
erscheint ein Ansatz

AR)=f(r)d x & (1.6.15)

vielversprechend. Man rechnet leicht nach, daff dieser Ansatz automatisch die Coulomb-Eichbedingung (1.6.6)
erfiillt. Berechnen wir also (in kartesischen Koordinaten!)

(AA), = IS bim1%,,] = €41,y 01 95(x,, 0 f + f3},,)
= G/elmwl(xmAf—i_zamf) (1616)

/
=@ (ar+2L0).
r
Setzen wir in ein, liefert unser Ansatz die Bestimmungsgleichung
/
Af(+20) — PR, (1.6.17)
r ¢

Verwenden wir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten folgt

PoR—17). (1.6.18)

c

SO+ 2 ) =10+ 2 ()=
Fiir r > R folgt
f”(r)—i-;f/(r):O, r >R. (1.6.19)
Diese Gleichung kénnen wir offenbar durch den Ansatz f(7) = r* 16sen, denn dieser Ansatz fiihrt auf
MA—1)+41=0= 1=0 oder A=-3. (1.6.20)

Da das Vektorpotential im Unendlichen verschwinden soll, ist also

A
f(r)= —? mit A, =const, 7>R. (1.6.21)
r
Fir r > R gilt
w4 P
frrof== (1.6.22)
r
Diese Gleichung besitzt offenbar eine Losung der Form
f(n=cr*=>c=-~1 (1.6.23)
10c¢
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Die allgemeine Losung der DGL (1.6.22) ergibt sich daraus durch Addition einer allgemeinen Losung der
Homogenen Gleichung, die die Form £,,,.(r) = A_ + B_ /7> besitzt. Da das Vektorpotential bei » = 0 nicht
singuldr werden kann, ist notwendig B_ = 0. Also gilt

f(r):_%72+A<, r <R. (1.6.24)

Nun sollten bei » = R sowohl A als auch B stetig sein. Man rechnet leicht nach, daf} fiir unseren Ansatz

(1.6.15)
37

B=VxA=[rf(r)+2f(r)]&— - ()7 (1.6.25)

gilt. Damit also Aund B an der Kugeloberfliche stetig sind, miissen / und f” bei » = R stetig sein. Das liefert
mit (1.6.21) und (1.6.24) die Bedingungen

A P M. __p pR? pR®
—=———R"4+A_, ——=—"-R=>A_=—, A_="—. 1.6.26
R 100 < R3 5¢ S 6 Z 15¢ (1.6.26)
Also finden wir schlie8lich
RS
F(1)=OR— 1)L (5R? —37%) 1 0(r —R)-L (1.6.27)
30¢ 15¢73
und damit aus (1.6.25) fiir das Magnetfeld
B _ _ 2T (62 5 R2 _ o\ 2
B=OR—7)— (33 - )% — M (67> —5R?) | +O(r Ry — 301 - 3%)% — 2 | (1.6.28)
mit 5
. 4rnR
=P (1.6.29)
15¢

Der Vergleich mit dem elektrostatischen Dipolfeld (1.5.87) zeigt, dafl im Auflenraum (r > R) ein magneto-
statisches Dipolfeld mit dem magnetischen Dipolmoment (1.6.29) vorliegt.

Es ist klar, daf zusitzlich zum gerade berechneten Magnetfeld auch das in Abschnitt berechnete elektri-
sche Feld vorliegt. Wir iiberlassen die Diskussion der Lésung in einem beliebigen Inertialsystem, in dem sich
die Kugel neben ihrer Eigendrehung auch noch geradlinig gleichformig bewegt, dem Leser zur Ubung.

1.6.3 Magnetostatische Multipolentwicklung

Wir wollen nun in Analogie zur elektrostatischen Multipolentwicklung in Abschnitt die Multipolent-
wicklung fiir das magnetostatische Feld besprechen. Es sei also die Stromdichte auf ein Gebiet innerhalb einer
Kugel vom Radius R beschrinkt, und wir suchen eine Entwicklung des magnetostatischen Feldes fiir grofie
Entfernungen von dieser Quelle, also fiir » = |X| > R.

Dazu bietet sich die in [CH10] besprochene Entwicklung nach den Vektorkugelflichenfunktionen

,,,(8,0) = VY, (8, 9), (1.6.30)
®,,,(9,9)=7 x VY,,,(8,9), (1.6.31)
§lm(79’gp):grYlm(ﬁ’§p) (1.6.32)
an. Wir haben dort gezeigt, dafl diese Funktionen bzgl. des Skalarprodukts
<V1 V2 >(52,(C3) :fsz dQ V;(ﬁ’ ¢)V2(19’ 99) (1633)
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einen vollstindigen Satz orthogonaler Funktionen fiir Vektorfelder bilden. Die Orthogonalitit und Normie-
rung der Vektorkugelfunktionen (1.6.301.6.32) ergeben sich dabei zu

<@MZ@MWX%EQZZU4-USWSMMH (1.6.34)
(%1, | ><sz,cs>:l(l+1)8”’3mm” (1.6.35)
<§M1?WW>(ﬂyf:8W8mm“ (1.6.36)
(91,11, >(SZ’C3) =(¥,, |§?Z,m, >(sz,<c3) =(%,,, |§,,m/ ><sz,c3> —o. (1.6.37)

Weiter haben wir gesehen, daf} sich jedes quellenfreie Vektorfeld B (V- B = 0) durch zwei skalare Debye-
Potentiale ¢ und y in der Form

BR)=%xVd+Vx(ExVy)=ilf+iV x (Ly) (1.6.38)
schreiben 1ifit. Dabei ist der ,,Drehimpulsoperator{©|durch
L=—iXxV (1.6.39)
definiert. Die Debye-Potentiale sind bei vorgegebenem Vektorfeld V bis auf rein radialsymmetrische Skalar-
felder durch die Gleichungen

> =2 > >

) R .
Ly=—x-B, L¢=—x-(VxB) (1.6.40)
eindeutig bestimmt.

Diese allgemeinen Sitze wenden wir nun auf das quellenfreie Vektorfeld B an. Aus den magnetostatischen

Maxwell-Gleichungen (1.6.2) folgt dann
> . 2 =2 - = 1, =
—Ly=x-B, —-L¢=X-rotB=-x-j. (1.6.41)
¢
Aus der zweiten Gleichung folgt fiir » > R, wo fvoraussetzungsgeméiﬁ verschwindet,

=2
—L'¢=0, r>R, (1.6.42)

mit der Losung ¢ = 0. Auf die erste Gleichung (1.6.41) wenden wir den Laplaceoperator an, der wegen (B.1.33)
. 22 . . 1
mit L vertauscht, d.h. es folgt unter Zuhilfenahme von (B.1.5), (B.1.9) und schlief8lich (B.1.12)

Ay =AGF-B)=7 AB=—F.Vx(VxB)=—-F-(Vx)). (1.6.43)

. . . . 22 . . .
Wir benétigen also zunichst eine Greensche Funktion des Operators L . Es ist klar, daff dieser Operator kein
auf dem ganzen Raum der quadratintegrablen Funktionen L?(R) Inverses haben kann, denn die Kugelflichen-
funktionen Y;,, sind Eigenfunktionen zum Eigenwert /(/ 4+ 1) mit / € Ny, d.h. es gilt

LY, = I(1+1)Y,,,. (1.6.44)

Fiir [ = 0 liegt also eine Eigenfunktion zum Eigenwert 0 vor, und damit kann I’ kein iiberall definiertes
Inverses besitzen. Falls aber ein Skalarfeld @ eine Multipolentwicklung besitzt, die keinen Term mit / =0
enthilt, so besitzt die Gleichung

'v=0 (1.6.45)

°Die Bezeichnung Drehimpulsoperator stammt aus der Quantentheorie. Dieser Operator erweist sich allerdings auch in der klas-
sischen Feldtheorie als duflerst niitzlich, so daf} wir ihn auch hier in der Elektrodynamik bereits ausgiebig verwenden werden.
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eine Losung, die bis auf eine radialsymmetrische Funktion eindeutig bestimmt ist. Sei also

oo |
X)=> Z (1)Y;,,(3,9) (1.6.46)

I=1m

die Entwicklung von ® nach Kugelflichenfunktionen, geschrieben in Kugelkoordinaten, so finden wir als eine

Losung der Gleichung (1.6.45)

[ee]

/
9= X gyt in(0r0) (1647

=1 m=—I

denn es ist L2 cin Differentialoperator, der nur Ableitungen nach ¢ und ¢ nicht aber nach r enthilt, so daf}

wegen (1.6.44)

(LY}, (8,0) = Z ()Y 1,(8,0) = B(%) (1.6.48)

gilt. Die Bedingung dafiir, dafl ® tatsichlich keinen radialsymmetrischen Term beinhaltet, d.h. in seiner Ent-
wicklung nach Kugelflichenfunktionen der Term mit / = O fehlt, lautet nach den Orthonormalitits- und
Vollstindigkeitseigenschaften der Kugelflichenfunktionen auf L*(S)

27
Yon|P = d¢ d 19—@ 19 0 fiirall cR_,. 1.6.49
(Yool @)| . = f dpsind —8(,0,9) =0 firalle <R, (1.6.49)

Nun gilt aber fiir  =x - (% X ;)

1 S s = 1 S s
DA K3 I pe— dF -(Vx])= f PV (Vxj)=0. (1.6.50)
( OO| >S|r_const rm oK, ( ]) 7\/@ X ( ])

Dabei haben wir im letzten Schritt den Gaufischen Satz und die Identitit V - (V x ;) = 0 angewandt. Wir

konnen also (1.6.43) in der Form
1., 2 =
Ay =-L77-(Vxj) (1.6.51)
¢

schreiben. Die Multipolentwicklung fiir y kénnen wir dann sofort aus der entsprechenden Losung fiir den
elektrostatischen Fall entnehmen. Wir schreiben sie in der Form

i Z A My, Yin(9,9) (1.6.52)

47rcl - 20+1 1 ri+t

Dabei wird die hier etwas willkiirlich erscheinende Normierung der magnetischen Multipolmomente 4/;,,
gleich noch gerechtfertigt werden. Um die M;,, zu bestimmen, miissen wir nur (1.5.79) auf die rechte Seite von
(1.6.51) anwenden, wobei das gegeniiber (1.5.5) geinderte Vorzeichen sowie der Zusatzfaktor 1// zu beachten

ist. Wir finden
M; - PN -
m — &Y (¢ LR v’ ! 1.6.53
Vo5, oL [T 7). (165)

Da der Operator L=2 hermitesch ist, folgt

My, 47 31 r'! . P Y
~\ Y : 1.6.54
! 2l+1LRdx g eIV )] (1.6.54)
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4 1 =, =
M, = — | PR (0N [V % ()] 1.6.55
i =\ BT Jy, O 7 i O [ ) (1.655)

Wie wir bereits in (1.6.50) geschen haben, ist My, = 0.

Um Anschluf§ an die in der Literatur iiblichen Formen der Multipolentwicklung zu gewinnen, betrachten

wir (1.6.38). Wegen ¢ =0 fiir » =|X| > R ist das Vektorpotential durch

bzw.

-

AR)=%xVy =iLy (1.6.56)
gegeben. Da L nur Ableitungsoperatoren bzgl. der Winkel beinhaltet, folgt aus der Definition (1.6.31)

A2\ — 1 l 47 Mlmélm(ﬁ’gp)
AR)=—>" ZZ Ty R r>R. (1.6.57)

47tc =

Andererseits ist aber klar, dafy im quellenfreien Raum r > R wegen VxB= f: 0 auch ein skalares Potential
existieren mufl. In der Tat erhilt man nach einigen Umformungen mit Hilfe der Formeln (B.1.7) und den
Definitionen der Vektorkugelfunktionen (1.6.30}{1.6.32)

< 5lm(ﬁ>¢)_ A [([+1)_,
VX _71+z‘1’lm(19’§”)—WYzm(0,§0)
I ¢ Ldy/ 1
= V(. 9) + “ 3 <m>Ylm<ﬁ!§0) (1.6.58)

Setzen wir dies in (1.6.57) ein, finden wir

B(R)=V xAF)=—V&,(¥) mit &yF)=— > > 1 21—J7:171_1+1Y1’”(19’§”)' (1.6.59)
1

Dieses skalare Potential fiir das Magnetfeld besitzt (bis auf den Faktor 1/c¢) genau die Form wie die entspre-
chende Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials (1.5.79). Der wichtigste Unterschied ist, daf§ der

Term zu [ = Ofehlt. Dies muf auch so sein, da V-B = 0 ist und daher My, gerade der gesamten in der Kugel K,
befindlichen Magnetladung entspricht, und diese mufl wegen der Quellenfreiheit des Magnetfeldes verschwin-
den. Ansonsten besitzen die Multipolfelder, beginnend mit dem Dipolfeld, dieselbe Form wie die analogen
elektrostatischen Multipolfelder. Dies rechtfertigt auch die etwas willkiirlich erscheinende Normierung in

der Definition der magnetischen Multipolmomente in (1.6.55).
Der Vollstandigkeit halber leiten wir die Multipolentwicklung auch noch tiber das Vektorpotential her. We-
gen V - B gibt es nimlich gemif§ dem Helmholtzschen Zerlegungssatzes ein Vektorfeld A, so daf3

B=VxA. (1.6.60)

Da A fiir vorgegebenes B nur bis auf ein Gradientenfeld bestimmt ist (Eichinvarianz), kénnen wir noch eine
Zusatzbedingung (Eichbedingung) fordern. Hier ist es besonders bequem die Quellenfreiheit

V.-A=0 (1.6.61)

des Vektorpotentials zu verlangen. Diese Wahl der Eichung des Vektorpotentials nennt man Coulomb-Ei-
chung. Schlief8lich folgt fiir die verbliebene magnetostatische Maxwell-Gleichung

— —

VXxB=Vx(VxA)=V(V-A)—AA=—AA=]. (1.6.62)
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Es ist klar, dafl wir diese Gleichung mit Hilfe der Green-Funktion des Laplace-Operators sofort 16sen konn-
ten. Wie wir in Abschnitt gesehen haben, fiihrt dies zum Biot-Savart-Gesetz. Jetzt wollen wir aber die
Multipolentwicklung herleiten, und da bietet sich wieder die Methode mit den Debye-Potentialen an. Wegen
der Coulomb-Eichbedingung gibt es nimlich wieder zwei Debye-Potentiale, so daf§

A=ZxVI+VxEXVY). (1.6.63)

Dabei haben wir QZ und ¥ geschrieben, um diese Debye-Potentiale des Vektorpotentials von denen des Magnet-

feldes (1.6.38) zu unterscheiden.

Es gelten wieder die Gleichungen

- -2 ~ -

j=—34 LI'J=—3% (VxA)=—7-B. (1.6.64)

Beide Gleichungen sind 16sbar, da wegen V-A=V-B=0 Entwicklung der rechten Seiten der Gln. (1.6.64)
mit / =1 beginnen. Damit folgt

% :—i_zf-/_l), NI—i_Zf-E. 1.6.65
X

Wenden wir nun darauf den Laplace-Operator an, folgt nach einiger Rechnung

o i
Aj=—L1 AF-A)=—L %-AMM=-1 %) (1.6.66)
C
und )
~ -2 - -2 - -2, = -
A¢:—L A(J_C)B):—L AB=-L )_C)(VX]) (1.6.67)
C

Da wir eigentlich nicht an der vollstindigen Losung fiir A interessiert sind, sondern nur an B = V x A fiir
7 > R, wo voraussetzungsgemifl j = 0 ist, interessiert sind, miissen wir nur ¢ berechnen, denn es ist

— 1 -

VX[V (EXVP)]=—AGEXxVF)=—Fx VA =-Fx VL %-]=0, r>R. (1.6.68)
C

4

Der weitere Rechenweg ist nun offensichtlich exakt gleich wie bei der Bestimmung von y aus Gl. (1.6.51),
denn offenbar ist gemif3 (1.6.67) y = ¢, und das fiihrt wieder auf (1.6.57).
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1.7 Freie Elektromagnetische Wellen

Die Vorhersage elektromagnetischer Wellen durch Maxwell und ihr experimenteller Nachweis durch H. Hertz
sind Meilensteine in der Physikgeschichte. So hat die auf den experimentellen Grundtatsachen, insbesonde-
re Faradays Studien zu elektrischen und magnetischen Phinomenen sowie deren engem Zusammenhang,
aufbauende Maxwellsche Theorie nicht nur elektrische und magnetische Phinomene durch ein in sich konsi-
stentes dynamisches Gesamtmodell des Elektromagnetismus ersetzt sondern auch noch die Optik subsumiert,
denn Licht ist nichts anderes als das sich im freien Raum ausbreitende elektromagnetische Feld. Der Feldbe-
griff selbst geht tibrigens auf Faraday zuriick, der aufgrund seiner Untersuchungen der elektromagnetischen
Phinomene zu dem Schluf} gekommen ist, dafl eine ,Nahwirkungstheorie® der entsprechenden Kraftwirkun-
gen der bis dahin vorherrschenden ,Fernwirkungstheorie® besser geeignet ist. Allerdings waren die Vorstel-
lungen der Theoretiker des ausgehenden 19. und zu Beginn des 20. Jahrhunderts noch in der Vorstellung von
einem Ather verhaftet, der ein Medium sein sollte, in dem sich elektromagnetische Wellen und somit auch
das Licht, ausbreiten sollten Zhnlich wie Schallwellen in gewohnlicher Materie. Erst der relativistische Stand-
punkt Einsteins hat das elektromagnetische Feld als eine eigene Entitdt erwiesen, die eine selbststindige von
der Materie unabhingige Existenz besitzen kann, obgleich das Feld freilich durch ladungstragende Materie
erst erzeugt werden kann.

In diesem Kapitel befassen wir uns zunichst mit der Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen, wobei
wir uns zunichst auf harmonische Zeitabhingigkeiten beschrinken wollen. Diese Grunformen freier Fel-
der sind allerdings als Idealisierung zu betrachten, die nur niherungsweise realisiert werden kdnnen, da wir es
eigentlich stets mit der Emission zeitlich und riumlich begrenzter Signale zu tun haben. Allerdings konnen
wir diese allgemeineneren Wellenformen durch Fourier-Entwicklung auf die zeitlich harmonischen Felder
zurlickfiihren. Wir besprechen die Entwicklung des freien elektromagnetischen Feldes nach Fundamentalls-
sungen, die aus der Separation der bei harmonischem Zeitansatz sich ergebenden Helmholtz-Gleichung in
kartesischen, Kugel- und Zylinderkoordinaten, was zur entsprechend zur Entwicklung nach Orthonormal-
basissystemen in Form von ebenen, Kugel- und Zylinderwellen fiihrt. Dabei kliren wir nebenher auch das
Eigenwertproblem des Laplace-Operators in Kugel- und Zylinderkoordinaten. Denn Fall kartesischer Koor-
dinaten haben wir ja schon in Abschnitt besprochen, wodurch wir auf elegante Weise zum Fourier-
Integral gelangt sind.

Nachdem wir dann die Grundformen der elektromagnetischen Wellen geklart haben, wenden uns der Fel-
derregung aus vorgegebenen zeitlich verinderlichen Ladungs- und Stromverteilungen zu und besprechen aus-
fithrlich die kausalen (retardierten) Losungen fiir die elektromagnetischen Potentiale in verschiedenen Eich-
fixierungen (Lorenz- und Coulomb-Eichung).

1.7.1 Allgemeine Betrachtungen zu freien Feldern

Wir beginnen mit der Betrachtung der freien Maxwell-Gleichungen, indem wir von den Wellengleichun-

gen (1.2.28) fiir verschwindende Ladungs- und Stromverteilungen (d.h. j# = 0)

1 .9%A+
T2 92

OA#

—AA* =o0. (1.7.1)

ausgehen. Wir bemerken sogleich, dafl diese Gleichungen nur dann Losungen fiir die Potentiale eines freien
elektromagnetischen Feldes sein konnen, wenn die ihrer Herleitung zugrundegelegte Lorenz-Eichbedingung
(1.2.42)

13
At =—-—
“ cat

5 d+V-A=0 (1.7.2)

erfiillt ist.
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Als erstes bemerken wir, daf$ diese Eichfixierungsbedingung fiir freie Felder noch weiter eingeschrinkt werden
kann, denn wir konnen offenbar eine Eichtransformation

r_
A,—A,=A,—3,y (1.7.3)

ausfiihren, ohne die Lorenz-Eichbedingung (1.7.2) zu storen, solange wir verlangen, daff 0y = 0 ist. Denn

erfiillt A, (1.7.2), so gilt auch QMA/” = QMA” — [y =0. Wir konnen also eine weitere Forderung an unsere

Losung stellen, und wie wir gleich sehen werden, ist eine sehr bequeme zusitzliche Eichfixierung durch

A°=3=0 (1.7.4)

gegeben. Dies bricht nun zwar die Lorentz-Invarianz explizit, nicht aber die Invarianz unter Drehungen, denn
insgesamt lautet unsere Eichfixierung nun

A=0, 9,A*=V-A=0. (1.7.5)

Da diese Eichfixierung nur im ladungs- und stromverteilungsfreien Raum mit den Feldgleichungen fiir die
Potentiale vertraglich ist, nennt daher auch die Strahlungseichung. In Strahlungseichung er-
reichen wir, daf§ von den urspriinglich vier Komponenten A nur noch zwei effektive Feldfreiheitsgrade {ibrig
bleiben. Denn das Dreiervektorpotential A ist gemif3 ein reines Wirbelfeld und damit z.B. durch die
entsprechenden beiden Debye-Potentiale darstellbar, wie bereits im Spezialfall der Magnetostatik bespro-
chen. Darauf kommen wir im nichsten Abschnitt ausfiihrlicher zu sprechen.

Betrachten wir aber zunichst die Vereinfachungen, die sich ergeben, wenn wir uns auf harmonische Zeit-
abhingigkeiten beschrinken. Da wir diese Fundamentalldsungen der Wellengleichung lediglich dazu ver-
wenden wollen, um die realistischere Wellenlosungen der Maxwell-Gleichungen im Sinne einer Fourier-Ent-
wicklung, d.h. im hier betrachteten freien Raum i.a. als Fourier-Integral, zu gewinnen, konnen wir von dem
komplexen Ansatz

A(t,%)=A'(%)exp(—iwt) (1.7.6)

ausgehen. Dabet ist offenbar A’ ein nur von den rein riumlichen Komponenten abhingiges Wirbelfeld, denn

die Strahlungseichbedingung verlangt
v -f_l)(t,f) =V -g/(i)exp(—iwt) —0=>V /_{/(J?) =0. (1.7.7)

Weiter ergibt die Wellengleichung

- 2 -
I:IA(t,J_c’):—<A—+—%)A/(f)exp(—iwt)zo. (1.7.8)
¢
Dies bedeutet, dafl A’ der Helmholtz-Gleichung
AA'(R)=—R*A'(R) mit B =— (1.7.9)
¢

geniligen mufl. wir haben es also mit nichts anderem als vektorwertigen Eigenlosungen des Laplace-Operators
zu tun, die gemif (1.7.7) noch der Nebenbedingung unterliegen, ein reines Wirbelfeld zu sein.

Im folgenden besprechen wir nun die entsprechenden Entwicklungen nach geeigneten vollstindigen Ortho-
normalsystemen (VONSen) von Losungen dieser Gleichungen, indem wir entsprechende Separationsansitze
in den drei wichtigsten Koordinatensystemen (kartesische, Kugel- und Zylinderkoordinaten) durchfiihren.
Wir kénnen dann allgemeine Losungen der freien Maxwell-Gleichungen durch die entsprechenden Entwick-
lungen nach diesen VONSen gewinnen.
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1.7.2 FEbene Wellen

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall der kartesischen Koordinaten. Fiir skalare Felder haben wir dies
bereits in Abschnitt (1.5.2) getan. Die dortige Rechnung legt den Ansatz

A'(%) = &(k)expl(ik - ) (1.7.10)

nahe. Dabei ist ?(E) ein Dreiervektor, den wir der Einfachheit halber zunichst reell wihlen wollen. Wir wer-

den gleich unten noch sehen, daff dies keine wesentliche Beschrinkung bedeutet, da das elektromagnetische
Vektorpotential reell ist. Offenbar wird die Helmholtz-Gleichung fiir beliebige komit k2 = k2 =
w?/c? erfiillt. Die Stellen konstanter Phase sind also durch die Gleichung wt —kF=wt— kx; = const
bestimmt. Dabei ist x;, = B-Zmitk=F /k gegeben. Die Flichen konstanter Phase der Welle breiten sich also
entlang der Richtung E mit der Geschwint w/k = c, also der Grenzgeschwindigkeit des Minkowski-

raumes aus. Die Strahlungseichbedingung (1.7.7) ergibt fiir jedes ke K, die Einschrinkung

k-(k)=0, (1.7.11)
d.h. die Wellen sind notwendig transversal. Die Ausbreitungsrichtung der Welle ist nimlich offenbar /2, und

gemif} (1.7.11) besitzt A’ nur Komponenten senkrecht zu dieser Ausbreitungsrichtung. Zu jedem k # 0 gibt
es nun offenbar zwei linear unabhingige Losungen von (1.7.11), nimlich zwei beliebige linear unabhingige

Vektoren € € , die Polarisationsvektoren, die in der Ebene senkrecht zZu k stehen. Wir wihlen der Einfachheit

halber diese Vektoren als Einheitsvektoren, die ihrerseits aufeinander senkrecht stehen und mit b=F /k ein
rechtshindiges Koordinatensystem bilden, d.h. wir wihlen sie so, daf§

(k) x &y(k) =k (1.7.12)

1st.

Entsprechend konnen wir jede Losung A(t, %) nach diesen transversalen ebenen Wellenmoden gemaf}

ZJ (27) 3/2 ; [ (/e)exp( 160* )+A§_)(E)exp(+ia)é t)] eXp(i/_é - X) (1.7.13)

entwickeln, wobei wir
wp =ck=clk| (1.7.14)

gesetzt haben. Im zweiten Term konnen wir nun aber die Substitution & — —k vornehmen. Wir kénnen
weiter den Polarisationsvektoren noch die Beziehungen

E(—k) =7, (R), &—F)=—2y(k) (1.7.15)

auferlegen. Dabei miissen wir fiir einen der beiden Vektoren das umgekehrte Vorzeichen wihlen, damit die-
se Beziehungen mit der Konvention (1.7.12) kompatibel sind. Denn zusammen mit (1.7.15) folgt aus dieser
Gleichung

¢ (k) x &(—k) = —&,(k) x &,(k) = —k. (1.7.16)
Mit diesen Setzungen konnen wir (1.7.14) vermoge der Substitution k — —k im zweiten Term auch

Irs = . o . -
ZJ3 2yl €5 2[Aj(/e)exp(—lco/—e»t—l—lk~x)+Aj(/e)exp(+1w];t—1/e~x)]

(1.7.17)

3 ..
J Pk €;(k)A; (k) exp(—icwy t+ik- X)
]R3

)2 ]
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1.7. Freie Elektromagnetische Wellen

schreiben. Dabei haben wir gleich die Realitit von A beriicksichtigt. Fiir die Feldstirkevektoren folgt wegen

undAO:q):O

2 37 . o o )
:ZJ d’k ikeé ](k)% [A (k) exp(—icoy t+ik- X)— A;f(k)exp(+iw/gt_i/€.5g)]’ (1.7.18)
g

2
: x> , . . L
:Z . (27r)3/21k X € ](k>§ [A (k)eXP(—lwI;t—l—lk~x)—A]-(/e)eXp(—|—1w];t_1k.x)]_ (1.7.19)

Wir konnen also das elektromagnetische Feld auch durch die Koeffizienten
charakterisieren. Dann gilt

- 22 N N R o
E(t,x):Re JR3W ](k) (k)exp(—la)/—e»t+1/€'x),
(1.7.21)

d3]€ I\ o - ., - ‘ - )
RGZJRa 27) 3/2 €f(k)Ej(k)eXP(—la)/—€»t+1k.x),

Um die Moden niher zu charakterisieren, betrachten wir eine einzelne monochromatische Feldmode fiir

k =ke,. Dannsind €, = ¢, und €, =¢,. Betrachten wir nun das zu einer solchen Feldmode gehérige elektro-

magnetische Feld. Die allgemeine Form ist

Ex exp(—i¢, )
E =Re EAy eXp (—ig,) exp[—ik(ct —z)] mit Ex,Ey € Ry,. (1.7.22)

Dabei haben wir die i.a. komplexen Koeffizienten £ j mit j € {x,y} in polarer Form geschrieben und (1.7.14)

verwendet. In dieser Schreibweise ist die Bildung des Realteils einfach, und es gilt

-

E_cos[k(ct —z)+ ¢, ]
E=|F

ycoslk(ct —zt)+ 4,1 |- (1.7.23)
0

Um dieses Feld genauer zu analysieren, ist es aber zunichst einfacher, mit dem komplexen Feld weiter zu
arbeiten. Dafiir schreiben wir

>

E <epid))
.é

EC = EC eXp[_lk(Ct — Z)] mlt E = exp _1¢y (1.7.24)

c

Wir fithren nun neue Basisvektoren fiir die xy-Ebene ein, die die ebene Welle besonders einfach zu inter-
pretieren gestatten. Dazu betrachten wir das i.a. komplexe Quadrat des komplexen Amplitudenvektors und
definieren das Argument dieser komplexen Zahl als —2a, d.h. wir setzen

= |E?|exp(—2ia). (1.7.25)
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Schreiben wir nun

EC = é_i exp(—ia), (1.7.26)
SO ist ég"? = |ECZ| € R, und wir kénnen
6 =Ege-+iE8 mit ErE €Ry &6 €R? (1.7.27)

setzen. Wir konnen weiter annehmen, daf} die Vektoren 55 und E,] auf 1 normiert sind. Dann ist
§=F P42l L3, (17.28)
c & =8y v
Da dieser Ausdruck reell ist, miissen also die Einheitsvektoren EE und E’q
wihlen sie so, daf§ sie (als kartesische in der xy-Ebene liegende Basisvektoren betrachtet) zusammen mit ¢,

ein Rechtssystem bilden, d.h. also so, daf}

orthogonal zueinander sein. Wir

¢ x8,="¢, (1.7.29)

gilt. In dieser neuen Basis geschrieben nimmt die komplexe Amplitude des elektrischen Feldes also die Form

A
-

E = &exp(—ia)=(Egés £iE, € )exp(—ia) (1.7.30)

an, und das reelle physikalische Feld ist schliefflich durch
E= Reﬁc = ﬁg cos[k(ct —z)+aler + EA,) sin[k(ct —z)+a]é, (1.7.31)

gegeben. Dies bedeutet, daf} fiir festes z der elektrische Feldvektor als Funktion der Zeit i.a. eine Ellipse in der
xy-Ebene beschreibt, die entweder eine Rechts- (oberes Vorzeichen) oder Linksschraube (unteres Vorzeichen)
beschreibt. Man bezeichnet diesen allgemeinen Fall daher als elliptisch polarisierte elektromagnetische ebe-
ne Welle. Ungliicklicherweise nennt man aus historischen Griinden die rechtsschraubende (linksschrauben-
de) elliptisch polarisierte Welle gerade umgekehrt linkselliptisch bzw. rechtselliptisch polarisiert, d.h. nach
dem Drehsinn des elektrischen Feldstirkevektors als Funktion der Zeit, wenn man der Ausbreitungsrich-
tung der Welle entgegenblickt. Falls £ £ =0 oder EAY,] =0, entartet die Ellipse zu einer Geraden, und es liegt

eine linear polarisierte Welle vor. Falls E £ = EA,), wird die Ellipse zu einem Kreis, und man spricht von zirku-
lar polarisierten Wellen und je nach Durchlaufsinn von linkszirkular (Rechtsschraube) bzw. rechtszirkular
(Linksschraube) polarisierten elektromagnetischen Wellen.

Fiir das magnetische Feld gilt wegen (1.7.19)

B=3% xE= :FEA,Z sin[k(ct —z)+ajes + EA(S cos[k(ct —z)+ale:. (1.7.32)
Hier bedeutet das obere Vorzeichen ebenfalls eine Rechts- und das untere Vorzeichen eine Linksschraube.
Das Magnetfeld besitzt also denselben Schraubensinn relativ zur Fortpflanzungsrichtung der Welle wie das
elektrische Feld.

Wir betrachten nun die Impulsdichte der elektromagnetischen Welle (1.4.38)

= 1= = 1= .. = 12y 2. =29 1=,
M=-ExB=-Ex( xE)==[E%,—E@,-E)|=—-E%,. (1.7.33)
C C c C
Die Energiedichte ist gemif3 (1.4.37)
1 = - - A A
e:iaﬂ+BQ:EzzE§+E§:amn. (1.7.34)

Daraus wird klar, daff ebene harmonische Wellen in der Natur nicht vorkommen konnen, da die Gesamtener-
gie einer solchen Welle divergiert. Um die globalen Erhaltungsgrofien und damit die physikalische Natur der
Wellen weiter studieren kdnnen, miissen wir realistischere Wellenpakete betrachten.
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1.7.3 Wellenpakete

Realistische Wellen entstehen durch zeitlich begrenzte Vorginge wie beim Einschalten eines Laser{ '} Sie sind
wegen der endlichen Lichtgeschwindigkeit also auch rdumlich begrenzt. Im folgenden betrachten wir eine
Welle, die qualitativ dem Licht eines Lasers entspricht. Hierbei hat man es mit einer niherungsweise mono-
chromatischen ebenen Welle zu tun, die in Ausbreitungsrichtung (wir wihlen wieder die z-Richtung) sehr
lang ist und in transversaler Richtung auf einen engen Bereich begrenzt ist, der jedoch immer noch grof3 ge-

entiber der Wellenlinge A = 27t/ ist. Dabei ist £ = w /¢ die Frequenz der Welle. In der Fourierentwicklung

1.7.21) entspricht dies der Situation, daf} die £ ](E ) eng um einen Wert der Wellenzahl k gepeakt ist.

Dann kénnen wir fiir das komplexe Feld niherungsweise
E, = E(%)exp[ik(z—ct)] (1.7.35)

A
schreiben. Dabei ist die Einhiillende E eine riumlich langsam verinderliche Funktion, d.h. wir setzen voraus,

daf}

8 5 - = >
'—.E(x) < k|Ey(3). (1.7.36)
dxi
Das bedeutet, dafy wir niherungsweise
- A A 1 A AL .
E .~ [Exex +E¢, + %(QxEx + %Ey)ez:| explik(z —ct)] (1.7.37)

setzen konnen, denn dann gilt wegen |J £, || < [RE,, |

-

V-E ~0. (1.7.38)

Das dazugehorige Magnetfeld erhalten in derselben Niherung daraus, dafy niherungsweise B= e, X E gilt.
Um das resultierende Feld divergenzfrei zu machen, miissen wir wieder die entsprechende Korrektur fiir die
z-Komponenten mit den passenden Ableitungen der E, , einsetzen. Dies ergibt

- A A 1 A A .
B.= [Ex ¢,—LEe + E(%Ex — é’xEy)eZ] exp[ik(z —ct)]. (1.7.39)
Wir interessieren uns nun insbesondere fiir die zirkular polarisierten Wellen, fiir die
E, =+iE, = +iE (1.7.40)

gilt. Dabei konnen wir 0.B.d.A. E € R annchmen. Dann gilt

E ~ [é(zx +iE,)+ é(axﬁ + iayﬁ)zz} explik(z—ct)],
(1.7.41)

=1

~ [é(zy FiE)+ (B E iaxé)zz} explik(z —ct)] = FiF..

Wir berechnen nun das Zeitmittel der Energie-Impuls-Dichten. Man zeigt durch eine einfache Rechnung, daf§

1 - - A
(6):§<(ReEC)2+(ReBC)2>:E2,
" . (1.7.42)
(iT) = 2 (ReE,) x (ReB)) = o= Re(Fy x By) = 6, + = (3,0, £ 5,0,
c ¢ ¢ 2c c 2 2ck Y7 yox

" Auf die Funktionsweise eines Lasers kénnen wir hier nicht genauer eingehen, da dazu die Quantentheorie erforderlich ist.
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Dabei haben wir Groflen der Ordnung (é’x,ylzQ )?/k? gegen solche in erster Ordnung dieser Groflen vernach-
lassigt.
Nun wollen wir die z-Komponente der mittleren Drehimpulsdichte berechnen. Diese ist gemaf3

(1.4.68) und wegen ck = w durch

A

() =(Ex T, )~ 5 (3. E +93 F) (17.43)

gegeben. Nun berechnen wir die Gesamtdrehimpuls-z-Komponente. Dazu ist (1.7.43) iiber den ganzen Raum
zu integrieren:
1 - A A A 1 .M (7 &
L,=F—| FREIE+ydE)=+—| & AL (1.7.44)
w JR3 w JR3 w
Dabei haben wir im letzten Schritt partiell integriert und beachtet, daf} E gemafl unserer Voraussetzungen

im Unendlichen hinreichend schnell verschwindet. Weiter haben wir verwendet, daf§ aufgrund von (1.7.42)
die mittlere Gesamtenergie des elektromagnetischen Feldes

&=| &7E? (1.7.45)
R}

ist. Weiter berechnet man aus (1.7.42) fiir den Gesamtimpuls

P= fzz. (1.7.46)
C

Dabei haben wir bei der Integration im zweiten Term Bx,yEA =1/20,, (E?) und das Verschwinden von £ im

raumlich Unendlichen verwendet. Fiir den Energie-Impuls-Vierervektor (p#) =(&/ C,ﬁ) gilt also p, p# =0.
Dies entspricht der Energie-Impulsbeziechung eines masselosen (also stets relativistischen) Teilchens.
Betrachten wir (1.7.44), so folgt, dafl die zirkular polarisierten Wellen Polarisationszustinde positiver bzw.
negativer Helizitdt sind. Dabei ist die Helizitdt durch die Projektion des Gesamtdrehimpulses auf die Im-
pulsrichtung des elektromagnetischen Feldes definiert, und das ist in unserer Konvention gerade J,. Die links-
bzw. rechtszirkular polarisierte Welle besitzt also positive bzw. negative Helizitdt, was mit der anschauli-
chen Bedeutung tibereinstimmt, daf? fiir diese Wellentypen der elektrische und magnetische Feldstirkevektor
Rechts- bzw. Links-Schrauben bzgl. der Ausbreitungsrichtung der Welle beschreiben.

1.7.4 Skalare Kugelwellen

Wir wollen in diesem Abschnitt zunichst die Entwicklung der Helmholtz-Gleichung
(A+kHd=0 (1.7.47)

fiir ein Skalarfeld betrachten. Dies werden wir weiter unten fiir die vektoriellen Kugelwellenlosungen der frei-
en Maxwell-Gleichungen benétigen. Dies beantwortet auch die entsprechende Frage nach den Eigenldsungen
des Laplace-Operators bei Separation in Kugelkoordinaten aus Abschnitt[1.5.3]

Eine Schliisselrolle zur Untersuchung der allgemeinen Losung der Helmholtz-Gleichung kommt den Green-
Funktionen zu. Betrachten wir die Helmholtz-Gleichung im Zusammenhang mit Losungen der Wellen-
gleichung mit harmonischer Zeitabhingigkeit ®(z,%) = ¢(X)exp(—iwt), sind wir hier insbesondere an der
Green-Funktion interessiert, die asymptotisch auslaufenden Kugelwellen entspricht. Wir suchen also eine
Losung fiir die Gleichung

—(A+E)GE)=8O(%). (1.7.48)
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Aufgrund der Symmetrie unter Rotationen um den Ursprung, machen wir den Ansatz

G(F) = i(;) r =|3|. (1.7.49)

Die Abspaltung des Faktors 1/(477) ist motiviert durch die Green-Funktion 1/(477) fiir den Operator —A,

denn die §-Singularitit rithrt von den hochsten Ableitungen des jeweiligen Differentialoperators her. Mit
dem Laplaceoperator in Kugelkoordinaten (B.1.18) gilt fiir » #0

- k? : :
AG(x):# (r)——m = g(r)=Aexp(ikr)+ Bexp(—ikr). (1.7.50)

Die Forderung nach auslaufenden Kugelwellen verlangt B = 0. Bis jetzt haben wir also

G(37) = A ZR0RT) (1.7.51)

4mtr

Da fiir £ = 0 die Green-Funktion fiir —A herauskommen muf3, folgt A =1, d.h.

G(Z) = exp(ik r).

1.7.52
4y ( )

Nun betrachten wir die Entwicklung von G(X —x’) nach Kugelflichenfunktionen. Wegen der Vollstindigkeit
derY;,, gilt wie bei den entsprechenden Betrachtungen in Abschnitt

GGE—X)= Z ') Z Y; (¢,0")Y},,(8,9). (1.7.53)
/=0 m=—I

Es ist klar, dass R;(r, r’) sowohl bzgl. r als auch 7’ die Differentialgleichung fiir sphirische Besselfunktionen
erfiillt, und wegen (1.7.52) gilt

ik
GE—F) = eXi 277), (1.7.54)
G(x—X') = ! (1.7.55)

k—0 47T|9?—9_C)/| '

Daraus und aus der Symmetrie der Funktion unter Vertauschen von X mit x’ folgt, dalS R (7, ') = Aj; (kr.)
sein muf3, wobei r_ = min(7, 7’) und r, = max(r, 7’). Dabet ist j; die eindeutig bestimmten sphirischen Bes-
selfunktionen, die in k7 = 0 keine Singularitit aufweisen und hgl) die Hankelfunktion, die fiir grofle » die
Asymptotenbedingung erfiille. Fiir & — O miissen wir also bis auf das Vorzeichen auf kom-
men. Verwenden wir die Asymptotik der sphirischen Besselfunktionen fiir kleine Argumente, resultiert dann

A; =ik, so dafl schliefilich

1% 1
GGE—¥)=ik > j (kr )b kr) S Y5 (9,0)Y,,,(8,9) (1.7.56)
[=0

m=—I

resultiert. Eine etwas ausfiihrlichere Darstellung dieser Betrachtungen findet sich wieder in [CH10].

Fiir das folgende wichtig ist noch die Darstellung ebener Wellenlosungen der Helmholtz-Gleichungen
f(3) = exp(ik - %) (1.7.57)
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

als Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen. Dazu setzen wir k = ki’ und betrachten (1.7.57) fiir »’ — oo.
Zunichst ist

IX—X'|=|x—r'#'|=7 \/72/7’2 20" -F ' +1=7v"—#" -7+ O(r 2/r) (1.7.58)
Damit wird die linke Seite von (1.7.56)

exp(ikr’)

GF—F) = exp(—ik - 7). (1.7.59)

r'—oo 4y’

Fiir v’ — oo ist auf der rechten Seite . = v’ und r_ = r, und wir kdnnen die asymptotische Form der
Hankelfunktion verwenden, d.h.

GE—F) = ik (kr)(— )’+1eXp(‘kr ZY LY, (8, ). (1.7.60)
e =0 m=—I

Damit folgt nach einfachen Umformungen

exp( —ik- X) 47r/eZ—1 j (k) Z Y (,0)Y,,,(8,9). (1.7.61)

m=—1I

Bildet man das konjugiert Komplexe dieser Gleichung folgt schliefilich

exp( 1/e x) 47t/eZ1 j1(k7) Z Y, (8 ,gp’)Y?m(ﬁ,go)

e (1.7.62)
_47Tk21 ]1 kr Z Ylm ’?l)Ylm(ﬁﬁgg)
m=—I[

Die letztere Identitit folgt aus Y, = (=1)"Y,,,-

1.7.5 Vektorielle Kugelwellen

Um die Entwicklung freier elektromagnetiicher Wellen nach Kugelflichenfunktionen zu erhalten, betrach-
ten wir zunichst ein beliebiges Vektorfeld A(X). So wie die Kugelflichenfunktionen als simultane Eigenlésun-
gen fiir die Operatoren I’ und L, angesehen werden kénnen, wobei der Drehimpulsoperator L= —i7 x V
auf skalare Felder wirkt, konnen wir die entsprechenden Entwicklungen fiir Vektorfelder erhalten, indem
wir nach den simultanen Eigenfunktionen fiir jz und J; fragen, wobei J der Drehimpulsoperator in seiner

Anwendung auf Vektorfelder ist [[Fra50]]. Dabei ist der Drehimpulsoperator dadurch definiert, dafl i8¢ J
infinitesimale Drehungen erzeugt. Fiir ein Vektorfeld gilt unter Drehungen

AF)=DSHAD(=83)F|=[1—83 x +83-(F x V)]V(X) = (14183 - AF). (1.7.63)

Daraus liest man _ . .

Wir kdnnen den ersten Anteil als Spin- und den zweiten Anteil als Bahndrehimpuls auffassen, wobei dies
im Falle elektromagnetischer Wellen nicht allzu wortlich im quantenmechanischen Sinne zu verstehen ist. Es
ist dabei

-
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Zunichst stellen wir durch direktes Nachrechnen fest, dafy wie zu erwarten die J; die Drehimpulsalgebra
erfiillen, d.h. fiir die Wirkung auf Vektorfelder gelten die Kommutatorrelationen

(151 ] =ieindi (1.7.66)
Ebenso gelten diese Relationen fiir S und L

[Si:S;|=ieinSes [LisL;|=ie; il (1.7.67)

Auflerdem kommutieren Spin- und Bahndrehimpulskomponenten
[Sl»,Lj]:O. (1.7.68)

Da S, die Darstellung des Drehimpulses zu / = 1 reprisentiert und L; die direkte Summe aller ganzzahligen
Darstellungen mit / € {0,1,2,...}, besitzt ]»2 nach den bekannten Regeln fiir die Drehimpulsaddition die
Eigenwerte j(j+1) mit j € {0,1,2,...} und zujedem ; der Operator J; die Werte j; € {—7,—j+1,...,7—1,7}.
Ferner weist man durch Anwendung der Standardformeln fiir die tiblichen Vektordifferentialoperatoren nach,

daf
J;rot =rot];. (1.7.69)

Schlieflich gilt fiir die Anwendung auf Skalarfelder

JLp=1L¢ (1.7.70)
und

Jiig=xL;¢ (1.7.71)
sowie _ _

J.V$=VL,o. (1.7.72)

Damit sind in der Tat die drei Vektorkugelflichenfunktionen (1.6.30{1.6.32), deren Indizes wir lediglich an

unseren Fall angepafit in

Vi, (0,0)= VY, (8, 0), (1.7.73)
;. (0,0) =7 x VY, (8,9), (1.7.74)
ffs(ﬁ’ )= grijS(ﬁ’gﬂ) (1.7.75)

umbennen, simultane Eigenfunktionen zu ]»2 und J; zu den Eigenwerten j(j 4+ 1) bzw. j; mit j €{0,1,2,...}
und 3 €{—7,—/ +1,...,;—1,5}.

Wir behaupten nun, dass wir jede quellenfreie Losung der vektoriellen Helmholtz-Gleichung, also jedes
Vektorfeld, das

VA= (1.7.76)
—(A+k )E (1.7.77)
erfiillt, nach den Funktionen
1(TE) (TE) _’ (TE)
AH3 LR]]3 (7)Y, (19 @)= i (1.7.78)
A(T™M) _ (T™ 1 (TM)
AL k tLR ( )Y (8,0)= krotLu] (1.7.79)
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gemif
A:Z Z ( ]]3 m ) (1.7.80)
]: :

entwickelt werden kann. Dabei sind die R ;. bel1eb1ge sphirische Zylinderfunktionen, also Linearkombina-
tionen von j;(k7) und n;(kr) bzw. h(ll)(k 7) und hgz)(/er). Es ist klar, dafl all diese Funktionen (1.7.76) und
erfiillen. Wichtig ist hierbei, daf§ die kugelsymmetrische Lsung, also Ry(7) nicht zu der obigen Sum-
me beitragt. In der Tat ist LRy(7) =0

Betrachten wir A als das elektromagnetische Vektorpotential in Strahlungseichung, gilt £ = icwAund B =
rot A. Daraus ergeben sich die Bezeichnungen TE (transversal elektrisch) und TM (transversal magnetisch),
denn offenbar ist % - E(TE) = 0 und % - B™) =0, d.h. die Transversalitit bezieht sich auf im Zusammenhang
mit sphirischen Wellenldsungen auf den Ortsvektor.
Es verbleibt nur noch zu zeigen, dafl man alle simultanen Losungen nach diesem Satz von Funktionen ent-
wickeln kann. Dazu miissen wir offenbar nur zeigen, daf§ wir die links- bzw. rechts zirkular polarisierten
ebenen Wellen I‘TR und gL, d.h.

A g = %[?l(/e) i) Jexplik - ¥) = & 1 (B) exp(if - 3) (1.7.81)

mit den transversalen Polarisationsvektoren €, /Z(E), die in (1.7.11) und (1.7.12) definiert wurden, in Form

einer Multipolentwicklung dargestellen konnen. Es gilt

VarotAy g = —[¢,(k) £ i¢,(k)] x V exp(ik - %)
— ik x [¢,(k) £i&,(k)]exp(ik - ¥)
= ik[&,(k) F i7, ]exp(ik - %) (1.7.82)
= k[€, (k) £ i€, (k)] exp(ik - ¥)
= +v/2kA, k-
Wir definieren nun fiir ein beliebiges quellenfreies Vektorfeld 4, das die Helmholtz-Gleichung erfiillt,

die links- bzw. rechtszirkularen Anteile
AL/R = k(/e + rot )A. (1.7.83)
Fiir diese gilt wegen rotrot = graddiv — A, der Quellenfreiheit und in der Tat
(rot F )AL g =0. (1.7.84)
Fiir die sphirischen links- und rechtszirkularen Moden (1 ist offenbar

AYR = (kL £V x L)u

o (1.7.85)

173

=2
mit simultanen Eigenfunktionen #. . von A, L und L; zu den Eigenwerten —k?, j(j 4 1) bzw. j;. Dann folgt

173
wegen L-(V xL)u;; =0
L AYR = 120 = kG400, = u, = — L. AR
L A]'j3 = kL ujj, _/e](]-l-l)u]]3 =>uj; = /ej(j-{-l)L Ajj3 . (1.7.86)
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1.7. Freie Elektromagnetische Wellen
Setzen wir dies in (1.7.84) ein, erhalten wir schliefilich

AW 1 i a9« A<L/ R) (1.7.87)
s ki(j+1)

Sei nun wieder A ein beliebige quellenfreie Losung der Helmholtz-Gleichung. Dieses Feld konnen wir nun
nach den links- und rechtszirkularen Anteilen A j zerlegen. Wir beweisen am Ende dieses Abschnitts, dass
dann allgemein

-2 -

- =2
gilt. Diese Gleichung kdnnen wir dann in der Tat nach A g auflésen, denn fiir die besagten Felder ist ]

invertierbar. Dazu bemerken wir, daf das skalare Feld L -IZ{L /& der Helmholtzgleichung geniigt, da AL=LA
gilt. Folglich 1af3¢ sich dieses Feld nach Kugelwellen entwickeln:

o ]
L-Ayg =2 §_ :'Rﬁﬁ/ ()Y, (8,9). (1.7.89)

Fiir die Umkehrbarkeit von jz ist es nun wichtig, daf§ Ré%/ ®) = 0ist. Das ergibt sich aus
Aus div/_{L /& = 0 folgt nimlich mit dem Stokesschen Satz

:J dSXdiV/_{L/RZJ dzf_:./_{L/R:f dzfr;’)-gL/R. (1791)
K, aKr 3K1

Andererseits folgt aus der Orthonormalitit der Kugelflichenfunktionen auf L2(S,) wegen Yoo = 1/v4n

1k -
RUMG) = | PfL-A pYso=F—= | d&fF-Ag=0. 1.7.92
0o (1) ok SL-Ap pYoo = m ” f7-Apr ( )
Es ist also in der Tat '
© ]
L. L/R:ZZ'R% ()Y, (8,9). (1.7.93)
1= 5=
.y . . . . =2 . .22
Setzen wir diese Entwicklung in li ein und wenden den inversen Operator von J , den wir mit J
bezeichnen wollen, an, so folgt aus J L= ii_z und j_zrot = rot j_z
L/R
Ag= Z;]Z] o ]+ /eLj:rotL)R( )Y, (8,9). (1.7.94)
=

Damit ist die Vollstindigkeit des Funktionensystems (1.7.78/{1.7.79) gezeigt. Fiir das Feld ergibt sich demnach
schliefflich

EZEL+A’R=Z D ;{ki[REh)( )+ RE (] + 1ot LR (1) —RY. (N1} Y, (8,9). (1.7.95)
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Es ist aus der obigen Betrachtung auch klar, wie man die Koeffizienten R;; fiir ein gegebenes Feld erhilt.
Nachdem nun aber die Darstellbarkeit der quellenfreien Losungen der Helmholtz-Gleichung als Entwick-
lungen nach dem Funktionensystem (1.7.7811.7.79) klar ist, konnen wir die allgemeine Losung auch in die
Form

A=iLg+irot(Ly)=% x V¢ +rot (¥ x Vy) (1.7.96)

bringen, wobei die Faktoren i Konvention sind, um mit reellen Differentialoperatoren auszukommen. Es ist
also

o ]

=22 j(]-lJrl)[R?}})(f)JrRﬁ( r)1Y;;,(9,9), (1.7.97)
J=15=—
o ]

ir=2.2] m[R?}z(r)—Ri}( Y0, 9). (1.7.98)
J=15==]

Wir konnen die Koeffizienten fiir ¢ und y aber auch einfacher direkt aus dem Ansatz (1.7.95) gewinnen,
denn offenbar ist o L L
U:=iL-A=7-rotA=—L ¢, W=i7r-A=—L y. (1.7.99)

Da nimlich voraussetztungsgemifl sowohl A als auch rot A qellenfrei sind und die Helmholtzgleichung erfiil-
len, kann man wieder U und W in Multipole mit ; # 0 entwickeln,

:Z Z Y, (8 :Z Z Y0, 9), (1.7.100)
]: : : :
und folglich auf (1.7.99) i anwenden, was sofort die Debye-Potentiale

Z Z 113 ()Y /'13( i i_

o= U J=1]=

;]3 (r)Y jj3(19a§9), (1.7.101)
liefert.

Beweis von (1.7.88)

Wir tragen nun noch den entscheidenden Beweis der Beziehung (1.7.88) nach. Dazu miissen wir uns nur mit
dem zweiten Term niher beschiftigen, also rot L(L- Ay g ). Aus (1.7.90) folgt

+L- A = —ik% Ay jy. (1.7.102)

Nun gilt

wobei p der Impulsoperator in der Ortsdarstellung der Quantenmechanik ist. Nun zeigt man aufgrund der
Kommutatorrelationen [xl»,p j] =1d;; nach einiger Rechnung

-

pxL=2ip—Lxp, (1.7.104)
und damit wird aus (1.7.103)
—irot L(7 - Ay g) = 2ip(7 - Ay jg) — L x B(7 - AL - (1.7.105)
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1.7. Freie Elektromagnetische Wellen

Durch direkte Rechnung zeigt man weiter, daf}

gilt. Dann konnen wir, ebenfalls durch eine lingere direkte Rechnung,

L x Ay g = —ix; VAL g, (1.7.107)

beweisen. Setzen wir also (1.7.106) und (1.7.107) in (1.7.105) ein, folgt nach einigen Umformungen

—irot L(7 - Ay g) = 3iL x Ap g + 241 g —Lx (L x Af ). (1.7.108)

Der letzte Term 1af3t sich weiter durch eine lingere direkte Rechnung unter Verwendung der Kommutator-
relationen [Lia Lj] = i‘ij/eLk in

umformen. Damit wird aus (1.7.108)
—irot i(? 'IKL/R) = I:)ZIZ{L/R =+ 211_: X /_{L/R —+ Z/TL/R — i(i 'IZ{L/R) (1.7.110)

und schliefilich _ . e L .

Nun ist schliefilich noch

- - - = -2 -
Da|L;, S]»] = 0 ist, folgt schliefSlich ]2 —1’+20-S+5 und wegen §* = 2 aus (1.7.111) die Behauptung
(1.7.88

1.7.6 Multipolentwicklung des elektromagnetischen Feldes

Wir wenden nun die obigen Uberlegungen auf das freie elektromagnetische Feld im Vakuum an, wobei wir
wieder harmonische Zeitabhingigkeit, also E(z,x) — E(X)exp(—iwt) und B(t,x) — B(X)exp(—iwt), vor-
aussetzen. Weiter setzen wir wieder k£ = w/c. Die Maxwell-Gleichungen lauten dann

V x E = ikB, (1.7.113)
V x B =—ikE, (1.7.114)
V.-E=0, (1.7.115)
V-B=0 (1.7.116)

Dabei miissen wir offenbar nur eines der Felder bestimmen, da dann (1.7.113) bzw. (1.7.114) das jeweils andere
Feld festlegt. Es ist auch klar, daf8 (1.7.115) und (1.7.116), also die Quellenfreiheit sowohl des elektrischen
als auch des magnetischen Feldes, durch (1.7.113) bzw. (1.7.114) automatisch garantiert werden. Wie wir in
Abschnitt sehen werden, empfiehlt es sich bei Vorhandensein von Quellen mit der Berechnung von B
zu beginnen, da dieses Feld quellenfrei ist und daher immer noch eine Darstellung mit Debye-Potentialen
erlaubt.

71



1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Im hier erdrterten quellenfreien Fall gelten fiir das B-Feld alle Eigenschaften der im vorigen Abschnitt be-
trachteten quellenfreien vektoriellen Losungen der Helmholtz-Gleichung, denn bildet man die Rotation der

Gl. (1.7.114), erhilt man unter Verwendung von (1.7.113) und (1.7.116)

V x (V x B)=—AB =—ikV x E = k2B, (1.7.117)

d.h. B erfiillt die Helmholtz-Gleichung und ist wegen (1.7.116) quellenfrei. Damit existieren Debye-Potentiale
wie in (1.7.96) angegeben,

B=Byp+Bp=7xVd+Vx(7xVy). (1.7.118)

Die Losung, die dem physikalischen Fall von durch in begrenzen Raumbereichen lokalisierten Ladungs- und
Stomverteilungen ist dann auflerhalb dieser Stromverteilungen durch gegeben, wobei die Funktio-
nen U;; und W, proportional zu den sphirischen Hankel-Funktionen erster Art, also hi.l)(k r) sind, da
diese die eindeutigen Losungen sind, die der Ausstrahlungsbedingung entsprechen, sich also asymptotisch
fiir k7 > 1 wie exp(+ikr) verhalten. Die entsprechenden Koeffizienten werden mit zunichst willkiirlich
erscheinendn Vorfaktoren versehen und definieren die elektrischen und magnetischen sphirischen Multi-
polmomente.

1.8 Felder zeitabhingiger Ladungs- und Stromverteilungen

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der Erzeugung des elektromagnetischen Feldes aufgrund der
Anwesenheit vorgegebener Ladungs- und Stromverteilungen.

1.8.1 Die retardierten Potentiale (Lorenz-Eichung)

Wir gehen von der Wellengleichung fiir das Viererpotential in Lorenz-Eichung aus. Da die vier Feld-
komponenten in dieser Eichung separieren, bendtigen wir einfach die Green-Funktion fiir den d’Alembert-
Operator, also

0,G(x,x") = 8®(x —x). (1.8.1)

Kennen wir eine solche Funktion, konnen wir offenbar (1.2.28) einfach durch

Al(x) = . d*x'G(x,x")j#(x") (1.8.2)

16sen. Allerdings entsprechen nicht beliebige Losungen der Gleichung fiir die Green-Funktion unserer
physikalischen Intention einer kausalen Lésung, denn die Integration {iber x° = ¢t entspricht einer Zei-
tintegration iber alle Zeiten. Zur Zeit t sollten nur die Ladungs- und Stromdichtekomponenten zu Zeiten
t’ < t zum elektromagnetischen Feld (bzw. dem Viererpotential) beitragen und nicht zukiinftige Ladungs-
und Stromverteilungen. Wir suchen also die spezielle Lésung G, (x,x’), die retardierte Green-Funktion
von , fiir die

G, x)=0 fiir x©>x° (1.8.3)

gilt.
Da weiter die rechte Seite von (1.8.1) nur von der Differenz x—x’ der beiden Vierervektoren abhingt, machen
wir den Ansatz

G (%, X) = G (x —x") (1.8.4)

Offenbar folgt aus

OG,. (x) = 8 (x). (1.8.5)

ret
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Um eine Losung fiir diese Gleichung zu finden, schreiben wir sie als Fourier-Transformation bzgl. der Raum-
komponenten. Die Zeitkomponente behalten wir bei, um die Bedingung auf natiirliche Weise bertick-
sichtigen zu konnen. Wir werden weiter unten in diesem Abschnitt noch eine zweite Methode zur Berechnung
der retardierten Green-Funktion vorstellen, wo auch bzgl. der Zeitabhingigkeit eine Fourier-Transformation
angesetzt wird. Wir schreiben also zunichst

G()—f ko8 Dyexplih 5. (1.8.6)
retx_R(2 )3g exp(ik - X .8.
Setzen wir diesen Ansatz in ( ein, erhalten wir
d3/_€> 82 o _’2 0 g o4 _ 0 d3]—€> 7T S
L@ W[a( o g(x )+/€ g(x ,/e)] =8"(x)=38(x )JRs 2y exp(ik - X). (1.8.7)

Dabei haben wir im letzten Schritt die bekannte Fourier-Darstellung der Dirac-Distribution 8 ®)(¥) verwen-
det. Wegen der Eindeutigkeit der Fourier-Transformation gilt also

5% k) + kg (x% k) = 8 (x°). (1.8.8)

Dabei bezeichnen wir die Ableitung nach x° mit einem Punk.
Aufler fiir x° =0, folgt

g(xo,/;):Acos(cuxo)—i-Bsin(o)xo) mit a):|é| (1.8.9)

mit Konstanten A und B, die fur x® < 0und x° >0 unterschiedlich gewahlt werden mussen so daf§ zum
einen die &-Singularitit in ( zum anderen die Bedingung (1.8.3) erfiillt ist. Fiir x® < 0 haben wir also
A =B =0 zu setzen. Damlt g stetlg bei x% = 0 ist und folglich erst dle erste Ableltung einen Sprung und die
zweite Ableltung d1e 8- S1ngular1tat in (1.8.8) enthilt, folgt A = 0 auch fiir x° > 0. Um auch B zu bestimmen,
integrieren wir (1.8.8) iiber ein mﬁmtesnnales Intervall (—e, €). Da g stetig ist, verschwindet der zweite Term
auf der linken Selte im Limes ¢ — +0, und es folgt die Bedingung

40" F)=1> wB=1= B=— (1.8.10)
w
und schlief§lich ‘ .
g(xo,/_e)):@(xo)% mit K =|k|. (1.8.11)

Setzen wir dies nun in (1.8.6) ein, kdnnen wir das Integral in Kugelkoordinaten mit der Polarachse in Richtung
von X exakt auswerten. Zunichst ergibt sich

O(x°)
2y

w T 27 : 0
G (x)= f dKf dﬁj dg K? sint(}sm(Ki) exp(iKr cos ). (1.8.12)
0

Das Integral tiber ¢ ergibt einen Faktor 27, da der Integrand nicht von ¢ abhingt. Zur Integration iiber ¢
fithrt die Substitution # = cos &, du = d¥ sin ¢ zum Ziel. Dies liefert schliefilich

Gra(x) =

f dK sin(Kx°)sin(Kr) = f dK sin(Kx°)sin(K 7). (1.8.13)

27r2 47t2

Driickt man die Sinusfunktionen durch Exponentialfunktionen aus, finden wir schliefflich

3(xo—r):Lé\(xo—r):

- 4ty 4ty 4rtre

S(t—r/c). (1.8.14)
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1. Das elektromagnetische Feld im Vakuum

Im letzten Schritt haben wir die Funktion noch als Funktion von ¢ = x°%/c ausgedriickt. Dabei konnten
wir die ©-Funktion weglassen, da stets » > 0 ist. Setzten wir dies in (1.8.2) ein, erhalten wir schlie8lich die
retardierten Potentiale

00|z _ =
AX (x):if gy QT TR (1.8.15)
R4

4rc |x — x|
Fiihren wir die x"%-Integration aus, erhalten wir schliellich

1 1
AL ()= — | &%

= ——jH(x—[X =%, X). (1.8.16)
4rc Jgs |x — x|

Die physikalische Bedeutung wird klarer, wenn wir die Feldgréfien als Funktion von ¢ = x°%/c betrachten.
Dann ergibt sich

==
Aﬁ’et(X):Lf dt/f RO el Gl ol ek VC);‘M(:’,E/) (1.8.17)
4rc R R3

X — %]

bzw. nach Ausfiihrung des Zeitintegrals zur Ausintegration der §-Distribution
- 1 - , |X—X'] .
Afa(t,X) f &%’ ,ﬂ‘(t— ,x’>. (1.8.18)
R | c

4mc
Dies zeigt, daff zu den retardierten Potentialen zur Zeit ¢t am Punkt X die jeweiligen Quellen am Punkt X’ zu
dem um die Lichtlaufzeit |X —Xx’|/c fritheren Zeitpunkt beitragen. Dies ist konsistent mit der Kausalstruktur
des Minkowskiraumes: Signale kénnen sich mit einer maximalen Geschwindigkeit von ¢ ausbreiten. Diese
»Grenzgeschwindigkeit“ stimmt im Rahmen der Maxwell-Theorie mit der Lichtgeschwindigkeit tiberein.

%%

Wegen der prinzipiellen Wichtigkeit der Technik der Green-Funktionen leiten wir die retardierte
Green-Funktion nochmals auf etwas anderem Wege her. Dazu machen wir zur Lésung von (1.8.5) den Ansatz
als vierdimensionales kovariantes Fourier-Integral

4 ~
G (x)= JW %Gret(k)exp(—ik - x). (1.8.19)

Dies in (1.8.5) eingesetzt, liefert die rein algebraische Gleichung

1
7

Dies ist auf den ersten Blick eine sehr viel einfachere Losung als unser Ansatz mit dem rein raumlichen Fou-

rier-Integral (1.8.6). Allerdings haben wir nun bei der Riicktransformation (1.8.19) in den Raum-Zeit-Bereich

das Problem, wie wir mit den beiden Singularititen bei % = K (mit K = |E |) verfahren sollen. Die Antwort
ergibt sich aus der Kausalititsbedingung (1.8.3), also das Verschwinden von G,,,(x) fiir x° < 0.

Wir kénnen nimlich dem Fourier-Integral (1.8.19) mit (1.8.20) dadurch einen Sinn geben, daf} wir das £°-
Integral als Integral in der komplexen k%-Ebene lesen und den Integrationsweg entlang der reellen Achse
in der Nihe der Polstellen bei £° = +K deformieren. Weiter beachten wir, dafl wir uns den Integrationsweg
durch einen Halbkreis mit unendlich groffem Radius geschlossen denken diirfen, wenn wir beachten, daff stets
Re(—ik%x%) < Oist, d.h. wir miissen den Integrationsweg fiir x° < 0 in der oberen Halbebene (Im £° > 0) und
fiir x° > 0 in der unteren Halbebene (Im £° < 0) schlielen. Dann koénnen wir den Residuensatz auf das k°-
Integral von anwenden. Dabei besagt die Retardierungsbedingung (1.8.6), dafl wir die Integrations-
wege so deformieren miissen, daf} beide Pole £° = K beim Schlieflen der Kontur in der oberen Halbebene

ausgeschlossen sind (vgl. Abb. [1.2). Die Residuen sind

FG (k) =—1 = G (k)= (1.8.20)

. T o) —ik- iK x°
Res exp(—ik x):exp( 1Kx )’ Res exp(—ik x):_exp(+1Kx ) (1.8.21)

kO—K k2 2K k9——K k2 2K
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Im#k°

A

Kontur fiir x° < 0

Rek®

Kontur fiir x° >0

Abbildung 1.2: Die Kontur zur Berechnung des k°-Integrals in in der komplexen k°-Ebene. Den
Radius der grofSen Halbkreise hat man sich ins Unendliche ausgedehnt zu denken, und beide Konturen um-
laufen die Singularititen bei k° = K vermége der kleinen Halbkreise. Durch diese Wahl der Umgehung
der Singularititen erhilr man eindeutig die Losung der die Green-Funktion definierenden Gleichung
mit der Kausalititsbedingung (1.8.3). Wihilt man andere Konturen, die die Singularititen anders umgehen,
erhilt man andere Green-Funktionen, die sich von der retardierten um eine Lésung der homogenen Wellen-
gleichung unterscheiden. Bei unserer Vorzeichenkonvention des Exponenten in Fourier-Transformationen
erhilt man retardierte Lésungen der entsprechenden Wellengleichungen, wenn die Funktionen bzgl. k° in
der oberen Halbebene analytisch sind. Man kann daher auch statt der Umgehung der Singulartiten mit den
kleinen Halbkreisen die Singularititen infinitesimal in die untere Halbebene verschieben. In unserem Fall

wire also G (k) = 1/[(k° +i07)2 — Ez] zu schreiben.

Unter Beriicksichtung, daff die Integrationskontur fiir x° > 0 im mathematisch negativen Sinne durchlaufen
wird, erhalten wir mit dem Residuensatz also

G,u(x) =0(x°) J ¢k Mexp(+i£-a?), (1.8.22)

R3 (2 7'[,')3 K

und dies stimmt mit (1.8.6) mit (1.8.11) iiberein.

1.8.18) auch die Lorenz-Eichbedingung
(1.1.28) erfiillt ist. Die Potentiale liefern

1.1.37,

Als letztes miissen wir iiberpriifen, ob die nun gefundene Losung

Q#Afet = 0 erfiillt, denn unsere Lsung garantiert bisher nur, daf§

aber nur dann giiltige Losungen der vier Maxwell-Gleichungen ) in Form der Felder
E=—-38A—VA°, B=VxA, (1.8.23)
wenn die Lorenz-Eichbedingung erfiillt ist. Um dies zu zeigen, verwenden wir am einfachsten (1.8.15). Of-
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fenbar gilt
1 S(x°—x"0—|x—%'|)
A/l - 4 / [u
glu ret 4 C d ( )/U |X—X/|
X0 /0 _
:_L gt (g SR ED (1.8.24)
4rtc Jps *‘ |X —X/|

_L d4x/a/]-/z(x/)3(xo_ _|x_ /|)
= p .

4rtc Jpe |x — x|

Im letzten Schritt haben wir partiell integriert. Nun ist die Kontinuititsgleichung d,j# = J,0 + V. ; =0
eine notwendige Integrabilititsbedingung fiir die Maxwell-Gleichung, und zeigt, dafl die retardierten
Potentiale genau dann gemif} die vier Maxwell-Gleichungen zu vorgegebenen Quellen p und 7 lésen,
wenn diese Kontinuititsgleichung erfiillt ist, und das war zu zeigen.

Wir bemerken noch, daff unsere Argumentation, die retardierten Losungen fiir die Potentiale (bzw. das Vierer-
Potential) auszuwihlen, nicht ginzlich zwingend ist, denn die Potentiale sind keine beobachtbaren Feldgro-
fen. Sie sind nur bis auf eine Eichtransformation durch die physikalischen felder £ und B (bzw. dazu iqui-
valent in relativistisch kovarianter Weise als antisymmetrischer Faraday-Tensor geschrieben F),,) bestimmt.

Es ist jedoch auch klar, dafl unsere retardierten Potentiale automatisch auch retardierte physikalische Felder
liefern, wie wir im niachsten Abschnitt explizit nachrechnen wollen.

1.8.2 Das retardierte elektromagnetische Feld

Zur Berechnung des elektromagnetischen Feldes (£, B) aus den nunmehr gefundenen retardierten Potentialen
in Lorenz-Eichung mit Hilfe von (1.8.23) bietet es sich wieder an, zunichst mit Hilfe der §-Distribution
(1.8.18) auf ein vierdimensionales Integral umzuschreiben:
1 . H(x! L= L -
Al (x)= dt’f d3x/3(t/—t+R/c)M mit R=7—7%', R=|R| (1.8.25)
47'[.' R3 R
Gemif} (1.8.23) bendtigen wir die folgenden Ableitungen

:f dt’f $38,.8(4 —t + Rje) LX)
R R3 47tc

—fRdt’fw d3£’8t,8(t’—t+R/C)% (1.8.26)

07" . R
=+J &3 /[4 (xR):| mit t, =f——.
R3 e H=t C

ret

Weiter folgt wegen %;R =R /R und der Kettenregel

VA (x J dtf d“’[(? St —t—i—R/c)——é\(t —t4+R/c)— } (x')
R3

1 P P (1.8.27)
—_ d}—’/ i / il /
Damit folgt
P 1 1 R R ]:(x’)
E(x)=—=38A—VA = — | &% | =p(x)+ —p(x")— 1.8.28
(x) c ! 47 R3'O(x )+ CRZ’O(X ) ¢’R ( )
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Genauso ergibt sich

Blx)= ¥ x A(x) = —— &i{ﬂxsxﬁ—+ﬂx

= 1.8.29
4rmtc R3 ( )

Die retardierten Felder gemif} (1.8.28) und (1.8.29) werden oft als Jefimenko-Gleichungen bezeichnet, ob-

wobhl sie fiir harmonisch zeitabhingige Felder bereits spitestens 1912 von Schott angegeben wurden []Jet66,
Sch12]] (zitiert nach [[Zan12])).

Wir bemerken, dafy wir mit (1.8.28) und (1.8.29) tatsichlich eine Losung aller vier Maxwell-Gleichungen er-

reicht haben. Dies ergibt sich direkt aus unserer Herleitung, deren wesentliche Argumentationsschritte die
folgenden sind: Wir faflten zuerst die homogenen Maxwell-Gleichungen (1.1.36) und (1.1.37) als Nebenbe-
dingungen zur Losung der inhomogenen Gleichungen (1.1.34) und (1.1.35) auf, die wir durch Einfithrung

des skalaren und eines Vektorpotentials (bzw. in relativistischer Sprache des Vierervektorpotentials) iden-

tisch erfiillen kénnen. Die sechs Feldkomponenten £ und B werden dadurch auf die vier Komponenten des
Viererpotentials reduziert und sind daraus gemaf3 gegeben. Dabei hat sich gezeigt, dafy umgekehrt
die physikalischen Felder E und B das Viererpotential nicht eindeutig bestimmen sondern nur bis auf ei-
ne Eichtransformation festliegt. Dies ermdglichte uns die Einfithrung einer Zwangsbedingung fiir
das Viererpotential, die diese Freiheit der ,,Eichung“ ausniitzt. Hier erwies sich die Lorenz-Eichbedingung
als besonders bequem, weil sie dann auf eine Entkopplung der vier Komponenten des Potentials fiihrt
und damit schliefflich zur einfachen Wellengleichung (1.2.28), die wir schlieflich in diesem Abschnitt mit
Hilfe der retardierten Green-Funktion gelost haben. Wir haben dann gezeigt, dafl aufgrund der als Kon-
sistenzbedingung fiir die Giiltigkeit der beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen (1.1.34) und (1.1.35) zu
fordernden Kontinuititsgleichung diese Losungen die Lorenz-Eichbedingung erfiillen. Folglich sind
schliefflich auch die vier Maxwell-Gleichungen fiir die Felder erfiillt: Die homogenen Maxwell-Gleichungen
werden identisch fiir jedes Viererpotentialfeld erfiillt, wenn die Feldkomponenten daraus durch be-
rechnet werden. Die beiden inhomogenen Gleichungen folgen schliefflich durch Einsetzen der entsprechen-

den Ausdriicke fiir £ und B und die Ausnutzung der als erfiillt bewiesenen Lorenz-Eichbedingung.
Die Schott-Jefimenko-Gleichungen (1.8.28) und (1.8.29) zeigen schliefSlich, daf} das elektromagnetische Feld
kausal ausschlief8lich mit den Ladungs- und Stromverteilungen verkniipft ist, wihrend die zuweilen behaupte-
te Generierung einzelner Feldkomponenten aus anderen Feldkomponenten (z.B. die Interpretation des Fara-
dayschen Induktionsgesetzes im Sinne einer Erzeugung eines elektrischen Wirbelfeldes aufgrund eines zeitlich
verinderlichen Magnetfeldes) nicht im Sinne einer kausalen Verkniipfung behauptet werden kann.

1.8.3 Das Anfangswertproblem

Die eben gefundene retardierte Losung fiir das Viererpotential in Lorenz-Eichung [1.8.18| bzw. fiir das elek-
tromagnetische Feld (1.8.28) und (1.8.29) ist nur eine partikulire Losung der entsprechenden inhomogenen
Wellengleichungen. Aus Abschnitt[D.2| wissen wir, dafl das Viererpotential bei vorgegebenen Anfangsbedin-
gungen

AF(0,7)=a*(R), GHA(0,%)= b“(3) (1.8.30)

eindeutig l6sbar ist, und diese Losung durch gegeben ist.

Allerdings ist wegen der Eichabhingigkeit des Vektorpotentials eine Vorgabe von Anfangsbedingungen pro-
blematisch. Vielmehr erwarten wir, daf§ eine Vorgabe der Anfangsbedingungen fiir das elektromagnetische
Feld ausreichen sollte. Dies ist in der Tat der Fall. Geben wir also

E0,%)=Ey(%), B(0,%)=By(%) (1.8.31)
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vor. Wir suchen dann Losungen der Maxwellgleichungen

V.B=0, (1.8.32)
V xE+3B=0, (1.8.33)
V-E=p, (1.8.34)
UxB—af = 1] (1.8.35)

Demnach folgt aus dem Faradayschen Gesetz (1.8.33)
AB(0,%)=—V x E(0,%)=—V x E, (1.8.36)
und aus dem Maxwell-Ampéreschen Gesetz

- - - 1 - N
SE(0,7) =V x By(¥)— -/ (0,%). (1.8.37)
Cc

Es ist klar, dafl dabei £, und B, mit den iibrigen Maxwell-Gleichungen 1) und li kompatibel sein

mufl. Die vorgegebenen Funktionen E, und B, miissen demnach nur noch die Einschrinkungen von erfiillen,

d.h. (1.8.32) und (1.8.34)

V-Ey=p(0,%), V-By(X)=0. (1.8.38)

Dann kénnen wir (D.2.11) anwenden, denn wir kénnen fiir die Felder £ und B inhomogene Wellengleichun-
gen herleiten. Bilden wir dazu zuerst (1.8.33) die Rotation zunichst

Vx(VxE)+@VxB=V(V-E)—AE + 3,V x B=0. (1.8.39)
Leiten wir andererseits (1.8.35) nach x° ab, folgt

-~ o - 1 -
AV xB='E+-3j. (1.8.40)
¢
Setzen wir dies und in (1.8.40) ein und verwenden noch (1.8.32), folgt
= = 1,-
OE=—Vp—-3j. (1.8.41)
¢

Ebenso konnen wir durch Bilden der Rotation von (1.8.35) und Ableiten von (1.8.33) nach der Zeit das elek-

trische Feld eliminieren und erhalten

OB = %% X . (1.8.42)
Nun lif3t sich das Anfangswertproblem direkt mittels 16sen. Verwendet man die unausintegrierte
Form (D.2.8), kann man durch geeignete partielle Integrationen leicht zeigen, daf} der erste Term wieder zu
den Jefimenko-Gleichungen filhrt, wobei die Zeitintegration aber nur iiber das Intervall [0, 7 +07] zu
nehmen ist. Dies liefert die Losung fiir die Maxwell-Gleichungen mit Quellen und homogenen Randbedin-
gungen E,(0,%) = B,(0,X) = 0 (d.h. das ,Einschaltproblem®, wo Ladungs- und Stromverteilungen zur Zeit
t = 0 eingeschaltet werden und vorher noch kein elektromagnetisches Feld vorhanden war). Die Terme in
(D.2.8) bzw. (D.2.11), die die Anfangsbedingungen beinhalten, liefern hingegen Lésungen der homogenen
Wellengleichung mit E(0,%) = Ey(%) und B(0,%) = By(X) und den durch (1.8.36) und (1.8.37) angegebenen
Anfangswerten fiir é’og (0,%) und QOE (0,%).
Vielfach einfacher ist es allerdings, zunichst das Viererpotential zu berechnen. Dabei gilt es, zunichst die ent-
sprechenden Anfangsbedingungen festzulegen. Dabei ist zu beachten, dafl die Lorenz-Eichbedingung d,A* =
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0 erfiillt sein muf8. Es ist auch hier klar, daf} wir die Losung in einen Anteil mit Quellen und homogenen
Randbedingungen

x0+i0+ y /
Al (x) :f dxlof d39_c’Gret(x—x/)w
0 R3 C

:J d3)-c>].[u(xo_|9_c)/_9_5|79_5/)
|X/—X|<x0

4rrc|x’ —X|

(1.8.43)

und einen homogenen Anteil, der die Anfangsbedingungen beriicksichtigt, aufteilen konnen. Wir bemerken,
daf} (1.8.43), wie in gezeigt, die Lorenz-Eichbedingung erfiillt, d.h. wir suchen als zweiten Anteil des
Viererpotentials A, das

DA) =0 (1.8.44)

sowie die Anfangsbedingungen fiir £ und B erfiillt. Da wir fiir A¥ = Al + A die Lorenz-Eichbedingung
fordern und da A diese erfiillt, muf auch QNAg =0 gelten. Nun legt aber diese Eichbedingung die Potentiale

nur teilweise fest, ist erfiillt nimlich AY' die Lorenz-bedingung kénnen wir immer noch ein Gradientenfeld
eines Skalarfelds addieren, das selbst die homogene Wellengleichung erfiillt. Fiir den Fall des quellenfreien
Feldes (1.8.44) konnen wir daher als Zusatzforderung

A3=0 (1.8.45)
verlangen, denn wenn A} die homogene Wellengleichung erfillt, kénnen wir y so wihlen, daf§
AR=A5—3% =0 (1.8.46)
gilt, z.B.
xO
x(x)= f dx®AY(x"%, %) + 7 (%), (1.8.47)
0

wobei ¥ eine beliebige Funktion von ¥ ist, denn es gilt dann

() =A%)+ | OB ) + A7 (D
0

0
x ) ) (1.8.48)
= A (x) + f dx®g2A%(x"°, %) + A g (X)
0
= OAg(C)» 9_5) + A)Z (9_6))’
und wir kénnen offenbar
~ 3=/ goAg(O,a_f)
1X)=| &X' —=— (1.8.49)
R3 4r|x — x|
setzen, so dafS in der Tat
Oy (x)=0 (1.8.50)

gilt. Wir diirfen also 0.b.d.A. annehmen, dafl (1.8.45) erfiillt ist. Da zugleich auch die Lorenz-Eichbedingung
weiterhin gilt, folgt
A)=0, J,AY=V-4,=0. (1.8.51)

Fiir den entsprechenden quellenfreien Anteil des elektromagnetischen Feldes gilt also

-
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Daraus lassen sich nun unter der Vorgabe der Anfangsbedingungen

E5(0,%) = Ey(%),B,(0,%) = By(¥) (1.8.53)
die Anfangsbedingungen fiir Ez gewinnen. Offenbar gilt

A (0,%) = —Ey(0,%) = —Ey(3). (1.8.54)

Bilden wir die Rotation von (1.8.52) folgt zusammen mit der Nebenedingung (1.8.51)

=V x[V xﬁ X
. #[ . 2(0,0)] L (1.8.55)
:V[V A ( ,X)]—AAH0,X)
und wie wir von der Magnetostatik wissen, wird diese Gleichung durch
. V' x By(%'
A,(0,7) = f VIxBy(*) (1.8.56)
Ry 47X —X|

erfiillt, und wegen V. (% X Eo) = 0 gilt auch die Nebenbedingung (1.8.51). Damit sind aber die benétigten An-
fangsbedingungen fiir A, bestimmt, und wir kénnen (D.2.11) fiir ein quellenfreies Feld also / = 0 verwenden:

Ay(x)= ) P20, — yo {xoaoﬁz(o, %+ x%8p) + & [ x°4,(0,% + %)} (1.8.57)
1

Damit ist das Anfangswertproblem vollstindig gelost.

1.8.4 Die Multipolmomente des elektromagnetischen Feldes

Nun sind wir auch in der Lage, die Multipolmomente des allgemeinen elektromagnetischen Feldes aus den
vorgegebenen Ladungs- und Stromverteilungen zu bestimmen (vgl. Abschnitt|1.7.6). Wir gehen also vom An-
satz (1.7.118) aus und nehmen an, dafl die Ladungs- und Stromverteilung auf einen Bereich » < R beschrinkt

ist, d.h. es sei p(£,X) = j(t,%)=0fiir r = |¥| > R.
Die Maxwell-Gleichungen fiir harmonisch zeitabhingige Felder mit der Kreisfrequenz cw = ck lauten

V-E=p, (1.8.58)

e

V X B+ikE=-j, (1.8.59)
C

V.B=0, (1.8.60)

V x E—ikB =0. (1.8.61)

Da wir nur an den Feldern in der quellenfreien Region » > R interessiert sind, geniigt es, zunichst B zu

berechnen. Dann ist wegen (1.8.59) und ;( t,x) =0 fiir » > R das elektrische Feld durch

Ezgﬁxé, r>R (1.8.62)

bestimmt.
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Wir kénnen uns also zunichst vollstindig auf die Berechnung des Magnetfeldes konzentrieren, und wegen

(1.8.60) gilt die Darstellung mittels der Debye-Potentiale (1.7.118) auch bei Anwesenheit von Quellen:
B=3%xV¢+Vx(ExVy). (1.8.63)
Bilden wir weiter die Rotation von (1.8.59), folgt mit (1.8.61) die inhomogene Wellengleichung

—(A+RE =19« ;. (1.8.64)
¢
Weiter gelten fiir die Debye-Potentiale die Gleichungen (1.7.99) fiir A=B,dh.
y=—L%.B, ¢=—L'%-(VxB) (1.8.65)

Wegen V-B=0 gilt weiter A(X - B)=%- AB. Auferdem ist (A+ k)% x V= (A+ /ez)i = ii(A + k2) und
damit

A+ Ry =+L (A+ENE-B)= i @ i (1.8.66)
C
AR = (ARG X ) B=— LR [T (T x )] (1.8.67)
C

Dabei haben wir jeweils im letzten Schritt (1.8.65) angewandt. Die Multipolentwicklung fiir die Debye-Po-
tentiale ergibt sich also durch Anwendung der entsprechenden Darstellung (1.7.56) der Green-Funktion des

Helmholtz-Operators. Da V x ]_"bzw. V x (6 X ;) als Rotationen von Vektorfeldern quellenfrei sind, beginnt
die Entwicklung der Ausdriicke X - (6 X ;) und X - [6 x (V X ;)] stets mit / = 1, so daf$ I tatsichlich

angewendet werden darf.

Wir betrachten zunichst (1.8.66) und finden nach einiger Rechnung

Z Z ll+1 b)Y (8, 9”f S (k)Y (8, 0NF [V X JE)]. (1.8.68)

Wir definieren nun die magnetischen Multipolmomenta mit einer Normierungskonvention derart, daf§ im
entsprechenden Limes wieder die statischen Multipolmomente entstehen, wie wir gleich nachweisen werden:

— 2l+ 4 3 I3,
My =55 I+1) '/ez\ 21+1f &x'F [V x &)y (k)Y 1, (8, 0. (1.8.69)

Setzt man dies in (1.8.68) ein, ergibt sich

. k& 241 —=1)k! | 21
=453 SEsT \j o, )Y, (9,9, (1.8.70

¢ =1 m=—I

Eine statische Niherung ergibt nur Sinn, falls kR < kr < 1 erfiillbar ist. In diesem Fall konnen wir die
Entwicklung fiir die Hankel-Funktion in (1.8.70) fiir kleine Argumente (vgl. wieder [[CH10])

(1) ~ —i(21)!

verwenden. Setzen wir dies in (1.8.70) ein, folgt nach einigen Vereinfachungen

00 !
= 1 4n Mlm Ylm(ﬁ’¢)
~ E E , 1.8.72
X(X)/er<<1 47 J 2[4+1 | ri+l ( )
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was in der Tat mit dem statischen Resultat (1.6.52) iibereinstimmt.

Es ist zu erwarten, daf} im gegebenen Fall der Ausdruck (1.8.69) ebenfalls niherungsweise mit dem statischen
Ergebnis (1.6.53) iibereinstimmt. Wegen kR < 1 konnen wir niamlich in (1.8.69) fiir j,(k7) ebenfalls die

asymptotische Niherung fiir kleine Argumente

: 2Lk r)!
jilr) = =277

=— 7 1.8.73

verwenden. Durch Einsetzen in (1.8.69) und Vereinfachung des entstehenden Ausdrucks finden wir

Mlm 4 3/ /Z Ny =221 ol =
Y L . 8.7
] A 5] IJ d’x Im (19,g0) x"-[Vixj(x)], (1.8.74)

also tatsichlich (1.6.53).

Aus (1.8.67) ergibt die analoge Argumentation, daf}

Z Z l h;(k7)Y,,, (T, 0) J &x'j( /er/)Y}‘m(ﬁ/,d)a_c’/-[%/ x (V' x j(¥')]. (1.8.75)

Auch hier wihlen wir wieder eine auf den ersten Blick umstindliche Normierung der entsprechenden Mul-
tipolmomente:

(27 4+ 1) 4 . s s s
Q= 2[5 Dk ZZ—T—lf &'y (kr')Y; (9,03 [V x (V' x j'(X)]. (1.8.76)

Dann wird (1.8.75) zu

0 lkl+2 ] —
Z ( ) 21+1Q1mhl(kr)Ylm(19 90) (1'8-77)

=~ (2l+1)

Falls die ,Nahfeldniherung® anwendbar ist, d.h. falls kR < k7 < 1 ist, konnen wir wieder die asymptotische
Form (1.8.71) der Hankel-Funktion in (1.8.77) einsetzen. Dann ergibt sich nach einigen Vereinfachungen des

Vorfaktors
4r le Ylm
. 1.8.78
ZZ TSR (1.8.79)

Nun ist im magnetostatischen Fall ¢ = 0 (was ja schon aus hervorgeht, wenn man weif}, daf$ die
Qy,, # 0 fiir £ — 0 werden, wie wir gleich noch sehen werden), d.h. um die Analogie zum statischen Limes
zu finden, miissen wir den aus herriihrenden Teil des elektrischen Feldes betrachten.

Zunichst ist wegen allgemein klar, daf§ den beiden Debye-Potentialen die transversal magnetischen
bzw. transversal elektrischen Feldanteile gemafl entsprechen:

_,

_<147'L'

Bry=%xVd, Brg=Vx(ExVy). (1.8.79)

Aus folgt fiir die entsprechende Zerlegung des elektrischen Feldes fiir » > R
Epy = é% x (% x V), (1.8.80)

Epg= _iA(’? xVy)=+ik(ExVy), r>R. (1.8.81)
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Dabet haben wir im letzten Schritt von (1.8.67) und 7: 0 fiir » > R Gebrauch gemacht. Setzen wir nun in
(1.8.81) die Nahfeldniherung (1.8.78) fiir ¢ ein, folgt

4 L =Y
Epy = ——VXZ Z : lexxv bm (1.8.82)

Dies ist exakt die zum magnetostatischen Ausdruck (1.6.57) und (1.6.59) analoge Gleichung. Dieselbe Rech-
nung wie dort fiihrt dann darauf, daf} (1.8.82) ein Gradientenfeld ist mit

Ylm

Epy & -V, &, = — 1.8.83
™, < E> E/€<<14nZZ 21+1Q“” I+1° ( )

Dies entspricht in der Tat exakt der elektrostatischen Multipolentwicklung (1.5.79). Der einzige wichtige
Unterschied ist, daf§ der Term / = 0 verschwindet. In der Tat gibt es den radialsymmetrischen Term / =0 nur
fiir statische Felder, also £ =0, d.h. verschwindet die Gesamtladung nicht, Q # 0, so bewirkt diese lediglich
ein statisches Coulombfeld F = QZ, /(47 r?). Dieses Feld ist ggf. zu zu addieren.

Um zu sehen, dafl fiir kR < 1 die Q;,, niherungsweise den elektrostatischen Multipolmomenten
entsprechen, miissen wir zum einen mit der asymptotischen Formel vereinfachen und zum
anderen den Integranden mit Hilfe der Ladungsverteilung p ausdriicken. Fiir letzteres bemerken wir, dafl die
Kontinuititsgleichung fiir harmonisch zeitabhingige Felder durch

—ic/e,o:—%-]_j = V-;:ick,o (1.8.84)

gegeben ist. Dazu betrachten wir den in (1.8.76) auftretenden Ausdruck

— —

(VX (VX]]=%-Vicko)—%-Af =ickrd,p—%-AJ. (1.8.85)

x4

Nun ist . .
A(X-j)=2ickp+x-Aj, (1.8.86)

und folglich ergibt sich fiir schliefllich

X [VX(Vx))=ickrd,p+2icko—AZ-])= ﬁa(r 0)—A(Z- ). (1.8.87)

r

Setzt man dies in (1.8.76) ein, kann man nach Umschreiben des Volumenintegrals in Kugelkoordinaten im
ersten Term partiell bzgl. r integrieren und im zweiten Term ebenfalls durch partielle Integration den Laplace-
operator auf die Bessel- bzw. Kugelflichenfunktion tiberwilzen. Wegen

A'lj (R Y] (¢, @' )] =—k?,(k r’)Y'Z*m(ﬁ/, ¢') folgt dann

121+ 1) 4 . P VR JRv
U= e e\ 7 IJ &+ [ickp@)3, 7 (k) + 3k )7 JE)]Y;,,(8',0'). (1889

Verwendet man hierin wieder die fiihrende Niherung fiir j;(k7) fiir k7" < kR < 1, ergibt sich in der Tat
fiir den ersten Term der elektrostatische Multipolkoeffizient, und der zweite Term ist um 0(kR) kleiner, d.h.

wir haben
47
= &Y (8, 9)e(F), 1.8.89
R<1 2l +1 Kq () ( )
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Wenden wir uns nun den Multipolentwicklungen der Felder (1 1.8.81) zu. Gemif (1.8.63) bendtigen wir
in fiir die Ableitungen der Debye-Potentiale nach einigen Umformungen die Formeln

% x Vb k)Y, (8,0)] = b (k7)B,,,(8,0), (1.8.90)
Vx & x V[0 kr)Y,,(8,0)]} 1 [2,Lrh (k)]0 )+ 1(+ DB (k7)Y (8,0) ] (18.91)
r

Dabei haben wir die Definitionen (1.6.3011.6.32) fiir die vektoriellen Kugelflichenfunktionen verwendet.
Wenden wir diese Formeln auf (1.8.79f11.8.81) erhalten wir fiir die transversal magnetischen bzw. transver-
sal elektrischen Feldanteile fiir » > R

oo [ 2 1 'kl+2 21+1
B Z Z (21 +) le V(kr),,,(8,0), (1.8.92)

=1 m=—
e, < 21 k! 21+1

Epy(® IZ > a +)1 —Qu (1.8.93)
{1 9 b, (8, )+ LD

=1 m=—I
rar

oo l I+1
2L —1) R | 21 +1
BTE )=1 E E 21+1 yym M, (1.8.94)

{11 WY (k)T (8, go>+l(l“)h“)(kr)?lm(ﬁ,gp)},
rdr
o I 142
=12 |21 +1 -
Ful® lez 21421) J o Mt (k7)1,,(8,0) (1.8.95)

Wir kénnen nun, unabhingig von der Ausdehnung der Quelle immer die Fernfeldniherung » > R mit
kr > 1 betrachten. Dann kann man die asymptotische Entwicklung der sphirischen Bessel-Funktionen

_ 41
h(ll)(kr): ( ;r exp(ikr)+ 0(1/7?) (1.8.96)
n (1.8.92}{1.8.95) sowie die daraus folgende Formel
Lh = 2
;[rhl (kr)]= . exp(ikr)+0(1/7%). (1.8.97)

Setzt man dies in (1.8.92f]1.8.95) ein und beachtet noch die aus den Definitionen der vektoriellen Kugelfld-
chenfunktionen (1.6.30/1.6.32) folgenden Beziehungen

e xd, (8,0)=—V,, (8,0), & xV, (8,0)=3, (8,0), (1.8.98)
ergibt sich
S exp(ikr) & / 21(_i)1+1(1_1>!/€l+1 Zl—l—l
E > v, (9, 1.8.99
> exp(ibr) S <o 2H((I = DR (=) |21 41
Erg(x) = — pc(r ); Zl 4 (2)l+1)!( ) \ iz My, 8,,,(8,9), (1.8.100)
Bin(®), = & xEny(®), Biy(®) = & xEpy(E). (1.8.101)



1.9. Klassische geladene Teilchen

1.8.5 Die Potentiale in Coulomb-Eichung
1.9 Klassische geladene Teilchen
Mit diesem Abschnitt schlieflen wir die Betrachtungen der mikroskopischen Elektrodynamik ab, indem

wir das schwierige Problem einer vollstindig selbstkonsistenten Losung der Bewegung geladener klassischer
Punktteilchen und der durch sie erzeugten elektromagnetischen Felder studieren.

1.9.1 Liénard-Wiechert-Potentiale
1.9.2 Synchrotronstrahlung

1.9.3 Strahlungsriickwirkung
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Kapitel 2

Elektromagnetismus in kontinuierlichen Medien

2.1 Elektrische Leitfahigkeit

2.1.1 Randwertaufgaben der Elektrostatik (leitende Medien)
2.2 Elektrische Polarisierbarkeit

2.2.1 Randwertaufgaben der Elektrostatik (Dielektrika)

2.3 Magnetische Polarisierbarkeit

2.4 Phinomenologische Theorie der Supraleitung
2.5 Wellenleiter

2.6 Hohlraumresonatoren
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3.1

3.2

3.3

34

3.5

Kapitel 3

Optik

Streutheorie und Beugung
Klassische Dispersionstheorie
Brechungs- und Reflexsionsgesetz
Kristalloptik

Strahlenoptik
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Anhang A

Einheitensysteme in der Elektrodynamik

Die Frage nach der Wahl des Einheitensystems in der Elektrodynamik ist in didaktischer Hinsicht schwierig
zu beantworten. Auf der einen Seite sollte das Internationale Einheitensystem (SI-Einheiten) verwendet wer-
den, da diese in der Experimentalphysik und Technik eingesetzt werden und den internationalen gesetzlichen
Richtlinien entsprechen. Andererseits erschweren die SI-Einheiten das Verstindnis der begrifflichen Basis des
elektromagnetischen Feldes. Daher habe ich mich in diesem Manuskript fiir das rationalisierte Gauf3sche
Maf3system, also Heaviside-Lorentz-Einheiten entschieden, da sie die einfachste und durchsichtigste Wahl
darstellen. Sie sind vornehmlich in der theoretischen Hochenergiephysik verbreitet. Zudem ist die Umrech-
nung zwischen SI- und Heaviside-Lorentz-Einheiten relativ unkompliziert.

A.1 SI-Einheiten

Heaviside-Lorentz- und SI-Einheiten stimmen iiberein soweit es die drei Basiseinheiten der Mechanik, also
Zeit, Liange und Masse betrifft. Die Zeiteinheit ist die Sekunde und tiber die Frequenz der elektromagneti-
chen Strahlung von einem Hyperfeiniibergang in Cisium definiert und gehdrt vermdge von ,Atomuhreh® zu
den am genauesten darstellbaren Einheiten. Die Lingeneinheit ist der Meter und durch Festlegung der Grenz-
geschwindigkeit der Relativititstheorie, die empirisch duflerst prazise mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit
tibereinstimmit, festgelegt, und zwar ist

¢ =2.99792458 - 10 m/s. (A.1.1)

Dieser Wert ist aufgrund der Definition der Lingeneinheit exakt. Die Basiseinheit der Masse ist das Kilogram,
welches noch immer durch das in Paris aufbewahrte ,,Urkilogramm®, einen Zylinder aus einer Platin-Iridium-
Legierung, realisiert ist.

In SI-Einheiten wird fiir die Elektrodynamik als vierte Basiseinheit das Ampére als Einheit der elektrischen
Stromstirke eingefiihrt, und zwar tiber eine recht abstrakte Definition, die allerdings theoretisch sehr einfach
verstandlich ist, und zwar betrachtet man zwei parallele sehr lange und sehr diinne Drihte im Abstand von
1 m. Durch diese flief}t definitionsgemif} ein Strom von 1 A, wenn die zwischen ihnen wirkende Kraft 2 -

10~/ N betrigt.

Betrachten wir dazu das Problem, das Magnetfeld eines unendlich langen geraden von einem Gleichstrom
durchflossenen Drahtes, der auf der z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems verlduft, zu berechnen.
Da das Problem offensichtlich zylindersymmetrisch ist, verwenden wir Zylinderkoordinaten und erwarten,
daf} das Magnetfeld die Form

B(¥)=B(r)E, (A.12)
besitzt. Die Stromdichte fiir diesen Fall lautet
;=818 ). (A.1.3)
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A. Einbeitensysteme in der Elektrodynamik

Da Zylinderkoordianten entlang der z-Achse singulir sind, konnen wir diese Stromdichte nicht in Zylinder-

koordinaten ausdriicken. Nun lautet im SI-Einheiten das Ampéresche Durchflutungsgesetz fiir den statischen
Fall
V x B =y (A.1.4)

Dabet ist y eine willkiirliche Konstante, die aus der obigen Definition fiir die Stromeinheit Amp/’ere folgt.

Fiir r # 0 ergibt sich unter Verwendung der Rotation in Zylinderkoordinaten (B.1.23) fiir den Ansatz (A.1.2)

%xé:@zli[ﬂs(r)]:o, r>0 (A.1.5)
rdr
Integration liefert
B(r)= 9, (A.1.6)
r

Integrieren wir (A.1.4) iiber eine senkrecht zur z-Achse gelegene Kreisscheibe K mit Ursprung auf der z-Achse
und verwenden den GaufSschen Satz, erhalten wir mit (A.1.3)

- 3 1 i
d¥-B=21nC=— | &*f -] =yl (A.1.7)
K Mo JK
Daraus ergibt sich
Fog Mol (A.1.8)
2mr

Betrachten wir nun einen zweiten vom Strom I’ durchflossenen Draht parallel zu dem ersten im Abstand R.
Die Kraftdichte aufgrund der Anwesenheit des Magnetfeldes vom ersten Draht ist in SI-Einheiten

.. '
F=ixB :E’Z]?c?(r—R)S(go) x2,B(r)= £

8(r —R)S (). (A.1.9)

Integrieren wir dies tiber einen den zweiten Draht umschlieflenden Zylinder der Linge L, erhalten wir die auf
das in ihm enthaltende Leiterstiick wirkende Kraft zu

'l .

Fo ML
2R

(A.1.10)

Setzen wir nun entsprechend der Definition der Stromeinheit Ampére I =1’ =1 Aund R =L = 1 m, so
folgt

F=|F|l=%A2l2.10"N = /10:471:-10_7E. (A.1.11)
7 A2
Im SI benétigen wir aus dimensionellen Griinden auch im Gaufischen Gesetz eine weitere Konstante ¢,
vVE=L, (A.1.12)
o

Dabei wird die elektrische Ladung in der Einheit Coulomb mit 1 C = 1As gemessen. Daf} die ,Vakuumkon-
stanten gy und €, im Ampéreschen Gesetz im Zihler beziehentlich im Gaufischen Gesetz im Nenner zu
stehen kommen, ist historisch bedingt. Die Maxwell-Gleichungen lauten in SI-Einheiten ausgedriickt

VXE=——, V-B=0, VXB—GO;UOQ_:[U()], V-E:ﬁ_ (A.1.13)
adt dt €0

Dabei enthilt der ,Verschiebungsstrom® im Maxwell-Ampére-Gesetz (3. Gleichung) einen aus Dimensions-
griinden einen zusitzlichen Faktor ¢,u,. Um Anschluf an die physikalische Bedeutung dieser Grof3e zu er-

halten, betrachten wir das freie elektromagnetische Feld in SI-Einheiten. Setzen wir also o = 0 und j=0
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A.2. Umrechnung zwischen Heaviside-Lorentz- und SI-Einbeiten

und bilden wir die Rotation der ersten Gleichung erhalten wir unter Verwendung der dritten und vierten
Gleichung

> 2= = do = J2E
Vergleichen wir dies mit der Wellengleichung
- 1 8?2 -
E=(—=——=——A)E=0, A.1.15
H < c2 dt? > ( )
erhalten wir die Beziehung
1 1 107 A? A%s?
== = = = — ~8.854188- 107 —. A.1.16
‘ot =0 o uy  4mcz N Nm? ( )

Fiir das elektrostatische Coulomb-Feld einer Punktladung Q erhilt man aus der Spezialisierung der Maxwell-
Gleichungen auf diesen Fall das Potential

o(x) = Q (A.1.17)

- 4reg|X|

Es besitzt die Dimension Nm/C = J/C =V (Volt). Die Kraft zwischen zwei Punktladungen ist entsprechend
QQ, x—x’

4rey X=X/

F= (A.1.18)
Man erhilt folgerichtig die korrekte Dimension Newton fiir die elektrostatische Coulomb-Kraft und gehen
daher nicht weiter darauf ein (siehe z.B. [[Jac83])).

A.2 Umrechnung zwischen Heaviside-Lorentz- und SI-Einheiten

Aufgrund der Zurtickfithrung der Definitionen der Einheiten fiir die elektromagnetischen Grofen, ist die
Umrechnung von einem Einheitensystem zum anderen leicht méoglich. Wir betrachten hier die Umrechnung
zwischen Heaviside-Lorentz- (HL) und SI-Einheiten (SI). Grofien, die dimensionell nur von den drei mecha-
nischen Basiseinheiten Meter, Kilogram und Sekunde abhingen, besitzen in beiden Einheitensystemen die
gleiche Dimension. Der Hauptunterschied der HL-Einheiten zu den SI-Einheiten besteht darin, daf im HL-
System keine spezielle Einheit fiir die elektrische Ladung bzw. Stromstirke eingefiihrt wird.

Aus dem Coulomb-Gesetz im SI-System (A.1.18) im Verlgleich zum HL-System erhalten wir fiir den Zusam-

menhang zwischen den Ladungsgrofien in beiden Systemen

2
& = Qi = Qs = v/€ Q- (A.2.1)

€o

Die Dimension der Ladung im HL-System ist also m+/N. Entsprechend gilt fiir die Umrechnung elektrischer
Feldstirken, des skalaren Potentials des elektromagnetischen Feldes sowie Ladungs- und Stromdichten und
Stromen

= 1 > >
Eg=—Ey, ®g=—7%Pur, ps=+veéopPur Jsi=+€on Isi= /ol (A.2.2)
/% Veo

Beim Magnetfeld ist zu beachten, dafl das Ampéresche Durchflutungsgesetz fiir den statischen Fall

> = 1~
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A. Einbeitensysteme in der Elektrodynamik

lautet und entsprechend fiir die Kraftdichte einer Stromdichte

-

1- = > % s =
f= ;]HL X By, = Jsp X Bsp = 4/€o/m1 X By (A.2.4)
Da die Kraftdichte in beiden Einheitensystemen gleich ist, ergibt sich daraus

- 1 - ([A1.16) -
= By, G119 VtoBr- (A.2.5)

In vielen Lehrbiichern wird auch das urspriingliche GaufSsche Mafisystem (G) verwendet, das sich vom HL-
System lediglich durch Faktoren 47 bzw. v/ 47 unterscheidet. Das Coulomb-Gesetz lautet z.B. in G-Einheiten

Qi Q¢

F=
r2

= Qur = V47 Q. (A.2.6)

Entsprechend treten im G-System in den Maxwell-Gleichungen zusitzliche gegeniiber denen im HL-System
geschriebenen Faktoren 47 auf:

SO 10B; = = . - 10E; 4m- = =

In diesem Manuskript verwenden wir allerdings dieses nichtrationalisierte Einheitensystem nicht.
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Anhang B

Formelsammlung

Hier fassen wir die wichtigsten Formeln zusammen, die 6fter gebraucht werden. Genauere Erklirungen fin-
den sich in [CH10].

B.1 Vektoranalysis im euklidischen R’

Hier stellen wir nur einige 6fter gebrauchte Formeln zusammen. Eine ausfiihrliche Behandlung der Vektor-
analysis findet sich [[Hee05), (CH10, [Hee00, Heel4).

B.1.1 Dreidimensionale Vektoranalysis (kartesische Koordinaten)

Fiir den euklidischen dreidimensionalen Raum verwenden wir i.a. nur koordinaten oder krummlinige Or-
thonormalkoordinaten. Dreidimensionale Vektoren werden stets mit einem tiber das Symbol gesetzten Pfeil
gekennzeichnet. Die kartesischen Koordinaten eines Vektors X bezeichnen wir mit x; mit j € {1,2,3} oder

j € {x,7,z}. Uber gleichnamige Indizes wird stets summiert (Einsteinsche Summenkonvention im Ricci-
Kalkiil) und formal nicht zwischen ko- und kontravarianten Komponenten unterschieden, was solange un-
nétig ist als wir in Orthonormalkoordinaten arbeiten, wo die metrische Fundamentalform durch g;, =8,
gegeben ist.

Die Differentialoperatoren (Gradient, Rotation und Divergenz) Mit Hilfe des Nabla-Symbols geschrieben.
So bezeichnet %‘D(f) den Gradienten eines Skalarfeldes. In kartesischen Koordinaten gilt

VO=¢——d=¢0%. (B.1.1)

X 171
2

Rotation und Divergenz eines Vektorfeldes sind durch
VxA=e, A, V-A=3A, (B.1.2)
definiert. Oft kommt auch die Richtungsableitung eines Vektorfeldes Ain Richtung von B vor:

(B-V)A=¢,B,3A;. (B.1.3)

Es gelten die folgenden Rechenregeln, die man mit Hilfe des Ricci-Kalkiils in kartesischen Koordinaten leicht
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nachrechnet
V(@T) = IV + SV, (B.1.4)
VA-By=Ax (VX B)+ W x (Vx V)+(B-V)A+(A-V)B, (B.1.5)
Vx(AxB)=(B-V)A+ANV-B)—(A-V)B—B(V-A), (B.1.6)
V x (BA) = B(V x A)—A x VO, (B.1.7)
V-(AxB)=B-(VxA)—A-(V xB), (B.1.8)
V- (BA)=(A- V) + BV - A. (B.1.9)
Der Laplace-Operator ist durch L
A=V V& =308 (B.1.10)
definiert. In kartesischen Koordinaten gilt fiir ein Vektorfeld
AA = AEA,)= i (B.1.11)
Vx(VxA)=V(V- E) M (B.1.12)
B.1.2 Dreidimensionale Vektoranalysis (Kugelkoordinaten)
Kugelkoordinaten (7, ¢, ¢) definieren wir bzgl. kartesischer Koordinaten durch
X =r[sind(e, cosp +&,sinp)]+ r cos e,
=7 <85111111ng:25> , r€R.,, Jde(O,n), ¢e€[0,2n). (B.1.13)
cos

Man beachte, daf§ die Kugelkoordinaten entlang der 3-Achse (¢ = 0, = oder » = 0) singulir sind. Die ortho-
normale Koordinatenbasis ist durch

sind cos ¢ cosUsing —sing
¢, =|sindsing |, ég=|cosdsing |, ¢,=| cosg (B.1.14)
cost? —sind 0

gegeben. Durch Kugelkoordinaten ausgedriickt lauten die Differentialoperatoren

- LJdd . 179 5 1 Jdo
ve= 73 +€07319 ¢rsint93_go’

1 3(r?A,) 1 Jd(sindAy) 1 JdA,

(B.1.15)

V.A:ﬁ dr + rsind 3 + rsing o’ (B.1.16)
6></_1):EV 1 3(sin19A¢)_3A19 _ .1 8A7_13(7A¢)
rsind a9 do rsind do r Jdr
- 8(7’1‘119) gAr
”90?[ ar a9 ] B117)
1 d /[ ,09 1 J X 1 J%
Ab= L2 (222 Ll o2
r2dr < 3r>+ r2sind 39 <Sm0319> 72sin? ¢ 0 ¢?
10?2 1 7 X 1 9%
= r® —_— _ .1.18
7372( )+ Teng r2sind 39 <Slm9319> r2sin® & d 9?2 ® )
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B.1. Vektoranalysis im euklidischen R

B.1.3 Dreidimensionale Vektoranalysis (Zylinderkoordinaten)

Zylinderkoordinaten (7, ¢, #) definieren wir bzgl. kartesischer Koordinaten durch
7 cos@
x=|rsing |, reR,, ¢€[0,2n), zeR. (B.1.19)
z

Die Zylinderkoordinaten sind entlang der 3-Achse singulir (» = 0). Die orthonormale Koordinatenbasis ist

durch
cos —sing 0
e, = <sing0> , €= < cos @ >, ¢, = <O> (B.1.20)
0 0 1

gegeben. Die Differentialoperatoren in Zylinderkoordinaten lauten

_d® . 1J% I,

Vo =grad® = AL P (B.1.21)
V.-A=divA = %ng’) +%8;;§” + agfiz, (B.1.22)
%X/_{:rot/_{:a[%é—f:—%}+E¢[%—%i|+gz%|:a(;f¢)—%:|, (B.1.23)
NERENELTSEL B12%

B.1.4 Der Drehimpulsoperator

Auch in der klassischen Feldtheorie erweisen sich der Impuls- und der Drehimpulsoperator der Quantentheo-
rie

p=—iV, L=¥xp=—i¥xV (B.1.25)

als duferst niitzlich. Daher betrachten wir einige Beziehungen dieser Operatoren in ihrer Anwendung auf
Skalarfelder. Zunichst gelten fiir die Komponenten die Kommutatorrelationen

I:xj,pk]:iajk. (B.1.26)
Dies beweist man durch Anwendung des Kommutators auf ein beliebiges Skalarfeld ¢b. Offenbar gilt
P =—i(x; ) =—i(8 ;4 +x,G, )¢ =—i8; +x;p - (B.1.27)
Daraus folgt durch einfache Umstellung
[xj,Pk]¢:(x/Pk_kaj)¢:iajk¢> (B.1.28)

und das ist die Aussage von (B.1.26). Nun kann man sofort nachrechnen, daf} fiir drei beliebige Operatoren
A, B, C die Identititen

[AB,C]=A[B,C]+[A,C]B, [A,BC]=B[A,C]+[A,B]C (B.1.29)
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gelten. Aus diesen Beziehungen folgen durch einfache Rechnungen die Kommutatorrelationen

[, L | =ie nxr, (B.1.30)
[pjoLe|=ic;upy (B.1.31)
(L1 ] =iejLy, (B.1.32)
[L.#]=[1,.5"]= [Lj,iz] —0. (B.1.33)

Im folgenden verwenden wir auch einen beliebigen abstrakten Vektoroperator V, von dem wir nur anneh-
men, daf§ er die Kommutatorrelationen

(VoL |=ieu V) = [L, V] =ie v, (B.1.34)

erfiillt. Das ist insbesondere der Fall fiir X, p und L.

Oft benétigen wir auch die folgenden Formeln, die man mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (B.1.30}B.1.33)
unter Zuhilfenahme von (B.1.29) nachrechnet:

i L=L-%=0, (B.1.35)
p-L=L-p=0, (B.1.36)
V.-L=L.V, (B.1.37)
VxL=2iV—LxV, (B.1.38)
LxL=ilL, (B.1.39)
LxV)xL=L'V_L(V-L)+iLxV, (B.1.40)
Lx(@LxV)=L-V)L-L'V+iLxV, (B.1.41)
L-(LxV)=iL-V, (B.1.42)
IxL=3%F -p)—%%p (B.1.43)
Lxp=(% p)p—3ip (B.1.44)
Vi=iV’, (B.1.45)
[iz,*}:i(\7xi—ixff):—zfl—ziixffzziflxi+2\7, (B.1.46)
C@xL)=—Lxp)l’, (B.1.47)
CExL)=—Lx3L. (B.1.48)

B.2 Vektoranalysis im Minkowskiraum

Die relativistische Physik 143t sich am bequemsten im manifest kovarianten Formalismus im Minkowski-
raum formulieren, obwohl zuweilen praktische Anwendungen meist mittels der dreidimensionalen Vekto-
ranalysis behandelt werden. Es ist daher wichtig, je nach Problemstellung zwischen beiden Schreibweisen
wechseln zu konnen.

Der Minkowskiraum ist ein vierdimensionaler pseudoeuklischer reeller Vektorraum. Vektoren notieren
wir als einfache Symbole. Bzgl. beliebiger pseudoorthonormaler Basen besitzt die pseudometrische Funda-
mentalform die Komponenten

(7,y) = (n*”) = diag(1,—1,—1,—1), (B.2.1)
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und die kontravarianten Vektorkomponenten werden mit oberen griechischen Indizes notiert:
x
u x° x
x=2 )= L | (B.2.2)
X x
x

Das Viererprodukt zweier Vektoren ist durch
x -y =7,xty =200 —X -5 (B.2.3)

gegeben. Die kovarianten Komponenten von Vektoren erhilt man durch ,Indexziehen® mittels der Funda-
mentalform
x, = r]wxv, xt=n"x,. (B.2.4)

Der Vierergradient eines Viererskalars ist durch

d
0,8= 75— (B.2.5)
gegeben. Dabeti ist es wichtig auf die Indexstellung zu achten, denn die Ableitung nach kontravarianten Vek-
torkomponenten bilden ein kovariantes Vektorfeld und umgekehrt.

Der d’Alembert-Operator ist das vierdimensionale Analogon zum Laplaceoperator in der dreidimensionalen

Vektoranalysis:
at - =
D:@&’M:axoz—v-v. (B.2.6)

Bzgl. eigentlicher Lorentztransformationen, also linearen Abbildungen

x—x'=Ax, x*=A*x", (B.2.7)

die die Bedingungen

AnpAf =, A”PAVU =Noo und detA=+1 (B.2.8)

N uy
erfiillen, verhilt sich SM angewandt auf Viererskalar-, Vierervektor- und Vierertensorfelder wie ein kovarian-
ter Vektor, d.h. die partiellen Ableitungen der ko- oder kontravarianten Feldkomponenten liefern die Kompo-
nenten eines neuen um eine Stufe hoheren Tensorfeldes, z.B. bildet fiir ein Vierervektorfeld A# der Ausdruck
B, = d,A* die Komponenten eines Tensorfeldes zweiter Stufe. Entsprechen kann man durch Verjiingen,
also ,,Uberschieben® mit der Fundamentalform die Divergenz eines Tensors berechnen. So ist B luf‘ = Q#Af‘

ein Viererskalarfeld.
Weiter bildet das Levi-Civita-Symbol

1 falls (uvpo) gerade Permutation von (0, 1,2,3),
eP? = ¢ —1 falls (uvpo) ungerade Permutation von (0,1,2,3), (B.2.9)

0 sonst

die kontravarianten Komponenten eines vollstindig antisymmetrischen Tensors vierter Stufe. Es ist wichtig
zu bemerken, daf§ wegen detn =—1

€ po = Nuallyillpy Ts €070 = detnet™P? = —etP? (B.2.10)
gilt.
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Niitzliche Rechenregeln sind

ePle

uv ,o’a/ - Z (T(P)SIV,(V/ P(p’)é\; (B.Z.ll)

PeS;

wobei P simtliche Permutationen der drei Indizes v/, o’ und o’ durchliuft. Weiteres Kontrahieren dieser
Beziehung liefert suzessive

7€ prgr =—285,8,,—87,87), (B.2.12)
€€ oot = 63"/, (B.2.13)
eluvpge[uvpo =—24. (B214)

Das Hodge-Dual vollstindig antisymmetrischer Tensoren wird kovariant definiert (mit den entsprechenden
Konsequenzen hinsichtlich der Vorzeichen!), d.h.

("®) 40 = € o0 ®s (B.2.15)
T — “
("A)yp0 = € pr A’ (B.2.16)
1 v
(Flos =5 €upo " (B.2.17)
1 v
(fG), = 21 €uver G (B.2.18)
1
(H)= € e HIF . (B.2.19)

Dabei sind simtliche Tensoren als vollstindig antisymmetrisch unter Vertauschung ihrer Indizes vorausge-
setzt. Die entsprechenden Definitionen lauten exakt analog fiir vollstindig kovariante Tensorindizes, nur daf§
dann entsprechend der kontravariante Levi-Civita-Tensor zu verwenden ist. Mit diesen Konventionen gilt
dann fiir beliebige vollstindig antisymmetrische Tensoren

Wr=—T. (B.2.20)

Zum Beweis dieser Beziehung benétigt man lediglich (B.2.12iB.2.14). Z.B. gilt fiir den Fall eines antisymme-
trischen Tensors zweiter Stufe

1 1
(TFy = ;PW( F)pp = ;ep“*‘vfaﬁwﬂ

(B.2.21)
(3#32 3;30[)1:(15 (FW FYBY=—F",

Dabei haben wir im letzten Schritt die vorausgesetzte Antisymmetrie des Tensors F benutzt.

Weiter konnen wir in Analogie zur dreidimensionalen Vektoranalysis invariante Integrale definieren. Offen-
bar ist das Vierervolumenelement

d*x = dx%dx!dx?dx’ (B.2.22)
ein Skalar unter eigentlichen Lorentztransformationen, da fiir diese d*x’ = det A d*x =d*x gilt.

Weiter kann man dreidimensionale Hyperflichen x = x(#, v, w) betrachten. Offenbar sind die entsprechen-
den Oberflichenvektoren

IxB Axr Ixd
_ 2.23
du Jdv du ® )

Das —Zeichen ist dabei (B.2.10) geschuldet. Im folgenden benétigen wir insbesondere das vierdimensionale
Analogon des Gaufischen Integralsatzes

do, = —dudvdwe, g, s

d*xd, At = f o, VH. (B.2.24)
vV#) v
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Dabei ist d V® der Rand des vierdimensionalen Volumens V®, und wie im Dreidimensionalen ist die Ori-
entierung der Hyperflichenelemente d*c, so zu wihlen, daf} sie aus dem Vierervolumen hinausweisen. Der
Beweis erfolgt analog wie im Dreidimensionalen (vgl. [HeeO5]]).
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Anhang C

Orthogonale Funktionensysteme

In diesem Anhang stellen wir die wichtigsten orthogonalen Funktionensysteme zusammen, die in der klassi-
schen Feldtheorie ebenso bendtigt werden wie in der Quantentheorie. Die Vorgehensweise bedient sich der
selbstadjungierten Operatoren im Hilbert-Raum L? der quadratintegrierbaren Funktionen, also im wesentli-
chen quantenmechanischer Methoden. Allerdings stellt dieser Zugang die bequemste Methode der Herleitung
der benotigten Eigenschaften der diversen orthogonalen Funktionensysteme dar.

C.1 Der Hilbert-Raum L?

C.2 Fourier-Reihen und -Integrale

C.3 Kugelflichenfunktionen

Zu den Kugelflichenfunktionen gelangt man am einfachsten, indem man das quantenmechanische Eigenwert-
problem fiir den Drehimpuls betrachtet. Die Drehimpulskomponenten sind dabei definiert als die Erzeugen-
den infinitesimaler Drehungen. Dazu betrachten wir ein skalares Feld ®(X). Eine infinitesimale Drehung wird
definiert durch einen infinitesimalen 8@, wobei 8¢ = |8 @| der infinitesimale Drehwinkel ist und die Rich-
tung des infinitesimalen Drehvektors die Richtung der Drehachse im Sinne der Rechte-Hand-Regel angibt:
Streckt man den Daumen der rechten Hand in Richtung des Drehvektors, ergeben die gekriimmten Finger
die Drehrichtung. Eine infinitesimale Drehung ist dann durch

X=X+8gxXx (C.3.1)
gegeben. Dass hier in der Tat eine infinitesimale Drehung vorliegt, ergibt sich daraus, dass fiir alle ¥ € R?

X=X 425 (8 xX)+(8G x X =2+ 0(89?), (C.3.2)

d.h. in linearer Ordnung bleiben die Lingen beliebiger Vektoren erhalten, d.h. es liegt in der Tat eine Drehung
vor.

Die inverse Transformation ist durch
X=X —85xX'+0(8¢%. (C.3.3)

In der Tat ist
SGxX =8¢x(X+8gxX)=8¢xX+0(8¢?), (C.3.4)

was (C.3.3) beweist.
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Das Skalarfeld transformiert sich nun gemaf}

—

O(F) = B(F) = 8(F — 8 x ¥) = 0(F)— (8§ x ¥)- VO(F) = d(F)— 85 - (¥ x V)B(EF).  (C3.5)

Definieren wir also die infinitesimalen Erzeugenden der Drehung L so, dass

8d(%)=—id g - Lo(%), (C.3.6)
folgt
L=—i%¥ x V. (C.3.7)
Verwenden wir den ,Impulsoperator®
p=—iV, (C.3.8)

folgt in Analogie zur klassischen Mechanik

L:)_E X f) (C.3.9)

-

Dabei bedeutet der Operator X einfach die Multiplikation einer Funktion mit X, d.h. X®(X) = X®(%).
Aus den Kommutatorregeln fiir die Komponenten des Orts- und Impulsoperators

[x]-,xk]:O, [p]-,pk]:O, [x]»,pk]:ié‘]-k (C.3.10)
ergeben sich nach einiger Rechnung fiir die Drehimpulskomponenten

die Kommutatorregeln

Wollen wir nun Eigenfunktionen der Drehimpulskomponenten berechnen, ist klar, dass es keine simultanen
vollstindigen Funktionensysteme fiir auch nur zwei verschiedene Drehimpulskomponenten geben kann, weil
diese untereinander nicht kommutieren. Wir kénnen also nur einen vollstindigen Satz fiir eine Drehimpuls-
komponente angeben. Dafiir wihlt man gewohnlich L;, und zwar aus dem Grunde, dass fiir die Standardku-
gelkoordinaten die 3-Achse als Polarachse ausgezeichnet ist.

. . . . . =2
Als weiteren mit dem Drehimpuls zusammenhingenden Operator betrachten wir das Betragsquadrat L~ = L?
des Drehimpulses. Wir konnen leicht zeigen, dass dieser Operator mit allen drei Drehimpulskomponenten
vertauscht:

(120, ]=[L;L; L | =L [ L, L |+ L Ly L) =iej (L1, + L, L) =0. (C.3.13)

Also kénnen wir L2 und L, simultan diagonalisieren.
Auflerdem sind die drei Drehimpulskomponenten selbstadjungierte Operator auf L2, denn

"= xxf=pxz=ixp=L (C3.14)

Dabei gilt die letztere Gleichung, weil die im Kreuzprodukt auftretenden Operatorprodukte immer Orts- und
Impulsvektorkomponenten in verschiedenen Richtungen beinhalten und diese gemif3 (C.3.10) kommutieren.

Damit bilden die simultanen Eigenfunktionen von L? und L, ein vollstindiges Orthonormalsystem im Hil-
bert-Raum L?. Wir zeigen nun, dass in Kugelkoordinaten die Drehimpulskomponenten nur von den Winkeln
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(4, ¢) und Winkelableitungen abhingen, d.h. das besagte Orthonormalsystem gestattet die Entwicklung be-
liebiger auf der durch (&, ¢) Einheitskugeloberfliche Q2 definierten Funktionen. Dabei ist das Skalarprodukt
entsprechend dem Skalarprodukt fiir Z?(R?)-Funktionen fiir Funktionen £,(¢, ¢) und £ (9, ¢) durch

7T

27
Filh) = f 49 [ def(8,0)1(0,9) (C3.15)

0 0

definiert.
In der Tat folgt mit (B.1.15) fiir beliebige Funktionen ®(x)

- o 1 1
A=L®=—ixXx x V& = —ie. X(_)aq%i-_) —3@):—'<43<I>—_> —3@) C.3.16
1X ie, x (epog®+e, =30, i\ &=y =g ( )

Nun gilt fiir ein beliebiges Vektorfeld

JA=—iEx V) A=—if - (¥ x A) = —i
sin?

wobei wir im letzten Schritt (B.1.16) verwendet haben. Setzen wir hierin (C.3.16) ein, erhalten wir

[3(sin94,)—3,45], (C3.17)

o - 1 1
Po=1.A=—— [a§<sinﬁa§q>)+ , a%]. (C3.18)
sin ¢ sing ?
Wir bemerken fiir die spitere Verwendung noch die wichtige Formel
1 {5
AD = ~9(rd)— —128. (C.3.19)
7 72

Schliefflich bendtigen wir noch die kartesischen Komponenten von L. Diese erhalten wir aus (C.3.16) mit

cos¥ cos ¢ —sing
eg = | cosUsing |, Egp =| cosg |. (C.3.20)
—sind 0

Dies in (C.3.16) eingesetzt liefert schliefilich

L, —sinpdy® —cot ¥ cos 0, P
®=—i| cospdy®—cotdsin goé’goq) . (C3.21)
J,®

C.4 Sphirische Bessel-Funktionen

C.5 Zylindrische Bessel-Funktionen
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Anhang D

Partielle Differentialgleichungen

In diesem Anhang stellen wir einige mathematische Grundlagen zu den in der Elektrodynamik auftreten-
den partiellen Differentialgleichungen auf. Dabei sind von besonderer Bedeutung die Laplace- und Poisson-
Gleichungen fiir die Elektro- und die Magnetostatik sowie die Wellengleichung fiir zeitabhingige Felder.

D.1 Laplace- und Poisson-Gleichung

D.2 Die Wellengleichung

Wir betrachten die (inhomogene) Wellengleichung zunichst fiir Felder im ganzen Raum, d.h. ohne Randbe-
dingungen bis auf die, dafl wir annehmen, daf} die Felder im Unendlichen zu jeder Zeit ,hinreichend schnell“
verschwinden. Dies werden wir im folgenden noch zu prizisieren haben.

Es gentigt fiir diesen Anhang ein einzelnes skalares Feld ¢(x) zu behandeln, und wir bedienen uns im folgen-
den der relativistisch kovariant Schreibweise. Die Wellengleichung konnen wir in der Form

D¢:3p3“¢:<%3[2—A>¢:] (D.2.1)

schreiben. Dabei ist | eine vorgebene Funktion. Wir wollen im folgenden eine Losung fiir das Anfangswert-
problem herleiten, d.h. wir suchen eine Losung der Wellengleichung fiir vorgegebene Anfangswerte

Pt =0,X)=a(x), G,¢(t,X)],= = b(X). (D.2.2)

Wir wollen sowohl zeigen, dafl eine Losung unter geeigneten Voraussetzungen an die vorgegebenen Funktio-
nen J, a und b stets existiert und eindeutig ist.

Wie bei der Laplace- und Poisson-Gleichung sind dabei die auf den vierdimensionalen Minkowskiraum ver-
allgemeinerten Greenschen Integralsitze und eine Green-Funktion des d’Alembertoperators A entscheidet.
Fiir die Greensche Funktion verwenden wir sowohl aus physikalischen wie Bequemlichkeitsgriinden die re-
tardierte Green-Funktion, die wir im Haupttext in Abschnitt ausfiihrlich besprochen haben:

Gret(t,az)—ié\<t—m>. (D.2.3)

ek ¢
Wie wir dort gezeigt haben, erfiillt sie die Gleichung

0G... = 8W(x) = 28(1)8O(F) (D.2.4)

ret —
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und die Retardierungsbedingung G, (#,%) =0 fiir £ < 0.

Um das Anfangswertproblem (D.2.2) zu 18sen, nehmen wir an, wir hitten eine Losung des Anfangswertpro-
blems gefunden und wenden den vierdimensionalen Gaufischen Satz im Minkowski-Raum auf
das Vektorfeld

V(') = @) Grop(x —x') = Gr(x —x") 3 p(x) D.2.5)
an. Das Vierervolumen V® sei durch den riumlich unendlich ausgedehnten Hyperzylinder, der durch 0 <
t' <t +0T definiert ist, gegeben.

Zunichst gilt

G V") = (x)O Gregx — %) = Groy(x — 2" )T b(x)
= (x")8W(x —x') = Go(x —x") (),
wobei wir im letzten Schritt bzw. verwendet haben. Integrieren wir also iiber V* und
verwenden (B.2.24), erhalten wir

¢(x)_ d4XGret< /)](X/)
7C) (D.2.7)
:_Jﬂ@ d3£/[¢( )3 Gret( /)_ ret 3 ¢ ] 0=0"

(D.2.6)

Dabei trigt die obere Deckfliche des Hyperzylinders bei x” = x° +0* nichts zur rechten Seite bei, weil dort
sowohl Gret( —x")=0als auch g G, (x —x") = 0 sind. Setzen wir nun die Anfangsbedingungen ein,

erhalten wir

x) :f d4xGret(x—x/)](x/)—J d35c'/[ (X)) G, o(x x/)—Gret(x—x/)b(a?/)]

e K (D.2.8)

= f d4xGret(x_x/)](x/>+f d39_C>/|: (_)/>3 Gret( x/)+ Gret(x_x/)b(il)]x@:o’
\% 4) R3

Wir kénnen nun die Integrale unter Verwendung der expliziten Form der retardierten Green-Funktion
auswerten. Beim Vierervolumenintegral fiihren wir die x"%-Integration aus, wobei wir darauf zu achten haben,
daf} das Integral iiber das Intervall [0, x° + 0] erfolgt. Es ergibt sich schliellich

O |z_3/. 3
f d4xGret( )](X/): d3)—5/®(x0_|)—c>_?-c>/|)](x |x | )
%S

R? 4rr|x —X'|

In dem dreidimensionalen Volumenintegral in (D.2.8) substituieren wir ¥’ = % + R, d.h. &%’ = d*R’ und
fiihren Kugelkoordinaten fiir R ein. Dann erhalten wir fiir das erste Integral

(o) R 0__ o]
f dR dZQRRza(E-l—R)&’OM:—J. dR dZQRﬂa(erR)aRé‘(x —R)
0 s 47R 0 s 471
D.2.10)
£0.2.% Ca(X +x°8g)
S, R0 47 ’

wobei S, die Einheitssphire um R = 0 bezeichnet. Geht man analog fiir das zweite dreidimensionale Volu-

menintegral in vor, folgt schliefilich
[ a6 —EE)
¢( ) J|x —X|<x?

4rt|Xx — x|

) U e s N (D.2.11)
+ | d QEE{X b(% +x°eg) + A x"a(x + x°¢)]} .
s,
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D.2. Die Wellengleichung

Daf} dies tatsichlich erfiillt, weist man am besten iiber die unintegrierte Form nach. Anwen-
den des D’Alembert-Operators auf den ersten Term liefert im Integranden &®)(x — x’)J(x’), und fiir x° > 0
erhilt man in der Tat J(x). Der zweite Term liefert 0, da wegen x° > 0 die Greenfunktion mitsamt ihren
Ableitungen bei x” identisch verschwindet. Die Anfangsbedingungen sind offenbar auch erfiillt, denn fiir
x° = 0 verschwindet der erste Term, da dort die Kugel, iiber die integriert wird zu einem Punkt zusammen-
schrumpft. Im zweiten Integral trigt fiir x° — 0% nur der zweite Term beim und nach Ausfiihren der x°-
Ableitung mittels Produktregel, erhilt man

$6°=00)=

d*Q, ia(z) =a(%). (D.2.12)
Sl 47'[.'

Fiir die x°-Ableitung bemerken wir, daf§ vom ersten Term in derselben Rechnung fiir x° — 0" wie eben 4(X)
resultiert. Fiir den zweiten Term miissen wir den Integranden genauer betrachten:

H[x°a(Z 4 x%z)] = 20ha(X + x°eg) + x°Fla(x + x°¢)
=265 - Va(X +x°¢5) + x° a3 + x%&) (D.2.13)

+ - -
= 2ex-Va(x).

Nun ist aber, € in kartesischen Koordinaten ausgedriickt,

. - cosgsin ¥ n 0 1 0
d*Qzex :J dd dysind | singsind :f ddsind| 0 :j du{ 0 |=0. (D.2.14)
5 0 0 cost? 0 cos -1 u
Dabei haben wir im letzten Schritt # = cos ¥ substituiert. Schliefilich ergibt sich
AHP(0,%) = b(X), (D.2.15)

d.h. die Randbedingungen sind erfiillt.

Die Verwendung der retardierten Green-Funktion in der obigen Rechnung erscheint nun zwar bequem und
physikalisch einleuchtend, ist aber doch willkiirlich. Wir zeigen nun, daf§ andererseits die Losung eindeutig
ist. Seien dazu ¢, und ¢, zwei Losungen des Anfangswertproblems (D.2.1). Dann gilt fir w = ¢; — &,

offenbar

Ow=0, w(0,%)=3dw(0,%)=0. (D.2.16)
Betrachten wir nun den Ausdruck
() =3 {{Be@P+ Vo) D217
und bilden die Zeitableitung, ergibt sich
Fye(x) = dw(x) A w(x) + Vw(x)dVw(x). (D.2.18)

Integrieren wir dies iiber den ganzen Raum ¥ € R? ergibt sich

d - - = = -
— | Pre(x)=| PR Gw(x)dw(x)+Vo(x) - Vow(x)]=| $Pidw(x)Ow(x)=0  (D.2.19)
dr R3 R3 R3

Dabei haben wir im vorletzten Schritt den zweiten Term partiell integriert und angenommen, dafy w(x) im
raumlich unendlichen schneller als 1/|X| verschwindet, so daf} keine Oberflichenintegrale beim partiellen
Integrieren tibrig bleiben. Im letzten Schritt haben wir O = 0 verwendet. Damit ist also

d’Xe(x) = const. (D.2.20)
R3
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Fiir x° = 0 folgt mit den Anfangsbedingungen (D.2.16), daf} dieses Integral folglich identisch verschwindet.
Da €(x) > 0 folgt schliefflich Ve = dyw =0, d.h. w = const und wiederum wegen der Anfangsbedingungen

w = 0, d.h. es folgt fiir die beiden Losungen ¢, und ¢, des Anfangswertproblems (D.2.1}D.2.2

notwendig ¢, = ¢,, d.h. das Anfangswertproblem ist eindeutig 16sbar, und die Lsung ist durch (D.2.11
gegeben.
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