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1. Einleitung

1. Einleitung

Differentialgleichungen spielen in der htheren Mathematik und Physik eine wichtige
Rolle, werden aber nicht vom Lehrplan der gymnasialen Kollegstufe erfasst und sind,
wenn tberhaupt, lediglich ein Randthemain den Analysisstunden.

Das Bemerkenswerte an Differentialgleichungen ist, dass vor allem Veranderungen von
bestimmten Grof3en relativ einfach als Differentialgleichung formuliert werden kénnen,
was die Berechnung wesentlich vereinfachen kann.

Die vorliegende Arbeit will nun zunéchst in das Gebiet der gewdhnlichen Differential-
gleichungen einfihren, wichtige Grundbegriffe erkléren, Losungsmethoden fur Diffe-
rentialgleichungen aufzeigen, wobei auch mathematische Sonderfélle wie die Bernoul-
li’ sche und Riccati’ sche Differentialgleichung behandelt werden, anschlief3end auf eini-
ge praktische Anwendungen von Differentialgleichungen aus der Physik, Biologie und
der zwischenmenschlichen Kommunikation eingehen und schliefflich zwei Algorithmen
zur numerischen LAsung von Differential gleichungen vorstellen.

Dabei werden die einzelnen Themenschwerpunkte durch Beispiele und Graphen ver-
deutlicht; Loésungsmethoden, Gleichungen und Modelle werden nachvollziehbar herge-
leitet, so dass die gesamte Arbeit mit den Mathematikkenntnissen eines Kollegiaten im
Leistungskurs Mathematik nachvollziehbar und verstandlich ist.

Wo aus Grinden der Komplexitét des Themas die Behandlung nicht mehr moglich ist,
wird auf weitere Literatur verwiesen, so dass man, falls Interesse bestehen sollte, auch

selbststéndig weiter in die Materie vordringen kann.



2. Definition einer Differentialgleichung

2. Definition einer Differentialgleichung

Die ersten Gleichungen, denen man begegnet, sind solchewie

1+1=2 oder 2[3=6.

Der Term auf der linken Seite ist gegeben und der Schiler hat die Aufgabe, die Losung
auf der rechten Seite einzusetzen.

Spéter lernt man dann, Gleichungen der Form

x*-2x-3=0 (1)

zu l6sen, beispielsweise mit der quadratischen Losungsformel:

~(-2)%(-2) -400-3)

aus = 2

X - @
folgt
Xyp = Zi;/E =1+2 mit den Losungen x, =-1 und x, =3.
Wir beschéaftigen uns zunéchst weiter mit der Gleichung
x> —2x-3=0.

Diesem Problem kann man nun eine geometrische | Abb. 1
Bedeutung geben, indem man die Gleichung durch y
eine Funktion mit der Zuordnungsvorschrift

y(x) =x* -2x-3 ©)
ausdriickt und nach den Nullstellen dieser Funktion
sucht. Die Zahlenpaare (-1,0) und (3,0) stellen

Punkte auf der x-Achse und gleichzeitig auch die

L dsungen dieses Problems dar. ’ P !
Wird y keinen solchen Beschrdnkungen unterwor- ,

fen, so erhdt man unendlich viele Zahlenpaare

(x,Yy), die die Gleichung erfllen und den Graphen 9

der Funktion, in diesem Fall eine Parabel (siehe y=x2 -2x-3

Abb. 1), bilden.
Nun wird die erste Ableitung der Funktion betrachtet:
y'(x)=2x-2 (4)




2. Definition einer Differentialgleichung

Waére nur diese letzte Gleichung gegeben, so sttinde man jetzt vor der Frage, wie die

urspriingliche Funktion y(x) lautet. Gelingt die Beantwortung dieses Problems, so hat

man schon eine erste, sehr einfache Differentialgleichung gelost.
Da die Differentialgleichung durch das Ableiten einer Funktion entstanden ist, liegt es
nahe, die Lésung mit Hilfe der Integration zu suchen. Beide Seiten werden nun unbe-

stimmt nach xintegriert:

[y'(9dx = [(2x~2)dx (5)

Man erhélt:

y(X)+k =x*-2x+Imit k,/00 und ersetzt die Differenz der Integrationskonstanten

k und | durch eine Konstante c:

Aus
y(X) = x* =2x+ (1 -k) (6)
folgt
y(X) = x* = 2x+cmit cO0 (7).

Die Losung der Differentialgleichung y'(X) = 2x -2 ist aso eine Parabel schar mit einer

willkUrlichen Konstanten. Da

Abb. 2
sich die urspringliche Parabel in ,
dieser Schar befinden muss, setzt 4
man beispielsweise einen be- c=1 x -0
kannten Punkt aus (3) ein:
Einsetzen von (-1,0) 2

0=(-1)*-2(-D)+c zeigt, dass

c den Wert ¢c=-3 annimmt;

man erhélt also wieder die Para-
bel y(x) =x*-2x-3.

Auch das Einsetzen eines belie-
bigen Punktes

Po (X, ¥o) = (%0, %5 =2% —3)

der urspringlichen Parabel flhrt

auf

y(X) = x* -2x+c fur c=-4,-3,01




2.1 Allgemeine und partikul &re Lésung

X, —2X, —3= X2 —2x, +c und damit wieder auf ¢ =-3.

An Hand dieses einfachen Beispiels lassen sich bereits einige wichtige Begriffe erkl&a
ren:

Als Differentialgleichung bezeichnet man eine Gleichung, die auf3er unabhangigen Ver-
anderlichen und einer oder mehreren Funktionen dieser Veranderlichen auch noch Ab-

leitungen dieser Funktionen nach den unabhangigen Veranderlichen enthalt.!

2.1 Allgemeine und partikuléare L 6sung

Da die Loésung der Differentialgleichung durch Integration erhalten wurde, werden die
Ldsungen einer Differentialgleichung auch ihre Integrale genannt. Eine Differentialglel-

chung zu l6sen heif3t demnach, alle Funktionen y(x) zu bestimmen, die mit ihren Ablei-

tungen in die Differentialgleichung eingesetzt fur alle x der Schnittmenge der Definiti-
onsbereiche der Funktionen und ihrer Ableitungen eine wahre Aussage ergeben. Dies
setzt natUrlich voraus, dass as Losungen lediglich differenzierbare — und damit stetige —
Funktionen in Frage kommen. Weiterhin werden in dieser Arbeit lediglich reelle Funk-
tionen betrachtet.

Im Beispiel erhielt man zunachst in (7) eine unendliche Menge von Funktionen, die die
Differentialgleichung y'(x) =2x—-2 erflllten und sich nur durch eine willkurliche Kon-
stante unterschieden. Die Gesamtheit dieser Funktionen wird als allgemeine Ldsung
oder allgemeines Integral der Differentialgleichung bezeichnet, wohingegen eine ein-
zelne Funktion der Schar partikuldre Lésung oder partikul&res Integral genannt wird.?

2.2 Anfangswertproblem

Die partikulare Losung y(x) = x> —2x-3 wurde im Beispiel durch die Bedingung er-

halten, dass die Losungskurve durch einen bestimmten Punkt P, gehen sollte.

1vgl. Bronstein, I. N., Semendjajew, K.A., Musiol, G., Miihlig, H.: Taschenbuch der Mathematik. Frank-
furt/Main, Thun 1999%, S. 482.
Hier ist zu beachten, dass auch (4) schon eine Differentialgleichung ist, auch wenn Y(X) nicht direkt
in der Gleichung vorkommt. (Vgl. hierzu: Wenzel, H.: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Mathe-
matik fir Ingenieure und Naturwissenschaftler, hrsg. v. G. Zeidler. Stuttgart, Leipzig 19947, S. 9).
2\V/gl. Bronstein, S. 482.
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2.3 Gewohnliche Differentialgleichung, Ordnung der Differentialgleichung

Einen solchen vorgegebenen Wert y(x,) =Y, bezeichnet man als Anfangswert, wobei
an einer Stelle x, so viele Forderungen an die Funktion und ihre Ableitungen gestellt

werden miissen, wie der Grad der Differentialgleichung ist.® Eine Differentialgleichung

mit vorgegebenen Anfangswerten wird als Anfangswertproblem bezeichnet.*

2.3 Gewohnliche Differentialgleichung, Ordnung der Differentialglei-
chung

Kommen in einer Differentialgleichung nur Ableitungen von lediglich einer unabhéngi-
gen Veranderlichen vor, so bezeichnet man diese Differentialgleichung al's gewohnliche
Differentialgleichung® n-ter Ordnung, wobei n der Grad der hichsten nicht ver-

schwindenden Ableitung ist.

2.4 Linear e Differentialgleichungen

Treten weiterhin die unbekannte Funktion y(x) und ihre Ableitungen y'(x), y"(X), usw.

nur in der ersten Potenz auf und nicht in gemischten Gliedern wie beispielsweise

y(X)y'(X), so bezeichnet man diese Differentialgleichung als gewohnliche lineare Dif-

ferentialgleichung n -ter OrdnungP.

2.5 Explizite und implizite Differentialgleichungen

Des Weiteren konnen Differentialgleichungen in explizite und implizite Differential-
gleichungen eingeteilt werden, wobei jedoch in der Literatur verschiedene Definitionen

verwendet werden.

$\gl. Furlan, P.: Das gelbe Rechenbuch 3: Gewshnliche Differentialgleichungen, Funktionentheorie,
Integraltransformationen, partielle Differentialgleichung. Rechenverfahren der Hoheren Mathematik
in Einzelschritten erkl&rt. Dortmund 1996, S. 2.

“Vgl. Luther, W., Niederdrenk, K., Reutter, F., Y serentant, H.: Gewdhnliche Differentialgleichungen.
Analytische und numerische Betrachtung. Braunschweig 1987, S. 4.

*Vgl. Furlan, S. 1.

®vgl. Precht, M., Kraft, R., Voit, K.: Mathematik ... fiir Nichtmathematiker 2: Funktionen, Folgen und
Reihen, Differential- und Integralrechnung, Differentialgleichungen, Ordnung und Chaos. Miinchen,
Wien, Oldenbourg 1994°, S. 270.
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2.6 Homogene und inhomogene Differentialgleichungen

Waéhrend einige Autoren definieren, dass eine Differentialgleichung genau dann ,,expli-
zite Differentialgleichung” hief3e, wenn sie nur nach der hochsten vorkommenden Ab-
leitung auflésbar sei’, kann man auch oft die Definition finden, dass eine Differential-
gleichung genau dann ,, explizite Differentialgleichung* hief3e, wenn sie bereits nach der
hochsten Ableitung aufgelost ist®; explizite Differentialgleichungen stellen also nach
dieser Definition lediglich eine Teilmenge der nach der hochsten vorkommenden Ablei-
tung auflésbaren Funktionen dar.

Da die Unterscheidung zwischen expliziten und impliziten Differentialgleichungen je-
doch nur zeigen soll, dass fur implizite Differentialgleichungen nicht die selben L6-
sungsverfahren verwendet werden konnen wie fur explizite Differentialgleichungen,
wird in dieser Arbeit nach der ersten, weiter gefassten Definition verfahren.
Differentialgleichungen, die nicht nach der hdchsten vorkommenden Ableitung aufl8s-

bar sind, hei3en ,,implizite Differential gleichungen".

2.6 Homogene und inhomogene Differentialgleichungen

Schliefdlich lassen sich Differentialgleichungen noch nach ihrer Homogenitét unter-
scheiden:

Zunéchst geht man von einer einfachen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung aus:
a(x)y'(x) +b(x) y(x) = c(x) 8
Aus der Eigenschaft ,, 1. Ordnung” folgt

ax) # 0

und man dividiert ohne Einschrénkung der Allgemeinheit beide Seiten durch a(x):

y' () +k(x)y(x) =1(x) 9)

Die Funktion c(x) aus (8) beziehungsweise |(x) aus (9) wird als Storglied bezeichnet.
Ist c(x) =0 beziehungsweise ist |(x) =0, so bezeichnet man die Differentialgleichung

als homogen, andernfalls als inhomogen.

"Vgl. Brochhagen, H. J.: Differentialgleichungen im Leistungskurs. In: Der Mathematikunterricht, Jahr-
gang 41/2 (Mérz 1995), S. 13. Siehe auch: Brongtein, S. 48 und Wenzel, H.: Gewdhnliche Differenti-
algleichungen. Mathematik fr Ingenieure und Naturwissenschaftler, hrsg. v. G. Zeidler. Stuttgart,
Leipzig 1994', S. 11.

8Vgl. Furlan, S. 2. Siehe auch: Bachmann, H.: Einfiihrung in die Analysis. Theorie — Aufgaben — Ergeb-
nisse. Teil 3: Integrieren — Differenzieren |1. Zirich 1975, S.114.



2.7 Der Existenzsatz von Cauchy

2.7 Der Existenzsatz von Cauchy

Nach dieser Klassifizierung der Differentialgleichungen ist noch festzustellen, dass es
nicht immer moglich ist, eine allgemeine Lésung durch eine Formel auszudriicken.

Nach dem Existenzsatz von Cauchy existiert jedoch fur die Differentialgleichung

y'(X)= f(x,y) (eineDifferentialgleichung 1. Ordnung) (10)

wenigstens eine Losung, die den Anfangswert y(X,) =y, erfullt und in einem Intervall
um X, definiert und stetig ist, wenn die Funktion f(x,y) in einer Umgebung G des
Punktes (X,,Y,) , die durch das Rechteck [|x —x,|<a]x[|y—y,|<b] festgelegt ist, stetig
ist.?

Dieser Existenzsatz gilt auch fur explizite Differentialgleichungen n-ter Ordnung, da

diese immer auf ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung zurickgefuhrt

werden kénnen, wel ches ein eindeutig bestimmtes L ésungssystem besitzt.*

2.8 Moglichkeiten der graphischen Dar stellung von Differentialglei-
chungen

Die Tatsache, dass eine allgemeine Lésung einer Differentialgleichung jedoch immer
von mindestens einer willkirlichen Konstanten abhangig ist, fuhrt zu Problemen bei der
graphischen Darstellung der L6sung von Differential gleichungen.

In der Literatur sind drei Grundmodelle der graphischen Darstellung tblich, die hier

anhand der Differentialgleichung y'(x) = ﬁ vorgestellt werden sollen™:
Y(X

°Vgl. Bronstein, S. 482.
0v/gl. Bronstein, S. 493.
" Wiein der Literatur tiblich, wird von nun ab aus Griinden der Ubersichtlichkeit in den Rechnungen

gatt Y(X), y'(X) nurnoch y,y' geschrieben.
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2.8 Mdglichkeiten der graphischen Darstellung von Differentialgleichungen

Die erste, mit am haufigsten verwendete Methode ist das Einzeichnen von kleinen Tan-

gentenstiicken, die das sogenannte Richtungsfeld der L ésungen bilden (siehe Abb. 3).
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Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Tangentenstiicke durch kleine Vektorpfeile

Abb. 4
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Zu ersetzen (siehe Abb. 4); diese
Art der graphischen Darstellung
wird vor alem in Bichern zu
dem
» Mathematica’

Computeral gebrasystem
von Wolfram
Research verwendet, da hier
eine bereits vordefinierte Funk-
tion ,, PlotVectorField* nur leicht

verandert werden muss.*?

2 Die Befehle, die zur Erzeugung des Graphen verwendet wurden, sind im Anhang auf S. 62 aufgefihrt.
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2.8 Mdglichkeiten der graphischen Darstellung von Differentialgleichungen

Die dritte Methode ist das exakte Ausrechnen der allgemeinen Losung und das an-
schliefiende Zeichnen

Abb. 5 der  Funktionenschar

y fur einige ausgewahlte
Werte der Konstanten
3 (Siehe Abb. 5); auch
hier wurde der Graph

2 mit Hilfe von ,Ma
- thematica* erzeugt.*®
~ X

Der Graph der allgemeinen Lésung

1/3

5173 (3C+’\/4+9(C—X)2 -3x)

(3C+\/4+9(C—X)2—3X)1/3 2173

fur c=-5-4;...;4;5 (dabel entspricht die obere hellgriine Kur-
ve einem Parameterwert von ¢ = -5, das leicht dunklere Grun
der Kurve darunter einem Parameterwert von ¢ = —4 usw.

Auf diese Weise ist es moglich, den Kurven die entsprechen-
den Parameter zuzuordnen, da die Abfolge immer gleich ist:
der kleinste Wert des Parameters gehdrt immer zu der hellgri-

nen Kurve usw.)

Im Folgenden werden die L&sungen, je nachdem, was fur das spezielle Problem geeig-
net ist, entweder durch Graphen nach Abbildung 3 oder durch solche nach Abbildung 5
dargestellt.

13 Auch dieses Beispiel ist mit alen Listingsim Anhang auf S. 63 f aufgefiihrt.
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3. Beispiele und Losungsverfahren fur Differentialgleichungen

3. Beispiele und L 6sungsver fahren fur Differentialgleichungen

Eine erste praktische Anwendung von Differentialgleichungen zeigt beispielsweise fol-

gendes Bevol kerungswachstumsmodel 1'#:

Die Anderung einer Bevilkerungszahl AN(t) im Zeitintervall At ist gegeben durch die

Formel
AN(t) - N(t +At) — N(t) (12)
At At
und die Wachstumsrate R(t) durch
— AN()
R(t) = NOA (12)

Der Anfangswert sei N(t,) = N, und R(t) lasse sich als die Differenz der konstanten

Geburtsrate b und der konstanten Todesrate d schreiben:

R(t)=b-d =R (13)
Aus (12) und (13) folgt dann

AN(t) = (b—d)N(t)At (14)
was dann eingesetzt in (11)

(b—d)N(t)At = N(t +At) — N(t) (15)
beziehungsweise

N(t+At) = N(t)@+ (b-d)At) (16)
ergibt.

Bel grofleren Bevolkerungszahlen wird nun davon ausgegangen, dass man zur Verein-

fachung N(t) durch eine stetig differenzierbare Funktion y(t) ersetzen darf und (16)
wird nach Grenzibergang zu

lim Y (L+HA) —y(t) _
At-0 At

Gesucht ist also eine Funktion, die abgeleitet bis auf einen Faktor unverandert bleibt,

y(t) :ﬁY(t); Y(to) = Yo-

was auf e-Funktionen zutrifft. Bedenkt man dann noch das Anfangswertproblem,

kommt man schnell auf die Lésung y(t) = y,e~ ™ (7).

“vqgl. Luther, S. 2.
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3.1 Trennung der Variablen

Um grundsétzlich in der Lage zu sein, einfache Differentialgleichungen zu |6sen, mis-
sen jedoch noch einige elementare Integrationsmethoden bekannt sein.
Das einfachste Verfahren ist natirlich, falls es anwendbar sein sollte, das blof3e Integrie-

ren wie in Gleichung (5).

3.1 Trennung der Variablen

Eine weitere relativ einfache Integrationsmethode ist die sogenannte Trennung der Va-
riablen®.
Dieses Verfahren beschrankt sich auf gewohnliche explizite Differentialgleichungen

erster Ordnung mit trennbaren Veranderlichen fur die Funktion y = y(x), aso Differen-
tialgleichungen der Form

y' =g(x)h(y) (18).

g ist also ausschliefdlich von x, h ausschliefdich von y abhangig.

Die Herleitung des L dsungsverfahrens beginnt zunéchst mit folgendem Satz:

»1st y =Y, eine Nullstelle der gegebenen Funktion h(y) (...), d.h. gilt h(y,) =0, soist
die konstante Funktion

y=Yy(¥) =y, (xODy),

auch geschrieben

y(x) =y, (xUDy),

(...) eine Losung der Differentialgleichung [(18)].« %

Um diesen Satz zu beweisen, setzt man y(x) =y, indie Differentialgleichung (18) ein.

Auf der linken Seite steht dann (in Leibniz-Schreibweise)

_dy_d
y T dx dx

wadhrend die rechte Seite wegen h(y,) =0
9(x)h(y,) =0

ergibt; die Differentialgleichung (18) ist damit erfillt, was zu beweisen war.*’

(¥,)=0

5 vgl. Brochhagen, S. 16.

16 \Wenzel, H.: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Mathematik fiir Ingenieure, Naturwissenschaftler,
Okonomen und sonstige anwendungsorientierte Berufe, Bd. 7/1, hrsg. v. G. Zeidler. Thun, Frank-
furt/Main 1981° S. 23.

7vgl. ebd.
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3.1 Trennung der Variablen

Nach der Behandlung dieses Spezialfales wird fr die weitere Herleitung
h(y)#0 (19

vorausgesetzt.

y = y(x) sa eine Losung von (18); dann wird (18) von y = y(x) erfullt und es gilt
Y'(X) = g(x)h(y(x)) mit xOD, .

Wegen (19) kann man auch

BACE

=9(x) (20)
h(y(x))
schreiben. Anschlief3end werden die linke und die rechte Seite integriert:

y'(x)
linke Seite: dx + (21)
j h(y(x)) o

rechte Seite: I g(x)dx+C, (22)

Aus (20), (21) und (22) ergibt sich

Iy &&= Jowscec.

[ hz’;/((’)(())) dx = [ g(x)dx+(C, ~C))

und mit der Vereinfachung C:=C, —C, erhat man

[ hz’;((’)‘()» dx = [ g(x)cx+C (23)

und erkennt, dass sich (21) und (22) nur durch eine additive Konstante voneinander un-

terscheiden.
Auf der linken Seite wird dann durch die Substitution y = y(x) eine neue Integrations-
variable y eingefiihrt’® und die Ableitung von y in der Leibniz-Schreibweise angege-
ben:

dy

_dx

dx=]g(x)dx+C
h(y) j
x)dx+C

h( U =[a(x)
Nach der Durchfiihrung der Integration (wobei auf die Integrationskonstanten verzichtet

wird, dasie bereitsin C enthalten sind) muss nur noch nach y aufgel 6st werden.

Byvgl. ebd., S. 24.
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3.1 Trennung der Variablen

Mit dieser Methode lasst sich beispielsweise die Differentialgleichung y' = y+1 leicht
| 6sen:

Wieman sieht, ist in diesem Beispiel g(x) =1 und h(y) =y+1.

Zunéchst wird die Funktion h(y) auf Nullstellen untersucht, da ihre Nullstellen bereits
Losungen der Differentialgleichung darstellen.

Man findet die Nullstelle y, =-1 und damit die erste Losungsfunktion: die konstante
Funktion y=-1.

Anschlief3end wird nach dem Losungsmuster vorgegangen:

Y o11+y)
dx

d
Iﬁ:jldx+c

Nach f 1;((:(()) dx = In(| f (x))) + ¢ folgt:

In(1+y)=x+c; cOO

L+ y =€

1+y|=e'e

man subgtituiert C, := +e°:

1+y=Ce*; C, %0

und schreibt fur die allgemeine Lésung (mit y(x) = -1)

y(x)=Ce* -1, COO

Abbildung 6 zeigt einige Lésungskurven im Richtungsfeld der Differential gleichung.
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3.2 Losung einer expliziten gewohnlichen linearen Differentialgleichung erster Ordnung

Abb. 6
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3.2 Losung einer expliziten gewohnlichen linearen Differentialglei-
chung erster Ordnung

Des Weiteren gibt es einen vorteilhaften Lésungsweg fur explizite gewohnliche lineare
Differentialgleichungen erster Ordnung, wobel der Lésungsweg von der Homogenitét

der Differential gleichungen abhangig ist:

3.2.1 Losungsverfahren fur explizite linear e gewdhnliche homogene Differential -
gleichungen

Dazu werden zunachst nur die expliziten gewdhnlichen linearen homogenen Differenti-
algleichungen betrachtet, die die Form
a(X)y +a,(x)y=0

oder

p_ () .
y' = 2.(%) Y a,(x) 20, xtUD (24)

haben, wobei D der gemeinsame Definitionsbereich der beiden Koeffizientenfunktio-
nen a,(x) und a,(x) ist™.

(24) ist nun eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen mit

¥yvgl. ebd., S. 29.
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3.2.2 Loésungsverfahren fir explizite lineare gewdhnliche inhomogene Differentialgleichungen mit Hilfe

der Variation der Konstanten

8, (%)
a(x)

9(x) =- und h(y)=y.

Die Anwendung des Satzes von Seite 13 zeigt, dass
y(x)=0 (25)
eine Losung von (24) ist.

Fur y # 0 ist das Verfahren der Trennung der Variablen anwendbar:

dy _ _a(¥)
dx  a(X)
dy __a(®)
y &)

Unbestimmte Integration ergibt

J’ﬂ:—jao(x) dx+C,; C, 00
y a (%)

und esfolgt

mdy|>=—j%dx+cl

FEG: Tan®
=e%e

Nach der Substitution C, := +€“ ergibt sich

[y,
y(x)=C,e 2 . C,#0 (26)
und die Lésungen (25) und (26) kdnnen nun in
(204,
y(x) =Ce "™ coo (27)
zusammengefasst werden.

3.2.2 Losungsverfahren fur explizite linear e gewdhnliche inhomogene Differential-
gleichungen mit Hilfeder Variation der Konstanten

Fur die expliziten gewohnlichen linearen inhomogenen Differentialgleichungen lasst
sich nachweisen, dass ihre allgemeine Losung gleich einer partikuléren Lésung der in-

homogenen Differentialgleichung plus der allgemeinen Lésung der zugehorigen homo-
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3.2.2 Loésungsverfahren fir explizite lineare gewdhnliche inhomogene Differentialgleichungen mit Hilfe

der Variation der Konstanten

genen Differentialgleichung ist, wobel aber nicht jede explizite gewdhnliche lineare
inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung in eine Differentialgleichung mit
trennbaren Variablen Uberfihrbar ist.

Die algemeine LOosung einer expliziten gewohnlichen linearen inhomogenen Differenti-
algleichung lautet also immer

y) =y, (X + ¥, (X),

was sich relativ einfach beweisen | &sst”:

y,und y, seien Lésungen einer expliziten gewohnlichen linearen inhomogenen Diffe-
rentialgleichung

a(x)y +ay=9(x) (28)

mit a,(x) 20 und 90 # O

Also erhdt man beide Male, wenn man diese Ldsungen in (28) einsetzt, g(x).

Nun betrachtet man y =y, -y, .

Setzt man yin (28) en, erhdlt man

a, (Y +a,y =0

y ist also eine Lésung der zugehorigen homogenen Differential gleichung.

Y=Y

Setzt mandann y, = Y,, soistjedeLOsung y, durch y, =y, +Y, gegeben, was zu
beweisen war.

Um die benttigte partikuldre Losung zu erhalten, wird haufig das Verfahren der Varia-
tion der Konstanten verwendet.

Man geht von einer expliziten gewohnlichen linearen inhomogenen Differentialglel -
chung erster Ordnung (28) aus?

und fuihrt eine neue Variable y ein, die mit der L6sung y,, der zugehorigen homogenen

Differentialgleichung

2 \/gl. Hees, H. van: Lineare Differentialgleichungen, S. 11.

2 \/gl. Wenzel, H.: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Mathematik fiir Ingenieure, Naturwissen-
schaftler, ©Okonomen und sonstige anwendungsorientierte Berufe, Bd. 7/1, hrsg. v. G. Zeidler. Thun,
Frankfurt/Main 1981° S. 31.
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3.2.2 Loésungsverfahren fir explizite lineare gewdhnliche inhomogene Differentialgleichungen mit Hilfe

der Variation der Konstanten

[y +a,ly=0
bis auf die Konstante C identisch ist

_[20(X) 4
Y, ay(x)

y=e

Anschlief3end stellt man eine partikulére Losung y, auf, indem man die Konstante aus

(27) durch die noch zu bestimmende Funktion v(x) ersetzt:

Y =V(X)Y(X) (29)
In die linke Seite von (28) eingesetzt erhdt man
a [(vy)" +a, Wy

Wegen der Produktregel kann die Klammer auch als Summe geschrieben werden:

a (Vy' +Vy) +awy

aVvy' +aVvy+a,vy

v(ay' +ay) +aVvy

Der Term in der Klammer stellt nun die linke Seite der zugehdrigen homogenen Diffe-
rentialgleichung dar; da y eine Losung dieser Differentialgleichung darstellt, wird die
Klammer selbst O und fur die linke Seite bleibt lediglich

'}

aVvy

Also erhdt manin (28) eingesetzt

avy=g(x

fur v die Differentialgleichung

yo_ 90

a (x)y(x)

und findet v(x) schliefdich durch unbestimmte Integration

9(x)
V= I a () y(X)
Dabel kann auf die Integrationskonstante verzichtet werden, da ja nur irgendeine parti-
kulére Losung der Differentialgleichung in (29) gesucht wurde.

Man erhélt aso die allgemeine Losung durch
y(X) =V(X) ¥(X) + ¥, (X) (30)
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3.2.2 Loésungsverfahren fir explizite lineare gewdhnliche inhomogene Differentialgleichungen mit Hilfe

_[20) 4y
dx e a(X)

9(x)

1200

a,(x)e 2%

oder zusammengefasst:

+ Ce a(x)

y(3) =

_[2(¥) 4

a<1(><) (J‘

g(x)

+C)
a,(x) y(X)

y(x) =

(2,

der Variation der Konstanten

(3D)

Auch hier wird wieder ein Beispiel zur Anwendung dieses Lésungsweges gerechnet:

Gesucht wird die allgemeine Losung der Differentialgleichung y' + x*y = 2x.

y' +X°y=2x

(32)

Zunéchst wird die algemeine Lésung der zugehérigen homogenen Differentialglei-

chung y'+ x*y = 0 gesucht.

Sie betragt nach (27)

_J'de
Yy (X) =Ce "%

wobei a,(x) =1 und a,(x) = x” ist:

13

Y, (X) = cel™ =ce?

Die partielle Losung wird angesetzt

da
Yp(X) =Vv(x)e
und in (32) eingesetzt:

s s s
Ve d —wle? +xived =2x2
1

14 14
EN N
Ved +yv(x’e® —x%e? )=2x

(33)

Die Klammer verschwindet, was bei der Variation der Konstanten nach dem Ausklam-

mern von v(x) immer der Fall ist.??

1s
Vv = 2xe3

13

1, 1
v(X) = 2] x’e® dx=2e?

(33) lautet jetzt also

2\/gl. ebd., S. 32.
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3.2.2 Loésungsverfahren fir explizite lineare gewdhnliche inhomogene Differentialgleichungen mit Hilfe
der Variation der Konstanten

le Le
3 =

Yo (X) = 2¢% 3 =2

und die allgemeine LOsung ist

W
y(x) =2+Ce * (siehe Abbildung 7 fir C von -5 bis +5 mit einer Schrittweite von 1)

Abb. 7
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3.3 Die Bernoulli’ sche Differentialgleichung

3.3 Die Bernoulli’ sche Differentialgleichung

Eine ganz neue Gattung von Differentialgleichungen erh@lt man, indem man nun an das
Bevdlkerungswachstumsmodell von Seite 12 denkt und Faktoren wie Platzmangel, Nah-
rungsmittelknappheit und Ahnliches bedenkt, die das exponentielle Wachstum nach

(17) unrealistisch erscheinen lassen, damit der Bevolkerung N(t) wegen der genannten
Faktoren auch die Todesrate d steigen wird.

Daraus folgt der Versuch, das Modell realistischer zu machen, indem man die Todesrate
d direkt proportional zu N(t) beziehungsweisezu y setzt®:

d=ky

und (17) wird mit (13) zu

y(©) = (b-ky)y; y(t,) =Y, (34)

oder ausmultipliziert zu :

y(t) =by -ky*; y(to) = ¥ (35)

Die alternative Schreibweise

y(t) -by+ky* =0 (36)

zeigt, dass es sich hierbei um eine separable Differentialgleichung oder eine Bernoul-

li’ sche Differentialgleichung mit konstanten K oeffizienten der allgemeinen Form

y'+P(X)y+Q(x)y" =0, nO0\{0,1} (37)*

handelt.

Diese lasst sich nun durch y" dividieren und man erhélt

y"Y +P(XQ)yT"+Q(x) =0 (38)

Mit der Substitution u=y"™" beziehungsweise u'=(1-n)y™"y geht die Bernoulli-
Differentialgleichung in die lineare Differential gleichung

u'+@-n)P(x)u+@-n)Q(x) =0 (39)

uber.

Hat diese Differentialgleichung die Lésung u(x), so erhdlt man y(x) durch

y() = (U(x)*.

Z\/gl. Luther, S. 14.
% Bronstein, S. 485.
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3.3 Die Bernoulli’ sche Differentialgleichung

Zunéchst erh@lt man mit dieser Methode allerdings nur positive Lésungen y . Ist n>0,

dann ist immer auch y=0 eine Lésung.?

Fur ganzzahlige n existieren auch negative Ldsungen, da, wenn n geradeist, 1-n un-

1
gerade ist und damit y(x) = (u(x))*™ auch fir u(x) <0 definiert ist; aus einer negativen

1
Losung u(x) erhalt man also die negative Losung y(x) = —(-u(x))*". Die algemeine

Losung (abgesehen von der Losung y=0) lautet dann, abhéngig von einer Ldsung
u(x) beliebigen Vorzeichens, wobel sgn die Signumfunktion ist, die fir ein positives
Argument den Wert +1, fur das Argument O den Wert 0 und fir ein negatives Argu-

ment den Wert —1 annimmt;

1
y(x) =[u(3| = BEgn(u(x)) (40). %
Diese LOsung ist dann im negativen x -Bereich lediglich die reelle Losung der Differen-
tialgleichung. Neben dieser LOsung existieren im negativen x-Bereich weitere, kom-

plexe Losungen, die, beispielsweise im Fall der dritten Wurzel, der negativen reellen
27 a7

Losung multipliziert mit e beziehungsweise multipliziert mit e 3 entsprechen. Ist n
dagegen ungerade, dann ist mit y(x) auch immer —y(x) eine Lésung der Differential-
gleichung.”’

Bei einem gegebenen Anfangswert y(x,) =y, hat man dann grundsétzlich zwei Mog-

lichkeiten zur Auswahl: Entweder wird der Anfangswert mit in die Substitution Uber-

1
nommen (u(x,) = y; ") oder man rechnet zunachst die algemeine Lésung aus und be-

stimmt danach die Konstanten so, dass der Anfangswert erfallt wird.

Fur die Anfangsbedingung y(x,) =0 ist bei n>0 die Losung immer durch y =0 ge-

geben.”®

Im Fall des Bevdlkerungswachstumsmodells erhdlt man also aus

% vgl. Furlan, S. 7.

% \Walter, W.: Gewohnliche Differentialgleichungen. Eine Einfilhrung. Berlin, Heidelberg, u.a. 1990%,
S. 24.

“ Furlan, S. 7.

% Ebd.
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3.3 Die Bernoulli’ sche Differentialgleichung

y—by+ky*=0.

nach Division durch y? und Substitution
u+bu-k=0 (41)
mit der LOsung

MU:%+C€% coo. (42)

Die Resubstitution ergibt schlief3dlich die Losung
y=u"
aso

y(t):k;; caagd.

~+Ce™
b

Fir die spezielle Anfangsbedingung y(0) = N, lautet die Losung dann

1
t) =
b bN,

oder weniger umstandlich geschrieben:

be™ N,
b+kN,(-1+€e™)

y(t) =

Fur den Anfangswert y(0) =1 zeigt sich dann folgender Verlauf (Sterblichkeit k =0,3;

die Geburtenrate variiert von b =0.1 bis b =1 mit einer Schrittweite von 0.1):

Abb. 8
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3.3 Die Bernoulli’ sche Differentialgleichung

Im Falle einer konstanten Geburtenrate b=0,3 und verschiedenen Werten fur die

Sterblichkeit k, die von 0,1 auf 1 anwéachst (mit dem selben Anfangswert wie bel Ab-
bildung 8), erhdt man dagegen diese Graphen:

Abb. 9
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Einen @nlichen Verlauf erhdt man auch mit dem sogenannten |ogistischen Wachstum.
Dabei soll die Population einen Maximalwert L nicht Uberschreiten, sondern auf die-

sem Stand stagnieren.®

Es liegt also nahe, eine Gleichung der folgenden Form aufzustellen

y(t) = (b-d)y(t) _w

y-b-d)y+ =Dy =0 “3)

Division durch y®ergibt

(b-d) _,
L

yy-(b-d)y™+

#\/gl. Heuser, H.: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Einfiihrung in Lehre und Gebrauch. Mathema-
tische Leitfaden. Stuttgart 19917, S. 23.
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3.3 Die Bernoulli’ sche Differentialgleichung

Substitution u=y™:

a+b-du-L=9_g

(b-d)
L

Die zugehdrige homogene Differential gleichung hat die Losung
u,(t)y=Ce®®. cOO

u+(b-d)u=

Fur die allgemeine Lésung nach (30) benétigt man nun noch
— - (b-d)t

v = [ = Doy = =) fgoong - €
L L L

und kann dann die allgemeine LAsung zusammensetzen:

(b-d)
u(t) = e gan 4 gt :%+Ce‘“"‘”t; coo

Durch die Resubstitution erhdlt man nach (40)

sgn(E +Ce ™)

y(t) = ‘ ;. Ccono.

= 4 Ce bt

Jetzt soll die Anfangsbedingung y(0) =y, berlicksichtigt werden:

1+C :i

L Yo

C—i E_L_yO
Yo L Ly

und man erhalt
~ Yo _~(b-d)t
n + e
sn(; TR

1 L-Y, o (b=t
L Ly,

y(t) =

; Yo >0

Wegen e ® ' >0, ﬂ>0, Y, >0und L>0 ist L LYo g0t jmmer positiv.
LY, L Ly,

Daher dirfen die Betragsstriche weggel assen werden und die Signumfunktion nimmt
den Wert 1 an:

1
l L- Yo g (b=t
L' Ly,

y(t) =
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3.3 Die Bernoulli’ sche Differentialgleichung

wird zu

glb-d)t

_ Yol
y(t) - (e(b_d)t 0

Dy, +L

und man erhalt fur b=0,4;d =0,3;L =20und y, =4 folgenden Graphen (siehe Abbil-
dung 10)

Abb. 10
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Das Verfahren zur Losung von Bernoulli’ schen Differentialgleichungen und die Prob-

leme, die dabel auftreten konnen, seien am Beispiel der Differentialgleichung

y+y= y4(2x—§) noch einmal verdeutlicht:

, 2
y+y-y(2x-3)=0 (44)
wird zuniachst auf beiden Seiten durch y*dividiert:

-4,

. 2
y y+y3-(2x-§)=0 (45)

die Substitution u=y™ und u' =-3y™y' ergibt die lineare Differentialgleichung erster
Ordnung

U -3u +3(2x—§) -0 (46)
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3.3 Die Bernoulli’ sche Differentialgleichung

oder ausmultipliziert:

u'-3u+6x-2=0 (47)

|6st man diese Gleichung nach u' auf

u'=3u-6x+2

so erkennt man, dass die Ableitung von u immer noch diese Funktion u beinhaltet; es

liegt also nahe, eine e-Funktion als Lésung zu vermuten:

u(x) =Ce* +2x mit CO0O. (48)
mit der Ableitung
u'=3Ce> +2 (49)

Einsetzen in (47) ergibt:
3Ce™ +2-3Ce> -6x+6x-2=0
was zeigt, dass (48) die Gleichung erfllt.
Der Nachwels, dass dies auch die einzige Ldsung ist, geschieht am einfachsten durch
die Annahme einer weiteren Losung V.
Anschliefend betrachtet man die Funktion w(x) :=v(x) —u(X).
Dann subtrahiert man die linke und rechte Seite der Differentialgleichung der Lésung
v(Xx) von der linken und rechten Seite der Differentialgleichung der Losung u(X) :
u'-3u+6x-2=0
- V-3v+6x-2=0

u-v-(3u-3v)=0 (50)
oder einfacher geschrieben:
w-3w=0 (51
Die Division von (51) durch w ergibt
w_ 3=0 (52).
W

Durch Integrieren und Ableiten von (52) erhélt man
[In(w) -3x+C]'=0;, COO (53)
In der eckigen Klammer steht also eine Funktion, deren Ableitung an jeder Stelle O ist.

Diese Funktion muss nun eine konstante Funktion sein®® und es gilt (mit einer Konstan-
ten KOO):

In(w) = K +3x (54),

¥ v/gl. Bronstein, S. 374.
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3.3 Die Bernoulli’ sche Differentialgleichung

was man zu
w(x)|=e" & (55)

umformen kann.

Mit einer neuen Konstanten k := +e" erhélt man schliefdlich

w(x) =v(x) —u(x) =k &*; k#0 (56);

umgestellt nach v(x) ergibt sich dann

V(X) =u(x) +k &> = (C +Kk) &> +2x (57).

Also sieht jede weitere LOsung v(x) bis auf einen konstanten Faktor vor der Exponenti-
alfunktion genau so aus, wie die Ldsung u(x) . Da diese bereits eine willkurliche Kon-
stante C vorsieht, existiert lediglich die Losung u(X) .

Zur endgultigen Losung der Differentialgleichung (44) muss nur noch die Resubstituti-

on

1

y(X) = (u(x))*" ausgefiihrt werden

. 1 _ 1
u(x)  3/ce®™ +2x
und der Fall fir gerade n beachtet werden:

y(x) = (u(x))

3x
y(X) = sgn(Ce” +2 ; COO zusétzlich ist wegen n>0 auch y(x) =0eine Lésung

3 ‘Ce3X + 2x‘

von (44). Abbildung 11 zeigt den Graphen fir verschiedene Werte von C (von -2 bis 2

mit einer Schrittweite von 1):

Abb. 11
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3.4 Die Riccati’ sche Differentialgleichung

3.4 Die Riccati’ sche Differentialgleichung

Flgt man an (36) einen Term h(t) an, der beispielsweise eine Wanderungsbewegung
beschreibt (fir h(t) >0 stellt h(t) eine Zuwanderung von Tieren pro Zeiteinheit dar, fur
h(t) <0 eine Abwanderungsbewegung), so erhdlt man eine Riccati’ sche Differential-
gleichung der allgemeinen Form

y+PY+Q(Y* =R(x);  Q()#0  (58)™

Fur den Fall R(x) =0 geht die Riccati’ sche Differentialgleichung in eine Bernoulli’ sche
Differentialgleichung Uber.

Andernfals lasst sich das algemeine Integra nur dann bestimmen, wenn bereits ein

partikuléres Integral 'y, zum Beispiel durch Ausprobieren bekannt ist.
Man setzt

Y=Y, +v(X) (59)

in die Differentialgleichung (58) ein und esfolgt

(¥, *V)+P(y, +V) +Q(y; +2y,v+V*) =R(X)  (60).

Da y, aspartikulares Integral die Differentialgleichung (58) erfullt
Y, + Py, +Qy; =R(X) (61)

lassen sich (60) und (61) gleichsetzen:

(¥, +V) +P(y, +V) +Q(y; +2y,v+V*) =y, + Py, +Qy;

Yy, +V +Py, +Pv+Qy; +2Qy v+Qv® =y, + Py, +Qy;

V' +Pv+2Qy v+Qv’ =0

V' +(P+2Qy, )v+Qv* =0 (62)

Das algemeine Integral lasst sich dann nach Lésung der Bernoulli’ schen Differential-

gleichung (62) bestimmen.
AlsBeispid soll hier die Differentialgleichung

xy' = xy>—(2x* +1)y-x*=0 (63)
gel 0st werden.

Durch Raten erhadlt man das partikulare Integral y,(x) =-x,

3 Weise, K.H.: Gewshnliche Differentialgleichungen. Biicher der Mathematik und Naturwissenschaften,
hrsg. v. H. Poltz. Wolfenbiittel, Hannover 1948, S. 23.
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3.4 Die Riccati’ sche Differentialgleichung

verwendet den Ansatz aus (59) und setzt dann y =—x+v in (63) ein.
Man erhalt
VX-v-v’x=0 (64)

Diese Bernoulli’ sche Differential gleichung wird dann durch die Substitution

I
!

v:1 und V' = —iz auf die lineare Differentialgleichung
z 2

—%x—l—izxzo,also ZX+z=-X (65)
z 2 z

gebracht und die zugehtrige homogene Gleichung z x+z, =0 hat nach Trennung der
Variablen die Ldsung z, = E; cono.
X

Nach Variation der Konstanten findet man dann die Ldsung der inhomogenen Differen-

tialgleichung (65)
z= —Ex +E; coo
2 X
und erhalt
_ 1 . . . 2X
V(X) =————= oder einfacher geschrieben v(x) =
_1..C 2C - x2
2 X

und die Lésung der Riccati’ schen Differentialgleichung ist dann nach (59)

L2 x% +2x-2Cx
2C - x? 2C - x?

Abbildung 12 zeigt einige Losungskurven fur Cvon -1,25 bis +1,25 mit einer Schritt-

y =-X cod

weite von 0,25.
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3.4 Die Riccati’ sche Differentialgleichung

Abb. 12

S S ——
-ﬁﬂw PN 0.5 1
/ 7 7 ,/ DN
d
4 g
//

e /’/ /,/ -1t \\\\Q‘\\L o

. / / / T H&\ﬁ:'

///,

3L

(Der Graph fur C = 0liegt auRerhalb des dargestellten Bereichs. Die beiden senkrech-
ten lila Geraden sind senkrechte Asymptoten fiir die Kurve gleicher Farbe)
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4. Anwendungen von Differentialgleichungen

4. Anwendungen von Differentialgleichungen

Nach diesen mathematischen Sonderféllen und Ldsungsmethoden, die fir das Verstehen

und Lésen von Differentialgleichungen unentbehrlich sind, kann nun auf die prakti-

schen Anwendungen von Differential gleichungen eingegangen werden.

4.1 Das mathematische Pendel

Das erste Beispiel - das mathematische Pendel - kommt aus der Physik.

Abb. 13%

Dabei wird die Masse m des Pendels idedisierter-
weise nur als Massenpunkt M betrachtet, der an
einer masselosen Stange mit der Lange | reibungs-
los aufgehangt ist und auch nicht vom Luftwider-
stand beeinflusst wird. Die einzige bewegende
Kraft, die auf M wirkt, ist die Schwerkraft oder ge-
nauer gesagt ihre tangentidle Komponente
—-mgsing wobei ¢ der im Bogenmald gemessene
Winkel zwischen der Pendelstange und der Vertika-
len ist und g die Erdbeschleunigung

mitg = 9,8122 .
S

Die Bogenléange s, dievon R aus gemessen wird, ist gleich | ¢ und man kann ansetzen

F,=F,

wobel F, die Kraft nach dem 2. Newton’schen Gesetz F =ma und F, die tangentiale

Komponente der Schwerkraft darstellt.

Man setzt also

ma=-mgsing

und da die Beschleunigung die zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit ist

ms=-mgsing

% Aus: Brauning, G.: Gewohnliche Differentialgleichungen. Reihe Mathematik fiir Ingenieure: Ergan-
zungsbénde, hrsg. v. K. Bogel, H. Birnbaum, u.a. Frankfurt/Main, Ziirich 19723, S. 218.
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4.1 Das mathematische Pendel

d?¢ .
m——=—-mgsin
dt? mgsing
wobel | keine Funktion von t sondern e ne Konstante ist
d’¢ .
ml =-mgsin
L ¢

kirzt schliefflich m und erhélt die Differentialgleichung
¢+%§n¢:0. (66)
Fir kleine Winkel®® darf nun sing durch ¢ angenshert werden:

¢+%¢:o (67)

oder mit w = \/Ig ausgedriickt

P+w’g=0 (68)

Eine Differentialgleichung der Form y"+xy =0 kann haufig durch eine trigonometri-
sche Funktion gel6st werden, da (sinx)” =—sinx und (cos x)" = —cosx gilt.

Wegen w’¢ muss beim zweifachen Ableiten der Faktor «w® durch Nachdifferenzieren
entstehen, man setzt also als allgemeine L6sung an

@(t) =C, cos(at) +C, sin(at) (69).

Durch geeignete Anfangsbedingungen kann diese Lésung dann noch an das jewellige
Problem angepasst werden, zum Beispiel fur ¢(0) =¢, und ¢(0) =0 wird die Losung
zu

¢(t) = g, cos(at) ;

das Pendel Ubt aso eine Kosinusschwingung aus mit der Anfangsamplitude ¢, und der

Schwingungsdauer

T:2_77:277\/I
w g

aus, dievon ¢, und m unabhéngig ist.

¥ Nach Brauning, S. 219 ist diese Naherung fiir Winkel bis 30° sinnvoll (Fiir 30° ergibt sich ein Fehler
von absolut 0,0236 oder 4,7%).
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4.2 Die gedampfte harmonische Schwingung eines Feder pendels

4.2 Die gedampfte har monische Schwingung eines Feder pendels

Ein dhnlicher Fall ist das Federpendel, wobel nun aber die Dampfung (zum Beispiel
durch Luftretbung, mangelnde Elastizitdt der Feder) berlicksichtigt wird, die Masse je-
doch weiterhin nur al's Massenpunkt betrachtet wird und von aufen keine Kraft auf das
System wirkt.

Zundchst muss erst wieder die Differentialgleichung aufgestellt  werden:
Nach dem Hooke' schen Gesetz wirkt auf den Korper eine riicktreibende Kraft, die pro-
portional zur Auslenkung y(t) ist: (D ist hier die Federhérte)

F..=-Dy®t); D>0

riick
Weliterhin wird die Relbungskraft als proportional zur Geschwindigkeit angenommen,
aso F,y, =-ry; r >0 und schliefflich das zweite Newton’ sche Gesetz mit einbezogen
F=ma=my

und man kann die Formel

my+ry+Dy=0 (70)*

ansetzen.

Fur die Losung ist es notwendig, eine Konstante u und eine Funktion z(t)so zu
bestimmen, dass

y(t) =e"z(t) (71)

eine Losung wird.*

Zum bequemeren Rechnen wird (70) umgeformt:

o T . Do
y+—y+—y=0
m m

y+2ay+by=0 (72)
mit a:L und b:2
2m m

Einsetzen von (71) in (72) ergibt
e"(bz+2auz+u’z+2az+2uz+7)=0
e'{z+2(a+u)z+[b+u(2a+u)]z =0

Daimmer € # 0 gilt, muss nur die geschweifte Klammer betrachtet werden:

% \Vgl. Courant, R.: Vorlesungen (iber Differential- und Integralrechnung, Bd. 1. Funktionen einer Veran-
derlichen. Berlin, Heidelberg, New York 1971% S. 427.
®vgl. ebd., S. 429.
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4.2 Die gedampfte harmonische Schwingung eines Feder pendels

Z+2(a+u)z+[b+u(2a+u)]z=0

Da ueine willkirliche Konstante ist, kann nun u=-a gesetzt werden, so dass z ver-
schwindet™:

2+(b-a%)z=0. (73)

Bei der Losung dieser Gleichung sind nun drei Falle moglich, die jeweils eine bestimm-
te physikalische Gegebenheit beschreiben. (Fur die Konstanten C, und C,gelte
C,,C,00).

2

1. Fdl: b-a*>0 (beziehunQSNeiseE— ' >0)
m

m2

Dann wird zur Abkirzung w= «/ﬁ gesetzt und die Gleichung lautet
2=-w'z

Die Lésung dieser Gleichung,

z(t) = C,sin(at) +C, cos(at)

fuhrt auf die allgemeine Losung von Fall 1 nach (71):

y(t) =e"(C,sin(at) + C, cos(at))

) =€ (Cysin >~ ) +C,o08[ - 1) (74

r.2

am

2. Fall: b:az(beziehungsweise%: =)

Dann wird aus (73)

2=0

und die Lésung dieser Differentialgleichung lautet
z(t)=C, +Ct

fur die allgemeine Losung ergibt sich nach (71)

y(t) =€"(C, +Cyt)

Y =e = (C,+C,) (75)

2

3. Fall: b-a® <0 (beziehungsweise b_r
m

<0
am )

2

%\/gl. Hees, S. 4f.
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4.2 Die gedampfte harmonische Schwingung eines Feder pendels

Dann setzt man zur Abkuirzung w= \/ﬂ und (73) wird zu
2=’z

mit der LOsung

z(t)=Ce“ +C,e“

und man erhélt als allgemeine Losung nach (71)

y(t) =e"(Ce” +Ce ™)

_r * D, _|r* b,
yt)=e 2 (Celm ™ +C e Vam ™) (76)
Fur die nun folgenden Graphen gelten fir die eingesetzten Werte folgende Einheiten:

[m] =1kg; [r]:lk—g; [D] :1ﬂ. Dabel wird die Auslenkung yin m und die Zeit tin
m

S

€ gemessen.

Abb. 14: Graph fur Fall 1

0.75 |
0.5 ¢

0.25 ¢

‘ ‘ Sl
0.5 1 15 2
-0.25 |

-0.5 1
verwendete Wertee m=01r =04 D=5;C, =045, C, =1

Abbildung 14 zeigt den Graphen fiir Fall 1. In diesem sogenannten , Schwingfall“*’, der
bei geringer Dampfung eintritt, fihrt das Federpendel gedampfte Schwingungen aus.

3" Kliem, U., Klink, P., Pfetzer, W.: Leistungskurs Analysis, Bd. 2, hrsg. v. O. Hahn, J. Dzewas. Braun-
schweig 1981, S. 174.
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4.2 Die gedampfte harmonische Schwingung eines Feder pendels

Abb. 15: Graph fur Fall 2
y
1

0.8 |

0.6

0.4 ¢

0.2 ¢

-0.2 L
verwendete Werte: m=01Lr =0,2,D=01C, =C, =1

Bei diesem , aperiodischen Grenzfall“*® kehrt das Federpendel ohne eine Schwingung

auszufiihren sofort nach dem Loslassen in die Ruhelage zuriick™.

Abb. 16: Graph fur Fall 3
y

1
0.8;
0.6;
0.4:

0.2 r

02 L
verwendete Werte: m=01r =15 D =05 C, =05 C, =1

38
Ebd., S. 177.
% Dieser Fall wird beispielsweise fiir den Riickschwung der Zeiger von Messinstrumenten angestrebt.
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4.3 Die gedampfte harmonische Schwingung eines el ektromagnetischen Schwingkreises

Dieser Fall, der graphisch zundchst an Fall 2 erinnert, tritt bel einer sehr grof3en Damp-
fung auf. Er wird auch als , Kriechfall“*’ bezeichnet, da der Kérper nach dem Loslassen

langsam in seine Ausgangsstellung ,, zurtickkriecht.

4.3 Die gedampfte har monische Schwingung eines elektromagnetischen
Schwingkreises

Die Differentialgleichung (71) findet jedoch nicht nur bei diesem mechanischen Prob-
lem ihre Anwendung. Auch die elektrischen Schwingungen eines elektromagnetischen
Schwingkreises, der aus einem Kondensator der Kapazitét C, einer Spule der Induktivi-
tédt L und einem Widerstand R (der Ohm’ sche Widerstand der Kabel und Dréahte wird
an dieser Stelle mit in die Rechnung einbezogen) besteht, lassen sich durch die Diffe-

rentialgleichung
LQ+RQ+£Q=0 W
beziehungsweise durch
. R. 1
+—Q+—0Q=0
Q LQ LCQ
beschreiben, was ja (71) mit

a:E, b:i und u:—a:—i entspricht.
2L LC 2L

Man sieht, dass r aus dem ersten Beispiel nun dem (Ohm'’schen) Widerstand R ent-
spricht, die Masse m der Induktivitdt L und die Richtgrof3e (hier die Federharte) D
dem Kehrwert der Kapazitét des Kondensators C.

Da die Fallunterscheidung fur die verschiedenen Losungen von (72) allgemein gehalten
war, ist es nun leicht moglich, die entsprechenden Lésungen anzugeben:

2
1. Fall: b-a? >0 (beziehungsweise -~ >0)
LC 4L

Mit der allgemeinen Losung

Q) =€ > (€, Sn(| 7o =5 0 +C, 008 =5 1) (79

(Graph dhnlich Abb. 14)

“Kliem, S. 174.
“ Hammer, A., Hammer, H., Hammer, K.: Physikalische Formeln und Tabellen. Miinchen 1997°, S. 48.



40

2
Der 2. Fall: b = a’ (beziehungsweise 1 :i2
LC 4L
fuhrt auf die allgemeine Lsung
R
Q) =e > (C,+C,1) (79)
(Graph &hnlich Abb. 15)
. 2 : . 1 R?
Der 3. Fall: b—a“ <0 (beziehungsweise ———
LC 4L

hat die allgemeine Losung

_R R 1 LSS
Q(t) —e 2|_t (Cle 412 Lct +C2e 412 LCt) (80).
(Graph @hnlich Abb. 16)

4.4 Entladung eines K ondensator s

4.4 Entladung eines Kondensators

<0)

Auch der Entladevorgang eines Kondensators kann Uber eine Differentialgleichung be-

schrieben werden.

Ein Kondensator der Kapazitét C und der Ladung Q, wird uber einen Widerstand R

entladen. Q(t) sei die zum Zeitpunkt t vorhandene Ladung und 1 (t) =Q(t) der Strom,

der zum Zeitpunkt t flieft*.

Die Formeln fir die Spannung am Kondensator U . und am Widerstand U, lauten

Ue(®)= SQW)

und

U (t) =RI (1) = RQ(1)

Weliterhin gilt im geschlossenen Leiterkreis
Uc(t) +UR(t) =0

aso

SQW+RA =0

oder

Q) = -C—lRQ(t) .

“2yvgl. Kliem, S. 158.
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4.5 Der senkrechte Fall einer Masse in ein konstant dampfendes Medium

Wie man schnell sieht, lautet die allgemeine Lsung dieser Differentialgleichung

Q(t) = Ce e Abb. 17%

Q1)
Wegen Q(0) =Q, gilt C=Q, Qo t
Q(t) = Qpe =

und man erhélt den in Abbildung 17 gezeig-

ten Verlauf.

4.5 Der senkrechte Fall einer Masse in ein konstant dampfendes M edi-
um

Eine weltere interessante Anwendung von Differentialgleichungen in der Praxisist der
senkrechte Fall einer Masse m, die in ein Medium félt, das eine zu der Geschwindig-
keit v des Korpers proportionale Widerstandskraft |eistet™.

Fur die folgenden Rechnungen ist die x-Achse nach unten gerichtet, wobei sich der
Ursprung in der Ausgangslage des Korpers befindet.

Die Gewichtskraft mg* wirkt dann in positive x-Richtung wahrend die Widerstands-

kraft k| dem entgegenwirkt. k ist eine positive Konstante; bei v >0 wirkt die Wider-

standskraft in negative x-Richtung (nach oben), man kann aso schreiben —kv. Fur

v < Owirkt die Widerstandskraft nach unten und es gilt kv = k(-v) = —kv.

Daher kann man fur alle Félle schreiben

v = mg — kv (81)
oder

. k

U+, = (82

Diese Differentialgleichung |6st man dann nach (31):

43
Ebd.
“vgl. Boyce, W. E., DiPrima, R. C.: Elementary differential equations and boundary value problems.
New York 1997, S. 75.
“* Fiir diese Rechnung wird g als Konstante mit dem Wert 9,81E2 behandelt; fur einen Fall aus grof3er

<

Hohe miisste das Newton’ sche Gravitationsgesetz beriicksichtigt werden.
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4.5 Der senkrechte Fall einer Masse in ein konstant dampfendes Medium

v(t) :%+Ce

Die Anfangsbedingung v(0) =0 erfordert, dass C gleich —%ist.

v(t) :%(1—&#) (83)

Man sieht, dass v(t) fir t — o gegen den Grenzwert % konvergiert®.

Um die Hohe des Korpers zu erhalten, wird v nun durch x ersetzt:

_Kk
KM
dt kK

Integration ergibt

k

m?ge ™
k2
Auch hier wird nun eine Anfangsbedingung umgesetzt, um die Konstante zu entfernen.

x(t):%u +C

Mit x(0) =0 erhdt man

__m'g
C—_?
mg, _mfg. -
X(t) :Tt_7(1_e ™) (84)

“6 Die Tatsache, dass sich die Fallgeschwindigkeit bei diesem Wert stabilisiert, wird beispielsweise beim
Fallschirmspringen ausgenutzt.
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4.6 Berechnung der Fluchtgeschwindigkeit einer Rakete

Abbildung 14 zeigt die Graphen fir v und x im gemeinsamen Koordinatensystem zu-

sammen mit der waagrechten Asymptotevon v, v= al fir m=1kg, k =0,3kg/sund

m
g :9,815—2

Abb. 18

xinmvin D
s

100

~|3

o |
@

4.6 Berechnung der Fluchtgeschwindigkeit einer Rakete

Ein ahnliches Problem muss gel6st werden, wenn man einen Korper aus dem Gravitati-

onsfeld der Erde hinausschief3en will.

Im nachfolgenden Beispiel wird dies fur eine Feststoffrakete gerechnet, die mit einer

Anfangsgeschwindigkeit v,senkrecht zur Erdoberfléache startet und ihren Treibstoff

beim Aufstieg verbrennt; ihre Masse ist also eine Funktion von der Hohe x, wobei in

einer Hohe h, der sogenannte Brennschluss eintritt, also alle Treibstoffvorréate aufge-

braucht sind.*

Fur diesen Fall muss weiterhin das Newton’' sche Gravitationsgesetz berticksichtigt wer-

den. Der Ursprung der x-Achse liegt im Erdmittel punkt, der Abschussort auf der Erd-

4"vgl. Heuser, S. 30f.
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4.6 Berechnung der Fluchtgeschwindigkeit einer Rakete

oberflache ist auf der Hohe des Meeresspiegels und der Erdradius sei R. Die Zeitmes-
sung beginnt mit dem Start; der Zeitpunkt des Brennschlussesist t, :

x(0)=R

X(t,) = R+h, =X,

Um dem Schwerefeld der Erde zu ,, entfliehen”, wird eine gewisse Geschwindigkeit v
benttigt; die kleinste Geschwindigkeit, die dazu ausreicht, wird als Fluchtgeschwindig-
keit v, bezeichnet und soll hier bestimmt werden.

Auf die Rakete der variablen Masse m(x) wirkt eine Schwerkraft mit dem Wert

m(X)

XZ

K==y

wobei y eineleicht zu bestimmende Konstante ist*:
Auf der Erdoberflache ist die Gewichtskraft der Rakete der Masse m(R) =M
F =-Mg und x hat den Wert R, also gilt

-Mg = —y% und y = gR® (85)
Nach dem Brennschluss erhalt man fir m:=m(x,) (die Masse der Rakete ohne Treib-
stoff):
K =-gR* 1 fir x= x, (86)
X

Aus dem zweiten Newton’ schen Gesetz folgt nun

G m
mX = —gRZ?
oder
o 1
X=-gR" — 87*
oder
V=-gR (89).

Nun muss v beziehungsweise % durch einen Ausdruck mit % ausgedriickt werden:
X

“vgl. Boyce, S. 74.
9 Man sieht hier, dass die benétigte Fluchtgeschwindigkeit masseunabhéngig ist.
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4.6 Berechnung der Fluchtgeschwindigkeit einer Rakete

dv_avax_dv, (89)>°

was nach Trennung der Variablen leicht integriert werden kann:

Ivdv=—gR2IX—12dx

v =2gR? L 4C (90)
X

Mit der Anfangsbedingung v =v, fur x =R kann man auch schreiben

V2 = ZgR21 +vZ —29R (91)
X
oder
2 1 2
V= i\/ZgR —+Vvi—20R (92
X

wobei die positive Ldsung fir einen steigenden, die negative L6sung fir einen fallenden
K orper verwendet werden muss.

Nun wird davon ausgegangen, dass die Rakete das Schwerefeld nicht Uberwinden kann
und wieder auf die Erde fallt. Um die maximale Entfernung vom Erdmittel punkt x ., die
die Rakete erreicht, zu ermitteln, wird v =0gesetzt und (91) dann nach x aufgel ost:

_ 29R°
20R-V;

(93)

Die Geschwindigkeit v,, die bendtigt wird, um die Rakete in diese maximale Entfer-
nung vom Erdmittelpunkt zu schief3en, erhdlt man dann, indem man (93) nach v, auf-

|Ost.

2
Vg = /ZgR— ZiR

Danach |&sst sich leicht die Fluchtgeschwindigkeit bestimmen, indem man X gegen

unendlich gehen |&sst:

V; :Xli[rl(vo):JZQR

*v/gl. Boyce, S. 78.
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4.6 Berechnung der Fluchtgeschwindigkeit einer Rakete

Fir g= 9,81C—nz1 und den mittleren ErdradiusR = 636810°m>*

erhdt man also
v, =11,210° D =112K™
S S

Dain dieser Rechnung der Luftwiderstand nicht beriicksichtigt wurde, ist die tatséchlich

bendtigte Geschwindigkeit hoher als die berechnete Fluchtgeschwindigkeit v, .

Andererseits ist es auch moglich, die benttigte Geschwindigkeit zu senken, indem man
die Rakete in einer gewissen Hohe Uber dem Meeresspiegel abschiefdt, da dort ein we-
sentlich geringerer Luftwiderstand Uberwunden werden muss oder indem man sie von
einem Ort in der Nahe des Aquators Richtung Osten abschiefit, um so die Beschleuni-

gung durch die Erdrotation auszunutzen™.

* Hammer, S. 80.
*2 Dasich die Erde (Erdumfang=40011 km) in 24 Stunden einmal um sich selbst dreht, erfahrt die Rakete

eine zusitzliche Geschwindigkeit von 40(2)4111hkm —1667 '%m - 046XM.
S
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4.7 Verbreitung eines Ger lichts

4.7 Verbretung eines Ger lichts

Neben mathematischen und physikalischen Problemen, lassen sich auch soziale ,, Prob-
leme* durch Differentialgleichungen darstellen und [6sen. Ein Beispie hierflr ist die
Verbreitung eines Geriichts™,

Dabei wird angenommen, dass in einer menschlichen Gesellschaft der konstanten Grof3e
N ein Gerticht durch Mundpropaganda verbreitet wird, also eine nichtinformierte Per-
son das Gerlicht einzig und alein dadurch erfahrt, dass eine informierte Person es ihr
erzahlt. 1(t) sei die Anzahl der informierten Personen zur Zeit t.

Jeder Informierte hat in einer Zeiteinheit k Kontakte mit Mitgliedern seiner Gesell-

schaft und erzéhlt das Gerlicht weiter.

Die Wahrscheinlichkeit, dass er eine nichtinformierte Person trifft, sai

W N-I)
N

dann werden pro Zeiteinheit
N_Tl(t)kl ®) (94)

Menschen informiert und | (t) verandert sich pro Zeiteinheit um (94).

Fur kleine Zeiten gilt dann
Al(t) _ N
At

- N-I
| —Tkl (95)

_N' ®

oder getrennt geschrieben
k

| =kl ——12
N
. k )

Man erhélt also eine Bernoulli’ sche Differentialgleichung, die der Differentialgleichung
des logi stischen Wachstums (43) sehr ghnlich ist und
y)=1(@), (b—-d)=k und L= N

entspricht. Man kann dann gleich die allgemeine L ésung von Seite 29 tibernehmen:

3 \Vgl. Heuser, S. 26 f.
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4.7 Verbreitung eines Ger lichts

Nun wird die Anfangsbedingung 1(0) =1, berlicksichtigt, also die Anzahl der Men-

schen, die zur Zeit t =0 von dem Geriicht Kenntnis haben:

Das Zid ist, fir t =0 C so zu bestimmen, daﬂsi im Nenner steht:
0

i+c:i
N Iy
c=t_1_N-l
lo, N NI,
und es gilt
1 N- -
sgn(-= + Ce™)
N NI,
[(t) = ; 1,>0
i N-T, -«
N NI,

. _ . N : e : . .
Daimmer e™ >0 gilt und NT % immer positiv ist (die Anzahl |, derer, die zur Zeit
0

t =0 von dem Gerlicht wissen, kann niemals die Anzahl der Menschen der Gesellschaft
N Ubersteigen, da diese 1, Menschen selbst Mitglieder dieser Gesellschaft sind) und

auch N =1, >0 gilt, kann man die Ldsung zu

(1) = 1 S 1,0 @7)
1 N-l,
4+ Q¢
N NI,
oder
kt
(t) = e I, N >0

-1, +N" °
vereinfachen.
Geht man davon aus, dass jeder Birger der Bundesrepublik Deutschland an einem Tag

mit 10 anderen Menschen Kontakt hat (Also k :% pro Stunde) und dass ein Geriicht

zum Zeitpunkt t =0 nur einer einzigen Person bekannt ist, dann kennen (theoretisch)
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4.7 Verbreitung eines Ger lichts

nach 87,47 Stunden alle Bundesbiirger bis auf einen™ das Geriicht. Dieser eine wird
alerdings (zumindest nach diesem Modell) fir immer unwissend bleiben, da 1 (t) =N
lediglich eine waagrechte Asymptote fir den Graphen ist, also nie erreicht wird.

Abbildung 19 zeigt den Graphen fur diesen Fall (1, =1 N =82000000;k=%; t

gemessen in Stunden).

Abb. 19

6x107 -

4x107

2x107

20

> Bei einer Einwohnerzahl von 82 Millionen; Quelle: Statistisches Bundesamt, http://www.statistik-
bund.de/basi s/d/bevoe/bevoetxt.htm (siehe Literaturverzeichnis, S. 66).
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4.8 Der Schwellenwertsatz der Epidemiologie

4.8 Der Schwellenwertsatz der Epidemiologie

Ein weiterer Fall, bel dem eine Gesellschaft in verschiedene Gruppen eingeteilt wird,
die durch jeweils verschiedene Funktionen beschrieben werden, ist der sogenannte
Schwellenwertsatz der Epidemiologie.

Dabel wird versucht, vorherzusagen, was passiert, wenn eine kleine Gruppe von Men-
schen einer Gesellschaft von einer infektiosen Krankheit befallen ist und diese in die
Gesellschaft bringen und in welchen Féllen die Krankheit aussterben wird oder eine
Epidemie verursacht.

Um diesen Fall mathematisch behandeln zu kénnen, werden folgende Annahmen ge-
macht:

Die Inkubationszeit der Krankheit sei vernachlassigbar klein®, so dass jede Person, die
sich mit der Krankheit infiziert, sofort danach andere anstecken kann. Weiterhin fuhrt
die Krankheit entweder zum Tode oder immunisiert die von ihr genesene Person auf
Dauer.*®

Todesfélle, die mit der Krankheit nicht im Zusammenhang stehen, Geburten und Wan-
derungsbewegungen werden nicht berticksichtigt.

Daher lasst sich die Bevdlkerung in drei Gruppen unterteilen:

Die ansteckende Klasse (1 ), die die Krankheit auf andere tbertragen kann, die anfalige
Klasse (S), bei deren Mitgliedern die Moglichkeit besteht, dass sie sich mit der Krank-
heit anstecken und selbst ansteckend werden, und die Klasse der aus dem Krankheits-
prozess ausgeschiedenen Personen (R), die von den Personen gebildet wird, die entwe-
der an der Krankheit gestorben sind oder von ihr genesen und nun auf Dauer immun
sind.

Die Summe der drel Funktionen ist immer konstant und gleich der Gréfe der Gesell-
schaft, daher gilt (I (t) ist die Anzahl der Personenin | zum Zeitpunkt t ; dasselbe gilt

fur Sund R):
I (t)+S(t) + R(t) =const.= N
Des Weiteren sei vorausgesetzt, dass die Anderungsrate der anfalligen Klasse proporti-

ona dem Produkt der Anzahl von Personen aus S und aus | sel und dass Personen aus

*®\V/gl. Mattheij, R. M. M., Molenaar, J.: Ordinary Differential Equationsin Theory and Practice.
Chichester, New York, u.a. 1996, S. 344.
*®\/gl. ebd., S. 345.
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der ansteckenden Klasse | in einer Rate ausscheiden, die proportional der Grof3e von |
ist.”’
Nun |&sst sich folgendes Differentialgleichungssystem aufstellen:

ﬁz—rSl;r>0 (98)
dt

d—lerI—yI' r,y>0 (99)
d‘t H H

drR

—=yl; y>0 100
Y (100)

r wird Infektionsrate, y Ausschedungsrate genannt.

Dadie ersten beiden Gleichungen nicht von R abhangen, gentigt es, das Gle chungssys-

tem

E:—rSI; r>0
dt

dl

—=r9 —-yl; y>0
qt yioy
Zu betrachten.

Dieses System lasst sich nun zu einer einzelnen Differentialgleichung kombinieren®®;
a _rS-y_ .,y (101)
as -rS rs
Durch einfache Integration erhélt man
1(S) =-S+XIn(S)+C; cOD (102).
r
Nun soll folgende Anfangsbedingung gelten: | (t,) =1, und S(t,) =S,
und man setzt
- _y
C=l,+5—=In(S,)
r

an.

1(S) = —S+?yln(S) +1,+S, —?ym(so)

() =-S+15+S,+ X [In(S) ~In(S,)]

"\/gl. Braun, M.: Differentialgleichungen und ihre Anwendungen, deutsch von Th. Tremmel. Berlin,
Heidelberg, New York 1979, S. 493.
*®Vgl. ebd.
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() =-S+1,+8, +7yln(§).

Nun schreibt man abkirzend mit p =Y.
r

_ S

1(S))==S+1,+S, +pIn(=) (103)
S

Mit
d_l = —1+£ (104)
ds S

lasst sich nun Folgendes vorhersagen:
Fir S> p nimmt (104) negative Werte an, fir S< p dagegen positive; daher ist | (S)

fir S> peinefalendeund fir S< p eine wachsende Funktionvon S.

Weiterhin gilt
Imi(5)=—
und

1(S) =1(t;) =1,>0
Dies bedeutet, dass die Funktion 1(S) einen Gleichgewichtspunkt S, besitzt, der eine
Nullstelle von [(S) ist, was heilét, dass wenn die Klasse der anfélligen Personen diesen

Punkt erreicht, es keine ansteckenden Personen mehr gibt und die Krankheit ausstirbt.

Abb. 20

AL|($
S, < p: rasches Aus- S, > p :Ausbruch
sterben der Krankheit einer Epidemie

A 4%
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Geht t nun von t, nach oo, dann lauft der Punkt (S(t);1(t)) entlang der Kurve in Rich-
tung abnehmender S-Werte, da S(t) wegen (98) monoton falt. Daher fallt 1(t) far
S, < 0 monoton nach Null ab, wahrend S(t) monoton nach S, fallt™. Dieser Fall, bei
dem die Krankheit sehr schnell ausstirbt, tritt ein, wenn eine kleine Gruppe anstecken-
der Personen |, in eine grofRe Gruppe anfélliger Personen S, gebracht wird, wobei
S < p gilt. Ist dagegen S, > p, dann wéchst | (t), wenn S(t) nach o abnimmt, bis es
bei S(t) =, seinen Maximawert erreicht und ab diesem Punkt streng monoton ab-

nimmt. Die Anzahl der ansteckenden Personen nimmt also erst ab, wenn die Anzahl der
anfalligen Personen unter den Schwellenwert o féllt.
Aus diesem Verlaff lassen sich folgende Schlussfolgerungen  ziehen®:

Zum einen bricht eine Epidemie nur dann aus, wenn die Anzahl der anfélligen Personen

den Schwellenwert ,o:X Ubersteigt." Andererseits lasst sich ablesen, dass die Aus-
r

breitung der Krankheit nicht auf Grund des Mangels an anfalligen Personen, sondern
nur auf Grund des Mangels an ansteckenden Personen endet. Ist die Anzahl der anfalli-

gen Personen S, anfangs nur wenig grofer als der Schwellenwert p, dann kann die

Anzahl der Personen abgeschétzt werden, die schliefdlich erkranken werden. Diese An-

zahl betragt anndhernd 2(S, — p) , was auf den Schwellenwertsatz der Epidemiologie

fahrt, der erstmals 1927 von den Biomathematikern Kermack und McKendrick bewie-

sen wurde:

,ES gelte S, = p—v, wobel v verglichen mit Eins sehr klein ist. Ist die Zahl 1,der
P

anfangs ansteckenden Personen sehr klein, dann werden schliefdlich 2v Personen er-
kranken. Mit anderen Worten, die Zahl der anfélligen Personen wird auf einen Wert
reduziert, der so weit unter der Schwelle liegt, wie urspriinglich tiber ihr.“%

Da fur diesen Nachweis Taylorreihen verwendet werden missen, wird hier auf einen

Beweis dieser Aussage verzichtet und auf die entsprechende Literatur verwiesen®.

¥ vgl. ebd., S. 494.

% vgl. ebd.

®! Dies deckt sich mit der Tatsache, dass Epidemien zu einer wesentlich rascheren Ausbreitung neigen,
wenn die Anzahl der anfalligen Personen beispiel sweise wegen Uberbevilkerung sehr groRist und die
Ausscheiderate beispiel sweise wegen schlechter medizinischer Versorgung und ungentigender |sol ati-
on niedrige Werte hat.

%2 Braun, S. 495.

% Ebd., S. 495f.
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5. Numerische Verfahren zur L 6sung von Differentialglei-
chungen

Wie man an diesem Beispiel sehen kann, ist estrotz einiger vereinfachender V orausset-
zungen des Ofteren relativ schwierig, zu einer allgemeinen Lésung zu kommen.

Wird das entsprechende Modell dann weiter der Realitdt angepasst, dann erhédt man
sehr schnell eine Gleichung, deren allgemeine Lésung nicht mehr auf anal ytischem We-
ge erhalten werden kann oder die tiberhaupt keine allgemeine Lésung besitzt®.

Diese Gleichungen kénnen dann nur noch numerisch geldst werden, indem einfach eine
moglichst hohe Anzahl an Néherungsschritten mit maoglichst hoher Genauigkeit ausge-
fahrt wird.

Da gerade in der Industrie diese realistischen Modelle angewandt werden missen - ein
Beispiel hierfir ist die Navier-Stokes-Gleichung, die insbesondere fur die Berechnung
von Luft- oder Wasserstromungen benétigt wird und daher gerade in der Automobil-
und Luftverkehrsbranche zur computergestiitzten Entwicklung von Prototypen verwen-
det wird - werden nun abschlief3end einige einfachere numerische Verfahren zur Integ-
ration gewohnlicher Differential gleichungen vorgestellt.

Dabel ist zu beachten, dass grundsétzlich nur Anfangswertprobleme numerisch gel 6st

werden kdnnen.

5.1 Das Euler-Cauchy- oder Polygonzugverfahren

Der erste naheliegende Schritt besteht darin, aus dem Richtungsfeld einer Differential-
gleichung die L 6ésung des Anfangswertproblems zu konstruieren.

Abgesehen von einigen speziellen Punkten , verl&uft (...) durch jeden Punkt des Rich-
tungsfeldes genau eine Lésung*®; daher geniigt zur numerischen Lésung einer Diffe-
rentialgleichung nach diesem Verfahren eine explizite Differentialgleichung ersten Gra-

des und ein Anfangswert y(x,) =Y,.

® Bereits eine , einfache” Differentialgleichung wie y' = x? + y2 ist nachweislich nicht mehr durch

elementare Funktionen und Integrationen |6sbar, siehe dazu: Wenzel, H.: Gewdhnliche Differential-
gleichungen. Mathematik fiir Ingenieure, Naturwissenschaftler, Okonomen und sonstige anwendungs-
orientierte Berufe, S. 38.

% Luther, S. 34.
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5.1 Das Euler-Cauchy- oder Polygonzugverfahren

Nun sucht man eine Ldsung des Anfangswertproblems in dem Intervall [xo,x0 +a] und
zerlegt dazu dieses Intervall durch eine Folge von Zwischenpunkten
Xo» X1, s Xn_g» Xy Xy = X, +@ in Teilintervalle [x,x,,| der Lange h =x,, —x mit
i=01..,N-1
Anschlief?end wird die Differentialgleichung y' =g(Xx,y) in einem Tellintervall
[x, x+ h]integriert®:

x+h

y(x+h) = y(x)+ [ gt y(t)dt

x+h

Nun wird das Integral [ g(t, y(t))dt des Teilintervalls [x,x+h] naherungsweise als

Rechteck betrachtet:

x+h

[ ot ym)dt = hg(x, y(x))

Dies fuhrt dann auf das Rekursionsschema®’

X =X, +ih; i =1..,N
Y(%) = Yo
Y =Y +ha(x,y);, 1=01 .., N-1.

Dieses Verfahren wird Polygonzugverfahren® oder Euler-Cauchy-Verfahren genannt.
Die Anwendung dieses Verfahrens fir die Differentialgleichung y' = y*und den An-
fangswert y(0) =1 konnte beispielsweise mit folgendem Mathematica-Programm® er-

folgen, das die errechneten Naherungswerte (rote Kurve) zusammen mit dem Graphen

der exakten Losung y(X) :% (grine Kurve) zeichnet (siehe Abbildung 21 fir die
- X

Schrittweite h=0,1):
Wie man sieht, pflanzt sich ein einmal entstandener Fehler durch die Rekursion fort, da

zur Berechnung von y; der bereits mit Fehlern behaftete Wert y,_, verwendet wird.

% Vgl. Strampp, W., Ganzha, V., Vorozhtsov, E.: Héhere Mathematik mit Mathematica. Band 3: Diffe-
rential gleichungen und Numerik. Vieweg Computeralgebra. Braunschweig, Wiesbaden 1997, S. 275.

" vgl. Luther, S. 34.

% Dieser Name kommt von der Méglichkeit, Geradenstiicke durch die errechneten Punkte zu legen, da so
einen Polygonzug erzeugt wird.

% v/gl. Strampp, S. 276.
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Abb. 21
1= gIx_, y_1:=y"2
h=0.1;
yi = {1}
n=7,
xi =Table[(i -1)«h, {i, n}1;
Do [ {yO=yi [[i1]; y1=yO+h«g[xi [[i 11, YOI;
y0=y1; AppendToryi, y11}, {i, n-1}1;
Print " Nunerische Losung = ", yi1;
grl:Plot[rlx, X, 0, 0.6}, PotSyle-RBm® or[0, 1, 0], A otPoints - 500,
Gonpi | ed - Fal se, Di spl ayFunction- I dentity];
Ic= MpThread(List, {xi, yi}l;
gr2=ListPot[lc, AotJoined- True, AotSyle- RBXl or[1, O, 01,
O spl ayFunction- ldentity];
Show(gr1, gr2, DO splayFunction- $0 spl ayFuncti on, AxesLabel - {"x", "y"3}1;
Nuneri sche Losung = {1, 1.1, 1.221, 1.37008, 1.5578, 1.80047, 2.12464)
y

2.4

2.2

2 /
1.8

16 -
14 -

12

Fur kleine h strebt der Fehler jedoch gegen Null, wie man an folgendem Graph sehen
kann® (siehe Abbildung 22):

Abb. 22
y

2.4 v

/
18| /

16 7

1.4+t 7

1.2 ~

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

™ Hierfur wurde das Mathematica-Programm von Abbildung 21 mit h = 0,005 verwendet.
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5.2 Das Runge-K utta-Verfahren

Auf der Basis dieses Verfahrens wurde das erstmals 1895 von dem deutschen Mathema-
tiker und Physiker Carl David Runge (1856-1927) angewandte und 1901 von dem deut-
schen Mathematiker M. Wilhelm Kutta (1867-1944) erweiterte” Runge-Kutta-
Verfahren entwickelt. Wie die Euler-Cauchy-Methode kann auch das Runge-Kutta-
Verfahren relativ einfach in eine Programmiersprache umgesetzt werden, so dass mit
Hilfe eines Computers sehr schnell viele Werte berechnet werden kénnen.

Bel diesem Verfahren wird eine gewichtete Durchschnitts-Tangente gebildet, die zwei
Punkte x. und x,, miteinander verbindet, wobei auch hier die Schrittweite gleich h ist,
aso x,, =x +h gilt.

Man geht wieder von einer Differential gleichung

y' =9(x.y)

mit dem Anfangswert

Y(%) = Yo

aus.

Bel der Anwendung des Verfahrensist
ki =9(%.¥)
die Steigung am linken Ende des Intervalls [x,,x.,],

1 1
k,=g(x +=h,y. +=hk
2 g( i 2 y| 2 1)
die Steigung im Mittelpunkt von x und x.,,, wobei die Euler-Cauchy-Formel verwen-

det wird, um von x, auf X +%h zu kommen;
1 1

k.=g(x +=h,y. +=hk

s = 9(% oMY 2)

ist eine weitere Anndherung fir die Steigung in X, +%h und

k, =g(x +h,y, +hk;)

™ Dank dieser Erweiterung kann das Runge-K utta-V erfahren auch auf Systeme von Differential gleichun-
gen angewandt werden.
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ist schliefflich die angendherte Steigung im Punkt (x +h,y, +h), wobei auch hier wie-

der die Euler-Cauchy-Formel verwendet wurde, um von X, +%h nach x +hzu gelan-

g en72

Diese Steigungen werden zu einer Durchschnittssteigung mit folgender Gewichtung
gemacht:

= (2K, 2k +K,)
6

Um nun den Wert y,,, zu erhaten wird dann

yi+1 = yi + hk

oder
B h
Yia =Y, +E(k1 +2k, +2k; +k,)

gesetzt.

Bemerkenswert an diesem Verfahren ist, dass man fiur die Differentialgleichung
Yy =9(x)
mit
h

k =9(x), k; =k; =9(x +§) und k, =g(x +h)
auf die Loésung

B h h
Vi =Y, +E[g(>q)+4g(>q +5) +g(x +h)]

kommt, was der Simpson-Regel zur ndherungsweisen Ldsung des Integrals von

y = g(x) entspricht”.

Auch dieses Verfahren wird nun mit einem Mathematica-Programm fir das Beispiel
von Seite 55 veranschaulicht (siehe Abbildung 22):

2\/gl. Boyce, S. 436.
Vgl ebd., S. 437.
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Abb. 22

1= gIx_, y_1:=y"2
exloes[x_1:=1/(1-X);
h=0.1; yl={1}; xi = {0}; i x =16; xn=0; Khopt =0. 10;
Do[y0=yl[[i]]; k1 =h«g[xn, yOI;
k2=hs«g[xn+h/2, yO+kl/23;
k3=hxg[xn+h /2, yO+k2/2]; xn=xn+h;
k4 = hxg[xn, y0+k3j;
yn= NyO+ (k1 +2x (k2 +k3) +k4) 7 61;
y0=yn; AppendTo[yl, yO1; AppendTo[xi, Xxn];
Kh =24+ N[Abs[ (k2-k3) 7 (k1-k2)11;
I1f [Kh> Khopt, h=h«Khopt /Kh], {i, iX}];
grl=PHot[exl oes[x], {X, O, 0.6}, FotSXyle-» RBX or [0, 1, 07,
F ot Poi nt's -» 300, Gonpi | ed - Fal se, AxesLabel - {"x", "y"},
D spl ayFunction- I dentityy;
I c= MpThread(List, {xi, y1}1;
gr2=ListRot(lc, AotJoined- True, AotXyle-» RB®lor[1, O, 0],
D spl ayFunction- I dentityy;
gr3=Show[grl, gr2, D splayFunction- $O spl ayFunctionj;
y

2.4

2.2

18

16

14
12

/

_—

(for h=01)

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Wie man sieht, ist dieses Verfahren schon fir relativ grof3e h sehr genau.

5.3 Vergleich der Fehler der beiden Verfahren

Die absoluten Fehler des Euler-Cauchy-Verfahrens und des Runge-Kutta-Verfahrens
lassen sich nun mit einem dritten Mathematica-Programm berechnen (siehe Abbildung
23).
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Abb. 23

gry_1:=y"2;

exloes[x_1:=1/(1-x);

h=0.1; yli ={}; AppendTo[yli, 1]; y2i =yli; n=5;

Dory0=yli [[i11; y1=y0+h«g[y01; y0 =yl
AppendToryli, y11, {i, n}l;

Print ["BJl er-Losung = ", yli1;

yo=1;

Dorkl=hxg[y01; k2 =h+gry0+kl/2j;
k3=hxg[y0+k2/2]; k4 =hxg[y0 +k3J;
y1l=y0+ (k1+2% (k2 +k3) +kd) /6;
y0=yl; AppendTo[y2i, yO01, {i, n}l;

Print ["R&-LOsung = ", y2i 1;

errl=yli; err2=y2i;

Doferrd[[i11=ydi[[i]1]1-exloes[(i -1)«h];
err2[[i11=Yy2i [[i]1]1-exloes[(i -1)xh], (i, n+1}];

Print " Fehl er des Eul er -Gauchy-Verfahrens = ", errlj;

Print ["Fehl er des Runge-Kutta-\erfahrens =", err2j;

Die Auswertung ergibt folgende Tabellen (fur eine Schrittweite von h=01):

X | Euler-Cauchy- Runge-Kutta-
Losung L6sung

0 (1 1

0111 1,11111

0,2 (1,221 1,25

0,3 | 1,37008 1,42857

0,4 [1,5578 1,66665

0,5 |1,80047 1,99996

X |Fehler Euler-Cauchy | Fehler Runge-Kutta

(absolut) (absolut)
0 |0 0
0,1 [0,0111111 6,2105910~"
0,2 | 0,029 2,0079510°°
0,3 | 0,0584873 5,24227107°
0,4 |0,10887 013409410

0,5 | 0,19953 0,36741107*
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Neben diesen Verfahren existieren nattrlich weitere, wesentlich genauere Verfahren zur
numerischen Losung von Differentialgleichungen, wie beispielsweise das Adams-
Verfahren oder einige hochspezidisierte Algorithmen, die nur fur eine einzige Differen-
tialgleichung wie zum Beispiel die Navier-Stokes-Gleichung entwickelt wurden.

Da diese Verfahren jedoch die mathematischen Kenntnisse eines Kollegiaten Uberstei-
gen und ihre Vorstellung auRerdem den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde, sei hier
auf die Fachliteratur, insbesondere ,, Gewohnliche Differentialgleichungen. Analytische
und numerische Behandlung.” von Luther, Niederdrenk, Reutter und Y serentant (siehe

Literaturverzeichnis) verwiesen.
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Fur Abbildung 4 wurde folgendes Listing verwendet:
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Anhang

Neudefinition eines Befehls

Laden der
Befehlsgruppe ,, PlotField”, die den
Befehl ,, PlotVectorField* enthalt

Lpvf* mit den Parametern
x0,x1,y0,y1, die spéter die
Grenzen der Grafik darstellen.
Dabei wird als Grundlage die

<«<GaphicssHotFHeld;
pvf [x0_, x1_, yO_, yl 1:=PotVectorFeld[{l, dy[X, Y1}, {X XO, X1}, {y, YO, yl},
Scal eFactor » Autonatic, HotPoints- 30, Axes » True]

chung

Eingabe der Differentialglei-

1
1+y2

dy[x_, y_1:=

pvf [-4, 4, -4, 4]

> > e
>
1 e
——————— e
e e
1 e
1 e
i ddd g addd gl d o
> > >

Funktion ,,dy* verwendet, die
wiederum Variablen x und y

(entspricht y(X))

Optionen zur Grafikausgabe:
»ScaleFactor -> Automatic”: gleicher
Mal3stab fir x- und y-Achse.
»PlotPoints -> 30“: Das Feld besteht
aus 30x30 Pfeilen.

+~Axes-> True": Koordinatenachsen
werden angezeigt.

erhalten.

Aufruf des neu definierten Befehls ,pvf“; die Gra-
fik soll die Grenzen —4 und 4 in x- und y-Richtung
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Anhang
Fur Abbildung 5 wurden diese Befehle verwendet:
Neudefinition eines Befehls ,, PlotMultiple®, der
mehrere Graphen gleichzeitig in ein Koordinaten-
system zeichnen soll.
d ear [P ot iplel;
PotMiltipleffunc , listl List, list2 List, opts__ ?(tionQ : =
P ot [Eval uate[Tabl effunc, listl]], list2, opts]
Hierzu wird der normale ,, Plot”-Befehl
verwendet, der mit einer Liste (, Table") der
Funktionen aufgerufen wird.
Aufruf des Befehls zur Ldsung von Differentialglei-
chungen, ,,DSolve"; das Ergebnis wird zur Vereinfa-
chung an den Befehl ,, Simplify* Gbergeben
Snplify[DSolvely' [x] =1/ (1+ (yIx1)?), yIxI, X]]
Ausgabe von ,DSolve"; neben der ersten Losung
werden auch zwei komplexe L dsungen angezeigt.
oL/3 (—3X+\/4+9(X—C[l})2+3C[l])l/3
{{y (X] > — 13 21/3 } :
(-3x+4/4+9 (x-C[1])%2 +3C[1])
~1-i+/3
{y (X] = A o~ A D 1/3 "
223 (-3x+V/4+9 (x-C[1])2 +3C[1])
(1-1+/3) (3x+v4+9 x-C1))2 +3¢1])
221/3 }’ {y[xl -
i (i++/3) (1+1/3) (—3X+\/4+9(X—C[1])2+3C[l})1/3

.
223 (3x ++/4+9 (x-C[1])2 +3C(1))"? 2213 1



FlotMil tiple|

X, -4, 4}, A otRange- {-4, 4}, AspectRatio- 1,
PotSyle » A

{
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Anhang

Aufruf von ,, PlotMultiple®.
Als Funktion wird die erste Lsung von ,,DSolve" einge-
setzt, wobei jede Konstante aus der Losung durch den Para-
meter ¢ ersetzt wurde.

S —— 1/3
173 (3C+'\/4+9(C—X)2—3X) ’

L] {C1 _51 51 1}1

(30+w/4+9 (C-x)2 -3x)

13 ~

21/3

R®l or [0.1, 0.9,
REl or [0. 2, 0.8,
R®l or [0.3, 0.7,
REl or [0. 4, 0.6,
R®l or [0. 5, 0.5,
REl or [0. 6, 0. 4,
REXl or [0.7, 0.3,
R®l or [0. 8, 0.2,
REXl or [0.9, 0.1,
R®l or [0. 3, 0.3,
REl or [0, O, 1]

0. 37,
0. 31,
0. 37,
0. 61,
0. 67,
0. 61,
0. 91,
0. 91,

Der x-Bereich, fur den
gezeichnet werden soll
(von—4 bis +4)

Der y-Bereich, der
noch gezeichnet wer-
den soll (von—4 bis
+4)

0.91, Farbliste  fr
11, den Graph

ﬁ Grafikausgabe

-4

- G aphics -

Werte firr den Parameter c:

¢ soll mit einer Schrittweite
von 1 von -5 bis +5 laufen.
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hinweg stattfinden.

Am Altersaufbau der Bevolkerung 183 sich ab-
lesen, wie sich das Verhéltnis der jlingeren zur
dteren Generation entwickelt. Bereits heute ist
die Bundesrepublik Deutschland - wie die meis-
ten Industrielénder - durch eine verhdtnismaliig
schwach vertretene junge Generation gekenn-
zeichnet. Die Lebenserwartung ( im friheren
Bundesgebiet und in den neuen Landern)
wéchst, und dadurch verschiebt sich die Alters-
struktur standig zugunsten der dteren Men-
schen. ModelIrechnungen zur Bevdlkerungsent-
wicklung zeigen, dal’ bereitsin wenigen Jahren
in Deutschland mehr 65 jahrige oder dlitere Men-
schen a's 15 jahrige und jingere |eben werden.

Die Entwicklung der Geburten, aber auch der
Eheschlief3ungen und -scheidungen spiegelt die
Einstellung der Gesellschaft zur Familie und zu
Kindern wider. Niedrige Geburtenzahlen und
abnehmende Heiratsbereitschaft haben auch
Einfluf auf die Haushaltsgrol3e, die in der Bun-
desrepublik Deutschland tendenziell seit Jahren
abnimmt: Haushalte mit mehr als finf Personen
sind nur noch auf3erst selten vorzufinden, wéah-
rend die Zahl der Einpersonenhaushalte standig
wéchst. Besonders in Grof3stadten sind Einper-
sonenhaushalte Uberdurchschnittlich haufig an-
zutreffen.

Nach wie vor bestehen in der Bevolkerungsent-
wicklung Unterschiede zwischen dem Westen
und Osten Deutschlands; dies betrifft insbeson-
dere die algemeine Geburtenziffer, a'so die An-
zahl der Lebendgeborenen bezogen auf 1 000
Einwohner. Sieliegt in den neuen Landern und
Berlin-Ost erheblich unter dem Wert fir das
frihere Bundesgebiet
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