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1 Einleitung und Konventionen

In diesem Skript betrachten wir die Elektrodynamik in einer vorgegebenen allgemein-relativistischen
Raum-Zeit. Die Motivation besteht vornehmlich darin, daff in vielen Lehrbiichern die Gravitations-
Rotverschiebung und die Hubble-Rotverschiebung bzw. die Rotverschiebungs-Entfernungs-Beziehung
in der Kosmologie iiber recht vage Argumente im Rahmen eines naiven Photonenbegriffs hergeleitet
werden. Tatsichlich ist eine korrekte Begriindung des Photonenbegriffs nur tiber die Quantenfeldtheo-
rie moglich und relativistische Quantenfeldtheorie ist selbst in der Niherung, daff man eine fest vor-
gegebene Hintergrundmetrik betrachtet, problematisch. Fiir Interessierte sei auf den Standardartikel
[DeW75]] verwiesen.

Allerdings lassen sich die tiblichen ,,naiven Photonenargumente® auch im Rahmen der klassischen Elek-
trodynamik begriinden, wobei man von der sogenannten Eikonalniherung Gebrauch macht. Wir
folgen der Darstellung der klassischen Elektrodynamik in der gekriimmten Raum-Zeit in [[LL92],
passen dabei aber die Konventionen bzgl. diverser Vorzeichen fiir den Metrik- sowie die diversen Kriim-
mungstensoren der in der Vorlesung benutzten wie folgt an [[ABS75} [F1i12]]:

Die Signatur der Metrik ist (+,—,—,—) (, Westkiistenkonvention®), d.h. in der flachen Raum-Zeit der
speziellen Relativititstheorie (Minkowski-Raum-Zeit) ist die Metrik durch (7,,,) = diag(1,—1,—1,—1)
gegeben.

Die Christoffel-Symbole, die den affinen Zusammenhang der Raumzeit definieren, sind entspre-
chend einer Riemannschen torsionsfreien Mannigfaltigkeit durch

1 o
Ly =5(8" 080y + 80— T 81r) M

gegeben, wobei die Einsteinsche Summationskonvention gilt, d.h. es wird iiber gleichlautende Indizes
summiert. Dabei muf} stets einer der Indizes unten (kovarianter Index) und der andere oben (kontra-
varianter Index) stehen.

Der Riemannsche Kriimmungstensor ist vermdge der Christotfel-Symbole durch

a — a a a Tv a v
R% 5, =3, T%,— T2 + 3L —T2 T @)
definiert. Dann gilt fiir jedes Vektorfeld V,
(D[uDv_DvD[u)vp :_Rpaluvvg' (3)
Durch Kontraktion ergibt sich daraus der Ricci-Tensor
RlUV:RV[U :Ra/UZZV' (4)
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Eine weitere Kontraktion liefert schliefflich den Ricci-Skalar
R=R",. 5)

Die Einsteinschen Feldgleichungen der Gravitation lauten dann

R
G,uv = ‘Rluv_7g[uv:_){T,uv’ (6)
wobei 7, den symmetrischen Energie-Impulstensor der Materie und x = 87G (wir verwenden na-
tiirliche Einheiten fiir die die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 ist) die Einsteinsche und G die Newtonsche
Gravitationskonstante bezeichnen.

Bildet man die Spur von (6), sicht man, daf} die Einstein-Gleichungen auch in der Form

1
R/uv:_x<T,uv_§Tppg[uv> (7)

geschrieben werden konnen.
Schliefflich bemerken wir noch, daf§ die sog. Bianchi-Identitat

DHG,, =0 (8)

gilt, d.h. unabhingig von den Bewegungsgleichungen fiir die Materie, die den Energie-Impuls-Tensor
bestimmen, muf$

DT, =0 9)

gelten. Dabei ist D die kovariante Ableitung.

Wir verwenden stets das Levi-Civita-Symbol so, daf} die Vorzeichenkonventionen

gelten. Ansonsten sind €#”?? und € vollstindig antisymmetrisch unter Vertauschung der Indizes.

uvpo
Anders als in kartesischen Koordinaten im Minkowski-Raum bilden diese Symbole keine Tensor-Kom-

ponenten. Dies ist vielmehr nur fiir den Levi-Civita-Pseudotensor der Fall, der durch

Voo 1 o 1
ARPT = —— P9, AMV,OU: V8o, Mit g:det(gw) (1)

definiert ist. Es handelt sich um einen Pseudotensor, weil er sich nur unter orientierungserhaltenden
Transformationen der Koordinaten, also falls det(dq’#/Jdgq,) > 0 ist wie ein echter Tensor verhilt.
Andernfalls kommt ein zusitzliches Vorzeichen ins Spiel!

2 Elektrodynamik in vierdimensional kovarianter Form

Die Elektrodynamik erhilt man prinzipiell unter der Annahme des Aquivalenzprinzips und des Po-
stulats der minimalen Kopplung durch die Grundregel, daff man ausgehend von der Formulierung der
Naturgesetze in der flachen Minkowski-Raum-Zeit ausgehend die partiellen durch kovariante Ablei-
tungen ersetzt. Dabei ist allerdings bei den Gleichungen zweiter Ordnung zu beachten, dafy gemif3
die kovarianten Ableitungen dann und nur dann miteinander kommutieren, wenn der Raum flach ist,



also R, = 0 gilt. In der Elektrodynamik entsteht dieses Problem nicht, wenn wir von den eichin-
varianten Gleichungen erster Ordnung fiir das elektromagnetische Feld ausgehen. Die inhomogenen
Maxwellgleichungen lauten demnach

D, F¥ =, (12)

wobei wir Heaviside-Lorentz-Einheiten verwenden. Dabei sind F#” die kontravarianten Komponenten
des antisymmetrischen Feldstirke- oder Faraday-Tensors und ;” die elektrische Vierervektorstrom-
dichte bezeichnet. Wir bemerken, dafy wegen der Antisymmetrie F* = —F"# des Faraday-Tensors
diese kovariante Divergenz durch partielle Ableitungen ausgedriickt werden kann, d.h. kann in
der Form

1
——0,(/—gF*)=7" 13
T Vet =) (13)

geschrieben werden.

Die homogenen Maxwellgleichungen lauten

D, F,,+DF,,+D,F, = QMFFU + &’PFW + QUFHP. (14)
Dies l4f3t sich auch mit Hilfe des dualen Feldstiarketensors
F,uv = A,uvpaFPU = _gfyvaFpa (15)
schreiben, denn es gilt i
D”F#V:\/—gEWPUD"‘F'O”:O. (16)

Dabei folgt die erste Gleichung daraus, daf} die kovarianten Ableitungen des Metriktensors verschwin-
den und die zweite, weil die Kontraktion mit dem Levi-Civita-Symbol bis auf einen Faktor 3 die linke

Seite von (14) reproduziert.

Aus der zweiten Form von folgt wie in der Elektrodynamik im Minkowski-Raum, dafl es ein
Vektorpotential gibt, d.h. dafl

F,=3,A,—3A,=D,A,—DA, (17)

wobei die zweite Form daraus folgt, dafy die Terme mit den Christoffelsymbolen in der kovarianten
Ableitung
— P
D,A,=3,A,~THA, (18)

wegen I, = I}, verschwinden. Es folgt weiter, daf} das Viererpotential nur bis auf den Gradienten
eines Skalarfeldes definiert ist, d.h. das eichtransformierte Viererpotential

I —
A#_AM+3#)(_AM+DM)( (19)
liefert gemifd denselben Faraday-Tensor wie A ,.
Wie im Minkowski-Raum konnen wir durch Wahl der (kovariant verallgemeinerten) Lorenz-Eichung

DHA#:\/%_g[}#(\/__gAH)éO (20)

die Feldgleichungen fiir A , vereinfachen. Da (14) bereits durch 1) identisch erfiillt ist, sind die verblei-
benden unabhingigen Feldgleichungen die inhomogenen Maxwellgleichungen (12). Setzen wir darin

ein, folgt
galgDaFﬂv: ga/gDGt(DIBAv_DvAIB):]v 21)
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Gemif (3) gilt nun

(DD, =D, D)4 =Rp,,,A7. (22)
Kontraktion mit g% liefert
j, =8 D (DA, —D,Ap) (23)
— 4, —g*#(D,D,—D,D, +D,D, ) 4
0A,—D,D,A% + R, A" (25)
04, + R, AT. (26)

Wir bemerken, dafl wir von der Lorenz-Eichbedingung erst im letzten Schritt Gebrauch gemacht
haben. In allgemeiner Eichung gilt (25). Wiren wir von der in der speziellen Relativititstheorie in kar-
tesischen Koordinaten giiltigen Gleichung

0OA,—d,d,A* =, (nur in kartesischen Koordinaten im Minkowski-Raum giiltig!) (27)

ausgegangen und hitten einfach partielle durch kovariante Ableitungen ersetzt, hitten wir den letzten
Term in nicht gefunden. Dies zeigt, dafl in der Tat die naive Ubersetzungsregel d, — D, wenn
man von speziell relativistisch formulierten Gleichungen zu allgemein relativistischen {ibergehen will,
fir Differentialgleichungen 2. Ordnung zu falschen Schliissen fithren kann. Aus unserer Herleitung
wird unmittelbar klar, dafl bei Vernachlissigung des letzten Terms in die Eichinvarianz der Elek-
trodynamik in der ART verloren ginge. Dies weist darauf hin, daf} dieser Kriimmungsterm physikalisch
zwingend in den Maxwell-Gleichungen auftauchen mufi.

3 Konform-Invarianz der freien Maxwell-Gleichungen

Wir bemerken, dafl die freien Maxwell-Gleichungen, also falls 7, = 0 ist, invariant unter konformen
Transformationen sind, d.h. setzen wir fiir eine beliebige Funktion A = A(¢#) der Koordinaten

g[uV = Agll,“/’ A[u :A‘u’ (28)
so folgt zunichst aus
F,=d,A,—3,A,=3,A,—34,=F, 29)
Andererseits ist .
W= g, 30
8 =78 (30)
da (g#) die inverse Matrix zu (g,,,) ist. Damit ist
FH = glP g F —infﬁ _iﬁw (1)
=88 po /12 8 po /12 ’

wobei wir die Tensoroperationen (wie das Indexziehen in der vorigen Gleichung) fiir die Groflen mit
Tilde stets mit §,, bzw. §*” vornehmen.



Offensichtlich gelten die homogenen Maxwellgleichungen fiir F v genau dann, wenn sie fiir F,
gelten, da sie gar nicht von der Metrik abhingen, wenn man sie in der Form mit den kovarianten

Ableitung schreibt.
Ebenso folgt aber fiir j, =0, also fiir den Fall der freien Maxwell-Gleichungen fiir

1 1 ~
——3d,(y/—gF")= d,(v/—gF*)=0. 32

Multiplizieren wir mit A%, ergibt sich

0=D, F* = \/%Qy(\/—_gﬁf”):DHﬁf”. (33)
Dabei ist D , die kovariante Ableitung, die mittels §,,, und den entsprechenden Christoffel-Symbolen
definiert ist und D, die entsprechende kovariante Ableitung bzgl. der Metrik g,,,. Es ist klar, daff die
nur die freien Maxwell-Gleichungen invariant unter diesen konformen Transformationen sind.
Fiir die Elektrodynamik in den fiir die Kosmologie wichtigen Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-
Raum-Zeiten bedeutet dies eine enorme Vereinfachung, denn bei geeigneter Wahl der Koordinaten
(g*)= (7, y, 9, ¢) laft sich diese in der Form

(8y) = @*()diag(1,—1,—Sg(x ), —Sg(x)sin’ ) (34)
schreiben[l] d.h. sie ergibt sich durch konforme Transformation aus der statischen Metrik
8, = diag(1,—1,—S2 (1), —SE (1) sin 5. 09

Dabei ist
siny fir K=1,
Sk(x)=<»x fir K=0, (36)
sinhy fir K=-—1.

Wir konnen also die freien elektromagnetischen Felder fiir alle FLRW-Raum-Zeiten unabhingig von
der spezifischen Form des Skalenparameters a( ) beschreiben. Wegen der Konforminvarianz F,, = E v
ist der kovariante Faraday-Tensor also unabhingig von a(7). Insbesondere ist fiir K = 0 die Min-
kowski-Metrik, geschrieben in raumlichen Kugelkoordinaten (y,#,¢). Alle Losungen der Elektrody-
namik im Minkowski-Raum sind also zugleich Losungen in jeder flachen FLRW-Raum-Zeit. Insbeson-
dere sind die ebenen Wellen A, o< exp(—ik,x*) mit &, &# = 0 Losungen. Im nichsten Abschnitt zeigen
wir, dafl dies approximativ auch fiir die nichtflachen FLRW-Metriken (K € {—1,+1}) der Fall ist.

4 Die Eikonal-Niherung

Exakte Losungen der freien Maxwell-Gleichungen fiir K # 0 sind trotz der umfassenden Symmetrie
der Metrik nicht so einfach zu finden wie im Minkowski-Raum, weil die Gleichungen nicht in
Wellengleichungen fiir die einzelnen Komponenten separieren wie im Fall K = 0, wo F,,, identisch mit
den Losungen im Minkowskiraum ist (s. vorigen Abschnitt). Eine Verallgemeinerung der Multipol-

'Vgl. die entsprechende Aufgabe auf Ubungsblatt 4.



Entwicklung auf eine grofSe Klasse von exakten Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen (Schwarz-
schild-, Kerr-, FLRW-Metrik) findet sich in [[CK74].

Um die fiir die Kosmologie interessante Rotverschiebung der Spektrallinien des von Sternen, Superno-
vae, Galaxien etc. ausgesandten Lichts aufgrund der Expansion des Universums (Hubble-Rotverschie-
bung) herzuleiten, geniigt jedoch bereits die sog. Eikonalniherung. Diese entspricht dem Ubergang
von der Wellen- zur Strahlenoptik und ist giiltig fiir die Beobachtung des Lichts weit weg von der Quel-
le, also L > A, wobei A die typische Wellenlinge des emittierten Lichts und L typische Abstinde, tiber
die sich Groflen wie der Brechungsindex eines Mediums merklich indern, bezeichnen. Fiir eine aus-
tihrliche Erérterung der Eikonalniherung in der flachen Minkowski-Raum-Zeit s. [Som78,LL92]. In
der ART miissen wir noch annehmen, daf§ A < R ist, wobei R den Kriimmungsskalar bezeichnet.
Dann fithren wir den Parameter h

‘= min(L,R)

ein und machen fiir das Viererpotential des elektromagnetischen Feldes den Ansatz

<1 (37)

A* =Re {[ag‘ +al'e + O(e*)]exp <—1%>} . (38)

Die parametrische Abhingigkeit der Phase von € folgt dabei daraus, daff die Phase o< & = 27t/ A ist. Fiir
die folgende Rechnung lassen wir die Bildung des Realteils der Einfachheit halber weg. Dies ist erlaubt,
solange wir nur mit in A, linearen Ausdriicken und den Ableitungen nach den reellen Koordinaten g#
operieren.

Als erstes verwenden wir die Lorenz-Eichbedingung (20). Setzen wir (38) ein, erhalten wir

D AF = % {QH[\/—_g(a: +eal’)]— é(aéj + eaf)ﬁﬂgb} exp <—i%> =0. (39)

In fithrender Ordnung 0(1/¢) folgt
ayd,=0. (40)

Entwickelt man die Phase ¢ in einer Umgebung eines beliebigen Raum-Zeitpunktes bis zur linearen
Ordnung, erkennt man, daf§

k,=0,¢ (41)
ist. Die Wellenzahl dndert sich also i.a., d.h. die Kriimmung der Raumzeit wirkt dhnlich wie ein Bre-
chungsindex. Dies ist insbesondere fiir die Elektrodynamik in Raum-Zeiten der Fall, die konform
zu einer statischen Raum-Zeit sind, d.h. fiir solche Raum-Zeiten, fiir die g, = 4§, ist, wobei §,,
nicht von der Zeitkoordinate abhingen, und fiir die (ggf. nach Transformation zu neuen Koordinaten)
80; = gjo = O fiir j € {1,2,3} gile [LLI2Z].

Gehen wir mit dem Ansatz (38) in die Wellengleichung (26) ein, sehen wir, daf} die fithrende Ordnung

0(1/€?) aus der zweimaligen partiellen Ableitung des Exponentialfaktors, die im verallgemeinerten
d’Alembert-Operator [ enthalten ist, herriihrt. Daraus ergibt sich

kRt =g"(0,4)(d,¢)=0. (42)

Wie zu erwarten, ist der Wellenvektor lichtartig. Es ist klar, dafl sowohl in als auch in der
Skalenfaktor d(7) weggekiirzt werden kann, wie wir es von der Konforminvarianz der Maxwell-Glei-

chungen erwarten, d.h. statt konnen wir auch
g (9,9 a¢)=0 (43)
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schreiben.

Kovariante Ableitung von ergibt wegen der Giiltigkeit der Produktregel fiir kovariante Ableitun-
gen und der Vertauschbarkeit der kovarianten Ableitungen, wenn sie auf ein Skalarfeld wirken, ergibt

0= DH(/eV/eV) = 2/eVD/l/€V = Zka#Dvgb = ZkavDﬂgb = ZkVDV/elu. (44)

Nun definieren die Normalen der Hyperflichen konstanter Phase ¢/ = const die Lichtstrahlen. De-
ren Tangentialvektor ist k,,. Parametrisieren wir also den Lichtstrahl mit g#(A), so gilt bei geeigneter
Skalierung des Weltparameters A

q" = k" (45)

Dabei bezeichnet der Punkt die Ableitung nach A. Es ergibt sich nun aus (#4), daf§ der Lichtstrahl eine
Nullgeodite ist, denn es gilt
D’g# Dkt
DAz DA

vp pr B pyp pu @ g 46
q LY, v

Damit folgt aber, daf} das in vielen Lehrbiichern verwendete naive ,Photonenbild“ der Lichtausbreitung
im Sinne dieser Eikonal-Niherung tatsichlich korrekt ist, d.h. man kann sich die Lichtstrahlen als
Trajektorien von sich auf Nullgeoditen in der Raumzeit bewegenden masselosen Teilchen vorstellen.

Nun folgt aber die Geoditengleichung aus dem Hamiltonschen Prinzip mit der Wirkung

1 N uey
S[q]:fdiL:Edelgwq“q : (47)

Da also die Vierer-Lagrange-Funktion L nicht explizit von A abhingt, folgt die Erhaltung der Vierer-
Hamilton-Funktion: a1

H=¢"p,—L=L=const mit png—q.,u. (48)

Erfiillt also eine Losung der Geoditengleichung die Bedingung g ,¢# = 0 fiir ein A= Ay, so ist sie auch
fiir alle A erfiillt.

Weiter ist §,, eine statische Metrik, d.h. die Zeitkoordinate 7 ist eine zyklische Variable. Folglich ist

entlang des Lichtstrahls
dL

o= P = ky =: & = const. (49)
q

Wir interessieren uns nun fiir die radiale Lichtausbreitung. Es sei also ¢ = ¢(t, ). Mit der Metrik
ergibt sich dann die Eikonalgleichung (43) zu

(@47 (9,4 =o0. (50)
Wegen (49) und weil ky = £° = w ist, folgt daraus
I, ¢=—0.x ==&, (51)

wobei wir beim Wurzelziehen das negative Vorzeichen gewihlt haben, weil wir den Fall betrachten,
daf$ wir uns als ,,Beobachter” bei der radialen Koordinaten y = y, befinden und die Lichtquelle bei
x = 0 lokalisiert ist. Diese denken wir uns radialsymmetrisch mit der Oberfliche y = y, = const,



wobei y, < y sein mufl, damit die Eikonalniherung giiltig ist; d.h. der Lichtstrahl bewegt sich von y,
radial zum Beobachtungsort [}

Damit ist aber (51) sofort integriert
¢, x)=(r—Y)- (52)

Gewohnlich betrachten wir uns aber als fundamentale Beobachter, also solche Beobachter, die sich

mit dem kosmischen Substrat mitbewegen. Diese nehmen jedoch Zeit- und Abstandsmessungen gemif}
der FLRW-Metrik in der Form

(8,4) = diag(1,—a?(2),—a*(t)Sg (x ),—a’(t)S; sin’ F) (53)

vor. Offenbar ist q
dT:—t, a(t):ﬁ[’[(t)]. (54)
a(t)

Damit folgt aber fiir die Frequenz bzgl. der mitbewegten Koordinaten

dr dr (54) @
©=3ay dt - a0 63)
Es gilt also entlang des radialen Lichtstrahls
wa = & = const. (56)

Ein zur Zeit ¢, bei y, ~ 0 emittiertes Lichtsignal trifft nun zur spiteren Zeit ¢, beim Beobachter bei
%, ein. Gemif$ (57) gilt fiir die Frequenzen bei der Emission und Beobachtung

alt) = wyalty) > Lo =)y, 67)

e

Da sich unser Universum ausdehnt, ist w, > w,, d.h. die beobachteten Spektrallinien sind gegen-
tiber den lokal gemessenen Spektrallinien zu kleineren Frequenzen hin verschoben. Dies ist die Hub-
ble-Rotverschiebung, die durch den Rotverschiebungsparameter z in charakterisiert wird. Die-
se Herleitung zeigt klar, daf es sich nicht um eine Dopplerverschiebung handelt. Ein fundamenta-
ler Beobachter befindet sich im betrachteten Referenzsystem gegeniiber einer mit dem Substrat be-
wegten Lichtquelle in Ruhe, d.h. es gilt fiir die Vierergeschwindigkeiten von Quelle und Beobachter
(”sﬂ) = (”SI) = (1505050)'

Fiir einen Beobachter auf der Erde trifft dies nicht zu, weil wir uns gegentiber dem durch die groflrdumig
gemittelte FLRW-Raum-Zeit definierten fundamentalen Bezugssystem bewegen. Dies 1af3t sich anhand
des Dipolanteils der Richtungsabhingigkeit der Temperatur der kosmischen Hintergrundstrahlung
feststellen. Nach den neuesten Messungen des Planck-Satelliten bewegen wir uns mit etwa 370 km/s
gegeniiber dem fundamentalen Bezugssystem der FLRW-Metrik. Dies ist in der Tat auf den Doppler-
effekt zurtickzufiihren.

Zu der Zeit t, gelangt man {iber die Geoddtengleichung fiir radiale Nullgeoditen. Diese Vereinfacht
sich wegen des Erhaltungssatzes zu

ds? =dt? —a’dy? =0, (58)

2Wir haben dabei den formalen Entwicklungsparameter der Eikonalniherung € wieder auf 1 gesetzt.



d.h. es gilt
o~ —fﬁo A e (59)
XO )(S_XO . ﬂ(t) o e/

Ist a(t) bekannt, kann man daraus bei vorgegebenen ¢, den Beobachtungszeitpunkt ¢, bestimmen.

Die Frequenzverschiebung fiir den Fall, daf$ sich Beobachter und Lichtquelle gegeniiber dem fundamen-
tal Bezugssystem bewegen, 1af3¢ sich leicht angeben. Wir konnen namlich offenbar kovariant schreiben

w, = uf/ey(te,)(s) und w, = ué‘ky(to,xo). Dabei ist gemif3

_3¢_3¢d7_03 . . L
O_E—EE—E, ]el—ax(ib—(,(), kz—/e3—0. (60)

Es ergibt sich also fiir den allgemeinen Fall von bewegter Quelle und bewegtem Beobachter
w, _ ke/_l Mﬂl’u

Ze 3
w, kit

(61)

Fiir den ruhenden Beobachter und die ruhende Quelle ist (#.) = (x)) = (1,0,0,0) und mit ergibt
sich wieder (57). Wie man sieht ergibt fiir den allgemeinen Fall bewegter Quelle und Beobachter ein
kompliziertes Zusammenspiel aus Hubble-Gravitationsrotverschiebungs- und Doppler-Effekt.

Einzig fiir nicht zu weit entfernte Lichtquellen kann man die Hubble-Rotverschiebung fiir ruhende
Beobachter und Quellen approximativ auch als eine Art Doppler-Effekt deuten. Dazu entwickeln wir
den Nenner in (57)

w, _a(t,) a(t,)

=, T e we)— At

~ 1+ Atd(t,)/a(t,) =1+ H,At, (62)

wobei H, = d(t,)/a(t,) die Hubble-Konstante und At = ¢, —t, sind. Damit diese Entwicklung giiltig
ist, mufd offenbar z ~ HAt < 1 sein. Andererseits ist die Entfernung des Beobachters zur Lichtquelle
gemif} der Robertson-Walker-Metrik

r(t) = alty)x, = v, =a(ty)x, = Hoalt,)x,- (63)
Gemif (59) gilt aber
bodt t,—t, At
— ~ 0 e _ 64
o), = " “
und folglich wegen

v, ~ H At. (65)

In derselben Ordnung ist aber der Dopplereffekt in der Minkowski-Raumzeit fiir einen sich von der
Lichtquelle radial entfernenden Beobachter

1
1+Z:&: ﬂzl-i-‘vo, (66)
w, 1—w,

und dies stimmt wegen (65) in der Tat mit der fiir z < 1 giiltigen Niherung (62) iiberein.



5 Luminosititsabstand

Eine Moglichkeit, den Abstand weit entfernter Objekte in der Kosmologie zu messen, ist bei bekannter
Luminositit der Lichtquellen (,Standardkerzen®) iiber die gemessene Energie-Flufidichte am Beobach-
tungsort moglich. Wichtige Standardkerzen sind die Supernovae vom Typ Ia. Da hinreichend schwere
Sterne nach Verbrauch ihres Fusionsmaterials ungefihr bei gleichen Massen (von der Gréflenordnung
der Chandrasekhar-Masse) kollabieren, ist ihre absolute Helligkeit ungefihr gleich. Aus der gemesse-
nen scheinbaren Helligkeit am Beobachtungsort lifit sich also die Entfernung berechnen. Im folgenden
leiten wir den Zusammenhang der scheinbaren Helligkeit vom radialen Abstandsparameter y her.

Dazu benétigen wir zunichst den Energie-Impuls-Tensor des freien elektromagnetischen Feldes. Die-
sen erhalten wir aus dessen Wirkungsfunktionaf|

1
AM]:—Z J d*q/—gF, F* (67)

durch Variation bzgl. g ,, bei festgehaltenem A ,. Unter dieser Variation ist zunichst wegen li SOF =
0. Weiter bendtigen wir 8 g. Nun ist g = det(g uv)- Da g als Matrix betrachtet die Inverse zur Matrix
8y 1st, gilt
J v
dg=7 s 88, =898,,8" (68)
8uv

und damit

8v/— ——ﬁgg‘” 8y = v 88" S gy, (69)

Fiir F# benétigen wir noch die Variation von g#*. Wegen g, g"" = 81 ist
gyvggvp = _3gluvg"/0 (70)
und damit wegen der Antisymmetrie von F,,,
SFB = S(g”“g"ngw = (8gHl*g"P + g”o‘é‘gvﬁ)FW = Zé‘g”“g"ﬁFw = —ZFf‘ﬁg""’é‘gW. 71)

Nun ist definitionsgemifl der Energie-Impulstensor irgendwelcher Felder tiber deren Wirkungsfunk-

tional durch |
§ Z—EJd“qx/—gT‘”é‘ 8uv (72)

gegeben. Setzen wir nun und in die Variation der Wirkung fiir das elektromagnetische Feld
ein, erhalten wir nach einiger Rechnung

1
T =FRE) 4 F, pFgh. (73)

In der fithrenden Ordnung der Eikonal-Niherung (42) erhalten wir in konformen Koordinaten wegen
die ebene Welle
A, =ag, cos[ (T — y)]s (74)

3Es ist leicht zu zeigen, daf} das Hamiltonsche Prinzip mit dieser Wirkung in der Tat die Maxwell-Gleichung fur
7# =0 liefert.
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wobei die Welle wieder radial von einer bei y, ~ 0 gelegenen Quelle auf den Ort des Beobachters bei

X, = x zulduft. Wegen k #aét =0 wiahlen wir der Einfachheit halber
(dolu) = (O: Oaﬂo’ o) (75)

Dabei kénnen wir im Rahmen dieser fithrenden Ordnung der Eikonal-Niherung annehmen, daf§ 2, =
const ist. Setzt man dies in (73) ein, erhilt man nach einiger Rechnung (vgl. das Mathematica-Notebook

in Anhang

TH =&ty mit i, =(k,/d)=(1,—1,0,0) (76)
mit dem skalaren Feld g2
5 azd”sin“[ (T — y)]
&, )= "——g (77)
A(t)Sg(x)
Direktes Nachrechnen ergibt, daf§ diese Naherung die lokale Energieerhaltungsgleichung
D,T* =0 (78)

erfiillt. Auferdem ist wegen T+ o< k*k die kovariante Spur gwfwv = 0 wie es fiir ein (klassisches)
masseloses Eichfeld sein mufl. Beobachtbar ist wegen der schnellen Anderung des Faktors sin?[ (T —
x)] nur die {iber die Periodendauer 7, = 277/ gemittelte Intensitit 7. Da sich iiber eine Periode der
Lichtwelle 4(7) praktisch nicht dndert, miissen wir nur den sin’-Faktor mitteln:

) et [, __ ad 79
(E(T,X»_WT—OL sin [a)(’r-l-)()]—m- 79)

Da dies ein Skalarfeld ist, gilt &(7, y ) = €(t, y ), und folglich ergibt sich durch mitbewegte Koordinaten
(t, x,8,¢) ausgedriickt einfach

aéd)z

= 80
(e(t, 2)) 220)52(7) (80)

und Py
(W):( 7 ﬁv>:(1/4,1/42,0,0) 81)

agy

und damit die Energiedichte bzgl. dieser Koordinaten
2 ~2
T%) = (et ) (8 = 72— 62
77 2a%(t)Sg(x)

Dies ist wegen T°#T% g,y = 0 auch der Betrag des Poynting-Vektors, also der Energiestromdichte.
Folglich ist die gesamte Strahlungsleistung am Emissionsort y,

p aga")z s 2( )52 () 47143652 83)
- t = .
T2 ()2 ()R T )

Dabei ist 47ta*(z,)Sg(y,) die Oberfliche der Kugel ¢ = ¢, = const, y = y, = const am Emissions-
ort. Damit wird a3 d? = 24%(t,)P, /(47) und folglich die Energiestromdichte bzw. Energiedichte am
Beobachtungsort y, = y

P,a*(t,)

[ = <T00> _ =T o, <
t=ty) 47'5614(%)512{()()

(84)
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Wegen (57) konnen wir a(t,) durch den Rotverschiebungsparameter z ausdriicken

I— Pe . (85)
47(1 +z)2a2(t0)512<()()

Der Luminosititsabstand d; ist dann dadurch definiert, daf}

L= L (86)
47‘[61[%

d.h. als derjenige Abstand des Beobachters von einer Lichtquelle, der sich in einem flachen Minkowski-
Raum fiir die in der FLRW-Raumzeit beobachtete Lichtintensitit ergibe. Der Vergleich mit (85) liefert
dann sofort

dp = (14 2)a(t,)Sg(x)- (87)

Um auch noch a(t,) durch die Rotverschiebung z ausdriicken zu kénnen, miissen wir ein konkretes
kosmologisches Modell, definiert durch den postulierten Materieinhalt des Universums, betrachten
und die entsprechenden  Friedmann-Gleichungen 16sen. Vgl. dazu das  Skript
http://fias.uni-frankfurt.de/ hees/cosmo-SS15/lum-dist-redshift.pdf.
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A Berechnung des elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensors mit Ma-
thematica

Luminositats-Entfernungsbeziehung
iIm FLRW-Universum

FLRW-Metrik

ni= q = {tau, chi, th, ph};

2= g = atil[tau]*2
{{1, o, o, 0}, {0, -1, 0, 0}, {0, 0, -S[chi]*2, 0}, {0, 0, 0, -S[chi]*2 Sin[th]*2}};

in3- MatrixForm[g]
Out[3)/MatrixForm
atil[tau]? 0 0 3
0 -atil[tau]? [ 0
0 [ —atil[tau]? S[chi]? 0
0 [ [ —atil[tau]? S[chi]? Sin[th]?

4~ dq = {dtau, dchi, dth, dph};

insl- FullSimplify[dq.g.dq]

outs- —atil[tau]® (dchi® - dtau® + S[chi] (dth® + dph® Sin[th]*))
Lichtartige Einheitsvektoren in chi-Richtung

ine}- ucov ={1, -1, 0, 0}

out[6]=

{1, -1, 0, 0}

n7i- gecontra = Inverse[g];

Ing= u = gecontra.ucov

1 1
Out(g] { , , 0, 0}
atil[tau]?  atil[tau]?
nel= U.g.u
oul9l= O
Wir lassen und als néchstes die Christoffelsymbole fiir den Riemannschen affinen Zusammenhang
aus der Definition durch Ableitungen der Metrik ausrechnen:

o= christ =
Table[Table[Sum[1/ 2 gcontral[[ii]]l[mi]] (D[g[Imillllkill, ql[li1]] + D[glmilI[Li1], qllkilll-
D[gllkilll[Li1l, qllmill), {mi, 1, 4}], {ki, 1, 4}, {li, 1, 4}], {i1, 1, 4}];

ini1)= Do[Print[MatrixForm[christ[[ii]]]], {ii, 1, 4}]
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2 | luminositaet-entfernung-flrw-SoSe15-2.nb

ati.l' tau 0 0 0
atil[tau]
0 ati'l‘ tau 0 0
atil[tau]
Slchi]® atil/[tau]
o 0 atil[tau] 0
0 o 0 S[chi]? S‘in.th 2 atil[tau
atil[tau]
) ati»l' tau ) )
atil[tau]
ati.l.’ tau 0 0 0
atil[tau]
0 0 -S[chi] S'[chi] 0
0 0 0 -S[chi] Sin[th]* S'[chi]
0 at'i.l' tau 0
atil[tau]
o o i 0
S[chi]
atilftau S'fchi 0 0
atilf[tau]  S[chi]
[¢] 0 [¢] —-Cos[th] Sin[th]
0 ) ) atiAl' tau
atil[tau]
) 0 0 lehil
S[chi]
0 0 0 Cot[th]
atil[tau Sfchi COt[th] 0

atilftau]  S[chi]

Energie - Impulstensor des em. Feldes

2= Acov ={0, 0, 0, a0 Cos[omtil (tau-chi)]}
ourizl- {0, 0, @, ad Cos[omtil(-chi + tau)]}

2= Fcov = Table[D[Acov[[nu]], g[[mu]]] - D[Acov[[mu]], g[[nu]]], {mu, 1, 4}, {nu, 1, 4}]
ouriz- {{0, 0, 0, —a® omtil Sinfomtil (-chi + tau)l}, {0, 0, 0, a® omtil Sin[omtil(-chi + tau)]},
{0, 0, 0, 0}, {a®@ omtil Sin[omtil (-chi + tau)], —a® omtil Sin[omtil (-chi + tau)], 0, O}

ini14p- Fcontra = gcontra.Fcov.gcontra

a0 omtil Csc[th]? Sin[omtil (-chi + tau)]
Out[14]= {{0 , 0,0, },
atil[tau]* S[chi]?

a0 omtil Csc[th]? Sin[omtil (-chi + tau)]
{o, 0.0, — |3
atil[tau]” S[chi]
a0 omtil Csc[th]? Sin[omtil (-chi + tau)]

{0) 07 07 0}7{_ 4 > H
atil[tau]” S[chi]

a0 omtil Csc[th]? Sinfomtil (-chi + tau)]
- ’ 05 0}}

atil[tau]® S[chi]?

inis)= Sum[Fcontra[[al]][[be]] » Fcov[[al]][[be]l, {al, 1, 4}, {be, 1, 4}]

out[15]= @
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luminositaet-entfernung-firw-SoSe15-2.nb | 3

6= Tcontra = FullSimplify[Fcontra.g.Fcontra+
1/ 4 Sum[Fcontra[[al]][[be]] ~ Fcov[[al]l[[be]], {al, 1, 4}, {be, 1, 4}] gcontra]

202 omti1? Csc[th]? Sinfomtil (-chi + tau)? a0 omtil? Csc[th]? Sin[omtil (-chi + tau)]?

5>

atil[taul® S[chi]? atil[tau]® S[chi]?

>

202 omti12 Csc[th]? Sin[omtil (-chi + tau)]?
0, o}, {
atil[tau]® S[chi]?

202 omti1? Csc[th]? Sinfomtil (-chi + tau)]?

,0,0}, (0,0, 0,0}, {0, 0, 0, 0}f
atil[tau]® S[chi]?

7= u = gcontra.{1, -1, 0, 0}

1 1
Out[17}= { » ,O,G}
atilftau]?> atil[tau]?
inig= Table[u[[mu]] ~ u[[nu]], {mu, 1, 4}, {nu, 1, 4}]
1 1 1 1
Out[18] {{ Pl P 0, O}’{ Pl Pl 0, 0},{0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0}}
atil[tau]” atil[tau] atil[tau]® atil[tau]

Wir zeigen, daR der Energie - Impulstensor spurfrei ist und die kovariante Gleichung fiir lokale

Energieerhaltung erfiillt :

infel= Sum[(Tcontra.g)[[mu]][[mu]], {mu, 1, 4}]
0

inzo1- Table[Sum[D[Tcontra[[al]l[[ga]l, qal[alll]l, {al, 1, 4}]+
Sum[christ[[al]][[al]][[mu]] ~ Tcontra[[mu]]l[[ga]] + christ[[ga]l[[al]][[mu]] » Tcontra[[al]][[mu]],
(317 1, 4)7 (mu, 1) 4}], (ga) 1’ 4)]
ouzol- {0, 0, 0, 0}

15



Literatur

[ABS75] R. Adler, M. Bazin, M. Schiffer, Introduction to general relativity, 2. Aufl., McGraw-Hill
Inc., New York (1975).

[CK74] ]. M. Cohen, L. S. Kegeles, Electromagnetic fields in curved spaces - a constructive procedure,
Phys. Rev. D 10, 1070 (1974).
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.10.1070

[DeW75] B.S.DeWitt, Quantum field theory in curved spacetime, Phys. Rept. 19, 295 (1975).
https://doi.org/10.1016/0370-1573(75)90051-4

[Fli12]  T. FliefSbach, Allgemeine Relativititstheorie, 6. Aufl., Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg
(2012).

[LL92] L.D.Landau, E. M. Lifschitz, Klassische Feldtheorie, Bd. 2 von Lebrbuch der Theoretischen
Physik, Akademie Verlag, Berlin (1992).

[Som78] A.Sommerfeld, Vorlesungen iiber Theoretische Physik IV, Optik, Verlag Harri Deutsch
(1978).

16


https://doi.org/10.1103/PhysRevD.10.1070
https://doi.org/10.1016/0370-1573(75)90051-4

	Einleitung und Konventionen
	Elektrodynamik in vierdimensional kovarianter Form
	Konform-Invarianz der freien Maxwell-Gleichungen
	Die Eikonal-Näherung
	Luminositätsabstand
	Berechnung des elektromagnetischen Energie-Impuls-Tensors mit Mathematica

