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1 Die Friedmann-Gleichungen

Wir beginnen mit der Herleitung der Friedmann-Gleichungen fiir die Friedmann-Lemaitre-Roberts-
on-Walker-Metrik (FLRW-Metrik). Wir gehen dabei von der Form
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in Standardkoordinaten aus, wobei wir die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 gesetzt haben. Dabei ist der
Kriimmungsparameter K € {—1,0,1} (entsprechend offenen, flachen bzw. geschlossenen Raumschnit-
ten t = const). Die Einsteinschen Feldgleichungen
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fiir diese Metrik fithren auf die Form des Energie-Impulstensors
T =[e(t)+P(t)]u“u” —P(t)g” mit («*)=(1,0,0,0), 3)

der zu jedem Zeitpunkt ¢ der relativistischen Beschreibung eines idealen im Sinne des durch die Stan-
dardkoordinaten festgelegten Bezugssystems ruhenden Fluids entspricht. Die Energiedichte € und der
Druck P sind unabhingig von den rdumlichen Koordinaten, so daf§ in Ubereinstimmung mit dem kos-
mologischen Prinzip die (groflrdumig gemittelte) Materieverteilung in jedem Raumschnitt homogen
und isotrop ist. Wie wir unten sehen werden, konnen wir auch eine méglicherweise von 0 verschie-
dene kosmologische Konstante als Beitrag zum Energie-Impuls-Tensor berticksichtigen, wobei hierbei
allerdings die Interpretation als ideales Fluid nicht mehr anwendbar ist.

Einsetzen von (1) und (3) in die Einstein-Gleichungen (2) liefert (s. das Mathematica-Notebook im
Anhang) zwei Bestimmungsgleichungen fiir die zeitliche Entwicklung des Skalenfaktors a4, der Ener-
giedichte € und des Drucks P, die Friedmann-Gleichungen

3(K +4d?

¥ = 87Ge, )
a

2% 4> K

—+—2+—2:—87TGP. (5)

a a a



Diese Gleichungen stellen die Beziehung zwischen der zeitlichen Entwicklung des Skalenfaktors und
dem Energie-Impulsgehalt des das Universum homogen und isotrop erfiillenden ,kosmischen Sub-
strats“ her. Damit das System aus Gleichungen fiir die drei unbekannten Funktionen geschlossen wird,
bendtigen wir noch eine Zustandsgleichung P = P(e).

Im Standardmodell der Kosmologie postuliert man, dafl sich das kosmische Substrat aus drei unter-
schiedlichen Bestandteilen zusammensetzt:

e Nichtrelativistische (,kalte) Materie. Hierunter fillt alle aus massiven Objekten bestehen-
de Materie wie gewdhnliche Sterne, Galaxien, interstellares Gas usw. (gemeinhin ,baryonische
Materie“ genannt) aber auch die sog. dunkle Materie, {iber deren Natur wir so gut wie nichts
wissen. Hier ist die fluiddynamische Interpretation des Energie-Impulstensors gerechtfertigt. Die
Geschwindigkeit der Bewegung dieser Art der Materie relativ zum kosmischen Ruhsystem kann
als zufillig im Sinne der kinetischen Gastheorie betrachtet werden, und die Geschwindigkeit die-
ser Bewegung ist sehr klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit. Dabei darf man vom Modell
eines idealen Gases im thermodynamischen Gleichgewicht ausgehen, und fiir den Druck gilt
nach der nichtrelativistischen statistischen Mechanik Py; = u (v?) /3 < u, wobei u die Mas-
sendichte der kalten Materie ist. In der Energiedichte kann diese Bewegung also vernachlissigt
werden, und es ist €); ~ u. Wir konnen also fiir diesen Anteil des Substrats die Zustandsglei-
chung

Py =0 (6)

ansetzen.

e Relativistische Materie und Strahlung. Darunter fillt alle aus (nahezu) masselosen Teilchen
bestehende Materie, insbesondere auch die Strahlung des kosmischen Mikrowellenstrahlungs-
hintergrunds. Gewohnlich spricht man in der Kosmologie allgemein einfach von Strahlung.
Auch hier ist eine unmittelbare Interpretation des Energie-Impulstensors als Beschreibung eines
relativistischen Fluids angebracht, und die Zustandsgleichung lautet
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e Dunkle Energie. Hierunter fillt die Berticksichtigung der kosmologischen Konstante A in den
Einsteingleichungen. Sie entspricht dem Term Ag#” auf der rechten Seite der Einstein-Gleichun-
gen (2), d.h. der Energie-Impulstensor ist durch

A
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gegeben (A: kosmologische Konstante). Die Interpretation als Energieform rithrt daher, daff eine
kosmologische Konstante einem Renormierungsterm der Energie-Impulsdichte in der relativisti-
schen Quantenfeldtheorie entspricht. Man kann ohne Ubertreibung sagen, daf aus dieser Sicht
die kosmologische Konstante das grofite Ritsel der modernen Physik darstellt[Wei189, Wei00].

Wir gehen im folgenden davon aus, dafl die drei Arten des kosmischen Substrats voneinander entkop-
pelt sind. Das ist fiir die dunkle Energie automatisch und zu allen Zeiten des Universums der Fall.
Fiir die kosmische Hintergrundstrahlung gilt dies nur nach der Epoche der Rekombination, wo sich
die geladenen Teilchen der Materie zu ungeladenen Atomen verbunden haben und sich die Strahlung



daher ab diesem Zeitpunkt (im inflationiren Standardmodell des Universums ca. 380000 Jahre nach
dem Urknall) nahezu ungehindert durch das kosmische Substrat ausbreitet.

Alle drei Zustandsgleichungen konnen wir in der Form
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schreiben. Die Gesamtenergiedichte des Universums ist aufgrund der Annahme, dafi die verschiedenen
Formen des Substrats entkoppelt sind, also als wechselwirkungstrei angesehen werden konnen einfach
durch
€l = M T er T €p (10)
gegeben.

Eine erste wichtige Folgerung aus den Friedmann-Gleichungen (4) und (5) ergibt sich, wenn wir die
mit 3 multiplizierte erste Gleichung von der zweiten abziehen. Es folgt
a 47G
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Da wegen der Signatur der Metrik stets 2 > 0 gelten mufi, bedeutet dies, dafl die Zeitentwicklung
des Skalenfaktors fiir den Fall ohne kosmologische Konstante stets ,,abgebremst® erfolgt. Dies ist an-
schaulich erklarlich, dafl fiir gewShnliche Materie und Strahlung die Gravitationswechselwirkung stets
anziehend ist, wirkt fiir diese Komponenten des Substrats also der Expansion, durch die die physika-
lischen mittleren Abstinde der Fluidelemente grofler wird, entgegen. Fiir ein durch dunkle Energie
dominiertes Universum mit A > 0 kann wegen (8)) die rechte Seite von hingegen positiv werden,
und also die Expansion des Skalenfaktors beschleunigt erfolgen.

Abgesehen von dieser wichtigen Folgerung aus der zweiten Friedmann-Gleichung (5) ist diese im fol-
genden weniger niitzlich als die aus der Bianchi-Identitit D ,G*” = 0 und den Einstein-Gleichungen
folgende lokale Erhaltungsgleichung fiir Energie und Impuls D, 7#" = 0. Nach einiger Rechnung
(s. Anhang[A) ergibt sich mit dem Ansatz
i(43€)+Pi(d3):O. (12)
de de
Es ist im folgenden bequemer, diese Gleichung zusammen mit der ersten Friedmann-Gleichung (4) und
die Zustandsgleichungen zu verwenden. Wegen der postulierten Entkopplung der drei Formen
des Substrats, gilt (12) getrennt fiir jede dieser Formen. Fiir die allgemeine Zustandsgleichung (9) folgt
also aus

@’é;+3(14+ w,)a’de; =0. (13)
Im folgenden bezeichnen wir Groflen fiir einen Beobachter zur gegenwirtigen Epoche #, des Univer-
sums mit einem Index 0. Die Gleichungen (4) und gestatten dann bei gegebener (und wenigstens
prinzipiell beobachtbaren!) Zusammensetzung des Substrats zur Zeit ¢, Schlufiffolgerungen tiber die

frithere Entwicklung des Universums zu ziehen. Dazu integrieren wir zunichst (13) durch ,Trennung
der Variablen®:

dO 3(1+w]-)
Damit und (9) sowie (10) folgt also durch Einsetzen in die erste Friedmann-Gleichung
K+4d> 8n 87G ag\ 3(1+w;)
2 :7wat:T§f°f () (15)
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Im Prinzip konnen wir also aus dem prinzipiell beobachtbaren Kriimmungsparameter K € {—1,0,1}
und den Energiedichteanteilen €g; die zeitliche Entwicklung des Skalenfaktors aus (15) bestimmen.
Praktisch ist die direkte Messung dieser Parameter schwierig, da wir auf irdischen Skalen weder den
Kriimmungsparameter messen konnen noch das groffiraumige Mittel der dunklen Materie oder die
kosmologische Konstante.

Die wesentlichen Beobachtungen in der Kosmologie betreffen die Mikrowellenhintergrundstrahlung
und deren Temperaturschwankungen sowie ihrer Polarisation (in jiingster Zeit u.a. durch Hoch-
prizisionsmessungen durch die Satelliten COBE, WMAP und PLANCK) und die méglichst genaue
Bestimmung der Rotverschiebungs-Abstandsbeziehung (Hubble-Gesetz) fiir Standard-Kerzen, ins-
besondere von Typ Ia-Supernovae (u.a. durch das Weltraumteleskop HUBBLE). Wir beschiftigen uns
im folgenden mit dem theoretisch einfacheren Fall des Hubble-Gesetzes.

2 Herleitung des Hubble-Gesetzes

Im diesem Abschnitt ist es daher das Ziel, aus (15) die direkt beobachtbare Hubble-Beziehung zwischen
Rotverschiebung und Luminosititsabstand weit entfernter Objekte herzuleiten. Durch Vergleich mit
den entsprechenden Mefidaten lassen sich so Riickschliisse tiber die Zusammensetzung des kosmischen
Substrats und die zeitliche Entwicklung des Universums ziehen.

Der Luminosititsabstand d; ist iiber die Intensitits-Entfernungsbeziehung
P P
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definiert. Dabei ist P, die totale Strahlungsleistung des homogen und isotrop strahlenden Objekts.
Die Rotverschiebung durch
4
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bestimmt. Der Zeitpunkt ¢, — ¢, bei dem der Skalenfaktor in zu bestimmen ist, ist durch die
Beziehung zwischen der Koordinatenentfernung r, des Beobachters vom Objekt bei » = 0 und der
Lichtlaufzeit ¢ gegeben. Diese bestimmt sich aus der Nullgeoditengleichung fiir den beobachteten
Lichtstrahl zu

14+2z=

(17)

arsinhr, fir K=-1,
S () =1 1 fir K=0, (18)

arcsinr,  fir K=+41.

] o dt’
T :X mit T =
L,

J’O dr
I e
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Umgekehrt gilt also

sinhy fir K=-1,
ro=3Sk(x)=Sk(t) mit Sp(x)=1x fir K=0, (19)
siny  fir K=+1.
Im folgenden wollen wir nun das Integral fiir = in (18) {iber die Rotverschiebung z ausdriicken.

Zunichst definieren wir dazu einige Beobachtungsparameter fiir die gegenwirtige Epoche #, des Uni-
versums. Die Hubble-Konstante ist durch

H,= (20)



definiert, und mit threr Hilfe 13t sich die erste Friedmann-Gleichung (2) in der Form

) 87 G
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ausdriicken. Entsprechend werden §2; fiir die einzelnen Anteile des Substrats ( € {R,M, A}) definiert.
Diese dimensionslosen Groflen geben die Energiedichten dieser Anteile in Einheiten der aktuellen
kritischen Energiedichte, die durch €, , = 1 gekennzeichnet ist, d.h.
2
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bei der gemafy gerade K = 0 (flaches Universum) wird. Ein geschlossenes Universum (K = 1) liegt
also bei 2, > 1 und ein offenes (K = —1) bei Q,,, = —1 vor.

Fiir die Rotverschiebung gilt nun 1+ z = 4y/a und damit fiir den Hubble-Parameter zur Zeit ¢

ecrit( IO) (22)

tot

a(t) dl a(t) dl (14 2(0)] z(t) L d dz 23)
== —_— | =—— t = — =
a(t) dt ! a, dr o 14 2(t) (14+2)H
d.h.
Jto dt’ 1 (b 414 2(t)] 1 Jz dz’ o
T= = — t zZ(t )| =— .
-t a(t’)  ag Ji—e ayJo H(Z')
Die Funktion H(z) erhalten wir nun aber sofort aus (15) und (1):
K
= FH = H) D 0 (142)), 25)
]
Weiter ist mit (17) wegen
K_K 2 2 2
_2:_2(1+Z) :Ho (Qtot_l)(1+z> . (26)
a’  a

Insgesamt ergibt sich also schliellich aus

1/2
H = Hy [Qq(14+2) + Qy(142) + (1 - Q)1+ 27 +9,] . @7)
Betrachten wir nun zunichst die Fille K = %1. Dann gilt wegen
1
_:HO |1_Qt0t|’ (28)
4o
und wir erhalten schliefllich mit (16), (19), und fiir den Luminosititsabstand
14z “ 1-Q
d=— 12 g J dz’ 1= o —| @
Hy /1= Q| o [+ (142 + (1= Q)1+ 27+ ]
Der Fall des flachen Universums (K = 0 bzw. ,, = 1 ergibt sich daraus wegen
Sk()=x+0(x") (30)
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zu
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Aus (23) und (27) folgt noch fiir die Lichtlaufzeit
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Informationen aus Lichtsignalen mit einer Rotverschiebung z stammt also von einer Quelle in einer
Epoche des Universums, die um diese Zeitspanne vom Beobachtungszeitpunkt zurtickliegt.

Gewohnlich wird die Hubblekonstante iiber den Parameter 5 angegeben, der durch
H, =100/ km s~! Mpc~!. Der derzeitige Wert, basierend allein auf WMAP-Daten zur zu den Schwan-
kungen der kosmischen Mikrowellenhintergrundstrahlung betrigt » = 0,704 £ 0,025. Dabei wird das
oben beschriebene Modell fiir die Zusammensetzung des kosmischen Substrats unter der Annahme,
daf§ ein flaches Universum (K = 0, Q,,, = 1) vorliegt und daf} die Materieenergiedichte durch kalte
dunkle Materie dominiert wird. Es ergibt sich Qy; = Qp 4+ Qcpy, und die Parameter fiir Baryoni-
sche bzw. dunkle kalte Materie wird zu Q¢pyh? = 0,112 £0,006 und Qph% = 0,0225 £ 0,0006. Uber
die mit WMAP sehr genau gemessene Temperatur der kosmischen Mikrowellenhintergrundstrahlung
(Teypr =2,7255+0,0006 K ergibt sich die Strahlungsenergiedichte zu Qp h? = 2,47-107° und schlief3-
lich fiir die dunkle Energie Qy = A/(3H;) = 0,73 +0.03. Gibt man im Fit die Annahme der Flachheit
des Universums auf, sind die WMAP-Daten allein nicht sehr sensitiv auf den Wert von €, ;. Zusam-
men mit anderen Messungen (direkte Messung der Hubble-Konstanten Hj, tiber die d;-z-Kurve und
die Messung sog. baryonischer akustischer Oszillationen) grenzen sie jedoch unter der Annahme, daf}
die dunkle Energie wirklich tiber eine strikte kosmologische Konstante mit w, = —1 (MefSwert aus
WMAP- und Supernova-Daten: w, = —0,98+0,05) korrekt beschrieben wird, auf 2, , = 1,002+0,011
ein. Alle soeben zitierten Mefdaten stammen aus [[Nak10], wo sich auch sehr gute Uberblicksartikel
zur Kosmologie finden.

Bei der Berechnung der Luminosititsabstand-Rotverschiebungsintegrals in (29) bzw. fiir das hier ange-
nommene flache Universum (31) sowie des Lichtlaufzeit-Rotverschiebungsintegrals (32) kann also der
Beitrag von Q fiir z < 1000 vernachlissigt werden.



A Mathematica-Notebook zur Herleitung der Friedmann-Gleichungen

Die Friedmann-Gleichungen

FLRW-Metrik

mi= g={t, r, th, ph};
n2= g=aft172 {{1/a[t1~2 0, 0, 0},

{0, -1/ (1-Kr”"2),0, 0}, {0,0 -r~2,0}, {0,0 0, -r*2Sn[th]”2}};
= MatrixForm[g]

out[3]//MatrixForm=

1 0 0 0
aft]?
0 T 0 0
0 0 -r2aft)? 0
0 0 0 -r2aftj]?2snj(th)?

mn4= dg = {dt, dr, dth, dph};

mns= Full Snplify[dg. g.dg]
2

dr
ours= dt?+aft]? [-dth? r2+ ————— —dph?r2Sn[th]?
“1+Kr?

inel= geontra =lnverse[g];
Christoffelsymbole:

in7):= christ = Table [Table [

Sum[1/ 2 gcontraf[iiJ1CCm 1] (DrgrIm I10CKi 11, qC{li11]1+DrgrIm 1100111, qrCki11] -
DLgrCki I1C0Ni 11, q[Lmi111), {m, 1, 4}, {ki, 1, 4}, {Ii, 1, 4}], {ii, 1, 4}1;

mg= Do[Print [MatrixForm[christ [[ii]]11, {ii, 1, 4}]

0 0
alt a’[t
o silelll 0 0
0 0 rzagtja‘(t] 0
0 0 0 r2aft]Sn[thj?2a’[t]
0 altl 0 0
alt]
ar(t] _Kr
aft] 1-Kr?2 0 0
0 0 -r (17Kr2) 0
0 0 0 -r (1-Kr2)sinfth?
0 0 a‘[t] 0
aft]
o o * 0
artl 1 g 0
aft] r
0 0 0 -@s[th]Sn[th]
0 0 o0 e
0 o0 0 i
0 o 0 @t [th]
ar[t] 1
L oot thy 0

Daraus ergibt sich sofort fur den Ricci-Tensor (vollstandig kovariante Komponenten) und der Ricci- Skalar



2| flrw-einsteingleichungen.nb

o= RcciTen=Full Snplify[
Tabl e [Sum[D[christ [[1i 110[ii 1100k 11, q[[li1]1]1-Dfchrist [[1i 1100ii 11000011, qrrki11]+
Sum[christ [[1i 71001 1100k 11 christ [[m1I0[1i110[m1]-christ [[mMII00iil1001i]]
christ [[li11[[ki11[[m]], {m, 1, 431, {li, 1, 431, {ii, 1, 4}, {ki, 1, 4}]]
3a” [t 2 (K+a'[t]?)+aft]a”’[t]
oufsl= {{—¥ 00 o}, {o ( ) . 0, 0},
aft] 1-Kr?
{0,0 r2 (2 (K+a'[t]?)+alt]a”[t]), O],
{0,0,0 rZsinith)? (2 (K+a'[t1?)+aft]a”(t])}}

m10= RScal = FullSinplify[Sum[RcciTen[[al ]][[be]] gcontra[[al ]][[be]], {al, 1, 4}, {be, 1, 4}1]

6 (K+a'[t]?+a[t]a”[t])

out[10]= -

aft)?
Einsteintensor (vollsténdig kovariante Komponenten)

inzz1= Glen =
FullSnplify[Table[RcciTen[[al ]][[be]] -Ral s2g[[al 11[[be]], {al, 1, 4}, {be, 1, 4}]1]

3 (K+a'ft]?) Kra'[t]2+2a[t]a”[t]
out[22]= {{T, 0, 0O, O}, {0, k2 , 0, 0},

{0,0 -r? (K+a'[t)2+2a[t]a”[t]), 0}, {0, 0,0 -r2sn(th]? (K+a'[t]2+2af[t]a”[t ])}}

Form mit einem kontra- und einem kovarianten Index

injz3:= Glencontracov = Ful | S nplify[gcontra. Glen]

3 (K+a'[t)? K+a'[t]2+2aflt]a”[t
out[23]= {{¥, 0, O, 0}, {O, raltifrealtjanl ], 0, 0},
aft)? aft)?

K+a'[t]2+2a[t]a”[t K+a'[t]2+2a[t]a”[t
[0, 0, T HLI2ARTAR o) o, 0,0 22T E 0T
aft |2 aft]?

Energie-Impuls-Tensor (vollstandig kontravariante Komponenten)

nz4= u={1, 0, 0, 0};

inz6)= Tcontra = Full Snplify[Table[
-P[x0] gcontraf[[al ]1[[be]] + (rho[x0] +P[x0]) u[[al 1] u[[be]], {a, 1, 4}, {be, 1, 4}]]

(1-Kr2) Px0] P[X0] Csc [th]2 Px0]

out[26]= {{rho[xO], 0, 0, 0}, {0, T[t]?’ 0}, {0, 0, 0, T[t]?}}

At .0, 0}, {o, 0,

Gemischte Komponenten
inz71= Tcontracov = Full S nplify[Tcontra. g]
ouwzr= {{rho[x0], 0, O, 0}, {0, -P[x0], O, 0}, {0, O, -P[x0], O}, {0, O, O, -P[x0]}}
Lokale Erhaltungsgleichung (aus Bianchi- Identitét des Einstein- Tensors): kovariante Divergenz tber ersten Index

m17= Table [Sum[D[Tcontraf[[al 11[[ga]l]l, q[[al 111, {al, 1, 4}] +
Sum[christ [[al 1][[al 11[[mu]] Tcontra[[nu]l]l[[ga]] +
christ [[gal][[al ]11[[mu]] Tcontraf[[al ]1[[mu]], {a , 1, 4}, {mu, 1, 4}], {ga, 1, 4}]
3P[x0]a'[t] 3rho[x0] a’[t]

out[17]= { alt ) + art ) , 0,0, 0}
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