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Aufgabe 6: Lingenelement auf der Hypersphire S,
1. Methode
Die Hypersphire S; ist durch die Gleichung

22,2, .2, 2
R =x{+x;+x5+x; )
definiert. Ableiten ergibt

O = xldxl + dexZ + x:;dx$ + X4dX4 (2)

bzw. 4 ‘ e

X10Ax{ + X,dx, + x3dx
dxf:( 19X T X 22 3dx;3) 3)
Xy

Nun kann man im euklidischen Lingenelement
di? = dxf + dx22 + dx32 + dxf (4)
dx? eliminieren indem man Gleichung (1) nach x; auflést und in (3) einsetzt. Damit ergibt sich

(xldxl + dexz + X3dx3)2
2 2 2 2
R™— (x5 + x5 +x;)

dl? =dx? +dx; +dx] + ()

X1, %, %3 lassen sich nun noch in den iiblichen dreidimensionalen Kugelkoordinaten darstellen, also

x;=psinO@cosp, x,=psinOsing, x;3=pcosO. (6)
Dort gilt analog zu Gleichung
p2:x12+x22+x32. @)
Damit gilt aber auch
Voo 1o o o0 2
edp = zd(p )= Ed(x1 + x5 +x3) = x;dx; + x,dx; + x3dx;y (8)

Weiterhin wissen wir, dafl fiir das Langenelement in dreidimensionalen Kugelkoordinaten
dxl2 + dx22 + dx32 =dp® + p? <d®2 +5in?© dgbz) ©9)

gilt. Setzt man nun noch die Gleichungen (7) und 9) in Gleichung (5) ein, so ergibt sich

dI2 = do? + 02 (402 + sin? © dh? Pzdloz
=dp’+p ( + sin o) )—I—Rz_pz. (10)

Zusammenfassen des ersten und des letzten Terms ergibt dann die gewiinschte Form des Lingenele-
ments

R*dp?
ar= - 407 (07 +5in” © dgr?) (11)
—p




Zweite Methode:

Wir kénnen auch direkt die Parametrisierung der Hyperfliche in 3D-Kugelkoordinaten vornehmen.
Fiir die obere bzw. untere Hemisphire gilt

pcospsin®
L | psingsin®
= pcos© (12)
+ RZ _ /02
Die holonomen Basisvektoren sind
cosgbsin@ COS@COS@
d 89? Sil’lsbsil’l@ - sin¢cos@
b === =
P9 0 cos©® RN —sin® ’
Fp/ VR ~p? 0 3
—singsin®
> cos ¢ sin©®
0
Offenbar sind diese Vektoren zueinander orthogonal, so daf3 sich in Ubereinstimmung mit
2
di? =di? = do’b2 +dO%b] +d¢ b} = d? o +p? (d©? + dg?sin’ @) (14)
ergibt.
Aufgabe 7: Scheinbare Helligkeit jenseits des linearen Hubble Gesetzes
Der gemessene Strahlungsflufl F eines entfernten Objekts ergibt sich tiber
F L (15)
 4nD*(1+ 27
Die scheinbare Helligkeit 7 ist (bis auf Konstanten) definiert iiber
m = const — 2,5log(F), (16)
und fiir kleine Rotverschiebungen gilt
D~ — < L (14 )72+ 0 3)) (17)
N—|(z—= z z’)).
H, > 90

Setzt man nun Gleichung (15) in Gleichung (16) ein und absorbiert Konstanten in den ersten Term, so
ergibt sich zunichst

m = const — 2,5log(L) + 5log(D) + 5log(1 + z) (18)
Setzt man nun die Niherung fiir D ein, so erhilt man

LH? 1 5 ,
m = const — 2,5log [ —— | +5log |:z+5(1—q0)z +0(z )i| . (19)
¢



Der letzte Term lafit sich nun noch fiir kleine z Taylor-entwickeln, indem man benutzt, dafy log(1 +
z)~ £z/In(10)+ 0(2?) fiir |z| < 1. Dann ergibt sich schlieflich das gewiinschte Resultat

2

LHo 2,5z
m = const —2,5log | —— | +5log(z) +
¢

niig (L) + 06 @)
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