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1 Einfithrung

1.1 Nichteuklidische Geometrie
1.1.1 Flache im 3-dim Raum

Wir betrachten als einfiihrendes Beispiel eine Flache im 3-dimensionalen Raum, die wir
als Funktion von 2 Parametern wuq, us darstellen. Die uq, us sind dabei die Koordinaten der
Flache:

T = 901(U17U2)
To = 302(U1,U2)

T3 = 903(161,%2)

Der normal bekannte Abstand zwischen zwei Punkten A und B auf der Flache ware dip =
\/ dz? + dx3 + dx3. Wir versuchen nun, den Abstand dap durch die neuen Koordinaten wu;
und uy auszudricken.

Oy Oy é
dip = dsp = Z <Z 0, 8uk> du;duy, = Z Gir (U1, ug)du;duy, (1)

i,k=1 \v=1 i,k=1

Die dabei definierte Grofe g;x = gr; bezeichnen wir als metrischen Tensor.

1.1.2 Koordinatentransformation

Nun wollen wir die Koordinaten uq, us durch andere Koordinaten vy, v9 ersetzen. Dabei sollen
die neuen Koordianten differenziebare Funktionen der alten sein, und umgekehrt:

U1(U1,U2) ) U2(®17vz)

U1(U1,U2) ) U2(u17U2)

Man erhilt das totale Differential:

ou;
Z P du, (2)

Das kann man nun in die Gl. einsetzen, und erhalt:

2

Ou; O 2L
ds® = Z g (U1, ug)du;duy, = Z Z gzk Y ﬂdvldvm = Z Jimdvduv,, (3)

i,k=1 i,k=11m=1 I,m=1

wobei wir einen neuen metrischen Tensor g;,,, im neuen Koordinatensystem definiert haben.
Man liest ab:



Gik 9im @Uz a_uk
Il,m=1
2 Ou; Ou
~ i k
Gim i%:% Gik 8?)1 (%m

Daran erkennt man ¢;, = gr; und ¢;,, = G, das heilst, der metrische Tensor ist in allen
Koordinatensystemen symmetrisch.

1.1.3 Anwendung: Geschwindigkeit in Klassischer Mechanik

Wir betrachten ein freies Teilchen, dass sich mit der Geschwindigkeit v bewegt. Wir untersu-
chen nun die Bewegungsgleichung des Teilchens in der allgemeineren Geometrie, in der der
Abstand im Allgemeinen nicht-euklidisch ist. Die Lagrange-Funktion des Teilchens lautet
< = %va. Dabei ist

ds
dt

UQZ

2 .
dz' dz” ik
= z};gzk%% = Z;gikx x

Wir fithren eine neue Notation ein:

Definition 1.1. 9
_ Ogik
9ikl = Dl (4)

Die Bewegungsgleichung lautet ja % (g;fl) — g;j = 0. Wir berechnen die Terme unter Benut-

zung der Einsteinschen Summenkonvention.

0L 1 i ki )
F §m (gir & 5gk+9ik " 8) =m gu "
d 0% i .
doi = MOt i +m gy &
0% 1 i ok
— = —mgu T
oz ot Jikl

woraus man die Bewegungsgleichung erhalt:
i+ 5 D 0" lows + g — gag] ' i° = 3"+ T 8" it =0 (5)
!

Dabei haben wir das Christoffel-Symbol 2.Art definiert:

Definition 1.2 (Christoffel-Symbol 2.Art). Als ,Christoffel-Symbol* “metrischen Zusam-
menhang”, affiner Zusammenhang“ oder nur ,Zusammenhang® bezeichnet man die oft auf-
tauchende Grofe:

1
= 5 > 9" lgwgi + Guk — gin]
.



Wenn man kein Potential vorliegen hat, ist die Geschwindigkeit eines Teilchens konstant.

Damit kann man % = dt in die obige Gleichung einsetzen und erhélt, nach Division durch

v2:

Wichtige Gleichung 1.3 (metrische Geodéte). Die Gleichung beschreibt die Bahn eines

freien Teilchens: '
d?zh . dat da®
+ T ——
ds? " ds ds

=0 (6)

1.1.4 Der freie Fall

Wir betrachten ein frei fallendes Teilchen in einem Gravitationsfeld. Das lokal mitbewegte

Koordinatensystem sei £*. Nach den Gesetzen der speziellen Relativitatstheorie gilt fiir das
Teilchen 2

=0 7

dr? (7)

mit der Eigenzeit 7 fiir die ja gilt ds* = c*dr* = (d¢°)? — (alg)2 = NapdE* dEP. Wir wer-
den nun Gl. etwas umformen, um wieder eine Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen im
Gravitationsfeld zu erhalten.

0 - S d (08 9zt 9%*€x Qxt O N 82§“ju
~ dr?  dr \Oxz* Ot )] OxvOxr Or OT oxH
oo, e,
N @x 8x“8x”x *
axA 82£a
0 — 5>\"M oL SV 8
v Bga ppngwr T T (®)
N————
.
wobei wir in der zweiten Zeile mit gi: multiplizert haben, und iiber o summiert. Man erhalt

nach Ausfithren des Kronecker-Deltas:
Wichtige Gleichung 1.4 (Geodétenbewegung).

2z, dxt dz”
dr? wodr dr ¥ )

Dies ist die Gleichung, die die Bewegung eines Teilchens im Gravitationsfeld beschreibt.

Wie man erkennt, wurde das F,’)V benutzt, diesmal in einer etwas anderen Form. Dies ist
jedoch giiltig, wie man im folgenden sieht.

Satz 1.5. 9 a2
i £ 1
FA = Sra =35 Al v vip — Yv 10
T 9ga Dandar zzl:f’ 91wty + Guvi = G (10)




Beweis. Wir nehmen folgendes an:

ook L _ont

e =08 g e = D Dy (1)
und berechnen:

Gy 9°¢> 9P o o7l
I 12
oz 0B & D O + 7o Ozt dx Oz (12)
8250 B . a2£a B afa al)\ 82€a B 850 F)\ (13)

dxrdxy Y Oxrdxv  Ox> € Qxrdxv  Oxr M
50

@

Gl. wird nun in Gl. eingesetzt:

0w
oz

Durch Umbenenung der Indizes p <+ A in Gl. erhalt man

= IS, Gov + T, Gou (14)

ag)u/
oz

Durch Umbenenung der Indizes A <> v in Gl. erhélt man

= ISy Gov + TS, gox (15)

09
ox?

Nun berechnet man + (15) — (16), und multipliziert mit 3"
Guv|a + 9wvlp = Gulv = 211?,4901/

; o 1 § : vo
F)\u = 5 g [g,uu|/\ + 9avlp — gu)\|z/] (17)
l

= an/u Jov + 17, Gop (16)

Durch eventuelle Umbennenung der internen Idizes ergibt sich die Behauptung. O

Wir betrachten nun den Newtonschen Limes des freien Falls, um die allgemeine Theorie auf
den bekannten Spezialfall zuriickzufithren. Annahmen:

‘Ui| <<c

cdr = cdt
d

0 = act =
detr

Tt~

1

Weiterhin benutzen wir, dass sich die Metrik g,, nicht viel von der Minkowski-Metrik un-
terscheidet:
Gy = N + Iy (18)



wobei |h,,| << 1 sein soll, und g, als konstant betrachtet wird. Wir betrachten nur kleine
Geschwindigkeiten, daher ist u* = v(c,v") &~ (¢, v'):

dzt v,
= — 19
cdt ¢ (19)
Unser Koordinatensystem sei (2°,2') = (ct,z!, 22, 2%). Wir benutzen nur die rdumlichen

Indizes (da I'); ~ 0 wie man leicht sieht, vernachléssigen die auftretenden ¥ und berechnen

so die Gleichung [9] der zeitartigen Geodéten weiter:

d*z* n FAVdi“dx” _0
dr? Wodr dr
2t dotdxt o (da® 2 . drd ; da® da!
dt2 - Medt edt " \det 07 cdt Moedt cdt
d*z’ o (da®\? ;
= —T% (E) =T, (20)
Da g, als zeitlich annidhernd konstant betrachtet wird, ist aggt” << ag;i” . Wir berechnen

aus Gl.:

=1
(Moo +hoo)  Ohoo

oxk o Oxk (21)

Damit erhalt man

i) = g (890 i gov agoo) ~_ T k990 1 4;0heo __(_(5k)(9 0 (o)

29 oct dct  OxV 29 ek T T Tpgh 2% ok
Also L oh
[y~ = 23
00 2 Ori ( )
Damit wird Gl.
dQ.Ti i 2 1 2 8h00 . 0 s (FE)l N
@ = T =0 i = T e =T =00a (24
Das ist genau das 2. Newtonsche Axiom. Eine andere Darstellung ist:
d*r e =
— &~ ——Vhyp = -V
de? 2 T
mit 5%
hog('f’j = GJoo — 1= ? (25)
Damit gilt auch
;109
0™ 2 ggi
Man kann Gl. 1} mit dem Newtonschen Gesetz % = g vergleichen, und erkennt die Analo-

gie von —I'{,c* und der Schwerebeschleunigung eines fallenden Systems, die im Ruhesystem



(auf der Erde) gemessen ist. Man kann noch untersuchen, ob die Naherung fiir g,, gerecht-
fertigt ist, in dem man untersucht, ob hgg klein ist:
2G' Mg
hoo(RE) =
o0(Re) 2Ry
Die Geschwindigkeiten auf der Erde sind auch hochstens so gross wie die Fluchtgeschwin-
dlgkelt Vptueht = 11, 2k_;n << c.

=1,4-107% << 1 (26)

1.2 Geodatische Linie
1.2.1 Maximierungsproblem

Im normalen euklidischen Raum ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten eine
Gerade, die durch die beiden Punkte verlauft. Im Minkoskiraum ist dies jedoch nicht so.
Der Abstand zwischen zwei Punkten in der Minkowski-Raumzeit ist ASap = cATap =

VI(AE)? — (AgH)?
Satz 1.6. A,B,C seine Punkte in der Raumzeit. (Wir betrachten der Finfachheit halber nur
eine Raumrichtung). Der Abstand zwischen zwei Punkten sei ASap. Es gilt:

ASap > ASac + AScp (27)

Beweis. Auf dem direkten Weg von A nach B im Minkowski-Diagramm habe ein Teilchen

die 4-Geschwindigkeit vy 5 = 865;. Der Raumzeit-Abstand zwischen A und B ist dann
u'p ATap = ASap = (AL, A, 0,0) (28)

Unter Benutzung von u,u* = 1 (eigentlich ¢?, hier auf eins normiert) berechnen wir:
o ¢ ATac + ulig c Atep = Wy pc Atap  (quadrieren)
ATio + Atép + 2ul o ucp u ATacATep = AT
Wenn man jetzt noch zeigt, dass vy, ucp, > 1 ist, wére

ATEXC + ATéB + 2ATpac AT < ATE‘B

< (ATAC + ATCB)2 < (ATAB)2 (29)
Dazu benutzen wir - .
U1 Vg
Uic =N <]—7 ;) ) UléB =72 <]—7 ;) (30)
und berechnen
V1V V1 U2\ 2 !
Uy Uop,, = N2 (1 — 1022> > M2 <1 - 1622> >1 (31)
. <1_U1U2>2éli:( _U_%) ( _U_%)
c? V172 c? c?
20, vy VI3 ! v:i vy vivl
= e tra 2l a T ata
2 2
vi vy 2vpvp 1 9
= ataTa T amn) 20



[]

Das bedeutet, man muss bei der Variation des Raumzeit-Abstandes maximieren. Der Grund
ist die Pseudometrik.

1.2.2 Variation des Raum-Zeit-Abstands

Wir wollen eine Variation des Raum-Zeit Abstandes durchfiihren, um die stationére Kurve zu
erhalten. Diese wird wieder die Geodéte in einer allgemeinen Geometrie sein. Dazu varriert
man ein Funktional 745.

P, Py P

B 5
57‘AB:5/ch:5/c§—;dp: / guy%%:0 (32)
Pa Pa Pa
Die Randbedingungen sind:
a#(Pa) = A" a*(Pg) = B" (33)
Die Randbedinungen in der Variation sind dann bzw.
dzt(Py) = 0zt (Pp) =0 (34)

Man findet damit:

Wichtige Gleichung 1.7. Die stationdre Kurve in der Raumzeit ist durch folgende Glei-

chung beschrieben:
it + Ty dtd” =0 (35)



2 Differentialgeometrie

Die allgemeine Relativitétstheorie bedient sich in hohem Mafse des mathematischen Gebiets
der Differentialgeometrie. Hier sollen nun einige Grofen mathematisch definiert werden, um
die Hintergriinde der von den Physikern benutzten Mathematik zu beleuchten.

2.1 Mannigfaltigkeiten, Kriimmung, Schnittkrimmung und Metrik

Die allgemeine Relatividtstheorie beschreibt dir Kriimmung der Raumzeit durch Masse bzw.
Energie. Um die Kriimmung zu definieren gibt es ein aufwendiges mathematisches Konstrukt.
Dabei geht man wie folgt vor:

1.

Anschauliche Beschreibung von Tangenten und Kriimmungen an Kurven im R?

. Definition von 2-dimensionalen Flichenstiicken im R?® (3-dimensionaler euklidischer

Raum), mit im Wesentlichen Fundamentalformen, Hauptkriimmungen und der Gauk-
schen Krimmung.

Ubertragung der vorherigen Flichendefinitionen auf (n)-dimensionale Flichenstiicke (n
Parameter auf der Fldche) und einen (n + 1)-dimensionalen umgebenden euklidischen
Raum. Man nennt diese Fliachen dann Hyperflichen. Wichig ist hier die Definition der
Kriimmung einer Hyperfldche.

Beschreibung der inneren Geometrie von Hyperflichen. Interessant ist nun, welche
Eigenschaften einer Hyperfliche man definieren kann, wenn man keinen umgebenden
Raum mehr betrachtet. Anders ausgedriickt: welche Eigenschaften eines Raumes kénn-
ten intelligente Lebewesen messen, wenn sie nicht wiissten, dass der Raum in dem sie
leben, in einen hoherdimensionalen Raum eingebettet ist. (Bsp.: Intelligente Amei-
se auf Kugeloberfliche). Die innere Geometrie von Fldchen kann man in beliebigen
Dimensionen betrachten. Hier kann man kovariante Ableitungen, Christoffelsymbole,
Vektorfelder, Parallelverschiebung und geodétische Linien anschauen. Wichtige Sétze
sind das Theorema Egregium und der Satz von Gauf-Bonnet. Der Kriimmungstensor
wird eingefiihrt.

Jetzt kann man die Riemannsche Mannigfaltigkeit definieren, und die Ergebnisse
der inneren Geometrie benutzen (jetzt global). Man kann hier auch ein Kriimmung
analog zu der Kriimmung von Flachenstiicken definieren. Analog zu der Kriimmung
eines 2-dimensionalen Flachenstiicks kann man eine Krimmung fiir 2-dimensionale
Riemmannsche Mannigfaltigkeiten definieren, fiir n-dimensionale Mannigfaltigkeiten
wird die Kriimmung als Schnittkriimmung bezeichnet (Kriimmung der Mannigfaltig-
keit in Durchschnitt mit Ebene). Der Kriimmungstensor kann dann durch Kenntnis
aller Schnittkriitmmungen zusammengesetzt werden. Hier konnen Tensoren, Riemann-
sche Zusammenhéange, etc. streng mathematisch definiert werden.



Hier werden nun nur die wichtigsten Schritte aufgefiihrt, um ein konsistentes Bild der beno-
tigten Differentialgeometrie zu erhalten.

2.2 Flichenstiicke im R?

Definition 2.1 (Immersion). 2 C R* sei offene Teilmenge. Es sei k& < n. Eine Immersion
ist eine stetig differenzierbare Funktion ¢ :  — R", dessen Funktionalmatrix Dy € R™* in
jedem Punkt x € 2 maximal moglichen Rang hat. Das bedeutet auch

e Die Funktionalmatrix ist stets eine injektive Abbildung, R* — R", v+ Dy -v

e Bei £ = 0 ist jede Immersion eine regulire, parametrisierte Kurve mit offenem Defini-
tionsbereich.

e rangDy = k weil kK < n. Die k Spaltenvektoren sind linear unabhéngig.

Definition 2.2 (Flichenstiick). U C R? sei offene Menge. Eine Immersion
f:U—R®  (ug,ug) — f(uy,us)
heifst parametrisiertes Fldachenstiick.
e f heilst auch Parametrisierung
e Die Elemente von U heiflen Parameter
e Die Bilder von f heien Punkte
e Ein Hyperflichenstiick ist ein Flichenstiick im R™" mit offenem Definitionsbereich

UcCR",
f:U—R"

Definition 2.3 (Tangentialebenen, Tangentialrdume). v C U, f: U — R3 p = f(u).
e Tangentialraum von U in u: T,U = {u} x R?
e Tangentialraum von R? in p: T,R® = {p} x R?

e Tangentialebene von f in p: T, f := Df|,(T,U) C TyuR>. Die Elemente der Tan-
gentialebene heifsen Tangentialvektoren.

e Normalenraum von f in p: 7,f® L, f = T,R3 Die Elemente des Normalenraumes
heifsen Normalenvektoren.

Eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3 kann lokal als Flichenstiick beschrieben
werden.



Definition 2.4 (erste Fundamentalform). Die erste Fundamentalform I eines Flachenstiicks
ist die Einschrankung des euklidischen Skalarproduktes auf alle Tangentialebenen T}, f. Also
fiir zwei Tangentialvektoren X, Y € T, f:

I(X,Y) = (X,Y)

Dies ist eine Beschreibung ohne Parametrisierung. Benutzt man eine Parametrisierung (uq, uz),
so ist die Erste Fundamentalform:

of or\ [or of
( ) o Ouy’ Ouy Oou1’ Ous
9i3) =\ Jor or\ [or or

Ousz’ Ouq Ous ? Ous

Definition 2.5 (Gauf-Abbildung). U C R?, f:U — R? sei ein Flichenstiick. Die Gauf-
Abbildung ist dann

af af
ur ~ Bug
0 0

[Frr

v:U— S*={(z,y,2) € R}2® +y* + 2* = 1}, v(ug,ug) =

Definition 2.6 (Weingartenabbildung). Die Weingartenabbildung ordnet Punkten auf Fl4-
chen einen Vektor zu, der mit dem Normalenvektor zu tun hat. Sie ist punktweise definiert
als

L, = —(Dvl|,) o (Df],) " : Tuf — Tuf

Also die Weingartenabbildung macht aus einem Tangentialvektor einer Fliche, die negati-

ve Ableitung der Gaufs-Abbildung nach dem selben Parameter, nach dem auch die Fliche

abgeleitet wurde, um den Tangentialvektor zu erhalten: L (%) = —%. Fiir einen Tangenti-

alvektor beschreibt die Weingartenabbildung des Vektors die Anderung der Flichennormalen
an dem Punkt in der Richtung des Vektord!} Man kann die Weingartenabbildung als Matrix

auflassen: of of
— pk I

Die Weingartenabbildung ist Selbstadjungiert, da

of of 0*f 0*f of ,of
I(L—,— ) = (v, = vy=1 , L——
aui 8uj 8u18u] 0u38ul (3ul (9uj
Definition 2.7 (Zweite Fundamentalform). Die zweite Fundamentalform ist fiir Tangenti-
alvektoren X,Y definiert als

II(X,Y)=I(LX,Y)

Setzt man die Funktion f: U — R3, f(uy, us) := (x(u1, uz), y(uy, us), z(us, uz)), so bedeutet
die zweite Fundamentalform

o (OF OFN _/, (OF) OFN\ _ Jov ar\ /. &
hy =4 (3%’ 8%’) B <L (5%) ’3_%> o <3Uz" 3Uj> N <y7 5“jaui>

lvgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Weingartenabbildung
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Der letzte Schritt ergibt sich aus der Kettenregel, unter Beachtung, dass <1/, %> = (. Rechne

0 ofN _ [ov Of 2f . . C .. )
dazu o) <y, 50 ) = \ou auj> + <I/, o ) Eine weitere wichtige Relation ist der Zusam

menhang der Matrixelemente von Zweiter Fundamentalform, Weingartenabbildung
und Erster Fundamentalform:

_ of of of \ 9f p OF Of v/ 0f Of K
hij = 11 (81@’ 81@-) B <L (8%) ’ 8uj> B <hi Ouy,’ 8uj> =0 <8uk’ 8uj> = 1101
(36)
Man kann also die zweite Fundamentalform als Matrix mit den Koeffizienten h;; und die
erste Fundamentalform als solche mit g;; auffassen.

Mit der Matrixformulierung (Die Matrix (a;;) hat die Elemente a;;), kann man die Weingar-
tenabbildung als Quotient von zweiter und erster Fundamentalform ausdriicken:

hij = hfgr; | Oy

Damit gilt fiir die Weingartenabbildung L = (h¥) mit bl = ;‘T = hyjghl.

2.3 Kriimmung von Flachen

Die Kriimmung einer parametrisierten Kurve ist die Anderung des Tangentenvektors, also
die zweifache Ableitung nach dem Parameter. Fiir die Kriimmung einer Fliche benutzt

man ein dhnliches Prinzip. Man betrachtet eine Fliche, in der eine Kurve ¢(t) verlduft. Die
d?c(t)
dt?

Kriimmung dieser Kurve ist (wieder ein Vektor). Die Kurve soll durch einen Punkt p

auf der Fliache laufen, mit
de(t)
dt

=d(p)=X

P

Nun spaltet man den Kriimmungsvektor ¢’(p) in einen Tangential und einen Normalanteil
auf. Der Normalanteil ist dabei:

2
(" vy = <Z—t§,y>y = — <c’,%>y = (X, LX)v=1I(X,X)v

Da der Normalenvektor v ja normiert ist, und LX = L(%¢) = —22. Der Normalanteil héingt
nur vom Tangentialvektor X im Punkt p ab, und nicht von der Kurve (Satz von Meusnier).
Definition 2.8 (Normalkriimmung).

II(X,X) =k,

heifst Normalkriimmung.

Im folgenden interessant sind die extremalen Normalkriimmungen.

Definition 2.9 (Hauptkrimmung). X < T,f sei ein Einheitstangentenvektor, also
I(X,X) = 1. X heifst Hauptkriimmungsrichtung von f, wenn eine der beiden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

11



e II(X,X) hat einen stationdren Wert unter der Variation aller X mit [(X,X)=1

e X ist Eigenvektor der Weingartenabbildung L, also LX = AX. Der zugehorige Eigen-
wert A heiftt Hauptkrimmung.

Bei einer 2-dimensionalen Fliche gibt es zwei Hauptkriimmungen ki, ks, diese sind die
maximale und die minimale Normalkriimmung. Die zugehorigen Hauptkrimmungsrichtun-
gen X, X, stehen senkrecht aufeinander, da r; (X7, Xs) = (LX1, Xo) = (X1,LXs) =
] <X1, X2>

Definition 2.10 (Gaufssche Kriitmmung). Die Determinante der Weingartenabbildung K =
det(L) = k1Ko heift Gaul-Krimmung von f. In Koordinaten (wie oben) erhélt man fiir die
Gaufk-Kriimmung

hi; im hi1hay — h?
K = det(L) = det(hF) = det <_) 2 dim. Puahs = Iy
9kj 911922 — 912

Die Identitét det(L) = kjko ist durch die explizite Durchfithrung des oben genannten Ex-
tremwertproblems mit Nebenbedingung beweisbar.

Wenn die Gaufssche Kriimmung einer Flache verschwindet, kann man diese in eine Ebene
abwickeln. Beispiele fiir abwickelbare Fldchen sind Wiirfel, Kegel und das Oloid.

2.4 Hyperflachen im R”

Wir machen nun eine Ubertragung der vorigen Definitionen von 2-dimensionalen Flichen im
R? auf n-dimensionale Hyperflichen im umgebenden R™*!

Definition 2.11 (Hyperflichenstiick, weitere Definitionen). U C R" sei offen, u = (uy, ug, ..., up) C
U sei ein Parameter. f : U <— R™"! heikt regulidres Hyperflichenstiick, wenn f eine Im-
mersion ist. Es gilt also fiir einen Bildpunkt: f(u) = (fi(u), ..., fur1(u)). Die Tangentialhy-
perebene ist das Bild der Abbildung Df|,,.

Die Gauk-Abbildung, Weingartenabbildung und die Fundamentalformen werden wie im R3

definiert. Die erste Fundamentalform ist dann z.B.: (gi;)ij=1,..n = << of ﬂ>>

7777 Ou;’ Ouj

J

Definition 2.12 (Kriimmungen der Hyperfliche). Normalkriimmung: I7(X, X)
Hauptkriimmungen k1, K, ..., £,: stationdre Werte von I1(X, X ) mit Nebenbedingung I(X, X) =
1 ,bedeutet Eigenwerte von L

Gaufbsche-Kriimmung: K = det(L) = k1 - Ko - ... - Ky,

Im Wesentlichen gelten also die vorigen Definitionen auch auf beliebigen Hyperflichen-
stiicken.
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2.5 innere Geometrie von Flachen

Wir wollen nun geometrische Eigenschaften von Hyperflichen beschreiben, ohne einen um-
gebenden Raum zu benutzen.

Definition 2.13 (Richtungsableitung). Y sei ein differenzierbares Vektorfeld auf offener
Menge des R™, und X sei fester Richtungsvektor in einem festen Punkt p dieser Menge, also
X C T,R". Dann ist die Richtungsableitung von Y in Richtung X

DyY|, = <DY|p , X>
Satz 2.14. Fir die Richtungsableitung gilt

1
DxY|, =lim > (Y(p +tX) - Y(p))

Wenn man eine beliebige differenzierbare Kurve ¢ : (—e, €) — R"™ annimmt, mit ¢(0) = p und
(0) = X gilt

DY, =l (V(e(t) = Y(c(0))

Beweis. Mit Hilfe der Kettenregel berechnet man

1 Ay de(t)| \ _ -
i (V(e0) =Y CO0) = G| =DVl TP )= (v, x) = iy,
[l
Es gilt
2
Doy 2 _ 9

ol OU OutOus

Satz 2.15 (GauR’sche Ableitungsgleichung). Fiir eine Hyperfliche f mit Koordinaten x',
zweiter Fundamentalform h;j und Normalenvektoren v gilt die Gaufische Ableitungsgleichung:

02 0
0z 0z Y Oxt !
Beweis. Man spaltet D o % = 8328’; - in einen tangentialen Anteil und einen normalen
ozt

Anteil auf. Dabei sind ¢

ijr Mij € R.

0*f L Of
driom gl T Y

Do ) T Y T
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Mit Hilfe der Gleichung Gl. berechnet man den Koeffizient ¢};:
of @f N\ _ //0f o\ of 2
Oxk’ 0xidxd | oz’ of / Oxk’ 0xidxI

B of of\ ozt o*f \ /of of\ Joz' O*f
B <<@7 @> af’ 8xi6’xj> B <@’ %> <W’ 8xi8xj>

= gul}; = Duy (37)
AuRerdem gilt auch (da Normalenvektoren senkrecht auf Tangentialvektoren stehen):
of 0*f /O Of z
<@xk’ 00z U\ Oz’ Ok i ik (38)
Der Vergleich von GL.(37) und GL.(38) ergibt
! l
Ly =1t
O

Definition 2.16 (kovariante Ableitung als Fundamentalform-Abhéngige Grofe). Y sei ein
diffbares Vektorfeld ldngs eines Hyperflachenstiicks f.

X sei ein fester Tangentialvektor an f im Punkt p = f(u). Die kovariante Ableitung von Y
in Richtung X ist definiert als:

VXY = DXy — <DXY7 V> 14

Wenn X nicht nur ein fester Tangentialvektor ist, sondern ein tangentiales Vektorfeld, dann
ist VxY auch ein tangentiales Vektorfeld. Es gilt

DxY =vxY + II(X,Y)v

Mit der Produktregel

0=D,(Y,v)=(DxY,v)+ (Y, Dxv)
gilt (DxY,v) =— (Y, Dxv).
Fiir eine skalare Funktion gilt Dxy = vxp = X - ¢. Fiir die kovariante Ableitung und die
Richtungsableitung gilt die Produktregel, und sie sind beide linear und additiv. Auferdem
gilt die Vertréaglichkeit mit dem Skalarprodukt:

Vx (Y1, Y2) = (vxY1, Yo) + (Y1, vxYo)

Die Differentialgeometrie geht jetzt weiter, man findet verschiedene wichtige Satze, wie z.B.
dass die kovariante Ableitung nur von der ersten Fundamentalform abhingt, kann dann
Christoffelsymbole definieren. Weiter geht es im Buch "Differentialgeometrie"von W. Kiihnel
mit Parallelverschiebung und Geodatischen. Dann gibt es noch

Satz 2.17 (Theorema Egregium, C.F.Gauss). Die Gaufische Krimmung eines Flichenstiicks

im R3 ist eine Grifie der inneren Geometrie, hingt also nur von der ersten Fundamentalform
ab.

Dann kann man u.a. den Kriimmungstensor definieren:

RX,)Y)Z =x Vy Z — Ny Vx Z — N/ Dxy-DyxZ

14



2.6 Riemannsche Mannigfaltigkeiten

Die im vorigen zusammengefasste Differentialgeometrie der (Hyper-)Flachen soll nun verall-
gemeinert werden. Wir haben Fliachen durch eine Parametrisierung beschrieben, nun betrach-
ten wir diese umgekehrt. Wir nehmen eine Flache und suchen eine lokale Parametrisierung,
also eine Abbildung der Fléche in einen n-dimensionalen eukidischen Raum. Das nennt man
Karte. Eine Fliche im dreidimensionalen kann man also durch viele 2-dimensionale Karten
abbilden. Die Definition einer Mannigfaltigkeit beruht im Wesentlichen auf der Moglichkeit,
eine Punktmenge durch Karten sinnvoll darzustellen.

Definition 2.18 (abstrakte differenzierbare Mannigfaltigkeit). Eine k-dimensionale, diffe-
renzierbare Mannigfaltigkeit ist eine Menge M die aus Teilmengen (M;);c; besteht, wovon
jede als Karte darstellbar ist, so dass:

1. M= M,

i€l
2. Fiir jedes i € I gibt es eine injektive Abbildung ¢; : M; — R*, wobei zusitzlich
gefordert ist, dass p(M;) C R” offen im RF ist.
3. Wenn sich zwei Teilmengen teilweise iiberdecken, also M;NM; # () soll die Komposition
pj o go;l : sz(Mz N M]) — QDJ<M,L N MJ)
differenzierbar sein fiir beliebige 4, j, und ausserdem soll p(M; N M;) C R* offen im R”

sein.

Die Menge (M;, ¢;)ier heifit Atlas.

©; heiflt Karte.

¢; ! heifit Parametrisierung.

w; 0 @; 1 oi(M; N M;) — ¢;(M; N M;) heift Kartentransformation.

Dabei gilt: Jede k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist auch eine k-dimensionale
Mannigfaltigkeit. Man kann zahlreiche weitere Forderungen an Mannigfaltigkeiten stellen,
und nennt sie dann jeweils anders. Hier soll jede Mannigfaltigkeit das Hausdorffsche Tren-
nungsaxiom (zwei verschiedene Punkte haben auch disjunkte offene Umgebungen) erfiillen,
und aufserdem C'*°-differenzierbar sein.

Definition 2.19 (Riemannsche Metrik). p € M. Eine Riemannsche Metrik g auf M ist eine
Zuordnung p — g, C L*(T,M;R) mit

1. g,(X,Y) =g,(Y, X) fiir alle X, Y
2. ¢g,(X,X) >0 fiir alle X #0

3. In jeder Karte sind die Koeffizienten g;; differenzierbare Funktionen. Es gilt

9p = Zgij(p) . dIi|p ® dmj‘p
i,J
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In lokalen Koordinaten ist die Metrik durch die Matrix (g;;) der ersten Fundamentalform
gegeben (die jetzt auf der Mannigfaltigkeit definiert sei).

Die erste Fundamentalform eines Hyperflachenstiicks ist ein Beispiel einer Riemannschen
Metrik.

Definition 2.20 (Riemannsche Mannigfaltigkeit). Eine Mannigfaltigkeit, auf der eine Me-
trik existiert, heifst Riemannsche Mannigfaltigkeit.

2.7 Bezug zur Physik

Die Raumzeit wird in der Allgemeinen Relativitdtstheorie durch eine 4-dimensionale diffe-
renzierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit definiert. Auf dieser Mannigfaltigkeit kann man
eine oder mehrere Karten definieren, das sind die Koordinatensysteme. Die physikalischen
Grofsen sind einerseits Skalare, also reelle Zahlen, die in jedem Koordinatensystem den glei-
chen Wert haben. Dann gibt es Tangentialvektoren an Punkte der Mannigfaltigkeit, die
im Tangentialraum an einem Punkt liegen. Je nach Koordinatensystem haben diese andere
Koefhizienten. Es gibt verschiedene Definitionen fiir Tangetialvektoren, hier ist nur eine:

Definition 2.21 (Tangentialvektor). Ein Tangentialvektor in einem Punkt p € M mit
einem Koordinatensystem z!, 22, ..., 2" ist ein n-Tupel reeller Zahlen v' (i = 1,...n), wobei
in jedem anderen Koordinatensystem z!, ..., 2" der gleiche Vektor durch ein anderes Tupel
v'dargesetllt wird, wobei '
= —v
oxJ

Die Menge aller Tangentialvektoren an p spannen den Tangentialraum 7, auf.

Man kann Tangentialvektoren auch als Ableitungsoperatoren skalarer Funktionen definieren
X :{f : M — R|fdifferenzierbar}, wobei R-Linearitdt und Produktregel gelten sollen. Dabei
ist der Tangentialraum in p ein n-dimensionaler R-Vektorraum, und wird in einem z!, ..., 2"-
Koordinatensystem aufgespannt von der Basis (32 )| ,- Ein Tangentialvektor kann dann so
geschrieben werden: X = 3" X (¢%) 52 , Ein Vektorfeld ist analog definiert, nur dass dann
der Vektor X eine Funktion von p ist: X(p), und X (2%) = £ (p).

Die kovariante Ableitung auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten ist eine Abbildung von zwei
differenzierbaren Vektorfeldern wieder auf ein Vektorfeld. Diese Ableitung wird auch
Riemannscher Zusammenhang genannt. Es gibt auf jeder Mannigfaltigkeit genau einen. In
einem Koordinatensystem ist dieser gegeben durch:

k

_on
M = ox’

.
+ Fz'ﬂ?]
Desweiteren werden Tensoren betrachtet. Diese sind analog zu Vektoren, Abbildungen von

Elementen von Tangentialraumen. Dies sind also koordinatenunabhéngige Grofsen.
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Definition 2.22 (Tensor). Ein s-fach kovarianter Tensor ist eine Abbildung
A, (T,M) x ... x (T,M) =R

]
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3 Tensoren

Tensoren sind Grofen, die ein bestimmtes Transformationsverhalten zwischen Koordinaten-
systemen aufweisen. Ist ein physikalisches Gesetz eine Tensorgleichung, so hat es in jedem
Koordinatensystem dieselbe Form, das macht Tensoren so niitzlich.

3.1 Kovariante und kontravariante Tensoren

Wir betrachten eine Koordinatentransformation von Koordinaten 2° zu neuen Koordina-
ten 7'. Die einzelnen Komponenten werden dabei allgemein durch eine Funktion f*(z) =
fi(zt, 22, ..., 2") vermittelt. Dies kann man so schreiben: = Z(z). Die Riicktransformation
ist x = x(z). Das totale Differential der Transformationsfunktion lautet:
dr .
dz' = —da’ 39
e (39)
Hierbei ist wieder iiber gleich vorkommende Indizes zu summieren. Das motiviert die Defi-
niton des kontravarianten Vektors.

Definition 3.1. Ein kontravarianter Vektor (kontravarianter Tensor 1.Stufe) ist eine Grofe,
die sich wie folgt transformiert:

7= O

- O

(40)

Nun betrachten wir ein skalares Feld in einem x-Koordinatensystem: ®(z). Die Koordinaten
2’ héngen dabei von den neuen Koordinaten  ab: ®(z(Z)). In einem Raumpunkt dndert
sich der Wert des Skalarfeldes natiirlich nicht, wenn sich das Koordinatensystem &ndert.
Wir untersuchen jetzt, wie sich die Ableitung des Skalarfeldes nach seinen Komponenten gﬁ
andert, wenn sich das Koordinatensystem dndert. Dazu betrachten wir diese Gréfte im neuen
Koordiantensystem, und rechnen

o0 9P Jx!

oz 92l 0T
Grofen, die sich so transformieren, bezeichnet man mit einem unteren Index w; = %, und
definiert sie folgendermafsen.

(41)

Definition 3.2. Ein kovarianter Vektor (kovarianter Tensor 1.Stufe) ist eine Gréfse, die sich
wie folgt transformiert:
— Ox"
T;L — A=
oxH
Definition 3.3. Ein Skalar ist eine Grofe, die unter Koordinatentransformationen invariant
bleibt.

T, (42)

Satz 3.4. Es seiw; ein kovarianter Tensor, und u® ein kontravarianter Tensor 1.Stufe. Dann
qgilt: A
wu' = P (43)

wobei P ein Skalar ist.
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Beweis.

Es gibt Tensoren hoherer Stufen, mit mehreren ko-und kontravarianten Indizes. Man sagt,
ein Tensor hat die Stufe (a,b), wenn er a kontravariante und b kovariante Indizes besitzt.

Definition 3.5. P sei ein Skalar unter Koordmatentransformat10nen w™® sei ein kovarianter
Vektor, mit den Komponenten w( *) big w ). Genauso sind u(y) kontravariante Vektoren (Die
geklammerten Indizes sind eine Nummerlerung der Vektoren, nicht der Komponenten). Es
gelte

01,82,00s0a j i 1), (2) (a)
P = leljj ,ybuﬁ)u@)”'“&) Wi, "Wy, = Wy, (45)

Dann nennt man T“’”’ ia

G einen Tensor der Stufe (a, b).

Satz 3.6 (Transformationsvorschrift fiir Tensoren). Jeder Indez eines Tensors wird so trans-
formiert wie der entsprechende Vektor. Genauer:
ozt Qxk 9z Ozve

TV1,V2,.\Va .. L. 11,12,---s%a
Tu1,uz,---7ub - O Oxte i Oxia 7}1:]27 -+Jb (46)

Beweis. Wir schreiben die transformierte Gl. etwas um:

o Firizeiagit zis i (D5 (@)

Frdzsends B Y(2) 7 Win) Wiy Wi, ia
o ) J1 Jb Ayl FVe
_ e 02 0P 030%™ g g WP @
132506 H O Orit Oria  (1)7(2) (b) ta

Da P cin Skalar ist, gilt P = P. Also folgt mit dem letzten Term

oxi oxd O oz"e

D Ailiz,..ia o L iy . @, 2 (a0
P= T35 ggm " gm ggn g M) Uy gy Wy Wy
_ i1yi2,via, J1 1), (2) (a) _
- Tyfyjybuﬁ)u@) o '“(2) Wy, "Wy Wy, =P
Durch vergleichen findet man die behauptete Transformationsformel. O]

3.2 Rechenregeln fiir Tensoren

1. Zwei Tensoren sind gleich, wenn alle ihre Komponenten gleich sind. Dies ist dann in
jedem Koordinatensystem erfiillt.

2. Die Summe von zwei Tensoren T{;y 4+ T(2y vom Rang (a,b) ist wieder ein Tensor

vom Rang (a,b) T(3). Die Komponenten von T3y sind dabei einfach die Summe der
Komponenten von T{;y + T2y, mit jeweils gleichen Indizes.
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. Skalare Multiplikation erhélt den Tensorcharakter.

. Direktes Produkt (dufseres Produkt): Multipliziert man alle Komponenten des eines
Tensors (1) vom Rang (a,b) mit allen eines anderen 7{5) vom Rang (c,d), erhélt man
wieder einen Tensor, dieser ist vom Rang (a+c,b+d). Bsp:

AaﬂBu Caﬁu
Beweis.
Oobu _ 0z 07° 020 A 0TH Ox° B 0z 078 0zt Ox¢ Ox° v
i OzP Oz 977" 0 9x7 v ¢ OxP Ox° HxT Oz 9TV °°

]

. In einem n-dimensionalen Raum kann jeder Tensor vom Rang a > 0 geschrieben werden
als eine Summe von Tensorprodukten mit Vektoren (Tensoren 1.Stufe), mit jeweils

a Faktoren. Dabei ist die minimale Anzahl von Vektorprodukten n~!'. Beweis siche
Adler/Bazin /Schiffer.

. Verjiingung: Uber gleiche ko-und kontravariante Indizes desselben Tensors kann sum-
miert werden, das Ergebnis ist wieder ein Tensor, dessen ko- und kontravariante Stufe
sich um 1 erniedrigt hat: 772" ist ein Tensor vom Rang (a, b). Beweis durch Aus-
schreiben der Transformation, unter Benutzung von gm = 03 . Beispiel: w;u® ist nichts

anderes als ein Tensorprodukt vom Rang (1 —1,1 —1) = (() 0), also ein Skalar.

. Quotiententheorem: Mit dem Quotiententheorem kann man herausfinden, ob eine

Grofle ein Tensor ist oder nicht. A”’ I sei ein willkiirlicher Tensor, T Li2la gl aine
-ola J15J2550b
Grofke, von der bekannt ist, dass
Ulseeslle—1 Lyl yeensia A0y +Jb
th---,jl—l le ----- Jlse+>Jb AZk: (47>

ein Tensor ist. Dann ist auch T ein Tensor, vom Rang (a, b). Beweis sieche Adler /Bazin /Schiffer.
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3.3 Metrik

Wir bezeichnen hier ¢g,3 = gg. als einen symmetrischen kovarianten Tensor 2.Stufe.

Definition 3.7. Fiihrt man ein Tensorprodukt mit einem g, aus, bei dem gleichzeitg kon-
trahiert wird, definiert man den Produktvektor so:

T(; = gaﬁTJB = gBaTUﬂ

Man nennt 77 den assozierten Tensor zu T°°. Wichtig ist, dass die Indizes ihre richtige
Position behalten. Hier ist o der erste Index, und er bleibt auch beim assozierten Index der
erste Index. Der Tensor ¢ zieht den zweiten Index § herunter (und nennt ihn um zu «), doch
a bleibt auch hier an zweiter Stelle. Dies ist auch klar, da g ja per Definition symmetrisch
ist.

Beispielsweise gilt (solange T nicht symmetrisch ist) T%; = g;cT"7 # g;oT°" = T,' nach

obiger Definition. Auf diese Weise kann man jeden kontravarianten Index eines beliebig
hohen Tensors herunterziehen um einen assozierten Tensor zu kreieren. Wir betrachten nun
eine symmetrische Grofe g%, die wir so definieren:

gikgjk = 5;

Es ergibt sich daraus sofort: g? = ¢?. Hier muss die Stellung der Indizes nicht beachtet
werden, da es sich um symmetrische Grofen handelt.

Satz 3.8. ¢'* ist ein Tensor.

Beweis. Wenn man zeigt, dass 5;- ein Tensor ist, so ist auch ¢** ein Tensor, da das Tensor-

produkt wieder einen Tensor ergibt: g*g;, = aé-’,z, und die Verjiingung den Tensorcharakter

erhalt, nur die Stufe &ndert: o’} = 6%. Mit einem Skalar P und einem Tensor T erhélt man:

P=4T

Das Quotiententheorem besagt nun, dass (5; ein Tensor sein muss. O

Jetzt ist klar, dass man mit ¢’* Indizes heben kann.

Definition 3.9. Fiihrt man ein Tensorprodukt mit einem ¢g** aus, bei dem gleichzeitg kon-
trahiert wird, definiert man den Produktvektor so:

Taa = gaﬁTaﬁ = gﬁaTaﬁ
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3.4 Anwendung: Transformation des Christoffel-Symbols

Wir rechnen aus, wie sich Fl’\w transformiert. Man wird merken, dass es sich gerade nicht
wie ein Tensor transformiert. Wir nehmen die erste Darstellung aus Gl., und betrachten
gestrichene Komponenten:

o 0B 9 Ourom da” 0 (aga)
wo =

0L« 9TrOZy  OE™ Oz OTH 0o \ 0TV
oxT OEX
azV dxT

Qa0 Ox” <0x7 9% 0E> 9% )

€ 0zr Ozt \ 97”9270z | O 02705

Oz 0%¢* 0z 0x° 0x7  Oxf 06~ 0z 0x° O*a”
D€ D7 07" Owe 0% 07" | O€° Oa” Oxv O 027 05"
—

0z 0z° Ox™ ) oz 9%’

0w 078 030 °7 | 0a7 DErOT

Hier sieht man, dass der erste Term das normale Tensorverhalten hat, der zuséatzliche zweite
Term ist verantwortlich dafiir, dass I'?_ kein Tensor ist. Man kann den letzten Term noch
umformen. Betrachte dazu:

i (07) =0 = 0 (35L’T 5@0‘) _ O%x™ 0z  OxT 0*x°
oxr 7 oTH \ 0T 0x° oTtOxT> 0x° 0T OTHOx°
— 0*x™ 0z _ 02" 92" 0 (&i"") ’ 0z 0z
oTHOT™ Ox° 0T Ozt P \ Ox° oxY 0x”™
Ox” 9z*0x° 0>  Oa" dxP O [0z 027 0T
dzrdL® 0z Hzv dx™ O OTk OxP (6m") dzv da™
0" 8_9? _ 0%z OzP 0x° (13)
oTroT” dx™ 0xP0x® 0T+ 0T

Man sieht, dass die letzten Terme gleich sind, dadurch kénnen wir die Transformation fol-
gendermafsen schreiben:

Wichtige Gleichung 3.10. Transformation des Christoffelsymbols

oy 072027 0" 0’z OxP Oz°

m 9ge 9z Oz °T QxPOzT OTH 0TV

3.5 Die kovariante Ableitung

Betrachtet man eine gewohnliche partielle Ableitung eines Tensors, so findet man, dass sich
diese nicht wie ein Tensor transformiert. Als Beispiel dazu betrachten wir die Rechnung mit
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einem kontravarianten Vektor T7:

ore  _ o [0z oxd 8 [0z
orr — h oz (axﬂ ) Oz Oxd (axﬂ )
oz 0x° 0O 2z O
— B B
927 01 055 L T 9aP 0t o L (50)
ubliches

Tensorverhalten

Man sieht den Zusatzterm, der verhindert, dass sich eine partielle Ableitung wie ein Tensor
transformiert.

3.5.1 Erste Definition der kovarianten Ableitung

Um eine Ableitung zu erhalten, die ein Tensor ist, betrachten wir einen Vektorfeld v” dass
zwei Punkte A und B besitzt, die nahe beieinander liegen. A habe die Koordinaten z* und
B die Koordinaten x°. Der Vektor bei A ist v”(x). Der Vektor bei B ist v”(z + dz). Dies
kann man in erster Ordnung nach Taylor entwickeln. Allgemein fiir eine Funktion f(Z) um
den Entwicklungspunkt a sieht das so aus:

7@ = s+ 30 Dy

i=1
Mochte man den Bereich um @ + da darstellen, setzt man dies ein:
— df(a)

f(Z+dT) = f(@) + Z %@(ai +dd' — d') = f(a@) + Z o (da’)

Dies kann man nun analog mit den Tensoren durchfithren (Entwicklungspunkt z, eingesetzter
Punkt x 4 dx): und erhilt:

ov” (x)
0B

Wir verwenden nun einen Vektor am Punkt B, der in gewissem Sinne parallel zu dem Vektor
an A sein soll. Diesen nennen wir p”. Dieser Vektor hat nur ein wenig andere Komponenten

als v¥(z) bei A:

v (z +dx) = v"(x) + (dz”) (51)

p’(z +dx) = 0" (x) + ds®

Diese beide Vektoren an B sehen dhnlich aus. Sie haben gemeinsam, dass der zweite Term
nicht tensoriell ist (da er sich jeweils als Differenz von Tensoren an verschiedenen Raumpunk-
ten ergibt). Die sogenannte kovariante Ableitung (des Vektorfeldes) ist nun der Vergleich der
beiden Vektoren an B geteilt durch die Differenz der Koordinaten von A und B, und das im
Limes:

Definition 3.11 (Kovariante Ableitung eines kontravarianten Vektorfeldes).

vY(x 4+ dx) — p¥(x + dx)
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Wenn dz* = 0 ist, ist natiirlich p¥ = v”(zx), also ds® = 0. Wenn das Vektorfeld ganz
verschwindet, ist auch ds® = 0. Jetzt kann man annehmen, dass ds® eine Funktion von dz*
und v¥(z) ist. Folgende Gleichung erfiillt diese beiden Bedingungen auf einfache Weise:

ds® = —I'} ,v"(z) da" (53)

wobei die I'’s nur erstmal irgendwelche multiplikativen Faktoren sind. Dies kann man nun
in Gl. einsetzen, und erhélt einen anderen Ausdruck fiir die kovariante Ableitung:

v () + T (da”) — v (@) + T, v (@) da” 9o° ()

dz7 =50 dx? oxY

+ 17, vP(x)

Die Forderung ist nun, dass sich v, wie ein Tensor vom Typ (1,1) transformiert.

Satz 3.12. Die kovariante Ableitung v}, transformiert sich wie ein Tensor, wenn Iy das
Christoffel-Symbol 2.Art ist.

Beweis. In Gl. wurde gezeigt, dass
_ 0x% 0x° Ox7™ 0%z Oxr 0x°

o —_—

T 9ur 0P 01 T 0w 028 O
Weiterhin wurde in Gl. gezeigt, dass

ov* 0z 9x® 0O . ?z*  Oxd

5
05~ 028 0 90" | 02 0z0 0
Mlt e = = U kann man berechnen:
_ 0z 0x° 0O 92z Ol
— a =B __ B B,m
Ut = G o’ T 928 oxt o
0x* 0z° 0x” ozh D2z OxP Ox° 0P
4 p o7 — o7
OxP 0P 0z °7 Oxn OxPOx® 0P 0T Ox"
9z* 9x° 9 5  0’z* Oa° o 4 0T O™ ,  OPz% Oa°
= — v

07 05 95" T amar o’ T oo oV T dmnow om
0 02° 9 Lz o,
= 02P 0 0 dwr 0m T

B 0z O 0 n Fﬁ (996 ox?
0xP 0z 8:65 = 048 8:(;7

Die kovariante Ableitung transformiert sich also wie ein Tensor. Im folgenden sind die auf-
tretenden Faktoren Ff& als die vorher abgeleiteten Christoffel-Symbole zu verstehen. O

3.5.2 Zweite Definition der kovarianten Ableitung

Man kann sich iiberlegen, wie man eine parallele Verschiebung von Vektoren im Raum be-
schreiben kann. Im bekannten Euklidischen Raum hat ein parallel verschobener Vektor die
gleiche Lange und Richtung und die gleichen Komponenten wie der Ursprungsvektor. Im
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Riemannschen Raum ist dies nicht mehr so einfach. Wir versetzen uns nun in ein lokales,
mitbewegtes Koordinatensystem (geodétisches Bezugssystem) mit Koordinaten £*. Die Ab-
leitung nach diesen lokalen Koordinaten (Index I: Inertialsystem) bezeichnen wir als T,”

o’

Tlﬁ a = aga

Benutzt man Gl., um 7" ., als Funktion von dem Vektor v; in einem allgemeinen Ko-
ordinatensystem auszudriicken, erhélt man folgenden Ausdruck. (Wir benennen den Vektor
dann ohne Index: v. Also: v; mit Koordinaten £, v mit Koordinaten x*)

_ 0t 07 0 02" ozt
o« T 9ga ggv Ozr | Ok O D |
—_—————

wird weiter

T,”

umgeformt

ozt 4 o%¢r _ Ox# o0& oxv 9%¢r _ Ox# o¢P

oL P 9z Oz OEx Qxv OEP Dzt Dx N OEe Qzv M

Damit schreibt sich 5 855 5
zH VY
7,7 = I, ot
I o= pga g (8:)&“ Thav )

Die Klammer transformiert sich dabei wie ein Tensor! Da im Inertialsystem der Zusammen-
hang verschwindet I'; p oy = 0 kann man schreiben:

0t 968 (v, )\ _ 9 '

Damit haben wir nun einen Term gefunden, der eine partiell Ableitung und den Zusammen-
hang enthélt, und sich wie ein Tensor transformiert.

Definition 3.13 (kovariante Ableitung). Die kovariante Ableitung fiir ein kontravariantes
Vektorfeld v” ist definiert als
v, = vp, + ot (54)

3.5.3 Kovariante Ableitung fiir kovariantes Vektorfeld

Wir iiberlegen nun, wie man fiir ein kovariantes Vektorfeld die kovariante Ableitung definiert.
Dazu nehmen wir einen Skalar S = v”w, und berechnen:

0 o L ow,
0$“S S = ozt G TV oxh

Den ersten Term kann man mithilfe von GL(54) schreiben als (mit Umbenennung eines
stummen Indizes v <> \)

ow ow
v A v A
vff, Wy — (T, 0") wa + 0" 8 - =, w, + 0" <8x# —Fww,\>

Nach dem Quotiententheorem ist der Term in Klammern ein Tensor vom Typ (0,2) und
damit definiert man
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Definition 3.14 (kovariante Ableitung eines kovarianten Vektorfeldes).

Wy = Wyl — T wa (55)

pv

Der Unterschied ist also nur das Vorzeichen, abgesehen von den Indizes.

3.5.4 Kovariante Ableitung fiir hGhere Tensoren

Wir berechnen die kovariante Ableitung eines Tensors vom Typ(1,1) T% = v"w:

N = Vutox TV Wi
= wvpwy + I v%wy + 0"wy ), — 0I5, wa
= V)\|u + FZaTO;\ - FiéuTVoz
Analog ist die kovariante Ableitungen fiir Tensoren hoherer Stufen definiert. Man héangt

einfach fiir jeden Index ein passendes I' mit dem richtigen Vorzeichen und richtigen Indizes
an.

3.5.5 Eigenschaften der kovarianten Ableitung

1. Linearitéit: (oA’ + BBY)jju = a(A"\)ju + B(BY)|ju
2. Produktregel: (AV/\BO)HH = (AV)\)HM - B7 + (AVA) . (BU)H“
3. (TV/\/\)HM = (TV,\/\)W + FZHTCf\/\

4. im Allgemeinen: Vi # Vi

3.5.6 Das Ricci-Theorem

Es gilt
9" =0
0"y = 0
Damit
Juv|ls = Guv|k — g)\yrﬁﬁ - g,ukriu (56>

und vor allem
Ui = (0" o) n = g o)
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3.5.7 Divergenz

<

Y]

I
[e5)
8

Die allgemein kovariante Verallgemeinerung der Divergenz (
Ableitung, mit Kontraktion:

5o) ist eine kovariante
k2

Multipliziert man Gl. mit g™
gl - 9 = G - 9 = garl - g — Gualy - g™
und nutzt man gy, = 0, so findet man

0= guap - g™ — 2%,

und damit 1
Lhw = 59 - 9" (57)
Man rechnet nun mit der Determinanten von g5 weiter g = det(gag) = . gun /A", schreibt
)
damit
dg N
ag,uA
, somit
BA l 99
g aguz\

Das kann man nun in GL(57) einsetzen, und erhélt nach einfachen Umformungen

19 10
e 2g0xv 20z

In|g| =

Damit ist die Divergenz nun

Wichtige Gleichung 3.15 (kovariante Divergenz).

Ul = \/ﬁaiv (mvu> (58)

3.6 Verschiebung von Vektoren

Im gewohnlichen Euklidischen Raum und rechtwinkligen Koordinatensystem sind zwei Vek-
toren, die die gleichen Komponenten haben, aber an zwei verschiedenen Punkten sitzen,
parallel und gleich lang. Man kann den einen Vektor einfach durch Verschieben in den
anderen iiberfilhren. Ein konstantes Vektorfeld bedeutet einfach, jedem Punkt im Raum
wird ein Vektor zugeordnet, der immer die gleichen Komponenten hat. Im Riemannschen
Raum wird dies jedoch schwieriger, da sich bei konstanten Koeffizienten die Lénge der
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Vektoren an verschiedenen Raumpunkten &ndert. Nehme man zum Beispiel die Schwarz-
schildmetrik g, = diag(e’"), —eM) | —r?2 —r?sin? ©) mit Koordinaten ct,, ©, ¢. Ein Vektor
a = (0,0,3,0) beim Punkt P = (0,1,1,1) hat die Lénge

I = g33(P)(3%) = -9

Beim Punkt @ = (0,2,1,1) ist die Linge aber [ = g33(Q)(3%) = —4-9 = —36 # —9.
Nur wenn alle Eintrage der Metrik konstant sind, und man ein rechtwinkliges Koordinaten-
system benutzt, kann man ein konstantes Vektorfeld durch ein Vektorfeld mit konstanten
Komponenten ausdriicken. Diesen Raum nennt man dann pseudo-Euklidisch.

Abbildung 1: Verschiebung eines Vektors auf einer Mannigfaltigkeit

3.6.1 Allgemeine Verschiebung von Vektoren

Wir schauen nun, wie stark sich die Komponenten eines Vektorfeldes in einem Koordina-
tensystem eigentlich dndern. Dazu setzen wir in einem Koordinatensystem % ein Vektorfeld
mit konstanten Koeffizienten v*. In einem willkiirlichen, anderen Koordinatensystem z* ist
dieses Vektorfeld: ,
oz

v
oxk
Jetzt betrachten wir die Anderung der Komponenten o* (entlang einer Kurve) nach einem
Parameter p:

=1

d_z?i_ 0?7’ o 0?7 d_xlvk
dp  0xzkdp  Oxkoxl dp

Hier wurde a%vk = 0 benutzt, da dieses Vektorfeld ja konstante Komponenten hat. Jetzt kann
man natiirlich die Abhéngigkeit nach den alten, konstanten Komponenten umwandeln in eine
Abhingigkeit des Ausdrucks nur von den neuen Komponenten #'. Das geht mit normalen
Tensoroperationen:

dvt  o*xt . 9% dal dz™oxk
— v = — — 7 (59)
dp  OxF0p Oxkozt dzm dp 0xI
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Unter Zuhilfenahme von Gl. kann man hier ein Christoffelsymbol einbauen. Dazu be-
nennen wir die Indizes in Gl. etwas um:

0%z’ OxP 0x° 0%x™  0x

drrdxe 9z d7i  OTmOTI DT
Das ist ja nach der Definition in GL (§)
0%x™ O B 0%zt OxP 0x°
0xmOzI Ox™  QxPOx° OT™ OTI
Da hier die rechte Seite in Gl. vorkommt, kann man einsetzen:

__—
T =—

dv’ o dam
= I —7
dp " dp
In differentieller Form betrachtet:
dv’ = —T, . dz"v’

Dies kann man mit Gl. vergleichen, und erkennt die Konsistenz! Bequemer kann man
diese Gleichung so schreiben:

dv' = =TI} dx™v’ (60)
Diese Gleichung beschreibt ein allgemeines Verschiebungsgesetz fiir Vektoren. Der Vektor v
bei z wird verschoben zum Punkt z + dr und hat dort die Komponenten v* + dv’. Dabei
gelten zwei Forderungen:

1. Gl. soll in jedem Koordinatensystem gelten, also auch z.B. v +dv* = @i—finjdfm@j

2. v'(x 4+ dx) = v" 4+ dv" soll ein Vektor sein.

Satz 3.16. v sei ein Vektor bei x. Der mit dem Verschiebungsgesetz Gl.@ nach x + dx
verschobene Vektor v'(z+dz) = v'+dv’ ist wieder ein Vektor, wenn anj das Christoffelysmbol
2. Art ist.

Beweis. Wir betrachten den zu  + dx verschobenen Vektor v* + dv' = v* — I}, - da™ v7.

o , , okl
v/ —I,,dz"™0° = (v' = T}, de"™0") ( ax') |o-+a
xl

Man kann die Transformationsmatrix in 1.0rdnung entwickeln nach Gl., und einsetzen:

o’ dxr™ox! o’ OxPor!
Den letzten Term vernachldssigen wir wegen einem quadratisch auftretenden Differentials,
und schreiben einfach um:

_ - 0Fd 0°7I
[7,.dx™v° = (FZ - _—x) da"v'!

S oz’ , 02xd , oz’ , 0%xd
v =T dz"v° = ( ’ ) |2 v° + T dem! — I de™! (i) — T da™ T da?

"ot Ozrox
B . 0T B 0%zl '\ Oz Ox" P
~ "o T arrart ) oozt Y

" 9xi 975 97 01 O™ Jar !
Dies ist genau das in Gl. gefundene Transformationsverhalten. m

O l r l r 257
_ <FZ 07 Ox' da”  Ox' Jx" 0% )d:vmvs
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3.6.2 Parallele Verschiebung von Vektoren: Linge bleibt erhalten

Bis jetzt haben wir nur allgemein die Verschiebung von Vektoren betrachtet, mit oben ge-
nannten Bedingungen. Jetzt suchen wir zusétzliche Bedingungen, so dass der verschobene
Vektor auch noch die gleiche Linge wie der urspriingliche Vektor hat. Das bedeutet, das
Skalarprodukt von zwei Vektoren a’ und b* soll invariant bleiben, wenn man es entlang einer
Kurve verschiebt

d .
—\Y; Zbk - 0
75 (gina't")
Das kann man mit der Kettenregel ableiten:
Ogiwdz' , . . dat . dbF
out a5 "V TGy T aongs =0

Setzt man nun das Verschiebungsgesetz Gl. (geteilt durch ds)ein, erhélt man (nach
Umbenennung der Indizes)

A,

oxt
Hier wurde noch durch Cg—””slaibk geteilt. Nennt man nun die Indizes etwas um, haben wir ganz
genau die Gl., und dieselben Uberlegungen fithren auf Gl. als Bedingung fiir eine
Verschiebung, bei der die Lange eines Vektors konstant gehalten wird. Dies nennt man Par-
allelverschiebung. Wenn also I" das Christoffelsymbol nach Gl. ist, beschreibt Gl.
sogar eine Parallelverschiebung.

- FZ Grk — F;k Gir = 0

Abbildung 2: Parallelverschiebung auf einer Mannigfaltigkeit

Man kann die im Vorigen abgeleitete Geodédtenbewegung auch als Parallelverschiebung des
Geschwindigkeitsvektors deuten. Dazu nehmen wir die Formel fiir die geodatische Bewegung

A A gy
@+ 17,24 =0
und ersetzen ¥ = u”, weiterhin multiplizieren wir mit dr:

du™ + F’\W(u"dT)u” =0
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Jetzt ist aber u#dr = df dr = dx* | somit erhélt man eine analoge Gleichung zu der Paral-
lelverschiebung GI.([60) . hier also dle parallele Verschiebung des Geschwindigkeitsvektors:

du® = —F)‘W(dx”)u” =0

3.7 Der Riemannsche Kriimmungstensor

Findet man ein ausgezeichnetes Koordinatensystem, wo die Metrik konstant ist, wird der me-
trische Zusammenhang I'g verschwinden. In diesem Fallist die kovariante Ableitung gleich
der gewohnlichen partiellen Ableitung, und es gilt insbesondere Vg, = 8(25 ng =V}, Dies
motiviert die Suche nach einer Grofe, die angibt, inwieweit das Kommutieren der Ablei-
tungen nicht funktioniert, anschaulich erhédlt man daraus eine Grofse, die die Kriimmung
spezifiziert, der Riemannsche Kriimmungstensor.

N ov
Vi = (ax,ﬁ + 15, )|
§

0 (0ov o [Ov L [0v® N
— %(8x5+F )+P7V(85+F )+Fﬂv(%+1}uv“>

o*v> Ol'g, ov” o™ vt
o ,u a «@ l/ v @ W
T 9By + oY + Fwa ] Fﬂva v + FB;L@ ~ + (F FBVFVM)U

Jetzt wird die Reihenfolge der Ableitungen vertauscht:

Uiliis = (a 900 T 5 U”>|ﬁ

o [ov* ov” ov®
I a « - [ ZN7) v a 0
T 9B (ax~y+rwv>+rﬁu (a,ﬂ"{'rwv)—i_rwﬁ (a 1/+F U)

o*v> oIy o o Ovt

= o T o U g~ g + Duges + Ta L5~ Dl
Die beiden Gleichungen voneinander abgezogen ergibt
arg ore
@ o _ B T les v «@ v
Yy — Yihlie = ( o’ OxB - F“/VFBM T B "/u) v

Den Term in Klammern bezeichnet man als den Riemannschen Kriimmungstensor

Definition 3.17 (Riemannscher Kriimmungstensor).

/C;,B'y — argﬂ _ 6F’OYZM +Fa TY —_Te71v
oY OB v Bu Br™ yu

Da die kovariante Ableitung ein Tensor ist und v* ein beliebiges Vektorfeld, ist nach dem
Quotiententheorem der Riemannsche Kriimmungstensor auch ein Tensor.

Definition 3.18 (flacher Raum). Eine Mannigfaltigkeit heifft genau dann flach, wenn eine
der folgenden aquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
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In einem bestimmten Koordinatensystem ist die Metrik iiberall die Lorentz-Metrik.

In einem bestimmten Koordinatensystem verschwindet der metrische Zusammenhang
iiberall.

In einem bestimmten Koordinatensystem ist der metrische Zusammenhang symme-
trisch und integrabel, d.h. die Parallelverschiebung eines Vektors ist wegunabhangig.

Der Riemannsche Kriimmungstensor verschwindet.
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Wichtige Gleichung 3.19 (Eigenschaften des Riemannschen Kriimmungstensors). Man
erhdlt durch einfach Rechnungen folgende Figenschaften:

e R% 5. hat im f-dimensionalen Raum i.Allg. 20 unabhingige Komponenten

o Riuas =3 (susts — gotit — e 4 200 ) 4 g0 (13,13, — T5,I,)

0zBdxY ~ 0zdxz¥ ~ 0xzPoxt | HrOzH Bu- av
e [Brster Index oben: Antisymmetrie in den letzten beiden Indizes: R, 5 = —R" 5,
o Alle Indizes unten: Antisymmetrie in den ersten beiden Indizes R0 = —Ryjap
o Alle Indizes unten: Antisymmetrie in den letzten beiden Indizes Ry = —Ruga

o Alle Indizes unten: Symmetrisch bei Vertauschen der Indexpaare: R0 = Ropuw
i RMVa,B + R# va + Ruoz,b’u = 0 und auch Ruuaﬂ + Ruﬁya + Ruaﬁu =0

In zwer Dimensionen hat der Riemmansche Krimmungstensor nur eine nicht-verschwindende
Komponente, die Ri912-Komponente.

Definition 3.20 (Ricci-Tensor). Durch Verjiingung des Kriimmungstensors erhdlt man den
Ricci-Tensor
RVIB = guaRMVCVB = Rayaﬁ

Der Ricci-Tensor ist symmetrisch:
Ruﬁ = guaRuyaﬁ = guaRa,B,uy = R,BU
Definition 3.21 (Riemannscher Kriimmungsskalar).

R = gﬁung

3.8 Integrabilitat - wegunabhangige Parallelverschiebung

Eine Mannigfaltigkeit hat im Allgemeinen die Eigenschaft, dass eine Parallelverschiebung
eines Vektors entlang einer geschlossenen Kurve den urspriinglichen Vektor nicht mehr in
sich selbst iiberfiihrt, und zudem ist ein beliebig parallelverschobener Vektor wegabhéngig.
Das kann man direkt aus der Formel fiir den Paralleltransport, Gl., entnehmen. Wir
finden heraus, dass dies nicht gilt, wenn der Kriimmungstensor verschwindet.

Satz 3.22 (Wegunabhéngigkeit der Parallelverschiebung). Der Paralleltransport eines Vek-
tors ist genau dann unabhéingig vom Transportweg (Zusammenhang ist integrabel), wenn der
Riemannsche Krimmungstensor verschwindet.
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Beweis.

1.) Wegunabhingigkeit — R ; = 0:

Der Paralleltransport sei wegunabhéngig. Wir starten damit an einem Punkt mit einem
Vektor v* und konstruieren durch Verschiebung ein eindeutig definiertes Vektorfeld v®(z* in
einer Umgebung um v*. Mit Gl. folgt fiir die Ableitungen des Vektorfeldes:

«
v = T
dlq v

Das bedeutet aber, dass die kovariante Ableitung verschwindet:

_ Ov*(w)

T Qx

v + T, v (z) = —Ff;jvj +I5,0°(z) =0

Jetzt ergibt sich daraus natiirlich auch

a e’ =0 = aFgﬂ_ar’C;M_i_Faru —Terv 0w __ po m
Ulslly = Yhiie =V =\ G0 T ags et Be T R avtan ) U= ftugy v

Da v* beliebig ist, muss Rj; = 0.

2.) R§ s =0 — Wegunabhéingigkeit:

Wir starten bei einem Punkt x, und betrachten zwei Wege einer infinitesimalen Verschiebung
eines Vektors v zu einem anderen Punkt z.. Die erste Verschiebung soll erst in Richtung
dz" zum Punkt z; erfolgen, danach in Richtung dy* zum Punkt z.. Die zweite Verschiebung
soll erst in Richtung dy* zum Punkt x5 und danach in Richtung dz* zum Punkt z..
Insgesamt schauen wir also vier infinitesimale Verschiebungen an. Wir beginnen also mit
vH(x4)

1. In Richtung dx*:
v (x1) = v (x4) — F,‘j)\|% da’ v (z,)

Das Christoffelsymbol bei x; ist ja nun ein bisschen anders als bei x,, man bekommt
dafiir einen Ausdruck, indem man es in erster Ordnung entwickelt:

8 «
Fﬁ,\|x1 = Flzj)\|za + Dre (F/;,\) dx
2. weiter von z; in Richtung dy*:
v (we) = v (x1) = T, dy"v*(21)

Darin kann man nun das durch die Entwicklung erhaltene I',| ~—und auch v*(z;)
einsetzen (hier ist jeder Tensor bei z, ausgewertet, deswegen werden die Argumente
ab dem zweiten Schritt weggelassen):
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v ()| = v"(z,) — Fllf)\|za dm”UA(:Ea)

TarrT1—Te
a (0% v (0%
(T e (e ) (5 (aa) = T, s ()
= o' — T da"o* — T, dy"v*
—I0 o datdyv* + T\ dy T gdav” + T, da®Tsdav  dy”
= 0" —T% (da” + dy")v* — T¥,  da®dy’v* + T, Thsdz®dy” v’

VAo

Hier wurde auferdem dx®dz” = 0 gesetzt.

3. Nun starten wir wieder bei x, und gehen jetzt aber erst in Richtung dy* zu x,...

4. Jetzt verschieben wir v¥(x9) in Richtung dz* zu z., und erhalten (einfach durch Um-
benennung dz* <— dy", analog wie oben:

V(@) gy mgse, = U — Dh (dy” + da¥) v* — F‘;Madyo‘dxl’v’\ + T, gdy®da v’

Jetzt kann man sich anschauen, wie der Unterschied zwischen den beiden Verschiebungen
aussieht, und erhalt dabei den Riemannschen Kriimmungstensor:

ort, ort,

’Uu<x6)‘za»—>x1r—>xe - UM($6)|Ia’—>CE2’—)$e - ( axa axu + FlljBFC/BM B Fgﬁrf)\) dﬂ?adyu’l))‘
= RY  drz“dy"v* (61)

Dieser Unterschied verschwindet also nur, wenn der Riemannsche Kriimmungstensor ver-
schwindet. [

4 Die Einsteinschen Feldgleichungen

4.1 Energie-lmpuls-Tensor

Wichtige Gleichung 4.1 (Energie-Impuls Tensor). Energie, bzw. Masse in der Relativi-
tatstheorie wird tensoriell als Energie-Impuls-Tensor geschrieben.

R @
4.2 Deduktion der Feldgleichungen

Wir haben in der Abschétzung zu GI.(25)) einen Zusammenhang zwischen Newtonschen Gra-
vitationspotential und metrischem Tensor hergestellt. Diese Uberlegungen werden nun ver-
feinert. Mit einer Massendichteverteilung po(7) kann man ein Poisson-Gleichung fiir das
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Gravitationspotential aufstellen:
AP = dnGpy(F) = 47G Y M6 (7 — 77)

Mit goo & 1 + 2¢2®(7) folgt

e e
po(r) ~ —=Tho (63)

2
Agoo(T) = AC—QQ) =2
Im nichtrelativistischen Grenzfall ist die Massendichte mit der Energiedichte verkniipft, da
poc® = E, dies entspricht der 00-Komponente des Energie-Impuls-Tensors: Toy = po(7)c?.
Dies soll nun aber nur der Newtonsche Grenzfall (nichtrelativistischer Limes) einer allge-
meineren Tensorgleichung sein. Folgende Forderungen sind an die zu suchende Gleichung
gerichtet:

1. Die rechte Seite soll proportional zum Energie-Impuls Tensor sein. Er charakterisiert
die Massen- und Energieverteilung im Raum.

2. Die linke Seite soll auch ein Tensor 2.Stufe sein, der héchstens 2. Ableitungen des me-
trischen Tensors enthalt. Er soll den metrischen Tensor enthalten. Wir nennen ihn G,
Dieser Tensor soll ausserdem symmetrisch sein, da auch 7}, symmetrisch ist. Deswei-
teren soll G, wie auch der Energie-Impuls-Tensor divergenzfrei sein: G|, = 0.

3. Wenn wir im leeren, materiefreien Raum sind, 7}, = 0, dann soll die Lorentz-Metrik
N eine spezielle Losung sein.

4. Der Newtonsche Grenzfall soll wie oben erklért auftreten.

5. Die Feldgleichungen sollen eine eindeutige Losung besitzen. Da eine algebraische Diffe-
rentialgleichung genau dann eine eindeutige Losung besitzt, wenn die hochste Ableitung
linear auftritt, fordern wir, dass die zweiten Ableitungen von g, linear auftreten. Die

DGL heifst dann quasi-linear.

Wir suchen nun nach plausiblen Méglichkeiten zur Konstruktion von G,

4.2.1 Der Ansatz

Als erstes stellen wir fest, dass

G

ct

1
dim |: T00:| =

 Lénge?

Daher kann auch auf der linken Seite G/, nur zweite Ableitungen der (dimensionslosen)
Metrik enthalten, oder quadratisch vorkommende erste Ableitungen. Es gilt ja g, = 0,
deswegen muss man sich anders behelfen. Zwei Tensoren kommen in Frage:
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e Die Forderungen sind genau beim Riemannschen Kriimmungstensor erfiillt. Der einzige
Tensor, der sich aus dem Riemannschen Kriimmungstensor ergibt, ist der Ricci-Tensor:

1

Linge?

gaﬁRauBV = R;w = Ruua dim [R;w} = (64)

Wir sehen, er ist symmetrisch, und hat die richtige Dimension!

e Der metrische Tensor selbst ist symmetrisch, aber dimensionslos, aber mit einem pas-
senden Skalar multipliziert, erhdlt man die richtige Dimension. Idealerweise nimmt
man den einzigen vom Kriimmungstensor abgeleiteten Skalar, den Kriimmungssskalar

1

R = ¢" Ry, dim [Rg,,] = Tanae?

(65)

Man macht daher einen Ansatz

G, = aR,, + bRy, (66)

4.2.2 Die Einarbeitung weiterer Bedingungen

Wir bestimmen nun die dimensionslosen Konstanten a und b.

Satz 4.2 (Bianchi-Identitéten).

Roupylis + Rapsly + Raprsjp = 0

Da immer ga’f = 0 kann man mit ¢*’¢g*? multiplizieren:

— pb B By _ Y
0=~ Balls T R 58lly T R v8]18 — Ryjs — 2R 81y
Damit gilt durch Umstellen:

R'Y

Slly —

1
R
5 s

Da wir ja die Divergenzfreiheit von G, gefordert hatten

Gully = Guuly = G 0

Wby =
insbesondere soll auch (die sog. kontrahierte Bianchi-Identitét) gelten:

0

v —
plly —

Es folgt mit unserem Ansatz (G}, = G¥, wegen der Symmetrie):

wllv

14 14 v a
ully = aR —f—bR”,, 9, = <§ + b> Ry, =0

1 S
3B Iz
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also b = —g. So lauten die gesuchten Feldgleichungen bis jetzt

1 G
Guw=a (R;w - §R9W> =—"Tw (67)

A
Der divergenzfreie Ricci-Tensor (RW — %ng,) und g, sind die einzigen Tensoren 2.Stufe,
die nur aus dem metrischen Tensor und dessen ersten beiden Ableitungen gebildet sind, und

deren Divergenz verschwindet. Nun bestimmen wir die Konstante a aus der Betrachtung des
Newton Grenzfalls. Wir betrachten die 00-Komponente:

1 81 G
Gy =a (Roo - 53900) = C—Too ~ C—PO(H)

Wir betrachten nun den Kriimmungstensor im Grenzfall ¢, = 1, + by, \huw| << 1,
mit

i O(hu), T ~O(h), IT ~O(h?)

8,7,'2 ) )

und nehmen eine zeitlich konstante Metrik an
dg B dg B
dz®  Oct
Damit erhélt man aus

1( 9% %93 0g 9%g
R vaff — & F Lo _ > i e F — Fp F)\
S (axﬁaxv 9eo0n ~ 5aiowr T agegen ) T 90 (TeulB —T5,T0)

folgende Betrachtung einer Komponente des zugehorigen Ricci-Tensors

9900

+ O(h?) ~ %8( Bp

Weiterhin kann man mit den Naherungen berechnen
3 3
R0 = Roo = gaﬁRBan ~ ﬁaﬂRﬁoao = Roooo — Z Rigio = — Z Ripio
i=1 i=1

da die (0000)-Komponente ja verschwindet (vgl. die Eigenschaften den Kriimmungstensors).
Damit haben wir

3
1 9goo 1 1 1
ROO ~ Z: 5 = _éAQOO = —§Ah00 ~ _EACI)(?)

Wir betrachten jetzt die 00-Komponente des Energie-Impuls-Tensors im Newtonschen Limes.
Dabei gilt fiir die 4-Geschwindigkeit u* = ~(c,v") = (c,v"). Der Druck soll gegeniiber der
Massendichte vernachlissigbar sein und die Geschwindigkeiten sollen alle klein sein v* << ¢,
deshalb erhalten wir

p
T;w = <p + g) UpUy — PYpuv, TOO ~ pO(F)C2

38



Diese 00-Komponente ist im gesamten Energie-Impulstensor aus o.g. Griinden dominant!
Nun mochten wir eine Kontraktion von G, vornehmen, berechnen dazu aber erst die Kon-
traktion von 7}, wobei der gleiche Trick wie bei Riemannschen Kriimmungstensor vorher
angewendet wird, bei dem man den metrischen Tensor einbaut, und approximiert:

T(? = goaTao ~ TIOOTOO = Too

Nun verjiingt man G,

1 1
Als Resultate halten wir fest:

e —aR = 87rGT00 <~ %CLR = —47FGT00

ct ct

) RDO ~ —C%A(I)(F) =~ —%Agog
° Ag()o(F) ~ 8:—4GT00 (aus Gl
e G, =a(R, — 1Rg.) = 2ET,, von Gl.

Nehmen wir die 00-Komponente der unvollstandigen Feldgleichungen und ersetzen den Term
aR, folgt

aRoo = TDO

87 1 87 ArG 81G 1 ArG
A Too + 5@3900 ~ A Too — 7T007700 T A ( 00 — §T00) A

ersetzt man nun Ry erhélt man

1 A
—=A ~ Ti
a < 9 900) A 100

dies kann man nun mit Gl. vergleichen:

. 87G
Agoo(T) = A Tho
Man sieht, dass
a=—1

sein muss! Damit kann man die vollstdndigen Einsteinschen Feldgleichungen aufstellen:
Wichtige Gleichung 4.3 (Einsteinsche Feldgleichungen).

1 8rG
G/u/ = Ruu — §Rguy = _7TMV (68)
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