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Key Question of this talk

How can one theoretically describe the 
time dependent evolution of the 

strategic behavior of an entire group of 
decision makers?

(Evolutionary) Game Theory
[von Neumann 1928,  Nash 1950, Smith 1972, Weibull 1997,

Szabó/Fáth 07]

Quantum Game Theory
[D.A.Meyer 1999, Eisert/Wilkens/Lewenstein 1999]

Theoretical Models used to answer the question:

Classical evolutionary game theory, 
simulations of games on complex networks and 
evolutionary quantum game theory will be used 

to understand the behavior of people

Theory of complex networks
[Barabasi/Albert 02, Mendes/Dorogovtsev 02, Jackson 10]
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Game Theory

• Game theory deals with decision-making situations in which the success 
of the individual depends not only on their own actions, but also on the 
decisions of the other players involved. 

• Economic decisions affect not only the individual himself, but also other 
economic subjects and their decisions

• Many economists consider game theory to be the formal language of 
economic theory. 

• Johann (John) von Neumann published the first work on game theory in 
1928 (J. von Neumann: “On the theory of parlor games”, Mathematische
Annalen 100, 295-300 (1928)).

• The first, groundbreaking book on game theory and economic behavior 
was published in 1944 by v. Neumann and Morgenstern (Theory of games 
and economic behavior, Princeton University Press, Princeton (1944)) 



Definition of a Game



Game Tree of a simultaneous (2-Player)-(2 Strategy) Game 



Quantum Games
The entangled Two-Player Quantum-Spinor

Through a quantum-theoretical entanglement of the imaginary decision-making paths within an actor network, a population 
can succeed in escaping a dilemma-like situation if the value of the entanglement exceeds a certain threshold value. 

Two-Player
Quantum State

basis vectors



Rousseau‘s stag
hunting game 

hunt hares

hunt stag

hares stag

hares (2 , 2) (4 , 0)
stag (0 , 4) (5 , 5)

Two hunters succeeded in encircling a stag 
and four hares in the course of the hunt. The 
hunters are now faced with the decision to let 
the hares escape and to kill the stag together 
or to open fire on the hares immediately. If 
both decide to kill the stag, then the stag has 
no chance. A stag can be sold for 10 gold coins. 
If both of them decide to hunt hares, each 
hunter shoots two hares, for each of which you 
receive a gold coin. However, if only one 
person decides to hunt the deer, the stag can 
escape and the one who has decided to hunt 
the hares can kill all four hares. 

hunt hares

hunt hares

hunt stag

hunt stag



Mixed-strategy payoff function in the stag hunt game
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Three Nash equilibria in the stag hunt game

Pure Nash equilibrium
(x,y)=(0,0)=(hunt stag, hunt stag) 

Pure Nash equilibrium
(x,y)=(1,1)=
(hunt hares, hunt hares) 

Mixed strategy
Nash equilibrium
(x,y)=( 1/3 , 1/3 )



Origins of evolutionary game theory 

 The article published by Maynard Smith in 1972 (J. Maynard Smith “Game 
theory and the evolution of fighting”, In "On Evolution", pp. 8-28. 
Edingburgh University Press, Edinburgh, 1972) is generally considered to 
be the first game theory approach of Evolutionary Game theory. Smith 
describes in the article how one can extract the biological, dynamic 
evolution of organisms from the Nash equilibria of symmetrical (2x2) 
games. He shows how the dynamic evolution of the frequency distribution 
of organisms ends in a stable state - the so-called evolutionarily stable 
strategy. 



Evolutionary game theory (I)

Evolutionary game theory deals with the temporal development of the strategic 
behavior of an entire player population over time. 

temporal 
development
of the
population

Possible strategies: (green, black), parameter t represents the "time" 
x (t): Fraction of players who play the “green” strategy at time t. 

x(0)=0.15 x(10)=0.5



Evolutionary game theory (II)
The individual actors within the population under consideration play a 
continuously repetitive game with each other, with two players meeting at 
random, playing the game and then switching to the next game partner. 

As time goes on, the green strategy is becoming increasingly attractive to players. 
At time t = 10, 50% are already playing green. 

x(0)=0.15 x(10)=0.5

The initial 
population of 
players plays 
the game for 
the first time at 
time t = 0. On 
average, 15% of 
the players 
choose the 
green strategy. 



Evolutionary Game Theory
and Replicator Dynamics
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We limit ourselves to symmetrical (2xM) games, i.e. two person - M strategy games. 
Since these are symmetrical games, all players have equal payoffs and one can 
assume a homogeneous population. The differential equation of the replicator 
dynamics describes how the individual fractions of the strategies within the 
population           , j = 1,2, ... M develop over time. )(tx j

with the payoff matrix kl$
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Evolutionary Game Theory
and Replicator Dynamics
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Bi-Matrix Games

Two-strategy symmetric Games
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Hirschjagd-Spiel lautet:

Beispiel: Hirschjagd-Spiel
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

xxxxg −−= 32 34)(

Hares Stag

Hares (2 , 2) (4 , 0)
Stag (0 , 4) (5 , 5)

Replicator dynamics 
(for the stag hunt game) 

Coordination Game Class



Replicator dynamics
(for the Prisoners Dilemma)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Gefangenendilemma lautet:

Beispiel: Gefangenendilemma
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

222)( xxxg −=

Ge Sc

Ge (-7 , -7) (-1 , -9)
Sc (-9 , -1) (-3 , -3)

Game Class 
of dominant games



Replicator dynamics
(for the chicken game)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Angsthasen-Spiel lautet:

Beispiel: Angsthasen-Spiel
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

xxxxg +−= 23 32)(

Springe
nicht

Springe

Springe
nicht

(-1 , -1) (2 , 0)

Springe (0 , 2) (1 , 1)

Anti-Coordination Game Class



Classification of Bi-Matrix Games 

Corner Class Saddle Point Class                Center Class Games

Game A: Coordination Game
Game B: Coordination Game
or
Game A: Anti- Coordination Game
Game B: Anti- Coordination Game

One of the individual  Classes 
of group A or group B is a 
dominant game

Game A: Coordination Game
Game B: Anti- Coordination Game
or
Game A: Anti- Coordination Game
Game B: Coordination Game



Classification of symmetric 3-Strategy Games 

19- different 
game classes 

E. C. Zeeman, POPULATION DYNAMICS FROM GAME THEORY, In: Global Theory of Dynamical Systems, Springer 1980



Application fields of game theory (I)
 Biologie

 Local dispersal promotes biodiversity in a real-life game of rock–
paper–scissors
Siehe z.B.: Kerr, Feldmann, Nature 2002

 Prisoner's dilemma in an RNA virus
Siehe z.B.: Turner, Chao, Nature 1999

 Mating strategies of lizards
Siehe z.B.: Sinervo, Hazard, Nature 1996

 Natural self-organisation of macromolecules
Siehe z.B.: Eigen, Schuster, Naturwissenschaften 64, 1977



 Economics

 „Public Goods“- games
 Trust in Private and Common Property Experiments, Elinor Ostrom, et al.

 Evolutionary Dynamics in Public Good Games, CHRISTIANE CLEMENS and THOMAS RIECHMANN, Computational
Economics (2006) 28: 399–420

 Institution Formation in Public Goods Games, Michael Kosfeld, Akira Okada, and Arno Riedl, American Economic Review 
2009, 99:4, 1335–1355

 Experimental economics
 Cooperation in PD games: Fear, greed, and history of play, T.K. AHN, ELINOR OSTROM, DAVID SCHMIDT, ROBERT SHUPP, 

Public Choice 106: 137–155, 2001.

 „Behavioral economics (altruism, empathy, ...) z.B.: Fehr et al.

 Evolution of information networks

Application fields of game theory (II)



 Social science 
 Cultural and moral developments
 Evolution of social learning does not explain the origin of human cumulative culture, Magnus 

Enquist, Stefano Ghirlanda, Journal of Theoretical Biology 246 (2007) 129–135
 EVOLUTION OF MORAL NORMS, William Harms and Brian Skyrms, For Oxford Handbook on the 

Philosophy of Biology ed. Michael Ruse

 Evolution of language
 Finite populations choose an optimal language, Christina Pawlowitsch, Journal of Theoretical 

Biology 249 (2007) 606–616

 Social learning
 Evolution of social learning does not explain the origin of human cumulative culture, Magnus 

Enquist, Stefano Ghirlanda, Journal of Theoretical Biology 246 (2007) 129–135

 Evolution of social norms
 Collective Action and the Evolution of Social Norms, Elinor Ostrom, The Journal of Economic 

Perspectives, Vol. 14, No. 3 (Summer, 2000), pp. 137-158

 Evolution of social networks
 GOVERNING SOCIAL-ECOLOGICAL SYSTEMS, MARCO A. JANSSEN and ELINOR OSTROM
 A General Framework for Analyzing Sustainability of Social-Ecological Systems, Elinor Ostrom, 

et al., Science 325, 419 (2009)

Application fields of game theory (III)
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Evolutionary game theory on 
complex networks 

time evolution

Possible strategies: (green, black), parameter t represents the "time" 
x(t): Fraction of players who play the “green” strategy at time t. 
The red connecting lines describe the player's possible playing partners 

x(0)=0.5 x(10)=0.75

Many evolutionary games that occur in reality are played on a defined network 
structure (topology). The players of the population under consideration are not equal 
here, but only select partners linked to them through the network as playing partners. 



Spatial games
Evolutionary Agent-based Simulation on Spatial Grid Topologies

Anti-coordination
game

Coordination game

Dominant 
game



Games on 
Complex Networks

Evolutionary
Agent-based Simulation 
on Scale-free Networks

Coordination game

Dominant game
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Quantum Theory

Complex numbers 
G. W. Leibniz (1702) 

“…are a subtle and wondrous refuge 
of the human spirit, almost a hybrid 

between being and non-being “

“…sind eine feine und wunderbare Zuflucht des 
menschlichen Geistes, beinahe ein Zwitterwesen

zwischen Sein und Nichtsein”

The Quantum Wave Function 
is defined on the space of complex numbers 

(real numbers and imaginary numbers) 

the so-called Hilbertspace



Quantum Measurement
and Reality

At the moment of measurement, 
the complex-valued state of the quantum object 

collapses into an observable property:
The observable property of the object 

becomes real 
The decision state of a player

collapses to one of the pure strategies

Quantum Entanglement

Richard Feynman: 
“I think I can safely say that 

nobody understands quantum mechanics.” 

A.Einstein: „Spooky long-distance effect“ 



Quantum Games
The entangled Two-Player Quantum-Spinor

Through a quantum-theoretical entanglement of the imaginary decision-making paths within an actor network, a population 
can succeed in escaping a dilemma-like situation if the value of the entanglement exceeds a certain threshold value. 

Two-Player
Quantum State

basis vectors



The Quantum State of Player A and the Decision Operator 



The Entanglement Operator and the 2-Player Quantum State



The Quantum Version of the Payoff Function



Visualization and the Reduced Set of Quantum Strategies
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Quantum Games
The 2-Player Decision State
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Quantum Games
The 2-Player Decision State



MesoBioNano- Science Group @ FIAS (www.fias.uni-frankfurt.de/mbn)

Quantum Games
The 2-Player Decision State



For vanishing values of entanglement  (γ=0) quantum games are identical to classical games.

Dominant Class:
Games with a dilemma: The dilemma resolves if the value of entanglement is above a defined γ-barrier.

Games without a dilemma: No further Nash-equilibria, dominant strategy remains.

Class of coordination games:
The coordination problem resolves if the value of entanglement is above a defined γ-barrier.

Class of anti-coordination games:
An additional Nash-Equilibrium appears if the value of entanglement is above a defined γ-barrier.

In General: If the strategy entanglement is large enough, then additional Nash equilibria can occur, previously present, not 
favorable dominant or evolutionary stable strategies could become nonexistent and new, favorable evolutionary stable 

strategies do appear for some game classes.

Social dilemmas can be resolved
with the entangled strategic decision paths of

quantum game theory.



Quantum Game Theory and Financial Crises (Anti-Coordination Class)

M. Hanauske, J. Kunz, S. Bernius und W. König “Doves and hawks in economics revisited: An evolutionary quantum game 
theory-based analysis of financial crises” (in Physica A 389 (2010) 5084 – 5102)
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Picture taken from

http://networksciencebook.com/chapter/9
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Social Dilemmas

People fight each other when a state 
of peace is possible. 

A population of people 
ends up in a tragic state

A social tragedy such as 

People are exploiting their 
natural assets in a senseless and 
are causing an existential global 
temperature rise, although this 
was not the case 300 years ago.



Summary and Outlook

The dominant nature of humans still causes recurring crises (e.g. financial crises, the climate crisis, revolutions) 
that often lead to violent fights and warlike conflicts - a metaphyisic of socio-economic systems is desperately
needed. Both deterministic evolutionary game theory and game theory on complex networks show that the 

evolution of populations can develop into dilemma-like situations. Evolutionary quantum game theory, a new
mathematical model to describe the decision state of a population facing dilemma-like situations, was 

presented, and it was shown that a strategically entangled state of the population vector can escape the
dilemma if the value of entanglement is above a certain threshold. 

Quantum game theory represents a mathematical and conceptual extension of classical game theory. 
The space of all imaginable decision paths of the players is extended from purely real, measurable space
into the space of complex numbers (real and imaginary numbers). Through the concept of the possible 

quantum-theoretical entanglement of the decision-making paths in the imaginary space of all 
imaginable quantum strategies, common directions of thought that have arisen from cultural or moral

norms can be included in evolutionary dynamics. If the player’s strategy entanglement in the imaginary
space of the conceivable decision paths is only large enough, additional Nash equilibria can occur and 

previously existing dominant strategies dissolve.



Outlook: Applications and ….

The climate crisis is one of the most important example of a situation where 
humanity is trapped in a dilemma-like situation. Energy systems including the 
sectors of electricity, heating, and transportation need to transform towards 

renewable energy sources. The future of the electric power network depends on the 
decisions of the various actors which are embedded in a multipartite complex 

network. A game-theoretic approach of the whole European sector-coupled energy 
system depends on country-specific political and economic decisions and last but 

not least on the behavior of consumption of each human. 

Evolutionary Quantum Game Theory for Power-, Heat- and Traffic-Networks
A game-theoretic approach of the 

evolutionary paths of carbon dioxide consumers

Theoretical works regarding the mathematical basis of Quantum Game Theory

What happens when the strategic behaviour of a population is heading towards the abyss. The mathematical
groundings of Quantum Game Theory are not well established so far to answer this question. There is neither an 
evolution equation of the theory based on basic gauge-theoretic principles, nor is there a kind of Dirac equation on 
curved strategy manifolds - similar to the movement of an electron with spin in curved space-time. 
Together with Prof. Carsten Greiner and Prof. Hendrik van Hees, I am mainly working on the collapse of matter and 
the formation and movement of black holes.

Energy System Group
Prof. Dr. Stöcker, Dr. Kies, Dr. Hoffmann 
and Markus Schlott



Evolutionary Quantum Game Theory 
on Curved Strategy Manifolds

and the Gauge Symmetry Group 

Dirac equation of an particle-antiparticle state with spin

The Dirac spinor has the
same mathematical
structure as the (Two-
Payer)(2 Strategy)-
Quantum-Decision State 

Strategy-Dependent Dirac Matrices

GRAVITATIONAL COLLAPSE AND 

SPACE- TIME SINGULARITIES
Nobel Price in Physics 2020

R.Penrose, PRL Vol.14 No.3 (1965)

The collapse of matter 
and the formation of a black hole

What happens when the strategic behaviour of a population is heading towards the abyss. 
Elementary matter that collapses to black hole has been theoretically studied for decades, 

but only recently the gravitational wave signal from a 
collapsing hypermassive neutron star has been observed. 



Parallel session: Education 
Teaching Einsteinian Physics to School Students 

08.07.2021, 17:20 

http://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/new/etc/pdf/MG16-Hanauske.pdf

Humanity is of a contradictory
nature. On the one hand, humans

are able to understand and 
analyze the evolution of the whole
universe and brilliant ideas like 
the prediction of gravitational
waves by Albert Einstein and 

black holes have been recently
observed. On the other hand, the

dominant nature of man manifests
itself in a stupidity that screams to

heaven ….

A Report to an Academy



Online Lecture: Physics of Socio-Economic Systems
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Die klassische Mechanik
und das Prinzip der kleinsten Wirkung

Das Prinzip der kleinsten Wirkung ist ein 
allgemeingültiges Prinzip der Natur und 
die gesamte klassische Mechanik kann 
mittels dieses Prinzips hergeleitet werden.

Mechanik 
Wie bewegen sich Körper wenn 

eine Kraft auf sie einwirkt ?

Pierre Maupertuis sprach 1746 als erster von diesem 
allgemeingültigen Prinzip der Natur  extremal oder 
optimal abzulaufen

Leonhard Euler und Joseph Lagrange klärten in der Mitte 
des achtzehnten Jahrhunderts, dass solch ein Prinzip die 
Gültigkeit von Euler-Lagrange-Gleichungen bedeute. Die 
lagrangesche Formulierung der Mechanik stammt von 
1788. 1834 formulierte William Hamilton das nach ihm 
benannte Prinzip.

Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung besagt , 
dass von allen denkbaren, fiktiven Bahnen, die anfänglich bei A 
starten und im Punkt B enden, diejenigen Bahnen in der Natur 
durchlaufen werden, die die kleinste Wirkung haben. Für die 
physikalisch in der Natur realisierte Bahn verschwindet somit 
die Variation der Wirkung.

Zeit t

Raum x

Hamilton Funktion Lagrange Funktion



Von der klassischen Physik zur Quantentheorie

Um die, in den zuvor beschriebenen Experimenten gewonnenen Resultate theoretisch beschreiben zu können, 
musste eine gänzlich neue Formulierung der Physik entstehen. Bei der mathematischen Konstruktion dieser neuen 
Theorie stand man vor dem Dilemma, dass man einerseits daran gebunden ist, jedes physikalische Experiment in 
den Begriffen der klassischen Physik zu beschreiben, andererseits benötigte man neue, nicht klassische Elemente 
innerhalb der Theorie, um z.B. den Welle-Teilchen-Dualismus oder nichtlokale Eigenschaften von Teilchen adäquat 
zu beschreiben. Am Ende dieser Entwicklung stand ein vollkommen neues Gerüst einer mathematischen 
Beschreibung, welches z.B. mittels der ''Kopenhagener Deutung der Quantentheorie'' interpretiert und verstanden 
wurde.

Zustand eines Quantenobjektes

Würde das Elektron im Wasserstoffatom 
ständig das Proton auf einer Bahn 

umkreisen, würde es elektromagnetische 
Strahlung abgeben, Energie verlieren und  

schließlich auf das Proton fallen.

Doppelspalt-Experiment

Richard Feynman: “I think I can safely say that 
nobody understands quantum mechanics.” 



Wie kann man die Quantentheorie mathematisch beschreiben?

Komplexe Zahlen
G.W.Leibniz (1702)

“…sind eine feine und wunderbare
Zuflucht des menschlichen

Geistes, beinahe ein Zwitterwesen
zwischen Sein und Nichtsein”



Komplexe Zahlen
Reelle Zahlen und Imaginäre Zahlen

Die Quantentheorie stellt eine gänzlich 
neue Formulierung der Physik dar. Bei 
der mathematischen Konstruktion 
dieser neuen Theorie stand man vor 
dem Dilemma, dass man einerseits 
daran gebunden ist, jedes physikalische 
Experiment in den Begriffen der 
klassischen Physik zu beschreiben, 
andererseits benötigte man neue, nicht 
klassische Elemente innerhalb der 
Theorie, um z.B. den Welle-Teilchen-
Dualismus oder nichtlokale 
Eigenschaften von Teilchen äquivalent 
zu beschreiben. Am Ende dieser 
Entwicklung stand ein vollkommen 
neues Gerüst einer mathematischen 
Beschreibung, welches mittels der 
komplexwertigen Zahlen beschrieben 
wurde.

Welche Lösungen hat die Gleichung
𝑥2 = 𝑥 ∙ 𝑥 = −1

R. Descartes (1637)
Begriff der imaginären Zahl

𝑖2 = 𝑖 ∙ 𝑖 = −1

C.F. Gauß (1831)
Definition komplexe 

Zahlenmenge

Betrag einer komplexen Zahl 

ist Reell     𝑧 = 𝑧 ∙ 𝑧∗





Die „Viele-Welten“- Interpretation der 
Quantentheorie von Hugh Everett ist von der 

gewöhnlich benutzten „Kopenhagener Deutung“ 
insofern unterschiedlich, als das sie die Messung 

des Quantenzustandes nicht als 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit und Kollaps der 
Zustandes auffasst, sondern bei jeder Messung 

teilt sich das Universum und jeder der 
Eigenzustände existiert getrennt voneinander 

weiter.

Universum 1

Universum 2



n: Hauptquantenzahl, l: Drehimpulsquantenzahl
m: magnetische Quantenzahl(Orientierung des Drehimp.)



Plan für die heutige Vorlesung



Qubit durch Verschränkung 
der Eigenzustände

einem 

Anwendungen der Quantenverschränkung
Quantencomputer

Ein Quantencomputer basiert auf einem Prozessor, dessen 
Funktion auf den Gesetzen der Quantenmechanik beruht. 
In einem klassischen Computer werden sämtliche 
Informationen in „Bits“ (entweder Null oder Eins) 
dargestellt. Ein Quantencomputer hingegen arbeitet auf 
der Basis von „QuBits“ (quantenmechanisch verschränkter 
Zustand). Quantencomputer können bestimmte Probleme 
viel schneller lösen als klassische Computer.

Quanten-Spieltheorie

Die Quanten-Spieltheorie stellt eine mathematische und konzeptuelle Erweiterung der klassischen Spieltheorie dar. Der 
Raum aller denkbaren Entscheidungswege der Akteure wird vom rein reellen, messbaren Raum in den Raum der 
komplexen Zahlen (reelle und imaginäre Zahlen) ausgedehnt. Durch das Konzept der möglichen quantentheoretischen 
Verschränkung der Entscheidungswege im imaginären Raum aller denkbaren Quantenstrategien können gemeinsame, 
durch kulturelle oder moralische Normen entstandene Denkrichtungen in die evolutionäre Dynamik mit einbezogen 
werden. 







Denkwege im 
Gefangenendilemma
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Quantum Games

Introduction

Time

evolution

x(t)
x(0)=0.50 x(t)=0.15

Strategies of each node (of each player): (green , black), x(t) : Fraction of player with strategy „green“ as a function of time t

Grey region: Group dependent collective cultural or moral standard

Die Quanten-Spieltheorie stellt eine mathematische und konzeptuelle Erweiterung der klassischen 
Spieltheorie dar. Der Raum aller denkbaren Entscheidungswege der Akteure wird vom rein reellen, 
messbaren Raum in den Raum der komplexen Zahlen (reelle und imaginäre Zahlen) ausgedehnt. Durch das 
Konzept der möglichen quantentheoretischen Verschränkung der Entscheidungswege im imaginären Raum 
aller denkbaren Quantenstrategien können gemeinsame, durch kulturelle oder moralische Normen 
entstandene Denkrichtungen in die evolutionäre Dynamik mit einbezogen werden. 



Durch eine quantentheoretische Verschränkung der imaginären Entscheidungswege innerhalb 
eines Akteur Netzwerks  kann es einer Population gelingen einer Dilemma-ähnlichen Situation 

zu entkommen, falls der Wert der Verschränkung  einen bestimmten Schwellenwert 
überschreitet.

Evolutionäre Quantenspieltheorie
Zeitliche Entwicklung einer ganzen Population von Spielern (Akteuren, Entscheidern)



Unterschiedliche  Denkpfade 
im verschränkten Quantenspiel
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Universum 1

Universum 2

Universum 3          

Universum 4

Parallelwelten Interpretation (H.Everett)



Die verschränkte Spezies-Zustandsfunktion

verschränkte



Definition: Dominant Strategies and Nash Equilibrium

https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/VPSOCorona.html



The prisoner's dilemma

betrays

stays silent

B S

B (-7 , -7) (-1 , -9)
S (-9 , -1) (-3 , -3)

Bonnie and Clyde are caught after a failed 
bank robbery and placed in different cells. If 
both are silent, the public prosecutor can 
only put them behind bars for three years 
for illegal possession of weapons. However, 
if one of them betrays the other, the 
confessing witness will only be put behind 
bars for a year as a witness for the 
prosecution - the non-confessing will then 
have to go to prison for nine years. If both 
confess, they have to serve seven years. 

betrays

betrays

stays silent

stays silent



The Nash Equilibrium in the Prisoner's Dilemma 
is a dominant strategy 

Player A: $A: SA × SB → ℜ
$A S1, S1 = −7 ≥ −9 = $A(S2, S1)
$A S1, S2 = −1 ≥ −3 = $A(S2, S2)

Player B: $B: SA × SB → ℜ
$B S1, S1 = −7 ≥ −9 = $B(S1, S2)
$B S2, S1 = −1 ≥ −3 = $B(S2, S2)

S1

S2

S1 S2



Paths of thought in 
the prisoner's dilemma 
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Quantum Games
Interpretation



Nash equilibria in the game of deer hunting 



The chicken game 
(playing with doom )

Don't be 
the first to 
jump 

Be the first 
to jump 

don’t jump jump

don’t 
jump

(-1 , -1) (2 , 0)

jump (0 , 2) (1 , 1)

Based on the 1955 film by Nicholas Ray 
"Rebel Without a Cause " (leading actor 
"James Dean"): Jimbo and his archenemy 
Buzz take a test of courage and speed 
towards a cliff in their cars. The one who is 
the first to jump out of his car is the covard
(chicken). The benefit achieved can be 
quantified, for example, as indicated above. 

Don't be 
the first to 
jump 

Don't be 
the first to 
jump 

Be the first 
to jump 

Be the first 
to jump 



Definition: Mixed Strategies



The mixed Strategy Nash-Equilibrium



Mixed-strategy payoff function in (2x2)-games

Payoff in the deer hunting game
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Mixed-strategy payoff function in the stag hunting game
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Auszahlungsfunktion des Spielers A im 
Hirschjagd-Spiel



The mixed Strategy Nash-Equilibrium in the stag hunting game

Das gemischte Nash-Gleichgewicht im 
Hirschjagd-Spiel liegt bei der Strategien-
kombination (x=1/3 , y=1/3) .  



Nash equilibria in the chicken game

Mixed payoff of
player A

Mixed strategy
Nash equilibrium
(x,y)=( 1/11 , 1/11 )

don’t jump jump

don’t 
jump

(-10 , -10) (2 , 0)

jump (0 , 2) (1 , 1)



Origins of evolutionary game theory 

 The article published by Maynard Smith in 1972 (J. Maynard Smith “Game 
theory and the evolution of fighting”, In "On Evolution", pp. 8-28. 
Edingburgh University Press, Edinburgh, 1972) is generally considered to 
be the first game theory approach of Evolutionary Game theory. Smith 
describes in the article how one can extract the biological, dynamic 
evolution of organisms from the Nash equilibria of symmetrical (2x2) 
games. He shows how the dynamic evolution of the frequency distribution 
of organisms ends in a stable state - the so-called evolutionarily stable 
strategy. 



Evolutionary game theory (I)

Evolutionary game theory deals with the temporal development of the strategic 
behavior of an entire player population over time. 

temporal 
development
of the
population

Possible strategies: (green, black), parameter t represents the "time" 
x (t): Fraction of players who play the “green” strategy at time t. 

x(0)=0.15 x(10)=0.5



Evolutionary game theory (II)
The individual actors within the population under consideration play a 
continuously repetitive game with each other, with two players meeting at 
random, playing the game and then switching to the next game partner. 

As time goes on, the green strategy is becoming increasingly attractive to players. 
At time t = 10, 50% are already playing green. 

x(0)=0.15 x(10)=0.5

The initial 
population of 
players plays 
the game for 
the first time at 
time t = 0. On 
average, 15% of 
the players 
choose the 
green strategy. 



Symmetrisches
(2x2)-Spiel

Symmetrische (2x2)-Spiele lassen sich in drei unterschiedliche Klassen gliedern:
1. Dominante Spiele
2. Koordinationspiele
3. Anti-Koordinationsspiele

Klassen symmetrischer (2x2)-Spiele



Replicator dynamics
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We limit ourselves to symmetrical (2xM) games, i.e. two person - M strategy games. 
Since these are symmetrical games, all players have equal payoffs and one can 
assume a homogeneous population. The differential equation of the replicator 
dynamics describes how the individual fractions of the strategies within the 
population           , j = 1,2, ... M develop over time. )(tx j

with the payoff matrix kl$
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Replicator dynamics 
(for the prisoner's dilemma) 
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The differential equation of replicator dynamics for 
the prisoner's dilemma reads: 

Example: Prisoner's Dilemma 
g (x) = g (x(t)) in the range [0,1] 

x(t) for different initial 
populations x(0) 

222)( xxxg −=

B S

B (-7 , -7) (-1 , -9)
S (-9 , -1) (-3 , -3)



Evolutionary stable strategies (ESS)

 Evolutionarily stable strategies are the stable final 
states of the population vector x(t): 

( ))(txLimes
t →

A necessary (but not sufficient) 
condition for the existence of an 
ESS is that it is a Nash 
equilibrium of the underlying 
game. 

Prisoner's Dilemma related games 
For the ESS of the evolutionary 
prisoner's dilemma game, we get: 

𝐿𝑖𝑚𝑒𝑠
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 1 ⇒ all "betray"
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Hirschjagt-Spiel lautet:

Beispiel: Hirschjagt-Spiel
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

xxxxg −−= 32 34)(

Hares Stag

Hares (2 , 2) (4 , 0)
Stag (0 , 4) (5 , 5)

Replicator dynamics 
(for the stag hunting game) 
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
für das Angsthasen-Spiel lautet:

Beispiel: Angsthasen-Spiel
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

xxxxg +−= 23 32)(

Replicator dynamics 
(for the chicken game) 

don’t jump jump

don’t 
jump

(-1 , -1) (2 , 0)

jump (0 , 2) (1 , 1)



Klassifizierung von evolutionären, 
symmetrischen (2x2)-Spielen

o Dominante Spiele 
(2. Strategie dominiert 1.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=0.

o Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte und 

zwei reine ESS, die abhängig von der 
Anfangsbedingung realisiert werden.

o Anti – Koordinationsspiele
Es existieren drei Nash – Gleichgewichte aber 

nur eine gemischte ESS, die unabhängig 
von der Anfangsbedingung realisiert 
wird.

o Dominante Spiele
(1. Strategie dominiert 2.Strategie)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches 
die anderen Strategien dominiert. ESS 
bei x=1.



Klassifizierung von Bi-Matrix Spielen

Eckspiele Sattelspiele Zentrumsspiele
Spiel A: Koordinationspiel
Spiel B: Koordinationspiel
oder
Spiel A: Anti-Koordinationspiel
Spiel B: Anti-Koordinationspiel

Die Spielklasse der Gruppe A 
oder der Gruppe B ist ein
Dominantes Spiel

Spiel A: Koordinationspiel
Spiel B: Anti-Koordinationspiel
oder
Spiel A: Anti-Koordinationspiel
Spiel B: Koordinationspiel



Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel 
eines (2x3)-Spiels mit der rechts 
angegebenen Auszahlungsstruktur:

Die rechte Abbildung zeigt die zeitliche 
Entwicklung der relativen 
Populationsanteile der gewählten 
Strategien für drei mögliche 
Anfangsbedingungen. Die einzige 
evolutionär stabile Strategie dieses 
Beispiels befindet sich beim gemischten 
Nash-Gleichgewicht 
Die einzelnen Pfeile im Dreieck 
veranschaulichen den durch die 
Spielmatrix bestimmten Strategien-
„Richtungswind“, dem die Population 
zeitlich folgen wird. 

Replikatordynamik
(für symmetrische (2x3)-Spiele, Beispiel 1)

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (0, 0) (2, -1) (-1 , 2)

Strategie 2 (-1 , 2) (0 , 0) (2 , -1)

Strategie 3 (2 , -1) (-1 , 2) (0 , 0)

Reine Strategie 3

Reine Strategie 2Reine Strategie 1
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Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel 
eines (2x3)-Spiels mit der rechts 
angegebenen Auszahlungsstruktur:

Die rechte Abbildung zeigt die zeitliche 
Entwicklung der relativen 
Populationsanteile der gewählten 
Strategien für drei mögliche 
Anfangsbedingungen. Das Spiel besitzt 
drei Nash-Gleichgewichte in reinen 
Strategien, die ebenfalls evolutionär 
stabile Strategien darstellen. Welche 
der drei ESS die Population realisiert 
hängt von dem Anfangswert der 
Populationsanteile ab. Die zeitliche 
Entwicklung folgt wieder dem 
Strategien-„Richtungswind“ der 
zugrundeliegenden 
Auszahlungsmatrix. 

Replikatordynamik
(für symmetrische (2x3)-Spiele, Beispiel 2)

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (0, 0) (-3, -3) (-1 , -1)

Strategie 2 (-3 , -3) (0 , 0) (-1 , -1)

Strategie 3 (-1 , -1) (-1 , -1) (0 , 0)

Reine Strategie 3

Reine Strategie 2Reine Strategie 1



Replikatordynamik
(Klassifizierung symmetrische (2x3)-Spiele)

E. C. Zeeman, POPULATION 
DYNAMICS FROM GAME THEORY, 
In: Global Theory of Dynamical 
Systems, Springer 1980

E. C. Zeeman zeigt in seinem 
im Jahre 1980 veröffentlichten 
Artikel, dass man evolutionäre, 
symmetrische (2x3)-Spiele in 19 
Klassen einteilen kann. Die 
Abbildung rechts zeigt das 
evolutionäre Verhalten dieser 
19 Spieltypen. Die ausgefüllten 
schwarzen Punkte markieren 
die evolutionär stabilen 
Strategien der jeweiligen 
Spiele. Es gibt Spielklassen, die 
besitzen lediglich eine ESS und 
Klassen die sogar drei ESS 
besitzen.



Jupyter Notebook 
Evolutionspiel4.py



Application fields of game theory (I)
 Biologie

 Local dispersal promotes biodiversity in a real-life game of rock–
paper–scissors
Siehe z.B.: Kerr, Feldmann, Nature 2002

 Prisoner's dilemma in an RNA virus
Siehe z.B.: Turner, Chao, Nature 1999

 Mating strategies of lizards
Siehe z.B.: Sinervo, Hazard, Nature 1996

 Natural self-organisation of macromolecules
Siehe z.B.: Eigen, Schuster, Naturwissenschaften 64, 1977



 Economics

 „Public Goods“- games
 Trust in Private and Common Property Experiments, Elinor Ostrom, et al.

 Evolutionary Dynamics in Public Good Games, CHRISTIANE CLEMENS and THOMAS RIECHMANN, Computational
Economics (2006) 28: 399–420

 Institution Formation in Public Goods Games, Michael Kosfeld, Akira Okada, and Arno Riedl, American Economic Review 
2009, 99:4, 1335–1355

 Experimental economics
 Cooperation in PD games: Fear, greed, and history of play, T.K. AHN, ELINOR OSTROM, DAVID SCHMIDT, ROBERT SHUPP, 

Public Choice 106: 137–155, 2001.

 „Behavioral economics (altruism, empathy, ...) z.B.: Fehr et al.

 Evolution of information networks

Application fields of game theory (II)



 Social science 
 Cultural and moral developments
 Evolution of social learning does not explain the origin of human cumulative culture, Magnus 

Enquist, Stefano Ghirlanda, Journal of Theoretical Biology 246 (2007) 129–135
 EVOLUTION OF MORAL NORMS, William Harms and Brian Skyrms, For Oxford Handbook on the 

Philosophy of Biology ed. Michael Ruse

 Evolution of language
 Finite populations choose an optimal language, Christina Pawlowitsch, Journal of Theoretical 

Biology 249 (2007) 606–616

 Social learning
 Evolution of social learning does not explain the origin of human cumulative culture, Magnus 

Enquist, Stefano Ghirlanda, Journal of Theoretical Biology 246 (2007) 129–135

 Evolution of social norms
 Collective Action and the Evolution of Social Norms, Elinor Ostrom, The Journal of Economic 

Perspectives, Vol. 14, No. 3 (Summer, 2000), pp. 137-158

 Evolution of social networks
 GOVERNING SOCIAL-ECOLOGICAL SYSTEMS, MARCO A. JANSSEN and ELINOR OSTROM
 A General Framework for Analyzing Sustainability of Social-Ecological Systems, Elinor Ostrom, 

et al., Science 325, 419 (2009)

Application fields of game theory (III)



Evolutionary game theory on 
complex networks 

time evolution

Possible strategies: (green, black), parameter t represents the "time" 
x(t): Fraction of players who play the “green” strategy at time t. 
The red connecting lines describe the player's possible playing partners 

x(0)=0.5 x(10)=0.75

Many evolutionary games that occur in reality are played on a defined network 
structure (topology). The players of the population under consideration are not equal 
here, but only select partners linked to them through the network as playing partners. 



http://networksciencebook.com/

http://networksciencebook.com/


Network Classes
Due to their different properties, a distinction is made 

between the following network classes: 

i. Random networks

The individual edges in random networks are selected by the 
nodes (players) according to a purely random pattern. 

ii. Small-world networks

i. “Small world” networks are characterized by a small value 
for the average shortest connection between the nodes of 
the network and a large value for the cluster coefficient. 

iii. Exponential Networks 

iv. Scale-free networks 



Formation von „Communities“ http://networksciencebook.com/chapter/9



Evolutionary game theory
on complex networks

M.A.Nowak „Evolutionary Dynamics“
Chapter 9: Spatial Games



Spatial Games

Die folgenden Abbildungen sind dem Buch M.A.Nowak „Evolutionary Dynamics“ entnommen. 

Das Kapitel 9 in dem Buch M.A.Nowak „Evolutionary
Dynamics“ handelt über Spatial Games



Spatial Games



Betrachtetes Gefangenendilemma-ähnliches (2x2)-Spiel 



In diesem Python Programm wird die Menge der Spieler 
(hier N=24) auf einem 2D-Gitter mit Moorschen
Nachbarschaftsbedingungen angeordnet (siehe S:147 in 
M.A.Nowak, „Evolutionary Dynamics“).  In jeder Iterations-
periode spielt jeder Spieler mit seinen nächsten Nachbarn 
ein symmetrisches (2x2)-Spiel. Am Ende einer Periode 
vergleicht jeder Spieler seinen Gesamtgewinn mit seinen 
Nachbarn und bestimmt in einem „Update Rule“ seine 
Strategie in der nächsten Spielperiode.  

Die rechte Simulation 
benutzte die folgenden 
Werte der Auszahlungs-
matrix (siehe linke Abb.): 
a=1, b=0, c=1.1 und d=0.01

Beachte!: Definition von b 
und c ist in M.A.Nowak, 
„Evolutionary Dynamics“ 
vertauscht. 

Update Rules und der Entscheidungsprozess
Spieler mit Knotennummer 8 hatte in der aktuellen Periode Strategie 
„blau“ gespielt und eine gesamte Auszahlung von $=7 erhalten. Er 
wird in der nächsten Periode „rot“ spielen (siehe kleines rotes 
Kästchen), da einer seiner nächsten Nachbarn (Knoten 12) eine 
höhere Auszahlung als er hatte und dieser die Strategie „rot“ spielte.



Jupyter Notebook:

Evolutionäre räumliche Spiele

Klasse der dominanten Spiele



Jupyter Notebook:

Evolutionäre räumliche Spiele

Klasse der Koordinations- und 

Anti-Koordinationsspiele



Jupyter Notebook:

Evolutionäre Spiele auf 

unterschiedlichen komplexen 

Netzwerken
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Quantum Games

Introduction

Time

evolution

x(t)
x(0)=0.50 x(t)=0.15

Strategies of each node (of each player): (green , black), x(t) : Fraction of player with strategy „green“ as a function of time t

Grey region: Group dependent collective cultural or moral standard

Quantum game theory represents a mathematical and conceptual extension of the classical game theory. 
The space of all conceivable decision-making paths of the actors is extended from the purely real, 

measurable space into the space of complex numbers (real and imaginary numbers). Through the concept of 
possible quantum-theoretical entanglement of the decision-making paths in the imaginary space of all 

conceivable quantum strategies, common schools of thought that have arisen from cultural or moral norms 
can be included in the evolutionary dynamics. 
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Quantum Games
The Quantum Game Tree

Through a quantum-theoretical entanglement of the imaginary decision-making paths within 
an actor network, a population can succeed in escaping a dilemma-like situation if the value of 

the entanglement exceeds a certain threshold value. 
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Quantum Games
The 2-Player Decision State
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Quantum Games
The 2-Player Decision State
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Quantum Games
The 2-Player Decision State
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Quantum Games
The 2-Player Decision State





Jupyter Notebook:

Quanten Spieltheorie





Qubit durch Verschränkung 
der Eigenzustände

einem 

Anwendungen der Quantenverschränkung
Quantencomputer

Ein Quantencomputer basiert auf einem Prozessor, dessen 
Funktion auf den Gesetzen der Quantenmechanik beruht. 
In einem klassischen Computer werden sämtliche 
Informationen in „Bits“ (entweder Null oder Eins) 
dargestellt. Ein Quantencomputer hingegen arbeitet auf 
der Basis von „QuBits“ (quantenmechanisch verschränkter 
Zustand). Quantencomputer können bestimmte Probleme 
viel schneller lösen als klassische Computer.

Quanten-Spieltheorie

Die Quanten-Spieltheorie stellt eine mathematische und konzeptuelle Erweiterung der klassischen Spieltheorie dar. Der 
Raum aller denkbaren Entscheidungswege der Akteure wird vom rein reellen, messbaren Raum in den Raum der 
komplexen Zahlen (reelle und imaginäre Zahlen) ausgedehnt. Durch das Konzept der möglichen quantentheoretischen 
Verschränkung der Entscheidungswege im imaginären Raum aller denkbaren Quantenstrategien können gemeinsame, 
durch kulturelle oder moralische Normen entstandene Denkrichtungen in die evolutionäre Dynamik mit einbezogen 
werden. 





Unterschiedliche  Denkpfade 
im verschränkten Quantenspiel
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Parallelwelten Interpretation (H.Everett)
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Quantum Games
Literature
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Applications

Quantum Game Theory and Scientific Communication
M. Hanauske, S. Bernius und B. Dugall “Quantum Game Theory and Open Access Publishing” (in 
Physica A 382 (2007) 650-664)

Matthias Hanauske, Wolfgang König und Berndt Dugall “Evolutionary Quantum Game Theory and 
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Die verschränkte Spezies-Zustandsfunktion
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Das Nash-Fest in Sao Paulo (Brasilien, 2010) 

Im Sommer 2008 hatte ich die Möglichkeit meine Ergebnisse 
zur Quantenspieltheorie auf dem 3. Weltkongresses der 
spieltheoretischen Gesellschaft in Chicago (USA) 
vorzustellen. Herr Prof. John Nash war ebenfalls auf der 
Konferenz und hielt einen Vortrag über evolutionäre 
Spieltheorie.

Videos des Workshops unter http//..  



John Forbes Nash 

John Forbes Nash Jr. 
at Princeton university 

in 1949

“2nd Brazilian Workshop of the Game Theory 
Society”  in honor of John Nash (27.7. - 04.08.2010, 
Sao Paulo, Brazil)
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Einführung in die Quanten-Spieltheorie

Komplexe Zahlen
G.W.Leibniz (1702)

“…sind eine feine und wunderbare
Zuflucht des menschlichen

Geistes, beinahe ein Zwitterwesen
zwischen Sein und Nichtsein”



Das Periodensystem der Elemente
Ein Triumpf der Quantentheorie

Hauptquantenzahl 
n=1,2,3,…

n=K,L,M,N,…




