


Die klassische Mechanik
und das Prinzip der kleinsten Wirkung

Das Prinzip der kleinsten Wirkung ist ein 
allgemeingültiges Prinzip der Natur und 
die gesamte klassische Mechanik kann 
mittels dieses Prinzips hergeleitet werden.

Mechanik 
Wie bewegen sich Körper wenn 

eine Kraft auf sie einwirkt ?

Pierre Maupertuis sprach 1746 als erster von diesem 
allgemeingültigen Prinzip der Natur  extremal oder 
optimal abzulaufen

Leonhard Euler und Joseph Lagrange klärten in der Mitte 
des achtzehnten Jahrhunderts, dass solch ein Prinzip die 
Gültigkeit von Euler-Lagrange-Gleichungen bedeute. Die 
lagrangesche Formulierung der Mechanik stammt von 
1788. 1834 formulierte William Hamilton das nach ihm 
benannte Prinzip.

Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung besagt , 
dass von allen denkbaren, fiktiven Bahnen, die anfänglich bei A 
starten und im Punkt B enden, diejenigen Bahnen in der Natur 
durchlaufen werden, die die kleinste Wirkung haben. Für die 
physikalisch in der Natur realisierte Bahn verschwindet somit 
die Variation der Wirkung.
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Die klassische Mechanik
und das Prinzip der kleinsten Wirkung

Beispiel: Der harmonische Oszillator

Die Lagrange Funktion

und das Prinzip der kleinsten Wirkung liefern die Bewegungsgleichungen

Zeit t

Raum x



und der Determinismus
Die klassische Mechanik

Deterministisches Chaos
Obwohl die Bewegungsgleichungen der klassischen 

Mechanik deterministisch sind,  kann die genaue 
zeitliche Entwicklung unvorhersagbar erscheinen. 

Deterministisches Chaos entsteht, wenn die zeitliche 
Entwicklung empfindlich von den Anfangsbedingungen 

abhängt (Schmetterlingseffekt). 

https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/new/HSK_2011/Einfuerung/html/lehre/pmc.html



Einige wichtige Experimente im Bereich der Quantenmechanik: 
• Photoeffekt
• Doppelspalt-Experiment
• Frank-Herz-Versuch
• Compton Effekt
• Stern-Gerlach-Experiment
• Experimente zum Tunneleffekt
• Experimente zum Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon

Experimentelle Befunde im Bereich der Quantenmechanik

Die Quantenmechanik ist von ihrer Entstehungsgeschichte her als eine experimentell getriebene Theorie 
anzusehen, d.h. das zunächst Experimente durchgeführt wurden, dessen Ergebnisse nicht im Einklang mit dem 
damaligen Verständnis der theoretischen Beschreibung standen. Da viele der Aussagen dieser Experimente der 
Erfahrung und Intuition widersprachen, dauerte es mehrere Jahrzehnte bis eine angemessene theoretische und 
mathematische Beschreibung gefunden wurde. 



Franck-Hertz-Versuch – Aufbau
• Glaskolben mit Quecksilberdampf, Glühkathode, 

Gitter mit Beschleunigungsspannung und Anode 
mit Gegenspannung

• Beschleunigung der Elektronen zum Gitter und 
Stöße mit den Quecksilberatomen

• Messung der Restenergie der Elektronen über die 
Gegenspannung an der Anode

besteht a

einem 
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esteht a

einem 

➢ Quantenmechanische Annahme:
➢Elektronen des Atoms haben diskrete 

Energiezustände

➢Klassischer elastischer Stoß mit dem 
Atom bei zu geringer Energie der 
Elektronen

➢Anregung von Elektronen in niedrigen 
Energieniveaus in höhere Zustände bei 
genügend Energie ⇒ Übertragung von 
quantisierten Energiemengen bei 
inelastischem Stoß

➢Angeregtes Elektron fällt durch 
Energieabgabe in Form von Photonen 
in den Ursprungszustand zurück

➢Niedrigstes anregbares Energieniveau 
von Quecksilber bei 4,9 eV

Franck-Hertz-Versuch – Interpretation



Erklärung Einstein: 
Licht besteht aus einem Strom von Teilchen, 
den Photonen
Die Energie eines Photons besteht aus dem 
Produkt  seiner Frequenz mit dem Plankschen
Wirkungsquantum: 

Experimentelle Befunde:
Es existiert eine Grenzfrequenz unterhalb derer 
keine Elektronen emittiert werden, unabhängig 
von der Intensität des Lichts 
Die kinetische Energie der herausgelösten 
Elektronen ist proportional zur Frequenz des 
eingestrahlten Lichts abzüglich der 
Grenzfrequenz

Der photoelektrische Effekt

eingestrahltes 
Licht

herausgelöste 
Elektronen

Elektronen in 
einem Metall



Der photoelektrische Effekt

besteht a

us einem 

Elektromagnetische Strahlung (Licht)

Elektromagnetische Strahlung (Licht, Photonen)

Welle-Teichen Dualismus
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Interferenzmuster eines Doppelspaltexperiments 
mit verschiedener Anzahl Elektronen (b: 200, 

c: 6000, d: 40000, e: 140000).

Das Doppelspalt-Experiment 
mit Elektronen







Stern-Gerlach Experiment

 Klassische Annahme:

➢Durch magnetisches Moment der 

Atome wirkt eine Kraft: Ԧ𝐹 = 𝛻( Ԧ𝜇 × 𝐵)

➢Zufällige Ausrichtung der Silberatome 
des Atomofens → Breite Verteilung 
erwartet

➢Aber: Quantisierte Ergebnisse

→  Elektronen besitzen     
einen Spin





EPR-Experimente zum Nachweis der Verschränkung



Von der klassischen Physik zur Quantentheorie

Um die, in den zuvor beschriebenen Experimenten gewonnenen Resultate theoretisch beschreiben zu können, 
musste eine gänzlich neue Formulierung der Physik entstehen. Bei der mathematischen Konstruktion dieser neuen 
Theorie stand man vor dem Dilemma, dass man einerseits daran gebunden ist, jedes physikalische Experiment in 
den Begriffen der klassischen Physik zu beschreiben, andererseits benötigte man neue, nicht klassische Elemente 
innerhalb der Theorie, um z.B. den Welle-Teilchen-Dualismus oder nichtlokale Eigenschaften von Teilchen adäquat 
zu beschreiben. Am Ende dieser Entwicklung stand ein vollkommen neues Gerüst einer mathematischen 
Beschreibung, welches z.B. mittels der ''Kopenhagener Deutung der Quantentheorie'' interpretiert und verstanden 
wurde.

Zustand eines Quantenobjektes

Würde das Elektron im Wasserstoffatom 
ständig das Proton auf einer Bahn 

umkreisen, würde es elektromagnetische 
Strahlung abgeben, Energie verlieren und  

schließlich auf das Proton fallen.

Doppelspalt-Experiment

Richard Feynman: “I think I can safely say that 
nobody understands quantum mechanics.” 



Wie kann man die Quantentheorie mathematisch beschreiben?

Komplexe Zahlen
G.W.Leibniz (1702)

“…sind eine feine und wunderbare
Zuflucht des menschlichen

Geistes, beinahe ein Zwitterwesen
zwischen Sein und Nichtsein”



Komplexe Zahlen
Reelle Zahlen und Imaginäre Zahlen

Die Quantentheorie stellt eine gänzlich 
neue Formulierung der Physik dar. Bei 
der mathematischen Konstruktion 
dieser neuen Theorie stand man vor 
dem Dilemma, dass man einerseits 
daran gebunden ist, jedes physikalische 
Experiment in den Begriffen der 
klassischen Physik zu beschreiben, 
andererseits benötigte man neue, nicht 
klassische Elemente innerhalb der 
Theorie, um z.B. den Welle-Teilchen-
Dualismus oder nichtlokale 
Eigenschaften von Teilchen äquivalent 
zu beschreiben. Am Ende dieser 
Entwicklung stand ein vollkommen 
neues Gerüst einer mathematischen 
Beschreibung, welches mittels der 
komplexwertigen Zahlen beschrieben 
wurde.

Welche Lösungen hat die Gleichung
𝑥2 = 𝑥 ∙ 𝑥 = −1

R. Descartes (1637)
Begriff der imaginären Zahl

𝑖2 = 𝑖 ∙ 𝑖 = −1

C.F. Gauß (1831)
Definition komplexe 

Zahlenmenge

Betrag einer komplexen Zahl 

ist Reell     𝑧 = 𝑧 ∙ 𝑧∗



Der Quantenzustand und die 
Schrödingergleichung

Die Zustandsfunktion ψ(x,t) eines Quantenteilchens 
ist ein Element aus einem ganz speziellem, der 
klassischen Physik nicht zugänglichem Raum –
dem sogenannten Hilbertraum.

Dieser Hilbertraum ist auf dem Konzept der komplexen 
Zahlen (reelle und imaginäre Zahlen) aufgebaut.

Plancksches Wirkungsquantum         Hamiltonoperator (Energieoperator)

Imaginäre
Zahl

Schrödingergleichung ( 1926 )



Um die Vorhersagen der Quantentheorie experimentell überprüfen zu können, musste man ein weiteres Konzept 
innerhalb der Theorie implementieren - den sogenannten quantenmechanischen Messprozess. Möchte man durch 

ein Experiment eine gewisse Eigenschaft des Quantenzustandes messen (z.B. den Ort oder den Impuls des 
Quantenobjektes), so zwingt der Experimentator mittels des Messprozesses den Zustand in den reellen Raum der 

Messgrößen überzugehen. Mathematisch wird die Vorgehensweise des Experimentators durch die Anwendung eines 
Operators auf den Zustand ψ(x,t) formuliert. 

Der Erwartungswert der Messgröße M bestimmt sich mittels der folgenden Gleichung:

Der quantenmechanische Messprozess

Im Moment der Messung kollabiert der komplexwertige Zustand des Quantenobjektes zu einer 
beobachtbaren Eigenschaft des Teilchens und diese observable Größe des Objektes wird real. 



Die einfachste Lösung der Schrödinger-Gleichung ist die eines freien, ungebundenen Quantenteilchens; man 
bezeichnet sie als die sog. "de Broglieschen Materiewellen". Um die Beschreibung dieser Materiewellen auf räumlich 

begrenzte Teichen anwenden zu können, muss man zu endlichen Wellenpaketen übergehen.

Die ''de Broglieschen Materiewelle''

Reeller Wert von ψ(x) Imaginärer Wert von ψ(x)
Aufenthalts-Wahrscheinlichkeit 
des Quantenteilchens:  ψ(x) ψ*(x)

Messung des Ortes
https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC/teilQM.html



Die Heisenbergsche Unschärferelation
Fundamentale Grenze der Messbarkeit (Grenze des Determinismus)

Zwei zueinander komplementäre Eigenschaften eines Quantenteilchens können nicht 
gleichzeitig beliebig genau bestimmbar sein. 

Das bekannteste Beispiel ist das Ort-Impuls Unschärfeprinzip

https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC/teilQM.html





Die „Viele-Welten“- Interpretation der 
Quantentheorie von Hugh Everett ist von der 

gewöhnlich benutzten „Kopenhagener Deutung“ 
insofern unterschiedlich, als das sie die Messung 

des Quantenzustandes nicht als 
Aufenthaltswahrscheinlichkeit und Kollaps der 
Zustandes auffasst, sondern bei jeder Messung 

teilt sich das Universum und jeder der 
Eigenzustände existiert getrennt voneinander 

weiter.

Universum 1

Universum 2



Wie entsteht die Quantelung der Energie

Betrachtet man sich die Lösungen der stationären Schrödingergleichung eines Quantenteilchens (z.B. Elektron) in 
einem Potentialtopf endlicher Tiefe, so entsteht ein diskretes Energie Spektrum. Nur gewisse diskrete Energie-
Eigenwerte sind bei den dazugehörigen Eigenfunktionen möglich (untere Abbildung positive Parität)

Blaue Kurve: ψ(x)
Rote vertikale Linien: Grenzen des Potentialtopfes  

Es sind nur ganz spezielle Eigenfunktionen von ψ(x) möglich Jede Eigenfunktion von ψ(x) hat einen eigenen Energiewert

Schwarzer Balken: Energie-Eigenwert des Quantenteilchens
Rote Linien: Form des Potentialtopfes endlicher Tiefe 

Quantenteilchen in einem Potentialtopf endlicher Tiefe
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Quantenteilchen in einem Potentialtopf endlicher Tiefe

https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC/teilQM.html



Wie entsteht die Quantelung der Energie
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Wie entsteht die Quantelung der Energie

Wir betrachten im Folgenden den quantenmechanischen Zustand eines Teilchens, welcher in einem Potentialtopf mit 
parabolischer Gestalt gebunden ist und beschränken uns auf eine räumliche Dimension. Ein Vergleich mit dem klassischen 
harmonische Oszillator zeigt, dass ein Quantenteilchen sich vollkommen anders verhält. Aufgrund der Eigenschaften der 
Quantentheorie entsteht wiederum eine Quantisierung der Energie und die möglichen Zustände des Quantenteilchens 
treten nur in diskrete Eigenzuständen auf.

Blaue Kurve: ψn(x)
Rote Kurve: Potentialtopf des harmonischen Oszillators
Schwarzer Balken: Energie-Eigenwert des Quantenteilchens

Es sind nur ganz spezielle Eigenfunktionen von ψn(x) 
möglich

Der harmonische Oszillator in der Quantenmechanik

Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Quantenteilchens  
ψn (x) ψn*(x)

I 

https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC/teilQM.html



Zeitentwicklung des Zustandes
Der harmonische Oszillator in der Quantenmechanik

Blaue Kurve: Reeller Wert von ψ2(x,t)
Rote Kurve: Imaginärer Wert von ψ2(x,t)

Aufenthaltswahrscheinlichkeit 
des Quantenteilchens  ψ2(x,t) ψ2*(x,t) Zeitliche Entwicklung der 

Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines 
Quantenteilchens

Linearkombination (Superposition) zweier 
Eigenzustände (z.B. n=11 und n=12) 



Der Tunneleffekt

Wir betrachten im Folgenden einen quantenmechanischen Zustand eines Teilchens, welcher durch einen Potentialwall 
tunnelt und beschränken uns wieder auf nur eine räumliche Dimension. 

Aufenthaltswahrscheinlichkeit 
eines Elektrons, das auf eine 
Potentialbarriere trifft. Mit 

geringer Wahrscheinlichkeit geht 
es durch die Barriere hindurch, 

was nach der klassischen Physik 
nicht möglich wäre.

Beim quantenmechanischen Tunneleffekt trifft ein 
Quantenobjekt auf eine Potentialbarriere die es nach 

klassischer Sichtweise nie überwinden kann. In der 
Quantentheorie ist dies jedoch möglich und das Teichen 

tunnelt durch die Potentialwand. Mit Hilfe des 
Tunneleffekts wird unter anderem der Alpha-Zerfall von 

Atomkernen erklärt. 

Reeller Wert 
von ψ(x)

Imaginärer Wert 
von ψ(x)

Änderung der Breite 
der Potentialbarriere



n: Hauptquantenzahl, l: Drehimpulsquantenzahl
m: magnetische Quantenzahl(Orientierung des Drehimp.)



Das Periodensystem der Elemente
Ein Triumpf der Quantentheorie

Hauptquantenzahl 
n=1,2,3,…

n=K,L,M,N,…





Relativistische Quantenfeldtheorien
Man kann zeigen, dass die Schrödingergleichung nicht im Einklang mit der speziellen Relativitätstheorie ist – sie ist 
nicht invariant unter Lorentz-Transformationen. Eine relativistische Quantenmechanik wurde im Jahre 1928 von 
Paul Dirac entwickelt. Diese Dirac-Gleichung beschreibt die Eigenschaften und das zeitliches Verhalten eines 
fundamentalen Spin ½  Quanten-Teilchens (zum Beispiel Elektron, Quark) und genügt den Anforderungen der 
speziellen Relativitätstheorie. 

Die Dirac-Gleichung hat sowohl Lösungen mit positiver, als auch mit negativer Energie. Die Zustände mit negativer Energie 
werden als Antiteilchen bezeichnet und wurden 1928 von Paul Dirac vorhergesagt und von Carl David Anderson 1932 
entdeckt. Das erste bekannte Antiteilchen war das Antiteilchen des Elektron (Positron). 

Dirac-Gleichung

Dirac-Spinor
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Das Standardmodel der 
elementaren Teilchen 

und Kräfte

Die nebenstehende Abbildung zeigt die 
bekannten Elementarteilchen. Die 
fermionischen Elementarteilchen (Spin ½ 
Teilchen) bilden die Bestandteile der Welt und 
die bosonischen Elementarteilchen (Spin 1 
Teilchen) vermitteln die Wechselwirkung 
(Kräfte: elektromagnetische Kraft, starke und 
schwache Kernkraft). Das Higgs-Boson 
hingegen gibt den Teichen die Masse. 

Die vierte, schwächste Kraft (Gravitation) wird 
jedoch mittels der allgemeinen 
Relativitätstheorie als eine Verformung der 
raumzeitlichen Struktur beschrieben und eine 
Quantengravitation und das entsprechende 
Elementarteilchen (Graviton) ist noch nicht 
gefunden.



Die Einstein Gleichung und Neutronensterne

Zustandsgleichung der elementaren Materie



375/12/2021

Die experimentelle Untersuchung 
der Eigenschaften der elementaren Materie

FAIR - Das Universum im Labor
Zurzeit entsteht in Darmstadt 
das neue internationale 
Beschleunigerzentrum FAIR, 
eines der größten 
Forschungsvorhaben weltweit 

Mit FAIR wird Materie im Labor erzeugt und 
erforscht werden, wie sie sonst nur im 

Im Inneren einer Neutronenstern Kollision 
entsteht.



Der Hadron-Quark Phasenübergang

ProtonNeutronTe
m
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Hadronische
Teilchen

1 MeV≈ 
1010 Grad ≈
10000  
heißer als 
im Inneren 
der Sonne



Das Innere von hybriden Sternen

Befreite reine

Quarkphase

Äußere

Eisenkruste

Neutronen und einige

Protonen, Elektronen

vielleicht auch Hyperonen
Phasenübergang

vielleicht Pasta-Struktur



Das Innere von hybriden Sternen

Befreite reine

Quarkphase

Äußere

Eisenkruste

Neutronen und einige

Protonen, Elektronen

vielleicht auch Hyperonen
Phasenübergang

vielleicht Pasta-Struktur

Vortrag von Prof. Camenzind



GRAVITATIONAL COLLAPSE AND SPACE- TIME SINGULARITIES

Nobel Price 2020: R.Penrose, PRL Vol.14 No.3 (1965)

Self-drawn space-time diagram by R.Penrose (1965) R.Penrose in Rivista del Nuovo Cimento, Num.Spez. I, 257 (1969)

Wie entstehen 
schwarze Löcher ?

R. Penrose: Nobel Preis 2020 für die Entdeckung, dass die Bildung 
von Schwarzen Löchern eine robuste Vorhersage 

der allgemeinen Relativitätstheorie ist 



Kurz bevor die 
Neutronensterne kollidieren

Dichte in der äquatorialen Ebene Temperatur in der äquatorialen Ebene



Zeitpunkt der 
Kollision

Dichte in der äquatorialen Ebene Temperatur in der äquatorialen Ebene



Zeitpunkt der 
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Dichte in der äquatorialen Ebene Temperatur in der äquatorialen Ebene



Post Merger 
Phase 
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Dichte in der äquatorialen Ebene Temperatur in der äquatorialen Ebene

Post Merger 
Phase 



Dichte in der äquatorialen Ebene Temperatur in der äquatorialen Ebene

Post Merger 
Phase 



Entstehung des
schwarzen Lochs

Dichte in der äquatorialen Ebene Temperatur in der äquatorialen Ebene



Entstehung des
schwarzen Lochs

Dichte in der äquatorialen Ebene Temperatur in der äquatorialen Ebene



Phase-transition 
triggered collapse

scenario

Signatures of quark-
hadron phase transitions

in general-relativistic
neutron-star mergers

ER Most, LJ Papenfort, V 
Dexheimer, M Hanauske, S 

Schramm, H Stöcker and 
L. Rezzolla

Physical review letters
122 (6), 061101 (2019)



Während sich im Kopf 
des seltsamen Vogels 
die Quarks bereits aus 

ihrem Confinement
Käfig befreit haben, 
besteht sein Körper 

noch maßgeblich aus 
hadronischen Teilchen. 

Gerade zu diesem 
Zeitpunkt bildet sich 
der Ereignishorizont 
um den dichten und 

heißen Vogelkopf und 
die befreite, seltsame 

Quarkmaterie wird 
durch die Bildung des 

schwarzen Loches 
makroskopisch 

confined.

The Strange Bird Plot





Qubit durch Verschränkung 
der Eigenzustände

einem 

Anwendungen der Quantenverschränkung
Quantencomputer

Ein Quantencomputer basiert auf einem Prozessor, dessen 
Funktion auf den Gesetzen der Quantenmechanik beruht. 
In einem klassischen Computer werden sämtliche 
Informationen in „Bits“ (entweder Null oder Eins) 
dargestellt. Ein Quantencomputer hingegen arbeitet auf 
der Basis von „QuBits“ (quantenmechanisch verschränkter 
Zustand). Quantencomputer können bestimmte Probleme 
viel schneller lösen als klassische Computer.

Quanten-Spieltheorie

Die Quanten-Spieltheorie stellt eine mathematische und konzeptuelle Erweiterung der klassischen Spieltheorie dar. Der 
Raum aller denkbaren Entscheidungswege der Akteure wird vom rein reellen, messbaren Raum in den Raum der 
komplexen Zahlen (reelle und imaginäre Zahlen) ausgedehnt. Durch das Konzept der möglichen quantentheoretischen 
Verschränkung der Entscheidungswege im imaginären Raum aller denkbaren Quantenstrategien können gemeinsame, 
durch kulturelle oder moralische Normen entstandene Denkrichtungen in die evolutionäre Dynamik mit einbezogen 
werden. 
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Denkwege im 
Gefangenendilemma
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Durch eine quantentheoretische Verschränkung der imaginären Entscheidungswege innerhalb 
eines Akteur Netzwerks  kann es einer Population gelingen einer Dilemma-ähnlichen Situation 

zu entkommen, falls der Wert der Verschränkung  einen bestimmten Schwellenwert 
überschreitet.

Evolutionäre Quantenspieltheorie
Zeitliche Entwicklung einer ganzen Population von Spielern (Akteuren, Entscheidern)



Die verschränkte Spezies-Zustandsfunktion

verschränkte



Die verschränkte Spezies-Zustandsfunktion

verschränkte



Online Vorlesung 
https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/VPSOCorona.html



http://www.hinterdernatur.de/

Was war vor dem Urknall? Gibt es ein Sein hinter dem Hilbertraum?
Das absolute Nichts ist Instabil  

Protowelt (relatives Nichts)
Qualitativer Realitätstest einer Verbindung zum Anderen, Evolution der 

Naturkonstanten, Zustand mit noch nicht festgelegten 
Naturkonstanten, keine Zeitlichkeit

Urknall 

Emanzipation von dem 
Seinsraum der Protowelt 

Entstehung der basalen 
Raumzeitstruktur



http://www.hinterdernatur.de/


