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Hausaufgabe

Zwei Lander stehen vor der Entscheidung die Streitkrafte
ihres Landes militarisch, atomar aufzuriisten oder atomar
abzuriisten.

Detfinieren Sie das Spiel.

Beschreiben Sie eine mogliche Situation der Lander und
definieren Sie die dem Spiel zugrundeliegende
Auszahlungsmatrix.

Berechnen Sie die Nash-Gleichgewichte des Spiels. Gibt
es eine dominante Strategie?

Um welche Spielklasse handelt es sich?

Handelt es sich um ein symmetrisches oder
unsymmetrisches Spiel?
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_ DHemma des a,a) (b,0)

Wettrustens (c,b) (d,d)
(1. Mogliche Definition des Spiels) (2—Lander) — (2 — Strategien) —Spiel T:

Aufriisten =(A,(S,S%),($$9))

Menge der Spieler (Lander) :
A={12}={Landl, Land 2}

Strategien menge des1-ten Spielers (Land 1) :
S' ={s;,s;}={Aufrusten, Abriisten}
Strategien menge des 2 - ten Spielers (Land 2) :
S* ={s’,s:}={Aufrlsten, Abristen}
Auszahlungsfunktion des1.und 2.Spielers :

$':S'xS%2 >R und $2: xS >R

Aufriusten

Abristen

Aufriisten
Abritisten

$'(Auf,Auf)=a , $°(Auf Auf)=a
Abriisten $'(Auf,Ab)=b , $°(Auf,Ab)=c
$'(Ab,Auf)=c , $*(Ab,Auf)=b

$'(Ab,Ab)=d , $°(Ab,Ab)=d



| (b, c)
Wettrustens (d, d)

(2. Eigenschaften der Auszahlungsmatrix (1))

Das zunachst allgemein definierte symmetrische
(2x2)-Spiel des Wettriistens zweier Lander wird nun
durch Festlegung der freien Parameter (a,b,c und d) an
eine spezifische Ausgangssituation angepasst:

o Betrachtet man den Nutzen fur die Lander bei
gemeinsamen Aufriisten (Auf,Auf) und gemeinsamen
Abriisten (Ab,Ab), so nehmen wir im Folgenden an, dass
es sowohl finanziell, als auch fur das ,Wohlbefinden® der
einzelnen Lander von Vorteil ist Strategie (Ab,Ab) zu

wihlen ®Emm) J-d



(b, c)

Wettrustens (d, d)

(2. Eigenschaften der Auszahlungsmatrix (I1))

e Betrachtet man den Nutzen fur die Lander wenn Land 1
aufriistet und Land 2 abristet (Auf,Ab), und setzt
voraus, dass beide Lander sich ernsthaft voneinander
bedroht fuhlen, so wiirde Land 1 diese
Strategienkombination sehr positiv bewerten, Land 2
dagegen aufSerst negativ.

—) b>>c und b>d und c<a



Wettrustens

(2. Eigenschaften der Auszahlungsmatrix (I11))

* Wir legen die Parameter des Spiels wie folgt fest:

(1,1) (4, 0)
(0,4)  (2,2)

Siehe: Schlee, Walter Einfiihrung in die Spieltheorie, Vieweg, 2004
Seite 15
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“Dilemma des Wettristen

(3. Dominante Strategien und Nash-Gleichgewichte)

>. Es gibt nur ein Nash-Gleichgewicht, das gleichzeitig
die dominante Strategie des Spiels ist:

m_— e

-Co,4> o

_—

(Aufriisten , Aufriisten) ist die dominante Strategie des Spiels.




(4,0)
(2,2)

Wettrustens

(4. Spielklasse und 5. Symmetrieeigenschaft)

Das konstruierte Spiel gehort der Klasse der dominanten
Spiele an; es ist dem Gefangenendilemma ahnlich.

Das Dilemma des Wettriistens wurde als ein
symmetrisches (2x2)-Spiel konstruiert. Mogliche
Ungleichheiten zwischen den Lander (ungleiche
Ausgangssituationen und Machtverhaltnisse, einseitige
Abhangigkeiten, durchsetzbare Druckmittel wie z.B.
Sanktionen, ...) wurden vernachlassigt.

Es wurden desweiteren mogliche dritte Strategien (z.B.
eine Unterscheidung zwischen konventioneller und
atomarer Aufriistung) nicht mit einbezogen.
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- Urspriunge der

evolutionaren Spieltheorie

Der von Maynard Smith im Jahre 1972 veroffentlichte
Artikel (J. Maynard Smith Game theory and the
evolution of fighting, In “On Evolution”, Seiten 8-28.
Edingburgh University Press, Edingburgh, 1972) gilt
allgemein als der erste spieltheoretische Ansatz der
Evolutionaren Spieltheorie. Smith beschreibt in dem
Artikel, wie man die biologische, evolutionare Entwicklung
von Organismen aus den Nash-Gleichgewichten von
symmetrischen (2x2)-Spielen ablesen kann. Er zeigt, wie
die dynamische Entwicklung der Haufigkeitsverteilung der
Organismen in einem stabilen Zustand endet — der
sogenannten evolutiondr stabilen Strategie.



Die evolutionare Spieltheorie betrachtet die zeitliche Entwicklung des
strategischen Verhaltens einer gesamten Spielerpopulation.

® * ® ®
@ @ v e ® °
» ®
. D
. ® ® zeitliche P & °
® Entwicklung
@ * & ®
- der °
Population
® ° & ° p ° . * . »
x(0)=0.15 x(10)=0.5

Mogliche Strategien: (griin , schwarz), Parameter t stellt die ,Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie ,,griin“ spielen.



Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten Population spielen ein
andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei
Spieler zufallig treffen, das Spiel spielen und danach zu dem nachsten

Spielpartner wechseln .

‘f@@

000

x(0)=0.15

Die

Anfangspopulat @ o
: . - ®

ion von Spielern .
spielt zum ® ® - *
Zeitpunkt t=0
das erste Mal
das Spiel. Die s
Spieler wahlen P ®
im Mittel zu
15% die griine

Strategie. x(10)=0.5

Das evolutionare Spiel schreitet voran und die griine Strategie wird fiir die Spieler
zunehmend attraktiver. Zum Zeitpunkt t=10 spielen schon 50% griin.



_Beispiel 1:

keine Kuge

Kugel

keine Kuge

(O ’ O) (2‘ ) _1)

I
_ CPORNCEE

Jeder Spieler hat in diesem evolutionaren
Spiel in jeder Spielperiode zwei mogliche
Strategien, namlich eine Papierkugel in
seiner geschlossenen Hand halten, oder
keine Kugel in der Hand aufzubewahren.
Zum Anfang jeder Spielperiode treffen sich
(zufallig) jeweils zwei Spieler, halten ihre
geschlossene Hand vor sich und offnen diese
dann gleichzeitig. Die Auszahlungen werden
mittels der oben angegebenen Spielmatrix
festgelegt. Die gewahlten Strategien-
kombinationen der Spieler und die erzielten
Gewinne bzw. Verluste werden von jedem
Spieler auf einem Blatt Papier notiert.
Danach beginnt die nachste Spielperiode
und die Spieler suchen wieder zufallig einen
Spielpartner.



_Beispiel 2:

keine Kuge

Kugel

keine Kuge

e Ko
(_1 ’ _1) (3 ’ O)
(0,3)  (,1)

Jeder Spieler hat in diesem evolutionaren
Spiel in jeder Spielperiode zwei mogliche
Strategien, namlich eine Papierkugel in
seiner geschlossenen Hand halten, oder
keine Kugel in der Hand aufzubewahren.
Zum Anfang jeder Spielperiode treffen sich
(zufallig) jeweils zwei Spieler, halten ihre
geschlossene Hand vor sich und offnen diese
dann gleichzeitig. Die Auszahlungen werden
mittels der oben angegebenen Spielmatrix
festgelegt. Die gewahlten Strategien-
kombinationen der Spieler und die erzielten
Gewinne bzw. Verluste werden von jedem
Spieler auf einem Blatt Papier notiert.
Danach beginnt die nachste Spielperiode
und die Spieler suchen wieder zufallig einen
Spielpartner.




_ Beispiel 3:

keine Kuge

Kugel

keine Kuge

(O ’ O) ( 2, _2‘)

o kel
- (-2,2)  (3,3)

Jeder Spieler hat in diesem evolutionaren
Spiel in jeder Spielperiode zwei mogliche
Strategien, namlich eine Papierkugel in
seiner geschlossenen Hand halten, oder
keine Kugel in der Hand aufzubewahren.
Zum Anfang jeder Spielperiode treffen sich
(zufallig) jeweils zwei Spieler, halten ihre
geschlossene Hand vor sich und offnen diese
dann gleichzeitig. Die Auszahlungen werden
mittels der oben angegebenen Spielmatrix
festgelegt. Die gewahlten Strategien-
kombinationen der Spieler und die erzielten
Gewinne bzw. Verluste werden von jedem
Spieler auf einem Blatt Papier notiert.
Danach beginnt die nachste Spielperiode
und die Spieler suchen wieder zufallig einen
Spielpartner.
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Evolutionar stabile Strategien




Evolutionar s’cﬁb’rIE\S{rategienTES/S)

Evolutionar stabile Strategien sind die stabilen
Endzustande der Haufigkeitsverteilung x(t):

Ltimooes(x(t))

1_

Eine notwendige (aber nicht
hinreichende) Bedingung fiir die
Existenz einer ESS ist, dass diese
ein Nash - Gleichgewicht des
zugrundeliegenden Spiels ist.

x(t
Beispiel: Y
Gefangenendilemma dhnliche Spiele
Fiir die ESS des evolutionaren
Gefangenendilemma - Spiels ergibt

sich: :
Limes(x(t))=1 = alle "gestehen" o051 15 2 25 3
t—0 |

bzw.alle haben eine Kugel in der Hand



/cI}L Evoluti

(Flr symmetrisches Zweipersonen-Spiel)

A/Iathematische Definition (W.Schlee): \
Gegeben sei ein symmetrisches Zweipersonen-Spiel [' mit der
Auszahlungsmatrix §._ ¢ —(¢2| . Eine Strategie s" :=s" =s* heifSt
evolutionar stabile Strategie (ESS), wenn

1. (s',5") ein symmetrisches Nash-Gleichgewicht des Spiels ist, und

> s mit der Eigenschaft s=s‘undser(s")

\ gilt $(s ,s )<%$(s',s) /

Auszahlung an Spieler A

r(s’) ist die Menge der besten Antworten des Spielers 1,
wenn der andere Spieler die Strategie S gespielt hat.

('7 ) _7) ('1 ) _9) -~
(-9,-1) (-3,-3)

Dollar




~Beispiel: Angsthasen-Spiel (1)

/” Mathematische Definition (W.Schlee): )
Gegeben sei ein symmetrisches Zweipersonen-Spiel I' mit der

Auszahlungsmatrix §:-¢' = ($2 )T . Eine Strategie s =s" =s” heif3t evolutionar stabile
Strategie (ESS), wenn

1. (5,S) ein symmetrisches Nash-Gleichgewicht des Spiels ist, und

\_2- Vs mit der Eigenschaft s sundser(s’) gilt $(s ,s )<$(s’,s ) }

Auszahlung an Spieler A

Das gemischte Nash-Gleichgewicht
- ( L j ist das einzige symmetrische
2 2) Nash-Gleichgewicht des

Spiels. Die Menge der besten
Antworten auf s  sind alle moglichen
gemischten Strategien. =

' S o
] W O e e AR R e
“‘ ‘:. “\ R S S AT ‘t‘-
A 7 SRS
] ““ AR S s SUSSETIO0
: ‘;‘ Sty o A e
R
] S T RS USSR S o
“ R e
2 “‘ “‘ O S AT R o ST
. ‘.‘.‘ B .“‘:“‘:‘3’*
. “ \ S N
(-1, -1) (2, 0)
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/” Mathematische Definition (W.Schlee): )
Gegeben sei ein symmetrisches Zweipersonen-Spiel I' mit der

Auszahlungsmatrix §:-¢' = ($2 )T . Eine Strategie s =s" =s” heif3t evolutionar stabile
Strategie (ESS), wenn

1. (5,S) ein symmetrisches Nash-Gleichgewicht des Spiels ist, und

\_2- Vs mit der Eigenschaft s sundser(s’) gilt $(s ,s )<$(s’,s ) )

- Beispiel: Angsthasen-Spiel

Die Auszahlungsfunktion des 1. Spielers
in gemischten Strategien lautet:

$(x, X)=-2-X2+lé-2-x+g:$(%,x)
S, y)=$(X, y)=-2-X-y+x-y+1 T

<:>O<2-x2-2-x+§ _
X)

= )

- (_1 , _1) (2 , O) D;ra(lis 1folgt, dass die gemischte Strategie

E’Ej die evolutionar stabile Strategie

- (O 2) (1 1) des AngSthasenspiels ist.
) )
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Summen -

Mochte man eine gewisse Anzahl von Grofsen
addieren, so ist in der Mathematik das folgende
Summenzeichen als eine abkiirzende Schreibweise
gebrauchlich:

N
=1
Man lie3t es: ,Die Summe i gleich 1 bis N von X;

Beispiel : x, =i?,

5 5
D =>i12=1°+22+3°+42+5=1+4+9+16+25=55
i=1 i=1



Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung ist eine mathematische
Gleichung in der Ableitungen von Funktionen
auftreten. Die Theorie der Differentialgleichungen ist
ein sehr wichtiges Gebiet innerhalb der Natur- und
quantitativen Gesellschaftswissenschaften. Durch
Differentialgleichungen wird das dynamische
Verhalten von quantitativen GrofSen mathematisch
beschrieben. Im folgenden werden wir das zeitliche
Verhalten der Populationsanteile x(t) in Gestallt einer
Differentialgleichung (der Replikatordynamik)
formulieren.
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Replikatordynamik

Wir beschranken uns zunachst auf symmetrische (2xM)-Spiele , d.h. zwei Personen -
M Strategien Spiele. Da es sich um symmetrische Spiele handelt, sind alle Spieler
gleichberechtigt und man kann von einer homogenen Population ausgehen.

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik beschreibt wie sich die einzelnen
Populationsanteil der zur Zeit t gewahlten Strategien X, (t) , j=1,2,..M im Laufe der

Zeit entwickeln.

X (t)

. d
X; (t) ::?_X (t)- Z$Jk X, () — Zz$kl X, (£) - %, ()

=1 k=1

J

Y \

Wobei die Parameter $,; die einzelnen \

Eintrage in der Auszahlungsmatrix des

1.Spielers darstellen

$11 $12 $13
% $21 $22 $23
$=9'= By B, Iy

$M1 $M2 $M3

: $MM

$1M
$2M
$au

/" Fitnessder )
Strategie j

Durchschnitt-
licher Erfolg der

| \
Durschnittliche
Fitness

(Auszahlung) der
gesamten

/

\_ j-ten Strategie /

Population

)\ 4




‘Replikatordynamik™ i

fur symmetrische (2x2)-Spiele)

Wir beschranken uns nun auf symmetrische (2x2)-Spiele , d.h. zwei Personen - 2
Strategien Spiele (M=2). Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
vereinfacht sich unter dieser Annahme wie folgt:

dx.
5% x 0 {Zm X (t)— ZZ% X (0)- xk(t)}
dx.

v
dt = '[$j1‘X1+$j2 'Xz_($11'X1'X1+$12'X1'X2+$21'X2 'X1+$22’X2'X2)]

Da es lediglich zwei Strategien und somit zwei Populationsanteile (X, X, ) gibt,
konnen wir den zweiten Populationsanteil durch den ersten ausdriicken: X, =1—X,

Wir setzen im Folgenden der Einfachheit halber , _ x, und 1—x=Xx,
und betrachten nur j=1.

%: x-[$11-x_|_$12-(1—x)—($11.x.x.|_$12-X-(l—X)-|-$21-(l—X)-X+$22'(1—X)'(1_X))]



R}ﬂlkatordyw

(fUr symmetrische (2x2)-Spiele)

Durch weitere Umformungen lasst sich die Differentialgleichung der
Replikatordynamik fiir symmetrische (2x2)-Spiele wie folgt vereinfachen:

X(t): —w g(x(1))

g(x(1)) = X(1) - (($11 — $,0) - (x(1) - X(t)z) +(8,,-$,,) (2-x(1) ~1-x(D)?))

0.5 /\ 1 ] A
0.4] |
f 0.8
0.3 j
g(x) 5 0.6
2 [/ g()=2x-2x" \ P
0.1 - 0.4_:

6" o2 04 06 08 1 T .. . .
x 0.2 (t) fir unterschiedliche
Beispiel: Gefangenendilemma Anfangspopulationen x(o)

g(x)=g(x(t)) im Bereich [o,1] dargestellt 0’ 05 1' 15 2 25 3
¢
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Dominante Spiele



Gefangenendilemma

Gestehe

Gestehe

Schweige

Gestehe

Schweige

/f

I
(_7 ’ _7) (_1 ’ _9)
(-9,-1) (-3,-3)

Bonnie und Clyde werden nach einem
missgliickten Bankiiberfall geschnappt
und in verschiedenen Zellen
untergebracht. Wenn beide schweigen
kann der Staatsanwalt sie nur wegen
verbotenen Waffenbesitzes fiir drei Jahre
hinter Gitter bringen. Verrat jedoch einer
den anderen, dann bekommt der
Gestandige als Zeuge der Anklage nur fir
ein Jahr hinter Gitter — der
Nichtgestandige muss dann aber fiir
neun Jahre ins Gefangnis. Gestehen
beide, so miissen sie sieben Jahre
absitzen.



}Q/Likato rdynamik™=

(fir das Gefangenendilemma) (-1,-9)
Die Differentialgleichung der Replikatordynamik (_3 » 73 )
fir das Gefangenendilemma lautet:

dx(t
x(®) = 2 = 2:x(0-2-(x(O) = 9(x0)

9 (x(1) = x(t)-((-7- (-9)) - (X(®) = X)) + (-3 (-) - (2- x(t) -1~ X(1)?))

0.5 1 JE———

0.4_; 0.85
g(x) 3

0.2 —2.X—=2.%° 08

| g(x)=2-x-2-X ) o
0.1 0.4
T 'x‘ eees 02 (t) fir unterschiedliche
Beispiel: Gefangenendilemma Anfangspopulationen x(o)

g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt 0’ 05 1' 15 2 25 3
¢
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~Rousseaus
Hirschjagt - Spiel

Hirsch
jagen

Hasen

Hirsch

Hasen

?

Hirsch

Lt

(2, 2) (4,0)
(0,4) (5,5)

Zwei Jagern ist es im Laufe der Jagt
gelungen einen Hirsch und vier Hasen
einzukreisen. Die Jager stehen nun vor der
Entscheidung die Hasen entkommen zu
lassen und gemeinsam den Hirsch zu
erlegen oder sofort das Feuer auf die Hasen
zu eroffnen. Entscheiden sich beide dafir
den Hirsch zu erlegen, dann hat der Hirsch
keine Chance. Einen Hirsch kann man fir
10 Goldmiinzen verkaufen. Entscheiden
sich beide fiir die Hasenjagt, dann erschief3t
jeder Jager zwei Hasen, fiir die man jeweils
eine Goldmiinze bekommt. Entscheidet
sich jedoch nur einer fiir die Hirschjagt, so
kann der Hirsch entkommen und derjenige

der sich fiir die Hasenjagt entschieden hat
kann alle vier Hasen erlegen.



}Q/hkato rdynamik™=

(flr das Hirschjagt-Spiel)

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
fir das Hirschjagt-Spiel lautet:

x(©) = S = 4 () -3 (X(O -xO)-= 9(x©)

g(x()) = X(t)- ((2 —0)- (X(t) = X(1)?) + (5—4)- (2- X(t) ~1- x(t)?))

g(x)=4-x*>—3-x* =X

0.15-

9(x) ] 61
0.1

0.05-: 0.4+

x(t) fir unterschiedliche
nfangspopulationen x(0)

0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 j A
-0.051 X 0'2 !§

Beispiel: Hirschjagt-Spiel 0 1' 3 3 " :
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt t
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" Das Angsthasen-

Spiel

Springe
nicht als

Springe
nicht als

Spring
als Erster

Springe
nicht a

Springe
als Erster

Springe
als Erster

/

Springenicht  Springe
(-1, -1) (2, 0)

(0, 2) (1, 1)

Basierend auf dem Film von Nicholas Ray
,Denn sie wissen nicht was sie tun“ aus dem
Jahre 1955 (Hauptdarsteller ,,James Dean®):
Jimbo und sein Erzfeind Buzz machen eine
Mutprobe und rasen in ihren Autos auf eine
Klippe zu. Derjenige ist der Angsthase, der
als erster aus seinem Auto rausspringt. Der
erzielte Nutzen kann zum Beispiel wie oben
angegeben quantifiziert werden.



}Q/Likato rdynamik™= e e

(fur das Angsthasen-Spiel) - (-1,-1) (2,0)

- . B .2 ()
Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
fir das Angsthasen-Spiel lautet:

dx(t
(® = Z 2. (x) =3 (xO +x0) = 9(x0)

g(x(t) = X(t)- ((—1—0> (X() = X)) + (L-2)-(2-x(t) -1 x()?))

_ (X) —2.x%° — 3. X% + X x(t) fir unterschiedliche
Hi o8 Anfangspopulationen x(0)

g(x) 0.05 I
0] = = )(t) | ———
Béispiel: Angsthasen-Spiel

g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt



Klassifizierung von evolutionaren,

PF-—  symmetrischen ielen

Dominante Spiele oul
(2. Strategie dominiert 1.Strategie) ‘

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches
die anderen Strategien dominiert. ESS
bei x=o0.

Koordinationsspiele =) 1 L
Es existieren drei Nash - Gleichgewichte und P — l

zwei reine ESS, die abhangig von der
Anfangsbedingung realisiert werden.

Anti - Koordinationsspiele ‘ oat

Es existieren drei Nash - Gleichgewichte aber oeb
nur eine gemischte ESS, die unabhangig I
von der Anfangsbedingung realisiert —
wird. S

Dominante Spiele
(1. Strategie dominiert 2.Strategie) =)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches
die anderen Strategien dominiert. ESS
bei x=1.




- Weitere Arten von Spieltypen~—

pr

Mehr als zwei Strategien: .

Schon bei drei Strategien os]
konnen 19 unterschiedliche
Spielklassen unterschieden.
werden. "

0.2

(Ausblick: Vorlesungsteil 5)

Bimatrix Spiele
Unsymmetrische (2x2) Spiele:

Setzt sich die Population aus :rj & = ey
zwei unterschiedlichen W INSTEz
Spielergruppen (x(t) und  « [N

Y(t)) zusammen, so spricht ;. HELIN AW

man von Bimatrix Spielen.

ALY
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/Ha//us du fga b e |

Betrachten Sie die drei in der Vorlesung gespielten
Beispiele:

Beispiel 1: Beispiel 2: Beispiel 3:
(O ’ O) (2‘ ’ _1) (_1 ’ _1) (3 ’ O) (O ’ O) (2‘ ’ _2‘)

| Kl | Kl
-<-1,z> (1,1) (0,3 (,1) -<-z,z> (3,3)

1. Geben Sie mogliche dominante Strategien und Nash-
Gleichgewichte der Spiele an.

2. Bestimmen und zeichnen Sie die Funktion g(x) fiir alle drei

Spiele?

Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion g(x) (g(x)=o0).

4. Geben Sie die evolutionar stabilen Strategien der Spiele an?

2
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