
Physik der 
sozio-ökonomischen Systeme

mit dem Computer
JOHANN WOLFGANG GOETHE UNIVERSITÄT    
13 .11 .2020

MATTHIAS HANAUSKE

FRANKFURT INSTITUTE FOR ADVANCED STUDIES
JOHANN WOLFGANG GOETHE UNIVERSITÄT

INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK
ARBEITSGRUPPE RELATIVISTISCHE ASTROPHYSIK

D-60438 FRANKFURT AM MAIN
GERMANY

2. Vorlesung
Aufgrund der Corona Krise findet die 

Vorlesung und die freiwilligen Übungstermine 
in diesem Semester nur Online statt.



Plan für die heutige Vorlesung

• Kurze Wiederholung der Inhalte der 1. Vorlesung

• Einführung in die Spieltheorie 

• Definition: Nash-Gleichgewichte und Dominante Strategien

• Gemischte Erweiterung eines Spiels (gemischte Strategien)

• Gemischte Auszahlungsfunktion

• Gemischtes Nash-Gleichgewicht

• Gemischtes Nash-Gleichgewicht im Hirschjagd und Angsthasen Spiel

• Nash-Gleichgewichte bei (2 Spieler)-(3 Strategien) Spielen

• Gemischtes Nash-Gleichgewicht im Stein-Schere-Papier Spiel

• Entwurf eines Spiels am Beispiel des „Dilemma des Wettrüsten“ Spiels



Allgemeines zur Vorlesung 

• Ort und Zeit:
Nur Online/Virtuell                                                                                                          
Live-Streaming (synchrone Lehrangebote, Zoom Meetings):              
Vorlesungstermine: Freitags von 15.00-17.00 Uhr                                                  
Übungstermin 1: Freitags von 13.30-15.00 Uhr                                                                                        
Übungstermin 2: Freitags von 17.00-18.30 Uhr

• Vorlesungs-Materialien (asynchronen Lehrangebote): 
http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/         bzw.                           
http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/ VPSOC / VPSOCorona.html

• Übungsaufgaben auf der Online-Lernplatform Lon Capa: 
http://lon-capa.server.uni-frankfurt.de/

• Weitere Materialien auf der Online-Lernplatform OLAT
http://olat.server.uni-frankfurt.de

• Generelles zur Vorlesung: 
Bei erfolgreicher Teilnahme 5 Creditpoints                                                                                   
Benoteter Schein mittels einer mündlichen Prüfung (30 Min.) 

• Voraussetzungen:
Laptop/PC mit Kamera und Ton                                                                                                 
Programmierkenntnisse von Vorteil





Das Gefangenendilemma

Gestehe

Schweige

Gestehe

Schweige

Gestehe

Schweige

G S

G (-7 , -7) (-1 , -9)
S (-9 , -1) (-3 , -3)

Bonnie und Clyde werden nach einem 
missglückten Banküberfall geschnappt und 
in verschiedenen Zellen untergebracht. 
Wenn beide schweigen kann der 
Staatsanwalt sie nur wegen verbotenen 
Waffenbesitzes für drei Jahre hinter Gitter 
bringen. Verrät jedoch einer den anderen, 
dann bekommt der Geständige als Zeuge 
der Anklage nur für ein Jahr hinter Gitter –
der Nichtgeständige muss dann aber für 
neun Jahre ins Gefängnis. Gestehen beide, 
so müssen sie sieben Jahre absitzen.



Das Nash-Gleichgewicht im Gefangenendilemma
ist eine Dominante Strategie



Rousseaus 
Hirschjagd - Spiel

Hasen

Hirsch

Hasen jagen

Hirsch 
jagen

Hasen

Hirsch

Hasen Hirsch

Hasen (2 , 2) (4 , 0)
Hirsch (0 , 4) (5 , 5)

Zwei Jägern ist es im Laufe der Jagd gelungen einen 
Hirsch und vier Hasen einzukreisen. Die Jäger 
stehen nun vor der Entscheidung die Hasen 
entkommen zu lassen und gemeinsam den Hirsch 
zu erlegen oder sofort das Feuer auf die Hasen zu 
eröffnen. Entscheiden sich beide dafür den Hirsch 
zu erlegen, dann hat der Hirsch keine Chance. 
Einen Hirsch kann man für 10 Goldmünzen 
verkaufen. Entscheiden sich beide für die 
Hasenjagd, dann erschießt jeder Jäger zwei Hasen, 
für die man jeweils eine Goldmünze bekommt. 
Entscheidet sich jedoch nur einer für die 
Hirschjagd, so kann der Hirsch entkommen und 
derjenige der sich für die Hasenjagd entschieden 
hat kann alle vier Hasen erlegen. 



Nash-Gleichgewichte
im Hirschjagd-Spiel



Definition: Dominante Strategie



Beispiel: Die dominante Strategie im Gefangenendilemma

Spieler A: $A: SA × SB → ℜ
$A S1, S1 = −7 ≥ −9 = $A(S2, S1)
$A S1, S2 = −1 ≥ −3 = $A(S2, S2)

Spieler B: $B: SA × SB → ℜ
$B S1, S1 = −7 ≥ −9 = $B(S1, S2)
$B S2, S1 = −1 ≥ −3 = $B(S2, S2)

S1

S2

S1 S2



Definition: Nash-Gleichgewicht



Beispiel: Nash-Gleichgewichte im Hirschjagd-Spiel

S1

S2

Spieler A: $A: SA × SB → ℜ
$A S1, S1 = 2 ≥ 0 = $A(S2, S1)

Spieler B: $B: SA × SB → ℜ
$B S1, S1 = 2 ≥ 0 = $B(S1, S2)

Beweis: S1, S1 ist ein Nash-Gleichgewicht des Spiels 

S1 S2



Beispiel eines (2 Personen)-(3 Strategien) Spiels:

Schere-Stein-Papier
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Menge

pielStrategienPersonen

Stein Schere Papier

Stein (0,0) (1,-1) (-1,1)

Schere (-1,1) (0,0) (1,-1)

Papier (1,-1) (-1,1) (0,0)



Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (1 , 3) (2 , 7) (3 , 9)

Strategie 2 (2 , 1) (3 , 1) (3 , 8)

Strategie 3 (3 , 1) (2 , 1) (5 , 3)

Beispiel: Zwei Spieler – drei Strategien
Gibt es eine dominante Strategie? Geben Sie die Nash-Gleichgewichte an. 



(Strategie 3 , Strategie 3) !

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (1 , 3) (2 , 7) (3 , 9)

Strategie 2 (2 , 1) (3 , 1) (3 , 8)

Strategie 3 (3 , 1) (2 , 1) (5 , 3)

Die Strategienkombination (Strategie 3 , Strategie 3) ist das einzige Nash-
Gleichgewicht dieses unsymmetrischen Spiels. Es gibt keine dominante Strategie.



Mathematische Überprüfung 
des Nash-Gleichgewichtes
Behauptung:

(S3,S3) ist Nash-Gleichgewicht.

Beweis:

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (1 , 3) (2 , 7) (3 , 9)
Strategie 2 (2 , 1) (3 , 1) (3 , 8)
Strategie 3 (3 , 1) (2 , 1) (5 , 3)

Spieler A: $A: SA × SB → ℜ
$A(S3, S3) = 5 ≥ 3 = $A(S2, S3)
$A(S3, S3) = 5 ≥ 3 = $1(S1, S3)

Spieler B: $B: SA × SB → ℜ
$B(S3, S3) = 3 ≥ 1 = $B(S3, S2)
$B(S3, S3) = 3 ≥ 1 = $B(S3, S1)



Schere-Stein-Papier 
Kein Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien!

Es gibt keine dominante Strategie und auch keine Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien

Stein Schere Papier

Stein (0,0) (1,-1) (-1,1)

Schere (-1,1) (0,0) (1,-1)

Papier (1,-1) (-1,1) (0,0)



Gemischte Strategien



Auszahlungsfunktion in gemischten Strategien



Gemischte Auszahlungsfunktion im (2x2)-Spiel

Auszahlungsfunktionen im Hirschjagt-Spiel
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Gemischte Auszahlungsfunktion im (2x2)-Spiel
Beispiel Hirschjagd-Spiel
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Dominante Strategien und Nash-Gleichgewicht
mit gemischter Auszahlungsfunktion
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Auszahlungsfunktion des Spielers A im 
Hirschjagd-Spiel



Das Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien

Das gemischte Nash-Gleichgewicht im 
Hirschjagd-Spiel liegt bei der Strategien-
kombination (x=1/3 , y=1/3) .  



Das Nash-Gleichgewichte im Hirschjagd-Spiel

Reines Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=(0,0)=(Hirsch jagen,Hirsch jagen) 

Reines Nash-
Gleichgewicht 
(x,y)=(1,1)=
(Hasen jagen,Hasen jagen) 

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/3 , 1/3 )



Zwei Nash Gleichgewichte in reinen Strategien
im Angsthasen Spiel

ra-S

Ähnliche Spiele: Das Spiel mit dem Untergang, das Falke-Taube Spiel



Gemischtes Nash-Gleichgewicht im Angsthasen-Spiel

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/11 , 1/11 )

Gemischte 
Auszahlungsfunktion 
des Spielers A 

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/11 , 1/11 )



Berechnung des Nash-Gleichgewichts in 
gemischten Strategien (I)
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Stein Schere Papier

Stein (0,0) (1,-1) (-1,1)

Schere (-1,1) (0,0) (1,-1)

Papier (1,-1) (-1,1) (0,0)
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Möglichkeit zur Berechnung eines 
inneren Nash-Gleichgewichts 

Stein Schere Papier

Stein (0,0) (1,-1) (-1,1)

Schere (-1,1) (0,0) (1,-1)

Papier (1,-1) (-1,1) (0,0)
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Das gemischte Nash-Gleichgewicht 
befindet sich bei 
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Genauso für 2-ten Spieler 



Überprüfung des gemischten, inneren 
Nash-Gleichgewichts (I) 
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Behauptung: 
Das gemischte Nash-Gleichgewicht 
befindet sich bei folgender 
Strategienkombination

Beweis für den 1. Spieler:



Überprüfung des gemischten, inneren 
Nash-Gleichgewichts (II) 
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Behauptung: 
Das gemischte Nash-Gleichgewicht 
befindet sich bei folgender 
Strategienkombination

Beweis für den 2. Spieler:



Spieltheorie in der Politik und Wirtschaft

https://www.sueddeutsche.de/wirtschaft/

essay-wer-als-erster-nachgibt-1.3967244

https://www.zdf.de/kultur/kulturzeit/der-

spieler---trump--die-spieltheorie-100.html



Das Dilemma des Wettrüstens

Zwei Länder stehen vor der Entscheidung die Streitkräfte ihres Landes 
militärisch, atomar aufzurüsten oder atomar abzurüsten. 

https://www.sueddeutsche.de/wirtschaft/essay-

wer-als-erster-nachgibt-1.3967244



Das Dilemma des Wettrüstens

• Zwei Länder stehen vor der 
Entscheidung die Streitkräfte ihres 
Landes militärisch, atomar 
aufzurüsten oder atomar abzurüsten. 

1. Definieren Sie das Spiel.

2. Beschreiben Sie eine mögliche 
Situation der Länder und definieren 
Sie die dem Spiel zugrundeliegende 
Auszahlungsmatrix.

3. Berechnen Sie die Nash-
Gleichgewichte des Spiels. Gibt es 
eine dominante Strategie?

Russland
USA

Aufrüsten Abrüsten

Aufrüsten (?? , ??) (?? , ??)

Abrüsten (?? , ??) (?? , ??)



Dilemma des 
Wettrüstens
(1. Mögliche Definition des Spiels)
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 Das zunächst allgemein definierte symmetrische 
(2x2)-Spiel des Wettrüstens zweier Länder wird nun 
durch Festlegung der freien Parameter (a,b,c und d) an 
eine spezifische Ausgangssituation angepasst:
 Betrachtet man den Nutzen für die Länder bei 

gemeinsamen Aufrüsten (Auf,Auf) und gemeinsamen 
Abrüsten (Ab,Ab), so nehmen wir im Folgenden an, dass 
es sowohl finanziell, als auch für das „Wohlbefinden“ der 
einzelnen Länder von Vorteil ist Strategie (Ab,Ab) zu 

wählen.                  a<d

Dilemma des 
Wettrüstens
(2. Eigenschaften der Auszahlungsmatrix (I))

(a , a) (b , c)

(c , b) (d , d)

Aufs =̂1

1

Abs =̂1

2

Aufs =̂2

1 Abs =̂2

1



 Betrachtet man den Nutzen für die Länder wenn Land 1
aufrüstet und Land 2 abrüstet (Auf,Ab), und setzt 
voraus, dass beide Länder sich ernsthaft voneinander 
bedroht fühlen, so würde Land 1 diese 
Strategienkombination sehr positiv bewerten, Land 2 
dagegen äußerst negativ.

b>>c   und  b>d  und c<a

Dilemma des 
Wettrüstens
(2. Eigenschaften der Auszahlungsmatrix (II))

(a , a) (b , c)

(c , b) (d , d)

Aufs =̂1

1

Abs =̂1

2

Aufs =̂2

1 Abs =̂2

1



 Wir legen die Parameter des Spiels wie folgt fest:

Dilemma des 
Wettrüstens
(2. Eigenschaften der Auszahlungsmatrix (III))

(a , a) (b , c)

(c , b) (d , d)

Aufs =̂1

1

Abs =̂1

2

Aufs =̂2

1 Abs =̂2

1

Aufrüsten Abrüsten

Aufrüsten (1 , 1) (4 , 0)

Abrüsten (0 , 4) (2 , 2)

Siehe: Schlee, Walter Einführung in die Spieltheorie, Vieweg, 2004
Seite 15



2. Es gibt nur ein Nash-Gleichgewicht, das gleichzeitig  die dominante 
Strategie des Spiels ist:

Aufrüsten Abrüsten

Aufrüsten (1 , 1) (4 , 0)

Abrüsten (0 , 4) (2 , 2)

Dilemma des Wettrüstens
(3. Dominante Strategien und Nash-Gleichgewichte)

(Aufrüsten , Aufrüsten) ist die dominante Strategie des Spiels.

Wie kann die Welt diesem 
Dilemma entkommen?

In der Quantenspieltheorie kann man 
mittels einer möglichen 
Verschränkung der Quanten-
Entscheidungszustände der Spieler 
dem Dilemma entkommen (siehe Teil 
3). Dieser auf Vertrauen basierende 
Zustand wurde nach der Zeit des 
kalten Krieges realisiert, droht nun 
jedoch zunehmend instabil zu 
werden.



Einführung in das Computeralgebra-System Maple: MapleTutorium.mw

Siehe auch http://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC/T1/intro/MapleTutorium.html



Kurze

Siehe Maple Worksheet 
(Vorlage 1) auf Lon Capa



Kurze



Das entsprechende Jupyter Notebook findet man
auf der Internetseite der Vorlesung

und auf derOLAT Lernplatform





Aufgabe: 
Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien



Aufgabe: Gemischtes Nash-Gleichgewicht


