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8. Vorlesung



Plan für die heutige Vorlesung

• Kurze Wiederholung der Theorie der komplexen Netzwerke

• Ausbreitung eines Virus auf einem komplexen Netzwerk

• Einführung in die Epidemiologie

• Das deterministische SIR Modell

• Simulationsbasierte Ansätze

• Einführung: Evolutionäre Spieltheorie auf komplexen 
Netzwerken
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• Einführung in die Theorie der komplexen Netzwerke

• Die Klasse der exponentiellen Netzwerke

• Die Klasse der skalenfreien Netzwerke

• Preferential Attachment 

• Das Barabasi-Albert Modell

• Multipartite Netzwerke

• Anwendungsfelder der komplexen Netwerke
• Kommunikationsnetzwerke und das Internet

• Energie- und Stromnetzwerke

• Das Autoren- Zitationsnetzwerk der wissenschaftlichen Information



Netzwerk-Klassen
Aufgrund ihrer unterschiedlichen Eigenschaften 

unterscheidet man die folgenden Netzwerk-Klassen:

i. Zufällige Netzwerke
Die einzelnen Kanten bei zufälligen Netzwerke werden von den 

Knoten (Spielern) nach einem rein zufälligen Muster 
ausgewählt. 

ii. „Kleine Welt“-Netzwerke (small-world networks)
i. „Kleine Welt“-Netzwerke zeichnen sich durch einen 

kleinen Wert der durchschnittlichen kürzesten Verbindung 
zwischen den Knoten des Netzwerkes und einem großen 
Wert des Clusterkoeffizienten aus. 

iii. Exponentielle Netzwerke

iv. Skalenfreie Netzwerke



Zufällige
Netzwerke

Verteilungsfunktion
der Knotengrade

P(k)
bzw. N(k)≔N*P(k)







Exponentielle und 
Skalenfreie Netzwerke

 Bei exponentiellen und Skalenfreien Netzwerken 
besitzen viele Knoten wenig Kanten und einige wenige 
Knoten sehr viele Kanten.

 Im Folgenden wollen wir die Konstruktion eines 
solchen Netzwerks mittels einer Computersimulation 
betrachten: 



Konstruktion eines 
Skalenfreien Netzwerks

Das im Folgenden konstruierte skalenfreie Netzwerk besitz zwei 
wesentliche Eigenschaften:

 Zeitliches Anwachsen der Knoten

 Die Kantenwahl eines neu in das Netzwerk hinzukommenden Knotens 
erfolgt nach dem Prinzip des „Preferential Attachment“ (Die Knoten die 
schon viele Kanten haben bekommen mit einer höheren 
Wahrscheinlichkeit eine neue Kante, als die Knoten die bisher keinen, 
oder wenige Kanten aufweisen können)



Anwendungsfelder
komplexe Netzwerke

Netzwerke finden sich in den unterschiedlichsten sozialen, 
physikalischen und biologischen Systemen

o Biologische Netzwerke
o Protein- und Gennetzwerke

o Soziale Netzwerke
o Beziehungs- und Freundschaftsnetzwerke
o Netzwerke von Geschäftsbeziehungen und Firmenbeteiligungen
o Internetbasierte, soziale Web2.0 Netzwerke 

o Technologische Netzwerke
o Transportnetzwerke (Flug-, Zugrouten)
o Internetverbindungen zwischen Computerservern

o Informationsnetzwerke
o Wissensnetzwerke, Verlinkungen von Internetseiten
o Zitationsnetzwerke von wissenschaftlichen Artikeln
o Linguistische Netzwerke



Skalenfreie Netzwerke auch in vielen weiteren 
sozio-ökonomischen und biologischen Systemen



(Chapter 4 –  Network 
Science by

Albert-László Barabási

networksciencebook.com)

http://networksciencebook.com/chapter/4#bibliography4
http://networksciencebook.com/chapter/4#bibliography4
http://networksciencebook.com/chapter/4#bibliography4
http://networksciencebook.com/chapter/4#bibliography4


Schematische Darstellung eines 
multipartiten Zitationsnetzwerks













Ausbreitung eines Virus auf 
einem komplexen Netzwerk

Die Geschichte der Pandemien





Ausbreitung auf 
dem Kontakt-
Netzwerk von 

Personen

Ausbreitung auf dem 
zugrundeliegenden 

Netzwerk 
Informationsnetzwerk



Allgemein: Ausbreitungsphänomene auf komplexen Netzwerken



Ausbreitung der 
Beulenpest

in den Jahren 1347-1351

Ausbreitung auf einem 
räumlichen 

Gitter-Netzwerk



Eine wichtige epidemiologische Größe ist die so 
genannte Basisreproduktionszahl R0. Sie besagt, 
wie viele Personen von einer infektiösen Person 
im durchschnittlich angesteckt werden.  

Die Basisreproduktionszahl R0





Pandemien und 
ihre Ausbreitung











Research on Complex Systems, Brockmann Lab 

http://rocs.hu-berlin.de



Das skalenfreie 
Flugrouten-Netzwerk

Die zugrundeliegende Netzwerk Topologie 
ist bei der Ausbreitung eines 

Krankheitserregers von entscheidender 
Bedeutung. 

Die nebenstehende Abbildung zeigt die 
Verteilungsfunktion der Knotengrade des 
internationalen Flugrouten-Netzwerkes, 

wobei die Knoten des Netzwerkes die 
weltweit größten Flughäfen darstellen 

(N=3100) und die gerichteten und 
gewichteten Kanten 17182 direkte 
Flugrouten darstellen (Jahr 2002).

Die Verteilungsfunktion zeigt in einem 
großen Bereich ein skalenfreies Verhalten.





















Einführung in Teil III

Evolutionäre Spieltheorie 
auf komplexen Netzwerken

Die folgenden Beispiele sind an das Kapitel 9 im 
Buch  M.A.Nowak „Evolutionary Dynamics“  
(Kapitel 9: Spatial Games) angelehnt. 





Das Konzept der Quasi-Spezien 
(Ensemble von ähnlichen Genomen 
Sequenzen (Erbgut eines 
Lebewesens) welches durch einen 
Prozess der Mutation und Selektion 
entstanden ist) wurde von Manfred 
Eigen und Peter Schuster 
entwickelt. Die Struktur der Quasi-
Spezien Differentialgleichung ist 
den Gleichungen der evolutionären 
Spieltheorie sehr ähnlich. 



Populationsmodelle der 

epidemischen Ausbreitung



Online-Buch 'Network Science‘ von Albert-Laszlo Barabasi, 
Chapter 10: Spreading phenomenaDeterministische Modelle der 

epidemischen Ausbreitung Die deterministischen Populationsmodelle der Epidemiologie
 basieren auf gewissen vereinfachten Grundannahmen.  

Susceptible (S: Gesunde Personen, die mit dem Virus noch keinen Kontakt hatten)
 Infected (I: Infizierte Personen, die mit dem Virus Kontakt hatten und andere anstecken 
können), Recovered (Personen, die infiziert waren aber nicht mehr infektiös sind und sich 
von der Krankheit erholt haben), Removed (R: Recovered + gestorbene Personen)

SIR Modell

SIS ModellSI Modell

http://networksciencebook.com/chapter/10
http://networksciencebook.com/chapter/10




Modeling Infectious Diseases in Humans and Animals 
by Matt J. Keeling and Pejman Rohani
http://www.modelinginfectiousdiseases.org/ 

Das deterministische SIR Modell

Wir betrachten zunächst das deterministiche SIR Modell (das Susceptible-
Infected-Recovered (SIR) Modell), welches die Ausbreitung eines 
Krankheitserregers, unter gewissen vereinfachten Grundannahmen, in einer 
analytisch formulierten Differentialgleichung. 
Im SIR-Modell befindet sich jedes Individuum der betrachteten Population zu 
jedem Zeitpunkt in einer von drei unterschiedlichen Zuständen (S,I,R).

Das dem Model zugrundeliegende Kontakt-Netzwerk basiert auf einer 
'homogene Massenwirkungsnäherung', die annimmt, dass jede Person mit 
gleicher Wahrscheinlichkeit mit jeder Anderen in Kontakt treten kann. Man 
nimmt an, dass ein typisches Individuum im Durchschnitt <k> Kontakte hat und 
dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Krankheit in einer Zeiteinheit Δt von einem 
Infizierten auf eine andere Person übertragen wird, mittels des Parameters β 
quantifiziert ist. Zusätzlich können sich infizierte Personen mit einer 
Wahrscheinlichkeit μ von der Krankheit erholen/sterben. Die genesenen 
("Recovered") Personen betrachtet man als nicht mehr infizierbar (immun) und 
nimmt zusätzlich an, dass sie auch keine Anderen infizieren können. Man fügt 
dieser Personengruppe auch die Personen hinzu, die an dem Virus gestorben 
sind (Removed). 



Das deterministische SIR Modell



Jupyter Notebook:

Das deterministische SIR Modell



Simulationsbasierte, Stochastische Modelle

Eine bedeutende Einschränkung des deterministischen SIR-
Modells der Virusausbreitung ist die im Modell angenommene 
vereinfachte Kontakt-Netzwerkstruktur der das Virus 
verbreitenden Personen. Die Ausbreitung eines 
Krankheitserregers (z.B. Covid-19 Virus), eines Computervirus 
im Internet oder eines Gerüchts ("Fake-News") in einem 
sozialen Netzwerk hängt jedoch stark von der Topologie des 
zugrundeliegenden komplexen Netzwerkes ab.

Die Grundhypothesen des SIR Modells sind in der Realität 
nicht erfüllt und beobachtbare Effekte, wie z.B. das Super-
Spreader Phänomen, können durch das SIR-Modell nicht 
beschrieben werden. 

Simulationsbasierte Modelle berechnen hingegen die 
Ausbreitung eines Krankheitserregers auf einer komplexen 
Netzwerkstruktur, wobei die einzelnen Personen in ihrem 
Mobilitäts- und Kontakt-Netzwerk eingebettet sind.



Simulationsbasierte, Stochastische Modelle

Eine der die Ausbreitung am stärksten bestimmende Größe ist 
die zugrundeliegende Kontakt-Netzwerkstruktur der das Virus 
verbreitenden Personen. 
In den simulationsbasierten Modellen kann man die 
Auswirkungen der Topologie des Kontakt-Netzwerks studieren. 
Die Verteilungsfunktion der Knotengrade spielt hierbei wieder 
eine bedeutende Rolle und kann mittels der 'degree block'-
Approximation analysiert werden (siehe Image 10.9 in Chapter 
10: Spreading phenomena).

http://networksciencebook.com/chapter/10
http://networksciencebook.com/chapter/10


Bei luftgetragenen Krankheiten wie Influenza, SARS oder Covid-19 erfasst das Kontaktnetzwerk die Gruppe 
von Personen, die eine Person in physische Nähe bringt. Die Struktur dieses Kontaktnetzwerks gliedert sich 
einerseits in das globale Reisenetzwerk, welches eine weltweite Ausbreitung des Erregers ermöglicht das 
lokale Kontaktnetzwerks, d. h. die Anzahl der Personen, mit denen eine Person direkt interagiert. 

Kontakt-Netzwerke 

Die Untersuchung digitaler Viren, die Computer und Smartphones infizieren, stellt eine weitere wichtige Anwendung von 
Epidemiephänomenen dar. Computerviren zeigen ebenso viel Vielfalt wie biologische Viren. Viele Computerviren verbreiten sich 
als E-Mail-Anhänge und das zugrundeliegende Kontaktnetzwerk ist das das skalenfreie Netzwerk der E-Mail-Verbindungen. 

Andere Computerviren nutzen verschiedene 
Kommunikationsprotokolle des Internets 
aus und verbreiten sich auf dem skalenfreien 
Netzwerk der Internet-Verbindungen. 
Handyviren verbreiten sich über 
„Multimedia Messaging Service (MMS)“ und 
Bluetooth. MMS-Viren agieren auf dem 
sozialen Netzwerk der mobilen 
Kommunikation. Mobile Viren können sich 
auch über Bluetooth verbreiten und eine 
Kopie von sich selbst an alle anfälligen 
Telefone mit einer BT-Verbindung in ihrer 
physischen Nähe übergeben. 



Kontakt-Netzwerke 
Beispiel: Romantische/Sexuelle Kontakte

Das HIV-Virus, der für AIDS verantwortliche Erreger, breitet sich 
hauptsächlich durch Geschlechtsverkehr aus. Folglich erfasst 
das entsprechende Kontaktnetzwerk, wer eine sexuelle 
Beziehung mit wem hatte.



Kontakt-Netzwerke Die Miteinbeziehung einer zeitlichen Veränderung des 
bestehenden Kontaktnetzwerkes ist in simulationsbasierten 
Ansätzen auch möglich. 



Jupyter Notebook:

Ausbreitung eines Virus auf einem 

komplexen Netzwerk

Simulationsbasierte Lösungen



Weitere Vorträge  zu Covid 
finden Sie auf der Internetseite 
der Vorlesung unter weitere 
Links 



Ausblick: Evolutionäre Spieltheorie 
auf komplexen Netzwerken

zeitliche
Entwicklung 
der
Population auf 
vorgegebener 
Netzwerkstruktur

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.
Die roten Verbindungslinien beschreiben die möglichen Spielpartner des Spielers

x(0)=0.5 x(10)=0.75

Viele in der Realität vorkommende evolutionäre Spiele werden auf einer definierten 
Netzwerkstruktur (Topologie) gespielt. Die Spieler der betrachteten Population sind 
hierbei nicht gleichwertig, sondern wählen als Spielpartner nur mit ihnen durch das 
Netzwerk verlinkte (verbundene) Partner aus.



Wozu?
Evolutionäre Spieltheorie auf komplexen Netzwerken

Die deterministische evolutionäre Spieltheorie und die Differentialgleichung der Replikatordynamik benutzen ähnliche 
Annahmen wie das deterministische SIR-Modell der Ausbreitung eines Krankheitserregers auf einem komplexen Netzwerk. 
Beide mathematischen Modelle betrachten das System aus einer Art gemittelten Sichtweise und beschreiben es durch die 
kontinuierliche Populationsfunktionen, die ihrerseits deterministischen Differentialgleichungen folgen. Die nötigen 
Voraussetzungen einer solchen Beschreibung sind hierbei die folgenden:
• Jedes Individuum der Population kann mit jedem anderen in Kontakt treten, bzw.                                               

Jeder Spieler der Population kann mit jedem anderen das zugrundeliegende Spiel spielen
• Die Anzahl der Individuen/Spieler der Population ist unendlich groß
In dem, in dieser Vorlesung dargestelltem Jupyter Notebook „ Ausbreitung eines Virus auf einem komplexen Netzwerk 
(Simulationsbasierte Lösungen)“, hatten wir gesehen, wie eine Agentenbasierte Simulation des deterministischen SIR-Modells 
aussieht und inwieweit die simulierten Ergebnisse mit den Vorhersagen des mathematischen Modells übereinstimmen. 
Zusammenfassend ist hierbei festzuhalten, dass allein im Limes eines sehr großen, vollständig verbundenem Netzwerks, die 
Vorhersagen der deterministischen Populationsmodelle mit den Simulationsergebnissen übereinstimmen.

Das Versagen der deterministischen Modelle zur Beschreibung eines realen Systems, zeigte sich in deutlicher Weise während der Covid-
Pandemie. Eine Physik der sozio-ökonomischen Systeme, deren Zweck darin besteht real-existierende Vorgänge zu beschreiben und zu 

analysieren, um so die zukünftige Entwicklung eines Populationsverhaltens vorhersagen zu können, ist somit auf simulationsbasierte Ansätze 
unter Verwendung komplexer Netzwerke angewiesen. Jedoch versagten auch die meisten simulationsbasierten Modelle, da das reale Verhalten 
der Population komplizierter ist. So änderte sich z.B. das Kontaktnetzwerk nicht nur allein durch die verordnete Kontaktbeschränkung, sondern 

auch durch die mediale Verbreitung einer hohen Gefahr der Ansteckung.  Die Rolle der Medien (beschränkte/selektive 
Informationsausbreitung), und als Folge die Gruppenbildung (siehe „Formation of Communities“) und die mit ihr einhergehende 

„Parallelweltbild-Entstehung“ innerhalb der Sub- Communities (z.B. „Medienkritische-Gruppe“ vs. „Medienkonforme-Gruppe“) sind nur einige 
Beispiele der komplexen Realität.
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