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6. Vorlesung



Plan für die heutige Vorlesung

• Kurze Wiederholung der Inhalte der 5. Vorlesung

• Einführung in die Theorie der komplexen Netzwerke

• Warum evolutionäre Spieltheorie auf komplexen Netzwerken?

• Mathematische Beschreibung von komplexen Netzwerken

• Definition wichtiger Netzwerk-charakterisierender Größen

• Definition unterschiedlicher Netzwerk-Typen und Netzwerk-Klassen

• Komplexe Netzwerke in der Realität

• Die Klasse der zufälligen Netzwerke (random networks)

• Die Klasse der „Kleine Welt“ Netzwerke (small world networks)

• Komplexe Netzwerke analysieren mit Python  und NetworkX



Inhalte Vorlesung 5

• Numerisches Lösen von Differentialgleichungen 

• Einführung in die evolutionäre Spieltheorie

• Die Differentialgleichung eines evolutionären, symmetrischen  (2x3)-Spiels

• Die 19 Zeeman – Klassen

• Anwendungsfelder Spieltheorie

• Anwendungsfelder in den Wirtschafts- Sozialwissenschaften und Biologie 

• Experimentelle Ökonomie

• Die Finanzkrise als Falke-Taube Spiel

• Die Entstehung einer dritten Strategie im Elfmeter-Spiel (Nesken Effekt)

• Evolutionäre Entwicklung einer Eidechsen Population als symmetrisches (2x3)-Spiel

• Das Räuber-Beute Spiel und die Lotka-Volterra-Gleichun





Numerische Verfahren zum Lösen von Differentialgleichung erster Ordnung



Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python



Numerisches Lösen 
einer DGL erster Ordnung 

mit Python



Replikatordynamik (2xM)-Spiele
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Wir beschränken uns zunächst auf symmetrische (2xM)-Spiele , d.h. zwei Personen - 
M Strategien Spiele. Da es sich um symmetrische Spiele handelt, sind alle Spieler 
gleichberechtigt und man kann von einer homogenen Population ausgehen.
Die Differentialgleichung der Replikatordynamik beschreibt wie sich die einzelnen  
Populationsanteile der zur Zeit t gewählten Strategien          , j=1,2,…M  im Laufe der 
Zeit entwickeln. 
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Replikatordynamik
(für symmetrische (2x3)-Spiele)

Man erhält ein System von drei gekoppelten Differentialgleichungen:

Das System von Differentialgleichungen lässt sich bei gegebener 
Auszahlungsmatrix       und Anfangsbedingung                                       meist nur 
nummerisch (auf dem Computer) lösen. Die Lösungen bestehen dann aus den drei 
(zeitlich abhängigen) Populationsanteilen                                  .
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Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel 
eines (2x3)-Spiels mit der rechts 
angegebenen Auszahlungsstruktur:

Die rechte Abbildung zeigt die zeitliche 
Entwicklung der relativen 
Populationsanteile der gewählten 
Strategien für drei mögliche 
Anfangsbedingungen. Die einzige 
evolutionär stabile Strategie dieses 
Beispiels befindet sich beim gemischten 
Nash-Gleichgewicht 
Die einzelnen Pfeile im Dreieck 
veranschaulichen den durch die 
Spielmatrix bestimmten Strategien-
„Richtungswind“, dem die Population 
zeitlich folgen wird. 

Replikatordynamik
(für symmetrische (2x3)-Spiele, Beispiel 1)

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (0, 0) (2, -1) (-1 , 2)

Strategie 2 (-1 , 2) (0 , 0) (2 , -1)

Strategie 3 (2 , -1) (-1 , 2) (0 , 0)

Reine Strategie 3

Reine Strategie 2Reine Strategie 1
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Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel 
eines (2x3)-Spiels mit der rechts 
angegebenen Auszahlungsstruktur:

Die rechte Abbildung zeigt die zeitliche 
Entwicklung der relativen 
Populationsanteile der gewählten 
Strategien für drei mögliche 
Anfangsbedingungen. Das Spiel besitzt 
drei Nash-Gleichgewichte in reinen 
Strategien, die ebenfalls evolutionär 
stabile Strategien darstellen. Welche 
der drei ESS die Population realisiert 
hängt von dem Anfangswert der 
Populationsanteile ab. Die zeitliche 
Entwicklung folgt wieder dem 
Strategien-„Richtungswind“ der 
zugrundeliegenden 
Auszahlungsmatrix. 

Replikatordynamik
(für symmetrische (2x3)-Spiele, Beispiel 2)

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3

Strategie 1 (0, 0) (-3, -3) (-1 , -1)

Strategie 2 (-3 , -3) (0 , 0) (-1 , -1)

Strategie 3 (-1 , -1) (-1 , -1) (0 , 0)

Reine Strategie 3

Reine Strategie 2Reine Strategie 1



Replikatordynamik
(Klassifizierung symmetrische (2x3)-Spiele)

E. C. Zeeman, POPULATION 
DYNAMICS FROM GAME THEORY, 
In: Global Theory of Dynamical 
Systems, Springer 1980

E. C. Zeeman zeigt in seinem 
im Jahre 1980 veröffentlichten 
Artikel, dass man evolutionäre, 
symmetrische (2x3)-Spiele in 19 
Klassen einteilen kann. Die 
Abbildung rechts zeigt das 
evolutionäre Verhalten dieser 
19 Spieltypen. Die ausgefüllten 
schwarzen Punkte markieren 
die evolutionär stabilen 
Strategien der jeweiligen 
Spiele. Es gibt Spielklassen, die 
besitzen lediglich eine ESS und 
Klassen die sogar drei ESS 
besitzen.



Jupyter Notebook 
Evolutionspiel4.ipynb



Python Programm
2x3-Spiel_ng.py

Modularisierung des Programms
mittels unterschiedlicher Funktionen

Berechnung der Nash-Gleichgewichte

Automatische Kennzeichnung
der Nash-Gleichgewichte im Bild 

Auf der Internetseite der Vorlesung

















Einführung in die Theorie der komplexen Netzwerke
Internetseite der Vorlesung

Teil II



Evolutionäre Spieltheorie auf 
komplexen Netzwerken

zeitliche
Entwicklung 
der
Population auf 
vorgegebener 
Netzwerkstruktur

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.
Die roten Verbindungslinien beschreiben die möglichen Spielpartner des Spielers

x(0)=0.5 x(10)=0.75

Viele in der Realität vorkommende evolutionäre Spiele werden auf einer definierten 
Netzwerkstruktur (Topologie) gespielt. Die Spieler der betrachteten Population sind 
hierbei nicht gleichwertig, sondern wählen als Spielpartner nur mit ihnen durch das 
Netzwerk verlinkte (verbundene) Partner aus.



Theorie der komplexen Netzwerke (I)

Da die Theorie der komplexen Netzwerke aus dem 
mathematischen Zweig der Graphentheorie 
entstanden ist benutzt sie nicht die „mathematischen 
Vokabeln“ der Spieltheorie. Man spricht z.B. nicht von 
Spielern, sondern von Knoten (bzw. Vertices). Die 
Verbindungen zwischen den Knoten werden als 
Kanten (bzw. Links) bezeichnet. Während die Spieler 
eines (klassischen) evolutionären Spiels mit allen 
anderen Spielern der Population in Kontakt treten 
können, ist dies bei einem Spiel auf einem komplexen 
Netzwerk im allgemeinen nicht möglich. 



Komplexe Netzwerke 
Knoten und Kanten

Different Networks, Same Graph

The figure shows a small subset of (a) the 

Internet, where routers (specialized 

computers) are connected to each other; (b) 

the Hollywood actor network, where two 

actors are connected if they played in the 

same movie; (c) a protein-protein 

interaction network, where two proteins are 

connected if there is experimental evidence 

that they can bind to each other in the 

cell. While the nature of the nodes and the 

links differs, these networks have the same 

graph representation, consisting of N = 4 

nodes and L = 4 links, shown in (d). 

Abbildung entnommen von:
Network Science by Albert-László Barabási
http://networksciencebook.com/

Viele der im Teil 2 behandelten Themen sind in diesem Buch ausführlich behandelt.

http://networksciencebook.com/


Netzwerke in der Realität
Netzwerke finden sich in den unterschiedlichsten sozialen, 

physikalischen und biologischen Systemen
o Biologische Netzwerke

o Protein- und Gennetzwerke

o Soziale Netzwerke
o Beziehungs- und Freundschaftsnetzwerke
o Netzwerke von Geschäftsbeziehungen und Firmenbeteiligungen
o Internetbasierte, soziale Web2.0 Netzwerke 

o Technologische Netzwerke
o Transportnetzwerke (Flug-, Zugrouten)
o Internetverbindungen zwischen Computerservern

o Informationsnetzwerke
o Wissensnetzwerke, Verlinkungen von Internetseiten
o Zitationsnetzwerke von wissenschaftlichen Artikeln
o Linguistische Netzwerke



Theorie der komplexen Netzwerke (II)

Komplexe Netzwerke lassen sich wie folgt untergliedern:

  Handelt es sich nur um eine Knotenart 
(Spielergruppe), oder besteht das Netzwerk aus 
mehreren Knotenarten (z.B. Bi-Matrix Spiele).

 Sind die Kanten (Verbindungslinien zwischen den 
Knoten) gerichtet oder ungerichtet.

 Besitzen die Kanten zahlenmäßige Gewichtungen oder 
geben sie einfach an ob ein Knoten mit einem anderen 
verbunden oder nicht verbunden ist.

 Gibt es zeitliche Veränderungen des Netzwerks; ist die 
Anzahl der Knoten konstant oder wächst bzw. 
schrumpft sie im laufe der Zeit. 



Theorie der komplexen Netzwerke (III)
(Beispiele unterschiedlicher komplexer Netzwerke)

Abbildung: Unterschiedliche Netzwerktypen
Die Abbildung ist dem folgenden Artikel entnommen:
M. E. J. Newman, 
„The structure and function of complex networks”

a) Nicht gerichtetes und 
ungewichtetes Netzwerk einer 
einzigen Knotenart.

b) Nicht gerichtetes und 
ungewichtetes Netzwerk dreier 
verschiedener Knotenarten, 
wobei zusätzlich drei 
verschiedene Kantenarten 
existieren.

c) Nicht gerichtetes aber 
gewichtetes Netzwerk. Sowohl 
die Knoten als auch die Kanten 
des Netzwerks besitzen 
zahlenmäßige Gewichtungen.

d) Gerichtetes aber nicht 
gewichtetes Netzwerk. Es 
existiert nur eine Knoten- und 
gerichtete Kantenart.



Theorie der komplexen Netzwerke (IV)
(Größen die ein Netzwerk charakterisieren)

• Der Knotengrad
Der Knotengrad des Knotens i ist gleich der Anzahl 

der Kanten die der Knoten i besitzt. Bei 
gerichteten Netzwerken unterscheidet man 
zwischen dem eingehenden und ausgehenden 
Knotengrad. Bei gewichteten Netzwerken 
summiert man über die Zahlenfaktoren der 
gewichteten Kanten. 

• Der Clusterkoeffizient 
Der Clusterkoeffizient gibt die Wahrscheinlichkeit 

an, dass zwei nächste Nachbarn eines Knotens 
ebenfalls nächste Nachbarn untereinander sind. 
Der globale Wert C des Netzwerks stellt 
demnach eine Art von „Cliquen“-
Nachbarschafts-Eigenschaft des Netzwerks dar

• Der Durchmesser  des Netzwerks 
Der Durchmesser des Netzwerks gibt die maximale 

kürzeste Kantenlänge zwischen zwei beliebigen 
Knoten des Netzwerkes an.
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Theorie der komplexen Netzwerke (V)
(Die Verteilungsfunktion der Knotengrade)

Die Verteilungsfunktion der Knotengrade P(k) 
(bzw. N(k)) ist eine wichtige das Netzwerk 
charakterisierende Größe. Sie gibt an, wie 
groß der Anteil an Netzwerkknoten mit 
Knotengrad k ist. Bei realen (endlichen) 
Netzwerken ist diese Funktion keine 
kontinuierliche, sondern eine diskrete 
Funktion. In dem rechten Beispiel besitzt die 
Verteilungsfunktion das folgende Aussehen: 

11 =k
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13 =k
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17 =k
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Netzwerkstrukturen
in unterschiedlichsten

Systemen



Beispiel eines
komplexen
Netzwerks



Wechselwirkungen und Struktur im Internet
A photo taken for Business 2.0 magazine 
in 2000, showing Reka Albert, Hawoong
Jeong and Albert-Laszlo Barabasi, soon 
after our publication of the paper on the 

topology of the WWW. 
(see http://networksciencebook.com/)

Im Jahre 1999 untersuchten Albert-
Laszlo Barabasi und Mitarbeiter die 
topologische Struktur des Internets 

(WWW)

Viele der folgenden Abbildungen sind aus dem frei zugänglichen Buch
 „Network Science“ von Albert-Laszlo Barabasi entnommen.

http://networksciencebook.com/



Netzwerk-Klassen
Aufgrund ihrer unterschiedlichen Eigenschaften 

unterscheidet man die folgenden Netzwerk-Klassen:

i. Zufällige Netzwerke
Die einzelnen Kanten bei zufälligen Netzwerken werden von 

den Knoten (Spielern) nach einem rein zufälligen Muster 
ausgewählt. 

ii. „Kleine Welt“-Netzwerke (small-world networks)
i. „Kleine Welt“-Netzwerke zeichnen sich durch einen 

kleinen Wert der durchschnittlichen kürzesten Verbindung 
zwischen den Knoten des Netzwerkes und einem großen 
Wert des Clusterkoeffizienten aus. 

iii. Exponentielle Netzwerke

iv. Skalenfreie Netzwerke



Skalenfreie Netzwerke auch in vielen weiteren 
sozio-ökonomischen und biologischen Systemen



Beispiel eines
komplexen
Netzwerks

Frankfurt als mächtiger Knoten der Informationsströme
Internet-Knoten

Das Internet stellt ein skalenfreies Netwerk. Trägt man die 80 wichtigsten
Internet-Knoten sortiert auf, so erhält man den typischen Verlauf eines

skalenfreien Netzwerks. Frankfurt am Main mit seinem Internet-Knoten DE-CIX
ist in der veralteten Grafik an Stelle 2, laut Wikipedia ist er jetzt sogar auf Rang 1



Die Frankfurter Wertpapierbörse (FWB) 
ist die bedeutendste deutsche Börse mit Sitz in Frankfurt 
am Main und einer der weltweit größten Handelsplätze 
für Wertpapiere. Betreiberin und Träger ist die Deutsche 

Börse AG. Im Jahr 2000 wurde die Neue Börse im 
Industriehof in Frankfurt am Main in einem neuen 

Gebäude bezogen. Im Jahr 2005 wurden an den 
deutschen Börsen rund 3,8 Billionen Euro umgesetzt. 
Dabei entfielen vom Gesamtumsatz rund 3,2 Billionen 

Euro auf Aktien, Optionsscheine und börsengehandelte 
Fonds und rund 615 Milliarden Euro auf Anleihen. 

Gemessen am Wert der Unternehmen, deren Aktien 
gehandelt werden, ist die Börse Frankfurt die drittgrößte 

Börse Europas (Stand 2022). Im Mai 2011 wurde der 
Parketthandel der Frankfurter Wertpapierbörse nach 425 

Jahren eingestellt und ab dem 23. Mai 2011 auf die 
elektronische Handelsplattform Xetra übertragen.



https://networkx.org/

https://networkx.org/

https://networkx.org/


Simulation und Darstellung 
von komplexen Netzwerken mit Python



Jupyter Notebook 
Network1.ipynb 



Wichtige Netzwerk charakterisierende Größen 



Wichtige Netzwerk charakterisierende Größen 



Wichtige Netzwerk charakterisierende Größen 



Wichtige Netzwerk charakterisierende Größen 



Zufällige
Netzwerke

Verteilungsfunktion
der Knotengrade

P(k)
bzw. N(k)≔N*P(k)



Python 
(Version 2) 



Python 
(Version 3) 



Python 
(Version 3) 



Python Programm RandomNetwork.py



Jupyter Notebook 
RandomNetworks.ipynb 



Python Programm VPSOC-RandomNetwork_evol.py





Jupyter Notebook 
SmallWorldNetworks.ipynb 



http://networksciencebook.com/

http://networksciencebook.com/


Zufällige Neztwerke (Section 3)

http://networksciencebook.com/chapter/3

Section 3.2

The Random Network Model 

Wie erzeugt man mittels eines mathematischen Algorithmus ein zufälliges Netzwerk (siehe Box 3.1)

Section 3.4

Degree Distribution

Wie sieht die Verteilungsfunktion der Knotengrade in zufälligen Netzwerken aus (siehe Image 3.4 Binomial vs. Poisson Degree 

Distribution)

Section 3.5

Real Networks are Not Poisson 

Vergleich: Real existierende Netzwerke <-> Zufällige Netzwerke (siehe Image 3.6 Degree Distribution of Real Networks)

Section 3.6

The Evolution of a Random Network

Relativen Größe des Hubs (grösster verbundener Knotencluster) hängt von dem durchschnittlichen Knotengrad des Netzwerkes ab. 

Definition von unterschiedlichen Regimen in zufälligen Netzwerken (subcritical, supercritical, fully connected) (siehe Image 3.7 

Evolution of a Random Network)

Section 3.7

Real Networks are Supercritical 

Sind real existierende Netzwerke subcritical, supercritical oder fully connected? (siehe Table 3.1 Are Real Networks Connected? und 

Image 3.9 Most Real Networks are Supercritical)

Section 3.8

Small Worlds 

Definition der kleinen Welt Eigenschaft in komplexen Netzwerken "In the language of network science the small world phenomenon 

implies that the distance between two randomly chosen nodes in a network is short." Mittlerer Abstand zwischen zwei Knoten im 

Netzwerk <d> bestimmt die Eigenschaft von kleinen Welt Netzwerken (siehe Image 3.10 Six Deegree of Separation and Image 3.11 Why are 

Small Worlds Surprising? und Table 3.2 Six Degrees of Separation)

Section 3.9

Clustering Coefficient 

Der Clusterkoeffizient in real existierenden und zufälligen Netzwerken (siehe Image 3.13 Clustering in Real Networks und Box 3.9 

Watts-Strogatz Model)
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