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Numerisches Losen von Differentialgleichungen

EinfGhrung in die evolutionare Spieltheorie

* Die Differentialgleichung eines evolutionaren, symmetrischen (2x3)-Spiels
* Die 19 Zeeman —Klassen

Anwendungsfelder Spieltheorie

* Anwendungsfelder in den Wirtschafts- Sozialwissenschaften und Biologie
* Experimentelle Okonomie
* Die Finanzkrise als Falke-Taube Spiel
 Die Entstehung einer dritten Strategie im Elfmeter-Spiel (Nesken Effekt)
* Evolutionare Entwicklung einer Eidechsen Population als symmetrisches (2x3)-Spiel
* Das Rauber-Beute Spiel und die Lotka-Volterra-Gleichung
* Die Klimakrise als Populationsdilemma
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* Die Differentialgleichung eines evolutionaren, symmetrischen (2x2)-Spiels
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* Anti-Koordinationsspiele
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(2x2)-Spiels (Bi-Matrix Spiele)
* Eckenspiele (Corner Class Games)
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Symmetrische (2x2)-Spiele einer Population

Die evolutionare Spieltheorie betrachtet die zeitliche Entwicklung des
strategischen Verhaltens einer gesamten Spielerpopulation.
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Mogliche Strategien: (griin , schwarz), Parameter t stellt die ,Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie ,griin“ spielen.
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Nimmt man zusétzlich ein symmetrisches Spiel an ($ :=§ = (3; ) ), in welchem die Auszahlungswerte (Fitness-Werte) der

Populationsgruppen gleich sind, so kann man die beiden Gruppen von ihrer mathematischen Struktur her als ununterscheidbare
Spielergruppen mit identischen Populationsvektoren z(t) = y(¢) annehmen. Die Differentialgleichung schreibt sich dann wie
folgt:

dz(t)
dt

= [[$11 — $o1)(z — 22) + (812 — $22)(1 — 2z + :.-:E]] z(t) =: g(x) (3)

Veralleemeinert man diese Differentialgleichung wieder auf mehr als zwei Strategien, so kann man abkiirzend die folgende
Formulierung schreiben: b
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Klassifizierung von evolutionaren,

P — symmetrischen )-Spielen

Dominante Spiele S
(2. Strategie dominiert 1.Strategie) ‘

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches
die anderen Strategien dominiert. ESS

bei x=o0. : N A A
Koordinationsspiele ‘ ]
Es existieren drei Nash - Gleichgewichte und I

zwei reine ESS, die abhangig von der
Anfangsbedingung realisiert werden.

Anti - Koordinationsspiele ‘ oo} -
Es existieren drei Nash — Gleichgewichte aber oot

nur eine gemischte ESS, die unabhangig -

von der Anfangsbedingung realisiert =

wird. o P

Dominante Spiele
(1. Strategie dominiert 2.Strategie) =)

Es existiert ein Nash - Gleichgewicht, welches
die anderen Strategien dominiert. ESS
bei x=1.




Dominantes Spiel

Ldsen des evolutionaren Spiels
mit Python Version evoli.py

Anti — Koordinationsspiel

. (a b

$ = ( c (1)
a=-10,b6=2
c=0,.d=1




Evolutionare Spiéltheorie
///ﬂnsymmetrische (2x2)-Spiele (Bimatrixspiele) zweier Populationen

Bei unsymmetrischen (2x2)-Spielen besteht die zugrundeliegende Population
aus zwei Gruppen (hier grofie und kleine Kreise). Aufgrund der
unterschiedlichen Auszahlungsmatrizen konnen die Populationsgruppen sich in
ihren Strategieentscheidungen (griin , schwarz) unterschiedlich entwickeln.
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x(0)=0.5 , y(o)=0.5 x(10)=0.15 ,  y(0)=0.7

Mogliche Strategien: (griin , schwarz), Parameter t stellt die ,Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der grofien Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie ,,griin“ spielen.
y(t) : Anteil der kleinen Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie ,,griin“ spielen.



Evolutionare Spiéltheorie
%nsymmetrische (2x2)-Spiele (Bimatrixspiele)

Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten gesamten Population spielen
ein andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei
Spieler mit unterschiedlichen Gruppenzugehorigkeiten zufallig treffen, das Spiel
spielen und danach zu dem nachsten Spielpartner der anderen Gruppe wechseln .

Die

Anfangspopulat ®° °° ®-
@ ® ion von Spielern ° ®
spielt zum P .

@ Zeitpunkt t=0 P S .

das erste Mal e Ps 0.
@ das Spiel. Es ) °

O@ @ bilden sich stets o o, ’
Zweier- o
OO tmrw o & o *
grofden und ’ . )
x(10)=0.5 , y(o0)=0.5 kleinen Kreisen. x(10)=0.15 , y(10)=0.7

Das evolutiondre Spiel schreitet voran und die griine Strategie wird fur die
kleinen Spieler zunehmend attraktiver (y(10)=0.7 ), wohingegen sie fiir die
grofden Spieler zunehmend weniger attraktiv wird (x(10)=0.15 ).
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Wir beschrinken uns im folgenden auf den -2--St-rate;gien Fall (m4 = mp = 2), lassen jedoch weiter eine
Unsymmetrie der Auszahlungsmatrix zu. Die beiden Komponenten der zweidimensionalen
gruppenspezifischen Populationsvektoren lassen sich dann, aufgrund ihrer Normalisierungsbedingung,

auf eine Komponente reduzieren (.713‘24 =1-— ac‘l4 und a:f =1-— mf ). Das zeitliche Verhalten der

Komponenten der Populationsvektoren (Gruppe A: z(t) := 2 (t) und Gruppe B: y(t) := =¥ (t)) wird
in der Reproduktionsdynamik mittels des folgenden Systems von Differentialgleichungen beschrieben

dz(t)

dt
dy(t)
dt

(sieche z.B. [4], S:116 oder [3], S:69):

(8 + 88 — 8, — 84) w(®) + (88, - 88)] (2() - (2(®))°)

(35 + 85 — 8% — 8B) o(t) + (8% — $5)] (v(t) - w(®)°)

: gA(xa y)

: gB(z,y)



Klassifizierung von Bi-Matrix Spielen

Eckspiele

Die Spielklasse der Gruppe A
oder der Gruppe B ist ein
Dominantes Spiel

t= 0.
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Sattelspiele

Spiel A: Koordinationspiel
Spiel B: Koordinationspiel
oder

Spiel A: Anti-Koordinationspiel
Spiel B: Anti-Koordinationspiel
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Zentrumsspiele

Spiel A: Koordinationspiel
Spiel B: Anti-Koordinationspiel
oder

Spiel A: Anti-Koordinationspiel
Spiel B: Koordinationspiel

= 0.
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Jupyter Notebook

Auf der Internetseite der Vorlesung

Evolutionire unsymmetrische (2 x 2) Spiele (Bi-Matrix Spiele)

Die im oberen Bereich des rechten Panels dieser Vorlesung
———e— dargestellten Gleichungen der Reproduktionsdynamik lassen

—— sich nach Spezifikation der Auszahlungsmatrizen QA und $B
auf unterschiedlichste Populationsspiele anwenden. Generell
lassen sich evolutiondre unsymmetrische (2 x 2) Spiele in die
folgenden drei Spielklassen gliedern: Eckenspiele,
Sattelpunktspiele und Zentrumsspiele. Ein Eckenspiel liegt
vor, falls zumindest eine der Auszahlungsmatrizen der
Spielergruppen eine dominante Struktur hat. Aufgrund der
= | Dominanz der Strategie endet die zeitliche Entwicklung der
Populationen, unabhingig von der Anfangsbhedingungen, in
einer Ecke des x-y Populationsvektor Diagramms - die ESS
des Eckenspiels. Ein Sattelpunktspiel liegt vor, falls beide

x Spielergruppen gleichzeitig ein Koordinationsspiel oder

0.6 \

0.0 0.0

Anti-Koordimnationsspiel spielen. Bei einem Sattelpunktsspiel
das aus zwei Anti-Koordinationsspielen besteht, existieren zwer ESSs ((x=0,y=1) oder (x=1,y=0)) zu denen sich die
Populationsgruppen im Laufe der Zeit entwickeln. Welche dieser evolutionir stabilen Strategien erreicht wird, hingt von der
Anfangsstrategiewahl der Population ab. Die nebenstehende Abbildung zeigt die zeitliche Entwicklung von dret
Anfangszustinden in einem solchen Eckenspiel. Auch bet sehr dhnlichen Werten der Anfangsstrategiewahl kann es geschehen,
dass sich die Population 1m Laufe der Zeit zu unterschiedlichen Ecken entwickelt (siche griine und schwarze Trajektorien).
Eine besondere Bedeutung hat der Sattelpunkt des Spiels (siche rotes Dreieck). Die Position des Sattelpunktes 1m x-y
Diagramm entspricht dem Wert des gemischten Nash-Gleichgewichtes bzw: lisst sich durch die Nullstellen der Funktionen
ga(z,y) und gg(z,y) bestimmen. Bei einem Zentrumsspielen existiert keine ESS, da die Strategiewahl der Population sich im
Laufe der Zeit standig verdndert und um ein Zentrum kreist. Die Position dieses Zentrums im x-y Diagramm entspricht dem
Wert des gemischten Nash-Gleichgewichtes bzw. lasst sich durch die Nullstellen der Funktionen gy (=, y) und gp(z,y)

bestimmen (siche Evolutionire Spieltheorie unsymmetrischer (2x2)-Spiele).

Weiterfithrende Links

. Download Jupyter Notebook: Evolutiondre Spieltheorie unsymmetrischer (2x2)-Spiele
¢  Download Python Programm: Evolutiondre Spieltheorie unsymmetrischer (2x2)-Spiele
(Version 1, Version 2, Version 3)

. Folien der 4.Vorlesung 7
. Vorlesungsaufzeichnung der 4.Vorlesung: WS 2022/23 bzw. WS 2021/22
. View Jupyter Notebook: Evolutiondre Spieltheorie symmetrischer (2x2)-Spiele
. Download Jupyter Notebook: Evolutiondre Spieltheorie symmetrischer (2x2)-Spi
. Download Python Programm: Evolutiondre Spieltheorie symmetrischer (2x2)-Sy /e
. (Version 1, Version 2 , Version 3)
' View Jupyter Notebook: Evolutionédre Spieltheorie unsymmetrischer (2x2)-Spiele

Computer

Physik der sozio-6konomischen Systeme mit dem

(Physics of Socio-Economic Systems with the Computer)

Vorlesung gehalten an der JW.Goethe-Universitdt in Frankfurt am Main

(Wintersemester 2025/26)

von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

Frankfurt am Main 27.10.2025

Erster Vorlesungsteil:

Klassifizierung evolutionarer Bi-Matrix Spiele ( unsymmetrische (2 x 2)-Spiele )

Einflihrung

In diesem Unterkapitel werden die unterschiedlichen Spieltypen evolutiondrer Bi-Matrix Spiele ( unsymmetrische (2 x 2)-

Spiele ) klassifiziert. Ausgangspunkt sind die folgenden allgemeinen Auszahlungsmatrizen der Spielergruppen A und B. Da es

T
~B ~A
sich um unsymmetrische Auszahlungsmatrizen nehmen wir das Folgende an: § # ($ ) .

-4 (858 -3 (87 8 (1)
s 8%/ s 85

Unsymmetrische (2 x 2) Spiele lassen sich in die folgenden Spielklassen gliedern:

Die Klasse der Eckenspiele (engl.: corner class games )

Ein Eckenspiel liegt vor, falls eine der Auszahlungsmatrizen der Spielergruppen eine dominante Struktur hat; falls $“1 oder $B

ein dominantes Spiel ist.




Bi-Matrix Spiele mit

NN den Python Programmen
06|\ \ bimatrix1.py und bimatrixia.py
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http://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPROG/index.html
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EinfGhrung in die Programmierung fir Studierende der Physik

Voorlesung 8

Differentialgleichungen: Numerische Losung von
Anfangswertproblemen

Im vorigen Unterpunkt hatten wir die Bewegung einzelner Teilchen in einer Kiste simuliert. In der Physik ist die zeitliche
Entwicklung eines Systems of in Form von Differentialgleichungen (DGLs) gegeben. In diesem Unterpunkt betrachten wir
das numerische Losen einer Differentialgleichung erster Ordnung der Form

i = "~ fey) mita<t<b, ya)=a
Die Funktion f(t,y(t)) bestimmt die DGL und somit das Verhalten der gesuchten Funktion y(¢). Es wird hierbei

vorausgesetzt, dass f(t,y(t)) auf einer Teilmenge D = {(¢,y)|a <t < b, —oo < y < oo} kontinuierlich definiert ist. Weiter
wird angenommen, dass das so definierte Anfangswertproblem "well-posed" ist und eine eindeutige Losung y(t) existiert
("well-posed" bedeutet hier, dass die Differentialgleichung eine Struktur hat, bei der kleine Storungen im Anfangszustand

nicht exponentiell anwachsen). Wir hatten bereits gesehen, wie man Differentialgleichungen mittels Jupyter Notebooks

und SymPy DGLs analytisch lost (siehe Jupyter Notebooks und das Rechnen mit symbolischen Ausdriicken). Nicht jede

DGL lasst sich analytisch losen und falls der Befehl "dsolve()" keine sinnvollen Resultate liefert, muss man die zeitliche

Entwicklung der Funktion y(¢) numerisch berechnen. Die numerische Losung der DGL kann man sich auch direkt in
Python mittels der Methode "integrate.odeint()" berechnen (Python-Modul "scipy" ). Mochte man die Losung jedoch in
einem C++ Programm berechnen, so ist man auf die Anwendung eines numerischen Verfahrens angewiesen.




Das einfache Euler Verfahren zum Losen einer DGL

h

Das wohl einfachste Verfahren zum Losen einer DGL erster Ordnung ist die Euler Methode. Hierzu schreibt man die DGL
als eine Differenzengleichung um

dy(t)
— = Jty() — Ay=ft,y)-At — Ay=h-f(ty)
und unterteilt das Zeitintervall [a,b] in N + 1 aquidistante Zeit-Gitterpunkte (to, t1,%2,...,tx), wobei
ti=a+1th Vi=0,1,2,...,N.Im Algorithmus der Euler Methode startet man beit =ty und y = yo = «
(Anfangsbedingungen des Systems) und erhoht dann iterativ die Zeit ¢ um den Wert von h. Den neuen y-Wert erhalt man
mittels y; = yo + h - f(to,yo) und man fithrt das Verfahren so lange aus, bis man an den letzten zeitlichen Gitterpunkt
gelangt.

Betrachten wir z.B. die einfache Differentialgleichung

B _ ft,900) = —u(t)

die den exponentiellen Abfall einer Funktion y(¢) beschreibt. Obwohl sich die allgemeine Losung der DGL einfach
bestimmen ladsst (y(t) = a - e %, mit @ = y(0)), méchten wir die DGL auf numerischem Wege 16sen. Das folgende C++
Programm benutzt die Eulermethode und entwickelt die obere Differentialgleichung im Zeitintervall [a, b] = [0, 2] mittels
101 Gitterpunkten. Die simulierten Daten werden dann, zusammen mit der analytischen Losung im Terminal ausgegeben.




Numerische Verfahren zum Losen von Differentialgleichung erster Ordnung

Das Euler Verfahren: Yis1 =Y + h- f(ti,y;)

h h
Mittelpunktmethode: Yis1 =Y;i + h- [f(ti + o Yi + Ef(tn yz))]

h
Modifizierte Euler Methode: y;; = v; + 3 flti,yi) + f(ti, yi +h f(ti )]

1
Runge-Kutta Ordnung vier: y;.1 = vy; + = (k1 +2ky + 2ks + ky4) , wobeit:
ki = h f(ti, ;)

h 1
ks =h L o Y1 —k
h 9 f(+2y—|—21)
h 1
ks =h 1% o 11 —k
3 f(+2’£!+22)

7
&
v
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ky=hf(tic1,y: + k3)




Anwendung auf die DGL:'% =y—1+1

I MIticeo ¢ yuiun supytor mULLpULR VUL s.ipyHp. s ULUUL -~ BUL L.udL

Tuer

#include <stdio.h> ta Input- und Output Bibliothek in C, z.B intf(.. h
#include <cmath Bibliothek f sthemati e > -Funkti Bet

double f(double t, double y){ Definiti
double wert;
wert =y - pow(t,2) +1; Eigentliche Definiti je
return wert; e swert r F

} :

double y analytisch(double t, double alpha){ Analytis k
double wert; el gegebene
wert = (alpha + (pow(t,2) + 2*t + 1)*exp(-t) -1)*exp(t); Ei tl
return wert; R

int main(){
double a - tergrenze des Zeit-Inter
double b = 2; Dbergrenze des Intervall
int N = 16; 723 bunkte
double h = (b - a)/N; v swische
double alpha = 0.5; Anfa ert bei t=
double t; Aktueller Zeit t
double y Euler = alpha; ek ti | Initialisie
double y Midpoint = alpha; Del ti Initialisie
double y Euler M = alpha; ok t Init ie
double y RungeK 4 = alpha; Del
double k1, k2, k3, k4; e

printf("# 0: Index i \n# 1: t-Wert \n# 2: Euler Methode \n"); Be
printf("# 3: Mittelpunkt Methode \n# 4: Modifizierte Euler Methode \n"); Be

printf("# 5: Runge-Kutta Ordnung vier # 6: Analytische Loesung ")z e

for(int i = 0; i <= N; ++i){ for-Schleife ueber die einzelnen Punkte des t-Inte
t = a + i*h; Zeit-Parameter wi
printf(" D15 f %1 1 1 ",i, t, y Euler, y Midpoint, y Euler M, y RungeK 4, y analytisch(t,0.5));

y Euler = y Euler + h*f(t,y Euler); Eule
y Midpoint = y Midpoint + h*f(t+h/2,y Midpoint+h/2*f(t,y Midpoint)); litte t Met
y Euler M = y Euler M + h/2*( f(t,y Euler M) + f(t+h,y Euler M+h*f(t,y Euler M)) ); Modifizierte E

k1l = h*f(t,y RungeK 4);

k2 = h*f(t+h/2,y RungeK 4+k1/2); 2
k3 = h*f(t+h/2,y RungeK 4+k2/2);

k4 = h*f(t+h,y RungeK 4+k3);

y RungeK 4 = y RungeK 4 + (k1 + 2*¥k2 + 2*k3 + k4)/6;




Anwendung auf die DGL:‘%

Euler Methode

— Euler — Lossung

—— Apalytische Losung

Mittelpunkt Methode

y— 41

.5 1.0 1.5 2.0
t

Modifizierte Euler Methode

—— Mittalpunkt

—— Apalytische Losung

Los=nnsz

—— NMedifizierteEuler — Lissung

—— Apalytische Losung

0.5

Runge-Kutta Ordnung wier

—— Runge — KuttaOrdmingyvier

—— Analytische Lowsung
oddeint( ) — Lossung

Lismung

1.0
t



https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPROG/pics/illustration_DeborahMoldawski.jpg

Einflihrung in die Programmierung fur Studierende der Physik

(Introduction to Programming for Physicists)
Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitat in Frankfurt am Main
Numerisches Losen
einer DGL erster Ordnung
mit Python

(Sommersemester 2025)
von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

Erster Vorlesungsteil:

Numerisches Lésen von Differentialgleichungen (das Anfangswertproblem)

Dieses Jupyter Notebook basiert auf den Materialien der Vorlesung "Einfiihrung in die Programmierung fir Studierende der Physik (Introduction to Programming for

Physicists)" (siehe Vorlesung 8).

Allgemeine Betrachtungen

Zunachst wird das Python Modul "sympy" eingebunden, das ein Computer-Algebra-System flir Python bereitstellt und eine Vielzahl an symbolischen Berechnungen im
Bereich der Mathematik und Physik relativ einfach méglich macht (weiteres siehe Vorlesung 6 Jupyter Notebooks und das Rechnen mit symbolischen Ausdricken). Falls

Sie das "sympy" Modul das erste Mal verwenden, missen Sie es zunachst in Ihrer Python 3 Umgebung installieren (z.B. in einem Linux Terminal mit "pip3 install sympy").

from sympy import *
init_printing()

Wir betrachten in diesem Jupyter Notebook das numerische Lésen einer Differentialgleichung (DGL) erster Ordnung der Form

o dy(t) : _
y(t)—T = f(t,y(t)) ,mit:a <t<b, yla)=a . (1)
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Physik der sozio-6konomischen Systeme mit dem Computer

(Physics of Socio-Economic Systems with the Computer)
Vorlesung gehalten an der JW.Goethe-Universitat in Frankfurt am Main 30'6
(Wintersemester 2025/26) Anwendung: 041

von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske Evolutionare Spieltheorie 02]

----- Python Loesung odeint()
—— C+ + Loesung

Frankfurt am Main 22.08.2025 Download Jupyter Notebook VPSOC_DGL _1.ipynb L , , , . : . . :
_ View Jupyter Notebook VPSOC DGL _1.html ’ ' ? ’ . ’ ’ { °
Erster Vorlesungsteil: Download C++ Programm evoll.cpp

Numerisches Losen von Differentialgleichungen (das Anfangswertproblem)

Dieses Jupyter Notebook basiert auf den Materialien der Vorlesung "Einfihrung in die Programmierung fur Studierende der Physik (Introduction to Programming for Physicists)" (siehe Vorlesung

8 ). Das Anfangswertproblem wird zunéchst allgemein behandelt und am Ende auf die Differentialgleichung der Replikatordynamik der evolutiondren Spieltheorie angewendet.

Allgemeine Betrachtungen

Zunachst wird das Python Modul "sympy" eingebunden, das ein Computer-Algebra-System fur Python bereitstellt und eine Vielzahl an symbaolischen Berechnungen im Bereich der Mathematik
und Physik relativ einfach méglich macht (weiteres siehe Vorlesung 6 Jupyter Notebooks und das Rechnen mit symbolischen Ausdrticken). Falls Sie das "sympy" Modul das erste Mal verwenden,

mussen Sie es zundchst in lhrer Python 3 Umgebung installieren (z.B. in einem Linux Terminal mit "pip3 install sympy").

from sympy import *
init_printing()

Wir betrachten in diesem Jupyter Notebook das numerische Lésen einer Differentialgleichung (DGL) erster Ordnung der Form

_ dy(t) .
y(t) = —— = f(t,y(t)) ,mitta<t<b, yla)=oa . (1)




(lasse dsolve : ‘TJ
2 Berechnung der Lo einer Differentialgleichung : JﬁzzékéﬂmiﬂﬂﬂﬂﬁSE:F

mittels Runge-Kutta Ordnung vier Verfahren programm mw\'&m‘ﬁe‘i‘w it “M*“g;"ﬂ"w&ﬁm\ﬁ
4 Verfahren zur Loe der DGL ist in eine Klasse a C++ WMBTW;“;‘%%&}W el mxﬁﬁmwhwmx&m
5 Zeitentwicklung der r unterschiedliche t-Werte uBerdem werden wit, pachdem wic it D merischen Tntegration betaachies: werden i oo
6 Konstrukto dsolvel fangszeit ta, Endzeit tb, A . vangswert alpha=x(ta) =

* Anwendungsfall: Evolutiondre Spieltheorie eines syn e nen (2x2)-Spiels, g(x)=o(t,x)=f(t.x

9 #include <stdio.h> // Standard Input- und Output Bibliothek in C, z.B. printf(...)
0 #include <cmath= // Bibliothek fir mathematisches (e-Funktion, Betrag, )
i #include <vector> // Vector-Container der Standardbibliothek
2 #include <functional> // Funktionen in der Argumentenliste von Funktionen
3 using namespace std: // Benutze den Namensraum std

class dsolved

) inition der Kla
6 double ta = 9; :

ergrenze in dem die Loesung ber

7 double tb = 2; rgrenze

8 int N = 18; ahl der aufgeteilt wird

9 double alpha = 8.5; angswert

0]
21 vector<double> x: // Deklaration eines double zum speichern der Loesung 2
22 vector<double> Zeit: // Deklaration eines double zum speichern der Zeit-Werte El
24 public:
25 // Konstruktor mit funf Argumenten (Initialisierung der Parameter, Berechnung der Loesung de
26 dsolve(double ta_, double tb_, int N_. double alpha_, function< double{double, double) = f) : tal(ta_).tb(tb_).N(N_),alphaialpha_) {
27 double h = (tb - ta)/N: // Abstand dt zwischen den aeguidistanten Punkten des t-Intervalls (h=dt)
28 double ki, k2, k3, k4: // Deklaration der vier Runge-Kutta Parameter
29 Zeit.push_back{ta_): // Zum Zeit-Vektor die Anfangszeit eintragen
30 x.push_back(alpha_); // Zum x-Vektor den Anfangswert alpha =x(ta) eintragen

2 for(int i=0; i1 < N; ++i)}{ 22 S S Beklesss = . : Trsn Buslsa das do T e
33 k1 = h+f(Zeitril.xril): 47 // Definition der Funktion g(t,x), Gleichung der DGL dx/dt=g(t,x)=f(t,x)
= K2 = h*f(Z 'tE > h‘,.fj N K1/2): 48 double g(double t, double x){
2l v 5 e} u}i’ :._,x[}] a5 re); 49 double a = 2; // Auszahlungsparameter a des symmetrischen (2x2)-Spiels
35 k3 = h+f(Zeit[i1]+h/2,x[1] + k2/2); 50 double b = 4; // Auszahlungsparameter b des symmetrischen (2x2)-Spiels
36 k4 = h*fi{Zeit[i1+h,x[1] + k3);: 51 double ¢ = 0; // Auszahlungsparameter c des symmetrischen (2x2)-Spiels
N5, i y 52 double d = 5; // Auszahlungsparameter d des symmetrischen (2x2)-Spiels
= ) ) g 53 double wert = ( (a-c)*(x-x*x) + (b-d)*(1.0 - 2.0%x + X*X) )*X;
38 x.push_back(x[i1] + (k1 + 2%xk2 + 2»k3 + k4)/6); 54 return wert; // Rueckgabewert der Funktion
39 Zeit.push_backi(ta + (i+1)+h); 55 |} // Ende der Funktion g(t,x)

‘ ) - 56

1f : 57 int main(){ // Hauptfunktion
41 r 58 dsolve Loes {0,8,1000,0.36,9}; // Benutzt Konstruktor mit ta=0, tbh=8, N=1000, alpha=0.36,
42 59
43 const vector<double-& get x() const { return x; } g(f printf("# 0: Index i1 \n# 1: t-Wert \n# 2: x-Wert \n"); // Beschreibung der ausgegebenen Groessen
44 const vector<double-& get_zeit() const { return Zeit; ! 62 for(size_t 1=0; 1 < Loes.get_zeit().size(); ++i){ // for-Schleife zur Terminalausgabe der Loesung
45 } 63 printf("s31d %19.15F %10.15F \n",1, Loes.get_zeit()[1], Loes.get_x()[i]};

// Ende for-Schleife der Terminalausgabe
+ // Ende der Hauptfunktion




Vorlesung 9

In dieser Vorlesung befassen wir uns zunichst mut dem numernschen Losen von Systemen gekoppelter
Difterentialgleichungen und Differentialgleichungen zweiter Ordnung und stellen 1m daraut tolgenden Teil
mogliche Programmierprojekte vor, von denen wir emige 1im Laufe der Vorlesung noch bearbeitet werden.

Beim Klicken auf die Uberschriften der Projekte gelangen Sie zu einer detaillierteren Beschreibung der

einzelnen Projektthemen.

Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen und Differentialgleichungen zweiter Ordnung

In der vorigen Vorlesung hatten wir die unterschiedlichen Verfahren zum Lésen von Differentialgleichungen
erster Ordnung kennengelernt. Die Bewegungsgleichungen vieler physikalischer Systeme sind jedoch von
zweiter Ordnung in der Zeit und in diesem Teilkapitel beschreiben wir die Vorgehensweise wie man solche
Differentialgleichungen héherer Ordnung numerisch muttels eines C++ Programmes l6st. Um eine
Differentialgleichung zweiter Ordnung mittels des Computers 16sen zu kénnen, schreibt man die DGL
zunichst 1 ein System von zwei gekoppelten Differentialgleichungen ersten Ordnung um und diese 16st man
dann mit den Verfahren, die in der vorigen Vorlesung behandelt wurden. In diesem Unterpunkt werden wir
uns zunichst mut Systemen von gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung befassen und dann das
numerische Losen von Differentialgleichungen zweiter Ordnung vorstellen (niheres siehe Systeme von
gekoppelten Differentialgleichungen und Differentialgleichungen zweiter Ordnung).

Vorlesung 9

Das numernische Losen von Ditterentialgleichungen ist ein
mathematisch anspruchsvolles Thema und kann 1n dieser
Vorlesung nicht im Detail erlautert werden. Im ersten Teil dieser
Vorilesung sollen die im vorigen Unterpunkt
(Ditferentialgleichungen: Numerische L.osung von

Anfangswertproblemen) besprochenen Verfahren aut Systeme von

gekoppelten Differentialgleichungen und Ditferentialgleichungen
zweiter Ordnung angewendet werden. Die Bewegungsgleichungen
vieler physikalischer Systeme sind von zweiter Ordnung 1n der Zeit
und es soll die Vorgehensweise besprochen werden, wie man
solche Differentialgleichungen héherer Ordnung numerisch
mittels emnes C++ Programmes 16st.
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Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen und Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

Im vorigen Unterpunkt hatten wir die unterschiedlichen Verfahren zum Losen von Differentialgleichungen erster Ordnung kennengelernt. Die
Bewegungsgleichungen vieler physikalischer Systeme sind jedoch von zweiter Ordnung in der Zeit und dieses Unterkapitel der Vorlesung 9 befasst sich damit, wie
man solche Differentialgleichungen hoherer Ordnung numerisch mittels eines C+4+4 Programmes lost. Um ein Differentialgleichung zweiter Ordnung mittels des
Computers losen zu konnen, schreibt man zunachst die DGL in ein System von zwei gekoppelten Differentialgleichungen ersten Ordnung um und diese lost man
dann mit den Verfahren, die in der vorigen Vorlesung behandelt wurden. In diesem Unterpunkt werden wir uns zunachst mit Systemen von gekoppelten
Differentialgleichungen erster Ordnung befassen und dann das numerische Losen von Differentialgleichungen zweiter Ordnung vorstellen.

Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen

Wir betrachten zunachst das numerische Losen eines Systems von m-gekoppelten Differentialgleichungen (DGLs) erster Ordnung der Form

. dy
yl(t) = d_tl = fl(tﬂ Yi.Y2,5- - -:ym)
. dyo
yg(t) = E - f?(tsylsyﬂs . wym)
y3(t) = ... =
. dYm
ym(t): dt :fm(taylay%'--aym} 3

wobei die zeitliche Entwicklung der Vektorfunktion y(t) = (y1(t), y2(t),...,ym(t)) in den Grenzen a < t < b gesucht wird. Die m-Funktionen
filt,y1,y2, ...y Ym), 1 € [1,2,...,m] bestimmen das System der DGLs und somit das Verhalten der gesuchten Funktion 3(t). Es wird hierbei vorausgesetzt, dass die

Funktionen f;(t,41,¥2,-..,Ymnm) auf einer Teilmenge D ( R™1 - D) kontinuierlich definiert sind und das so definierte Anfangswertproblem "well-posed" ist und eine
eindeutige Losung y(t) existiert. Bei gegebener Anfangskonfiguration

yi(a) = ar, ya(a) = a2, ..., ym(a) = an

ist es dann numerisch moglich das System von gekoppelten DGLs zu losen.



Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen »

Wir betrachten zunachst das numerische L.osen eines Systems von m-gekoppelten Differentialgleichungen (DGLs) erster
Ordnung der Form

. d

yl(t) — % — fl(taylayQ'.n' . -:ym)
. dy2

y2(t) — E — f2(t:y1:y21' . ':ym)

Galt) = ... =

dy.m
Jm (T —, — Jm t-.r 1y Y231y Ym )
Un(t) = —= = Fm(ts Y1925+, Ym)

wobei die zeitliche Entwicklung der Vektorfunktion y(t) = (y1(t),y2(t),...,¥n(t)) in den Grenzen a < t < b gesucht wird.
Die m-Funktionen f;(t,y1,42,---,Ym), ¢ € [1,2,...,m] bestimmen das System der DGLs und somit das Verhalten der
gesuchten Funktion y(t). Es wird hierbei vorausgesetzt, dass die Funktionen f;(¢, y1, o, - .., yn) auf einer Teilmenge D (

R™" O D) kontinuierlich definiert sind und das so definierte Anfangswertproblem "well-posed" ist und eine eindeutige
Losung y(t) existiert. Bei gegebener Anfangskonfiguration

yi(a) = a1, yp(a) =az, ... , ym(a) = an

ist es dann numerisch moglich das System von gekoppelten DGLs zu losen.



Beispiel: Numerische Losung eines Systems von zwei gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung

h
Wir betrachten speziell das folgende System bestehend aus zwei gekoppelten DGLs (m = 2):

. dy

41 (t) = d_tl = 3y + 2y — (282 + 1) - €* = fi(t,y1,2)

. dys 2 2% _ .

ya(t) = e dyy +ya+ (E+2t —4) -e* = fo(t,y1,72)

und sind an der numerischen Losung y(t) = (y1(t), y2(t)) im Zeitintervall ¢ € [0, 1| interessiert. Die Anfangsbedingungen
lauten

y1(0) =1 =1, 12(0) =z =1

Das Losen dieses Systems von DGLs ist auf gleichem Wege moglich, wie man einzelne Differentialgleichungen numerisch
approximiert.




C++ Programm: Implementierung der DGL bestimmenden Funktionen

und analytische Lésungen zum Vergleich

DGL 2.cpp

#include <stdio.h= i I t tput Bibliothek 1 7. E intf
#include <cmath= Bibliothek f themati = e - F ti Bet

double f 1(double t, double y 1, double y 2){ Dek] ti Definiti er F ti f 1(t,yl,y2
double wert;
wert = 3%y 1 + 2*y 2 - (2*pow(t,2) + 1)*exp(2*t); Figentliche Definiti er Funkti
return wert; Rie awert der F ti F 1

} Ende der Funkti

double f 2(double t, double y 1, double y 2){ Dek ti Definiti er F ti f 2(t,yl,y2
double wert;
wert = 4%y 1 +y 2 + (pow(t,2) +2*t - 4)*exp(2*t); Figentliche Definiti er Funkti
return wert; Rug ewert der F t1 f 2

} Ende der Funktion T 2

double y 1 analytisch(double t){ lytische Loe 1(t

double wert; 1 gegebene f ert 1 =1 2 =1
wert = exp(5*t)/3 - exp(-t)/3 + exp(2*t); Eigentliche Definiti s lytische Loe
return wert; Rue awe rt

} Ende der Definiti

double y 2 analytisch(double t){ lytische Loe 2(t
double wert; el gegebene f ert 1(a)=1 2(a)=1
wert = exp(5%t)/3 + 2*exp(-t)/3 + pow(t,2)*exp(2*t); Figentliche Definiti = lytische Loe

return wert; R t
“ } Ende de efiniti




int main(){
double a
double b
intN=1
double h

= 1 nu

double alpha 1
double alpha 2

double t;

double y Eu
double y Ru
double k1 1,
double y Eu
double y Ru

double k1 2,

double tmp;

printf("# 0:
printf("# 4:
printf("# 6:

printf("
printf("

for(int i=0
t=a+
printfi(
printf(

tmp =y
y Euler

kl 1
k1 2
k2 1
k2 2
k3 1
k3 2
k4 1
k4 2

v,

1; I

<

(b - a)/N;
1;
1;

ler 1 = alpha 1;
ngek 4 1 = alpha 1;
k2 1,k3 1,k4 1;
ler 2 = lpha 2;
ngeK 4 2 = alpha 2;
k2 2,k3 2,k4 2;

Index i “n# 1: t-Wert “n# 2: Euler Methode yl
Runge-Kutta Ordnung vier yl
Analytische Loesung yl # 7: AnalytiSChe Loesung y2

1= N; ++1){

i*h;

we - 19.15F %19.15F %19.15F %19.15Ff *,i, t,
" 51 5f ", y RungeK 4 2,

y_E
y 1

Euler 1 + h*f 1(t,y Euler 1,y Euler 2);

2 =y Euler 2 + h*f_2(t,y Euler 1,y Euler 2);
y Euler

1 = tmp;

h*f 1(t,y RungeK 4 1,y RungeK 4 2);

h*f 2(t,y RungeK 4 1,y RungeK 4 2);

h*f 1(t+h/2,y RungeK 4 1+k1 1/2,y RungeK 4 2+kl1 2/2);
h*f 2{t+hf .y _RungeK 4 14kl _1/2,y RungeK 4 2+k1 2/2);
h*f 1(t+h/2,y RungeK 4 1+k2 1/2,y RungeK 4 2+k2 2/2);
h*f 2(t+h/2,y RungeK 4 1+k2 1/2,y RungeK 4 2+k2 2/2);
h*f 1(t+h,y RungeK 4 1+k3 1,y RungeK 4 2+k3 2);

h*f 2(t+h,y RungeK 4 1+k3 1,y RungeK 4 2+k3 2);

y RungeK 4 1 = y RungeK 4 1 + (k1 1 + 2*k2 1 + 2*k3 1 + k4 1)/6;
y RungeK 4 2 = y RungeK 4 2 + (k1 2 + 2*k2 2 + 2*k3 2 + k4 2)/6;

analytlsch{t}

o

R

# 3: Euler Methode y2
# 5: Runge-Kutta Ordnung vier y2

t, y Euler 1, y_ Euler 2, y RungeK 4 1);
", y RungeK 4 2, y 1 analytisch(t),

'y 2 analytisch(t));

Euler 1, y Euler 2, .y.RungeK 4 1}
y_E_analytlsch[t}}

o m

o m

main()-Programm
Zur Losung des

i fuer Systems bestehend
SR aus zwel DGLs erster
K4 fuer 31 Ordnung




S Ao N ATAT T . = . ~ -
e-Aspire-A717-72G: g+ VOL_Z.CPJ
a_Acnire-A717-72G: - 2 out
e-Aspire-A717-72G: ? d.out

= (b - 2: EL
alpha 1 3 cepin o t}
alpha 2 Ry ?*: iy

e t;
double y Euler 1 = alpha_
e y RungeK 4 1 = alp

kl_l_.h.1 1,k3 1,ké {
y Euler 2 = alpha_

y RungeK 4 2 = alp

2,k2 2,k3 2, k4

3
~ O

> >

00 b=

s LN = O

N

W N -

B e

N

SRR R R R X<

) 00

SO T S S S S S

printf(
printfi(
printf(
printf(
printf(

~J O,

y O W

0

B W UWNNMPMOOC

5

o

CANATIIINALITOS
VUL L1JO3UK1/00

D Pub fub Pub fub fub fub b fub b fud b fub
S o o S S S S S S S S S
BoPeh peh e b e peh e peh e peh e

T T T T T T W

Ao e e e

Ao e e (

]~

for(int i=0; i ==
t =a + i*h;
printf(" "1, t y Euler 1, vy
printf(" y RungekK 4 2, y 1 analyti

tmp = y Euler 1 + h=f 0 35.9 35 3
_ELI]_E‘T'_E Y 1 37.5 37 15
y Euler 1 = tup; 92 39.3 39 4

1 = h*f lft,v Rung 94 43.0 43

2 h+f 2(t, 5 45.0 45 44 .81

1 h*f_l.t+h_ )6 47.1 47 7.04

2 = h*f 2({t+h/ 7 49 19. 49.38

1 = h*f 1(t+h/ 8 51 51 51.83

2 = h*f _2(t+h/ 9 >4 >4 54.40

1 = h*f 1|rt+h 56 - 57

2 = h*f |t+I‘|

y RungeK 4 1 = Runueh 41+ (k1
,_Hungth_ 2 =y RungeK 4 2 + (k1_

o




Visualisierung und numerische Losung mittels Python N

Beim Klicken auf das untere rechte Bild gelangen Sie zu dem Jupyter Notebook DGL_2.ipynb in dem eine Visualisierung

der Ergebnisse des oberen C++ Programms programmiert ist. Die untere Abbildung auf der linken Seite zeigt z.B. die

Visualisierung der Daten von DGL_2.cpp. Zusatzlich wird in dem Notebook auch die numerische Losung direkt in Python
generiert (Methode "integrate.odeint()" im Python-Modul "scipy") und mit den simulierten Daten der unterschiedlichen
Verfahren verglichen.

1y, U2

g, N2

0.0

—0.2

Euler Methode

U.IU

0.2

0. ujqi
t

Analytische Loesung

1y, U2

ny, N2

odeint() Methode

0.2

0. u,'u
t

Runge-Kutta Ordnung vier

0.8

gt

vit)

Einflihrung in die Programmierung fiir Studierende der Physik

(Introduction to Programming for Physicists)

Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitét in Frankfurt am Main

(Sommersemester 2025)
von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

Frankfurt am Main 27.01.2025

Numerisches Losen von Differentialgleichungen

Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen und Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Im Jupyter Notebook DGL_1_2025.ipynb haben wir einige in Python implementierte Lésungsmethoden fir Differentialgleichungen erster Ordnung kennengelernt. In
diesem Notebook werden wir uns zunachst mit Systemen von gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung befassen und dann das numerische Lésen von

Differentialgleichungen zweiter Ordnung vorstellen.

Systeme von gekoppelten Differentialgleichungen
Wir betrachten zunéchst das numerische Losen eines Systems von m-gekoppelten Differentialgleichungen (DGLs) erster Ordnung der Form

. dyy
hi(t) = —-

= t
7 Filt y1, Y2, -3 Ym)

. dya
2 (t) = e falt,un, 42,y Ym)
aalt) = ... =



https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPROG/pics/illustration_DeborahMoldawski.jpg

~—— Replikatordynamik (2xM)-Spiele

Wir beschranken uns zunachst auf symmetrische (2xM)-Spiele , d.h. zwei Personen -
M Strategien Spiele. Da es sich um symmetrische Spiele handelt, sind alle Spieler
gleichberechtigt und man kann von einer homogenen Population ausgehen.

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik beschreibt wie sich die einzelnen

Populationsanteil der zur Zeit t gewéihlten Strategien x,(?) , j=1,2,...M im Laufe der
Zeit entwickeln.

%)= —L= = x(t) - Z $c - 1 (£) - Z Z B0 - % (8) - 1, (1)
=1 k=1
= Y P v i
Wobei die Parameter $, die einzelnen
Eintrage in der Auszahlﬁngsmatzrix des \ \

1.Spielers darstellen (" Fitnessder ) Durschnittliche
oG Strategie j Fitness
S . (Auszahlung) der
s .Durchschmtt— gesamten
licher Erfolg der Population
s $'" ¢ \_ j-ten Strategie / \ /
M1 M2 M3 MM




- Replikatordynamik—— .

= (fiir symmetrische (2x3)-Spiele)

Wir beschranken uns nun auf symmetrische (2x3)-Spiele , d.h. zwei Personen - 3
Strategien Spiele (M=3). Die Differentialgleichung der Replikatordynamik
vereinfacht sich unter dieser Annahme wie folgt:

Pl

L3
dox:
90— 5o Z B 1e(®) = ) ) i 1(8) -1 (0

[=1 k=1

_$j1'x1+$j2'x2+$j3°X3_
ﬁ:x” $11 %1 x1 + 810 x1 - xp + 893 %7 - x3 +
dt J == +$21'X2'X1+$22'Xz‘X2+$23'x2'X3+
|\ 831 x3 - x1 + 835 - x3 - x5 + $33 - X3 X3
i 123 Y |

$




/Repllkato rdynamik—— =

(fir symmetrische (2x3)-Spiele)

Man erhalt ein System von drei gekoppelten Differentialgleichungen:

dx -
d—tl=x1-[$11-x1+$12-x2+$13-x3—$]
dx .
d_t2=x2‘[$21'x1+$22‘x2+$23'x3_$]
dx -
d—t3=x3-[$31-x1+$32-x2+$33-x3—$]

Das System von Differentialgleichungen lasst sich bei gegebener
Auszahlungsmatrix § und Anfangsbedingung (x1 (0),x,(0), x, (0)) meist nur
nummerisch (auf dem Computer) 16sen. Die Losungen bestehen dann aus den drei
(zeitlich abhingigen) Populationsanteilen (x,(¢), x,(z), x,(¢)) -



/Re pl I kato rd_y_lﬁ-m—l—I% Strategie 1 (O, O) (2’ _1) (_1 ’ 2)
(fir symmetrische (2x3)-Spiele, Beispiel 1)

. . S waeger (a,2)  (0,0)  (2,7)
Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel

eines (2x3)-Spiels mit der rechts Strategie 3 (2, -1) (41, 2) (0, 0)
angegebenen Auszahlungsstruktur: ’ ) ,

Die rechte Abbildung zeigt die zeitliche 1 N 2ur
Entwicklung der relativen : | Reine Strategie 3 | /g alisieru ng
Populationsanteile der gewahlten - N d
s 0 v e 0.84 t=0. - ~, er

Strategien f1.1r drei mogh.che. . ; L NN Gemischtes | gyolutiondren
Anfangsbedmgu.ngen. Die einzige : 7 _:‘-\:s-\\ ng}CIh e | Entwicklung
eV(.)luFlonéir s.tablle Strategie dieses 0.6 ; N\ and Esgs benutzt man of
Beispiels I.Jefmdeft sich beim gemils$hlten 2 : ; }/;» :'\ \:&% die sogen.
N:.—lsh.—Glelchgewmht (5’5’5] 04 P 7 g vy barycentric
Die einzelnen Pfeile im Dreieck o Iy A TR SR
veranschaulichen den durch die : RIS/ 2 T

: - : o i TN Ny L X
Sp-lelmatrlx b-estimmten. Strategler} 0.2- I AN S 1 1 yi=x, + 3
,2Richtungswind®, dem die Population AR RS s _ l s 2 2
zeitlich folgen wird. /TS e -

Zi= X

/? 0.2 0.4 0.6 0.8 /n
y
Reine Strategie 1 Reine Strategie 2




- Replikatordy

(fir symmetrische (2x3)-Spiele, Beispiel 2)

Wir betrachten im Folgenden ein Beispiel

eines (2x3)-Spiels mit der rechts
angegebenen Auszahlungsstruktur:

Die rechte Abbildung zeigt die zeitliche
Entwicklung der relativen
Populationsanteile der gewahlten
Strategien fuir drei mogliche
Anfangsbedingungen. Das Spiel besitzt
drei Nash-Gleichgewichte in reinen
Strategien, die ebenfalls evolutionar
stabile Strategien darstellen. Welche
der drei ESS die Population realisiert
hangt von dem Anfangswert der
Populationsanteile ab. Die zeitliche
Entwicklung folgt wieder dem
Strategien-,Richtungswind® der
zugrundeliegenden
Auszahlungsmatrix.

0.8-
0.6-
0.4-

0.2-

Strategie 1 Strategie 2 Strategie 3 /

Strategie 1 (O, O) (-3, —3) (-1 ’ ‘1)
Strategie 2 (_3 , _3) (O . O) (‘1 ’ '1)
Strategie 3 (_1 , _1) (—1 ) —1) (0 ’ 0)
I\ Reine Strategie 3
IrITI
t=0. FT
FT1T71A4
TTTT1T1
TT1T1717
LRI X
AR IR IR IR A
NI IR IR Y Vs
AN IR e

ARE LN \‘TIIII PV
— A RN
P AL U S -
o oo, P, A fc)",—*,ma-au
H_:_:_ba-n.,% NN A M,a-a.=:_:__’

t_—ﬁ.a-:.::hh-.%-a-"“-- S

T'-"'*—b-..._)

1 ,‘.—¢—=-¢=—a—c=—d-=-1--ﬁ-.*\ /‘..-—-*..-dr.:-p_¢_p_.=5.=.4...__*

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y /

Reine Strategie 1

Reine Strategie 2



/Repllkatordvn—amﬂ%m

(Klassifizierung symmetrische (2x3)-Spiele) In: Global Theory of Dynamical
Systems, Springer 1980

021 1 0 1 EIEi-i
P 2 " -1 02 101 -1 0 3 305
E. C. Zeeman zeigt in seinem “" ““i%i& 1 & na;ééh

im Jahre 1980 verotffentlichten
Artikel, dass man evolutionare,

symmetrische (2x3)-Spiele in 19 (33 z (10 E (333)
Klassen einteilen kann. Die

Abbildung rechts zeigt das
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Anwendungsfelder Spieltheorie

* Anwendungsfelder in den Wirtschafts- Sozialwissenschaften und
Biologie

Experimentelle Okonomie
Die Finanzkrise als Falke-Taube Spiel
Die Entstehung einer dritten Strategie im Elfmeter-Spiel (Nesken Effekt)

Evolutionare Entwicklung einer Eidechsen Population als symmetrisches (2x3)-
Spiel

Das Rauber-Beute Spiel und die Lotka-Volterra-Gleichung

Die Klimakrise als Populationsdilemma
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e , wd)/2, .
Das Falke-Taube Spiel (((lfh_d))/z) (P ©)

Falke - (0, pn) (pm/2, pm/2)

Das Falke-Taube-Spiel modelliert urspringlich den
Falke Wettkampf um eine Ressource (z.B. Nistplatz). Das
Taube Spiel wird jedoch oft auch auf andere Systeme
angewendet, wobei die Taube-Strategie eine
friedliche Verhaltensweise symbolisiert und die

Falke Falke-Strategie ein aggressives Verhalten.
Im folgenden Artikel wird das Falke-Taube-Spiel auf
Taube % den Immobilien-Investmentmarkt angewendet
Taube (Spieler-Population: Investmentbanker).
Parameter|  Risk of TABLE I:. Payoff matrix for investment bankers A and B
T "ie‘”‘“:g“\'”\"f‘““”‘ ARan within the Hawk-Dove game. The parameters ave defined as
P2 MEDIUM 105]3 follows: pp: high selling premium, d: disutility resulting from

fighting and p,,: moderate selling premium.

TABLE II: Parameters of the three different sets of the un-
derlying payoff matrix used to model the investment market
of the Hawk-Dove game.
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ABSTRACT

The last financial and economic crisis demonstrated the dysfunctional long-term effects
of aggressive behaviour in financial markets. Yet, evolutionary game theory predicts that
under the condition of strategic dependence a certain degree of aggressive behaviour
remains within a given population of agents. However, as a consequence of the financial
crisis, it would be desirable to change the “rules of the game" in a way that prevents the
occurrence of any aggressive behaviourand thereby also the danger of market crashes. The
paper picks up this aspect. Through the extension of the well-known hawk-dove game by
a quantum approach, we can show that dependent on entanglement, evolutionary stable
strategies also can emerge, which are not predicted by the classical evolutionary game
theory and where the total economic population uses a non-aggressive quantum strategy.

© 2010 Elsevier B.V. All rights reserved.

Wie entwickelt sich der
Populationsvektor x(t) der
Investmentbanker im Laufe
der Zeit?

Benutzen Sie hierbei die drei

unterschiedlichen
Parametersets der
vorigen Folie.
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~ Fiskalbehorde Keine neuen Weiter Schulden
T . Schulden machen
: Geldbehord
~Das Spiel der e dbenorde

Geldpolitik 3,3)  (2,4)
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Eine nationale, oder auch europaische Geldpolitik ist stets in einem fiskalpolitischen Diskurs. Die
Geldbehorde (Zentralbank), die z.B. durch eine Verknappung der Geldmenge (kontraktive/restriktive)
Geldpolitik bzw. eine Ausdehnung der Geldmenge (expansive Geldpolitik), eine stabile bzw. unstabile
Strategie wahlen kann, ist bestrebt ihre geldpolitischen Ziele (z.B. Preisniveaustabilitat) durchzusetzen.
Sowohl die Entscheidungstrager der Geldpolitik als auch die Politiker, welche eine fiskalpolitische
Entscheidung zu treffen haben, befinden sich in einem wiederholten Spiel. Laut Gerhard Illing (Theorie
der Geldpolitik, Kapitel 10.2) ist das gesamte geldpolitische Spiel, in erster Naherung, wie in der obigen
Spielmatrix zu approximieren. Zusatzlich wirkt das globale Finanznetzwerk, zusammengesetzt (unter
anderem) aus einer Vielzahl von Spekulanten, auf die Regierung ein, indem sie durch spekulativen

Devisenhandel Wahrungskurse attackieren. Naheres siehe: Hochschul-Sommerkurses 2011, ,Money, Money,
Money: Deutschlands Wirtschafts- und Finanzleben® (https://itp.uni-
frankfurt.de/~hanauske/new/HSK_20m/index.html)
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Obwohl hier eine symmetrische Spielmatrix vorliegt, ist das
zugrundeliegende Spiel als Bi-Matrix Spiel zu beschreiben. In
welche Klasse von Bi-Matrix Spielen ist das Spiel einzuordnen?
Beschreiben Sie die moglichen zeitlichen Entwicklungen.

Benutzen Sie hierbei das folgende Maple oder Python Programm:
1) Bi-Matrix Spiele (Maple): https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/T1/maple/I-2-4/BiMatrixi.html
2) Bi-Matrix Spiele (Python): https://itp.uni-frankfurt.de/~hanauske/VPSOC/2025/jupyter/EvolutionSpiel3.html
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Anwendungsfelder der Spieltheorie (I)

Biologie
e Verteilung von Bakterien in Organismen

Siehe z.B.: Kerr, Feldmann, Nature 2002

e Kooperation von Virus-Populationen
Siehe z.B.: Turner, Chao, Nature 1999

e Paarungsstrategien von Eidechsen
Siehe z.B.: Sinervo, Hazard, Nature 1996

e Evolutiondre Entwicklung von Makromolekiilen
Siehe z.B.: Eigen, Schuster, Naturwissenschaften 64, 1977



Evolutionare Spieltheorie
Evolutionare Entwicklung von biologischen Systemen

Quasispezies und die Fitness der Genom Sequenz

Viele der in diesem Unterkapitel behandelten Systeme sind dem Buch Martin A. Nowak, Evolutionary Dynamics - Exploring the Equations of Life, 2006

entnommen, welches eine sehr gute und allgemein verstindliche Einfiihrung in das Themengebiet der evolutionidren Dynamik darstellt. Obwohl der Fokus
dieses Buches im Bereich der Evolution von biologischen Systemen liegt (siehe Kapitel 10: HIV Infection, Kapitel 11: Evolution of Virulence, Kapitel 12:
Evolutionary Dynamics of Cancer, und Kapitel 13: Language Evolution), sind die Kapitel 1-9 weitgehend allgemein formuliert. Die evolutionire Dynamik
unterschiedlicher Spezien einer Tierart und der Mechanismus wie Tierarten ineinander iibergehen wurde von Charles Darwin bereits im Jahre 1840
beschrieben. Im Jahre 1973 stellte John Maynard Smith eine Verbindung zwischen den Populationsgleichungen der Biologie und der evolutioniren
Spieltheorie her. Das Konzept der Quasi-Spezien (Ensemble von dhnlichen Genomen Sequenzer; (Erbgut eines Lebewesens) welches durch einen Prozess
der Mutation und Selektion entstanden ist) wurde von Manfred Eigen und Peter Schuster entwickelt (siehe Kapitel 3.3: Martin A. Nowak, Evolutionary

Dynamics - Exploring the Equations of Life). Die Struktur der Quasi-Spezien Differentialgleichung ist den Gleichungen der evolutionidren Spieltheorie sehr

dhnlich (siehe Bild 3.4 und 4.5: Martin A. Nowak, Evolutionary Dynamics - Exploring the Equations of Life). Die evolutionidre Vorteilhaftigkeit einer

Genom Sequenz wird hierbei als die Fitness der Quasi-Spezie bezeichnet. Quasi-Spezien entsprechen den Strategien der Spieltheorie und die Fitness kann
als der Auszahlungswert einer Strategie aufgefasst werden. Die zeitliche Entwicklung der Quusi-Spezien am Beispiel des Paarungsverhalten von Eidechsen
wird z.B. in siehe Sinervo, Barry, and Curt M. Lively. "The rock-paper-scissors game and the evolution of alternative male strategies.’ Nature 380.6571

(1996): 240. analysiert (siehe auch Vorlesung 6). Die evolutionédre Dynamik hiangt von der unterliegenden Netzwerkstruktur der beteiligten Akteure ab und

skalenfreie Netzwerkstrukturen agieren hier als Verstirker der evolutionéren Selektion (siehe Kapitel 8, Evolutionary Graph Theory: Martin A. Nowak,

Evolutionary Dynamics - Exploring the Equations of Life). Im folgenden Unterpunkt werden sie sogenannten Spatial Games behandelt (eine ausfiihrliche

Einfuhrung findet sich im Kapitel 9: Martin A. Nowak, Evolutionary Dynamics - Exploring the Equations of Life).

| Siehe Teil Il der Vorlesung
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evolutionary (2x3) games into 19
: 4 65 -6, different classes. The figure on the

1) ()fl E (i) left side shows that some classes
have only one ESS (filled black
circles), while others can have

(73) é; (353) (-3‘2::) three ESSs.

E. C. Zeeman, POPULATION DYNAMICS FROM GAME THEORY,
In: Global Theory of Dynamical Systems, Springer 1980
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The Rock-Papers-Scissors Game
and the Evolution of Sexual Selection

B.Sinervo and C.M.Lively focus within their article
(The rock-paper-scissors game and the evolution
of alternative male strategies, Nature, Vol.380
(1996)) on the sexual selection of male side-
blotched lizards. From 1990-1995 they studied
experimentally these animals and proposed an
evolutionary model to explain their data.

Male fitness:
Number of monopolized + shared females

7 ‘The male lizards have substantially three different colors, which are strongly connected to their

~  behavior: Orange (very aggressive, defend large territories), Blue (less aggressive, defend small
“ territories), Yellow (sneakers, look like females, not aggressive, do not defend territories). The

payoff for the male lizards (their fitness) was estimated by the number of monopolized females
4 %sively on his home range) and shared females (overlap to other territorigs),
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The Rock-Papers-Scissors Game Vs -
and the Evolution of Sexual Selection R L~

MaNy species exhibit colour polymorphisms associated with / 2 N
alternative male reproductive strategies, including territorial i : | :
males and ‘sneaker males’ that behave and look like females'™.
The prevalence of multiple morphs is a challenge to evolutionary
theory because a single strategy should prevail unless morphs ‘ |
have exactly equal fitness*® or a fitness advantage when rare®’. _ R 2
We report here the application of an evolutionary stable strategy <
model to a three-morph mating system in the side-blotched ES*Sg o '» s -
lizard. Using parameter estimates from field data, the model [ 74 - |
predicted oscillations in morph frequency, and the frequencies of [ f s Tt
the three male morphs were found to oscillate over a six-year I '
period in the field. The fitnesses of each morph relative to other
morphs were non-transitive in that each morph could invade
another morph when rare, but was itself invadable by another
morph when common. Concordance between frequency-depen-
dent selection and the among-year changes in morph fitnesses
 suggest that male interactions drive a dynamic ‘rock—-paper-
| scissors’ game’.

We have described the first biological example of a cyclical
‘Rock—paper—scissors’ game’. As in the game where paper beats
rock, scissors beat paper, and rock beats scissors, the wide-ranging
‘ultradominant’ strategy of orange males is defeated by the
'smeaker’ strategy of yellow males, which is in turn defeated by

the mate-guarding strategy of blue males; the orange strategy
defeats the blue strategy to complete the dynamic cycle. Fre-
quency-dependent selection maintains substantial genetic vana-
tion in alternative male strategies, while at the same time
prohibiting a stable equilibrium in morph frequency. n
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I11.3 Anwendungsfelder der Spieltheorie

I11.3.1 Die Wissenschaft als komplexes Netzwerk (Models of Science Dynamics)

I11.3.2 Sozio-okonomische L.abor- und Feldexperimente

II1.3.3 Anwendungen in der Biologie

I11.3.4 Anwendungen in den Politikwissenschaften

I11.3.5 Spieltheorie und Auktionskonzepte

I11.3.6 Finanzkrisen und evolutionire Spiele

I11.3.7 Sozio-okonomische Netzwerke




Anwendungsfelder der Spieltheorie (I1)
Okonomie

e ,Public Goods“- (Offentliches Gut)- Spiele

e Trust in Private and Common Property Experiments, Elinor Ostrom, et al.

e Evolutionary Dynamics in Public Good Games, CHRISTIANE CLEMENS and THOMAS RIECHMANN, Computational
Economics (2006) 28: 399-420

e Institution Formation in Public Goods Games, Michael Kosfeld, Akira Okada, and Arno Riedl, American Economic Review
2009, 994, 1335-1355

e Experimentelle Okonomie

e Cooperation in PD games: Fear, greed, and history of play, T.K. AHN, ELINOR OSTROM, DAVID SCHMIDT, ROBERT SHUPP,
Public Choice 106: 137-155, 2001.

 ,Behavioral“- Verhaltens6konomie (Altruismus, Empathie, ...) 25 Fehretal

e Evolution von Informationsnetzwerken
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Experimentelle
Okonomie
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Das erste Spiel besitzt nur ein Nash-Gleichgewicht das gleichzeitig die dominante Strategie des
Spiels ist (Kugel, Kugel). Da es sich bei diesem Beispiel um ein dominantes, symmetrisches
(2x2)-Spiel handelt und die Funktion g(x) im relevanten Bereich (x=[0,1]) immer grofier-gleich
Null ist, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhangig vom Anfangswert immer
gegen die evolutionar stabile Strategie x=1. Die klassische evolutionare Spieltheorie sagt
demnach voraus, dass die Spieler innerhalb der betrachteten Population nach einer gewissen
Zeit mafdgeblich die Strategie Kugel wahlen (x=1). Die rote Kurve in der obigen Abbildung zeigt
die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 1.
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Das zweite Spiel besitzt keine dominante Strategie, aber zwei unsymmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht
(0.67 K, 0.33 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches Anti-Koordinationsspiel
handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhangig vom Anfangswert immer zu
dem gemischten Nash-Gleichgewicht (der einzigen evolutionar stabilen Strategie des Spiels), was
identisch mit der mittleren Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67). Die rote Kurve in der obigen
Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 2.
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Das zweite Spiel besitzt keine dominante Strategie, aber zwei unsymmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht
(0.67 K, 0.33 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches Anti-Koordinationsspiel
handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhangig vom Anfangswert immer zu
dem gemischten Nash-Gleichgewicht (der einzigen evolutionar stabilen Strategie des Spiels), was
identisch mit der mittleren Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67). Die rote Kurve in der obigen
Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 2.
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Das zweite Spiel besitzt keine dominante Strategie, aber zwei unsymmetrische Nash-Gleichgewicht in
reinen Strategien ((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht (0.67 K, 0.33 KK). Daes
sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches Anti-Koordinationsspiel handelt, strebt der
Populationsanteil der Kugel-Spieler unabhangig vom Anfangswert immer zu dem gemischten Nash-
Gleichgewicht (der einzigen evolutionar stabilen Strategie des Spiels), was identisch mit der mittleren
Nullstelle der Funktion g(x) ist (x=0.67). Die rote Kurve in der linken obigen Abbildung zeigt die
experimentellen Ergebnisse des in Lyon gespielten Beispiels 2. Die blauen Punkte in der rechten obigen
Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse des in Frankfurt gespielten Beispiels 2 (zum Vergleich bitte
die blauen Punkte um -1 auf der Zeitachse verschieben).




Das dritte Spiel besitzt ebenfalls keine dominante Strategie, aber zwei symmetrische Nash-
Gleichgewicht in reinen Strategien ((K,K) und (KK,KK)) und ein gemischtes Nash-
Gleichgewicht (0.33 K, 0.67 KK). Da es sich bei diesem Beispiel um ein symmetrisches
Koordinationsspiel handelt, strebt der Populationsanteil der Kugel-Spieler abhangig vom
Anfangswert zu einem der beiden reinen Nash-Gleichgewichte (x=1 oder x=0). Die klassische
evolutiondre Spieltheorie sagt demnach voraus, dass es zwei evolutionar stabile Strategien gibt
(x=1 oder x=0). Die rote Kurve in der obigen Abbildung zeigt die experimentellen Ergebnisse
des im Vorlesungsteil 4 gespielten Beispiels 3.
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Anwendungsfelder der Spieltheorie (lll)
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) Elfmeter im Fussball:
Ubergang von einem (2x2)-Spiel zu einem (2x3)-Spiel

Wolfgang Leininger and Axel Ockenfels*

The Penalty-Duel and Institutional Design:
Is there a Neeskens-Effect?

Abstract

We document an increase in the scoring probability from penalties in soccer,
which separates the time period before 1974 significantly from that after 1976:
the scoring probability increased by 11%. We explain this finding by arguing

that the institution of penalty-shooting before 1974 is best described as a
standard of behaviour for striker and goal-keeper, which in game-theoretic
terms represents a 2x2-game. In contrast to this, after 1976 the institution of
the penalty-duel is best described by a 3x3 game form constrained by certain
behavioural rules. Those rules can be parameterized by a single parameter,
which nevertheless allows the theoretical reproduction (and hence explana-
tion) of all the empirically documented regularities. The scoring probability in
equilibrium of the latter institution is higher than in the former one. We pres-
ent historical evidence to the effect, that this change in the perception of pen-
alty-duels (as two different games), was caused by Johan Neeskens’ shrewd
and “revolutionary” penalty-taking during World-Cup 1974, when he shot a
penalty in the first minute of the final between Germany and the Netherlands
right into the middle of the goalmouth.

The following application is based on a
working paper by W.Leininger and

A.Ockenfels (CESIFO WORKING PAPER NO.
2187, 2008). The article focuses on the
'Penalty-Duel’ in soccer and describes it as a
simultanious two player game — a game
between the goalkeeper and the kicker.

Neeskens Elfmeter:

https://www.voutube.com/watch?v=44HvFzhV9x]

Artikel:

https://www.econstor.eu/bitstream/10419/26769/1/5
28420186.PDF
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Das Rauber-Beute Spiel

Rauberpopulation



Die Lotka-Volterra-Gleichung
(Rauber-Beute-Gleichung) .
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ur N-ropulationen der i-ten Population zur Zeit t

Reproduktions- Interaktionsmatrix
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Auf der Internetseite der Vorlesung da: =) Sz — > ) Sjzeas | a; (4)
j=1

Evolutiondre Spieltheorie und die Rduber-Beute-Gleichung

Wir wollen nun die Aquivalenz der Rduber-Beute-Gleichung (Lotka-Volterra Gleichung) fir n-Populationen mit der Replikatordynamik der
evolutionaren Spieltheorie fir m = n + 1 Strategien zeigen. Das System von Differentialgleichungen eines symmetrischen evolutionaren
Spiels mit m Strategien lautet:

m

a k=1 j=1
Die Interaktionsmatrix b.ij und die intrinsischen Reproduktion-Sterberaten r; sind dabei mit der Auszahlungsmatrix $ij des evolutionaren
Spiels in einer speziellen Weise verknupft (siehe Sigmund/Hofbauer S:77 bzw. Novak "Evolutionary dynamics", p.68). Es gelten dabei die
folgenden Zusammenhange:

i = Sin— S s by = S5~y Jupyter Notebook

Im Folgenden befassen wir uns mit dem Rauber-Beute-Spiel zweier Populationen (Anzahl der Strategien m=3, entspricht n=2 Populationen)
und zeigen anhand der oben behandelten Beispiele, wie die Gleichungen der evolutionaren Spieltheorie sich in die der Rauber-Beute-Gleichung
uberfuhren lassen.
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