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3. Vorlesung



Plan für die heutige Vorlesung

• Kurze Wiederholung der Vorlesung 2

• Gleichgewichtsselektion: Pareto-Effizienz und Risikodominanz

• Symmetrische und nicht symmetrische Spiele

• Klassen symmetrischer (2x2)-Spiele

• Beispiel eines asymmetrischen Spiels: Kampf der Geschlechter

• Einführung in die Evolutionäre Spieltheorie

• Die Replikatordynamik der Quasispezies

• Die Differentialgleichung eines evolutionären (2xm)-Spiels

• Die Differentialgleichung eines evolutionären (2x2)-Spiels (Bi-Matrix Spiel)

• Die Differentialgleichung eines evolutionären, symmetrischen  (2x2)-Spiels

• Definition: Evolutionär stabile Strategien (ESS)



Die dominante Strategie im Gefangenendilemma

Die untere Abbildung zeigt die Tabelle der "Auszahlungen" (hier die Gefängnisstrafe in Jahren) 
im Gefangenendilemma, wobei die roten und blauen Pfeile die Abbildung der besten Antwort 
der Spieler A und B visuell darstellen. Man erkennt, das beide Spieler stets zur 
Strategie Gestehe gezogen werden und somit eine dominante Strategienkombination existiert.



Zwei reine Nash-Gleichgewicht im Hirschjagd Spiel
Ein Nash-Gleichgewicht ist eine Strategienkombination, von der aus 
kein Spieler einen Vorteil erhalten würde, wenn er von seiner Strategie 
abweicht. Die Spieler würden keine größere Auszahlung erhalten.



Gemischte Strategien



Auszahlungsfunktion in gemischten Strategien



Das Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien

Das gemischte Nash-Gleichgewicht im 
Hirschjagd-Spiel liegt bei der Strategien-
kombination (x=1/3 , y=1/3) .  



Zwei Nash Gleichgewichte in reinen Strategien
im Angsthasen Spiel

ra-S

Ähnliche Spiele: Das Spiel mit dem Untergang, das Falke-Taube Spiel 



Gemischtes Nash-Gleichgewicht im Angsthasen-Spiel

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/11 , 1/11 )

Gemischte 
Auszahlungsfunktion 
des Spielers A 

Gemischtes 
Nash-Gleichgewicht 
(x,y)=( 1/11 , 1/11 )



Das Jupyter Notebook 
findet man

auf der Internetseite 
der Vorlesung 



Konzepte der Gleichgewichtsselektion
Pareto-Effizienz

Beispiel: Hirschjagd-Spiel

Besitzt ein Spiel mehr als einen Gleichgewichtszustand, so stellt sich die Frage, welcher dieser Gleichgewichte realisiert wird. 
Ein mögliches Kriterium bietet das Konzept der Pareto-Effizienz. Jeder Strategiewechsel der die Auszahlung eines Spielers 
erhöht, ohne einen anderen Spieler zu verschlechtern, stellt eine Pareto-Verbesserung des Gleichgewichtszustand dar. 
Strategienkombinationen von denen aus keine weite Verbesserung möglich ist, heissen Pareto-Effizient.

Ausgehend von der Strategiekombination des  
Gleichgewichtszustandes (Hasen jagen,Hasen
jagen) ist ein Übergang zu (Hirsch jagen,Hirsch
jagen) für beide Spieler eine Verbesserung
(Pareto-Verbesserung). Die Strategie-
kombination des Gleichgewichtszustandes
(Hirsch jagen,Hirsch jagen) ist das eindeutige
Pareto-effiziente Nash-Gleichgewicht des Spiels 
und wird als Pareto-perfektes Gleichgewicht
bezeichnet.

Pareto-perfektes
Nash-Gleichgewicht



Konzepte der Gleichgewichtsselektion
Risikodominanz

Beispiel: Hirschjagd-Spiel

Bei manchen Spielen mit mehreren Gleichgewichtszuständen ist es jedoch fraglich, ob ein Pareto-perfektes Nash-
Gleichgewicht tatsächlich einem anderen vorzuziehen ist. Harsanyi und Selten hatten diesbezüglich im Jahre 1988 ein
weiteres Konzept der Gleichgewichtsselektion entwickelt, das sogenannte risikodominante Gleichgewicht. Wir verdeutlichen
dieses Konzept am Beispiel eines symmetrischen 2-Personen zwei Strategien Spiels. 

Hierbei vergleicht man die mittlere Auszahlung
des Spielers bei Strategiewahl “Hasen jagen” 
mit dem mittleren Auszahlungswert bei
Strategienwahl “Hirsch jagen” . Das 
Gleichgewicht mit dem höheren Wert ist das 
risikodominante Gleichgewicht des Spiels. Unter
Verwendung der gemischten
Auszahlungsfunktion ergibt sich:

Pareto-perfektes
Nash-Gleichgewicht

෨$A( ǁ𝑠𝐴, ǁ𝑠𝐵) = ෨$A(𝑥, 𝑦) = 3𝑥𝑦 − 𝑥 − 5𝑦 + 5
෨$A 𝐻𝑎𝑠𝑒𝑛, 0.5 = ෨$A 1,0.5 = 1.5 − 1 − 2.5 + 5 = 3 
෨$A 𝐻𝑖𝑟𝑠𝑐ℎ, 0.5 = ෨$A 0,0.5 = −2.5 + 5 = 2.5

->   ෨$A 𝐻𝑎𝑠𝑒𝑛, 0.5 = 3 > 2.5 = ෨$A 𝐻𝑖𝑟𝑠𝑐ℎ, 0.5

Risikodominantes
Nash-Gleichgewicht



Symmetriebedingung:

Symmetriebedingung der 
Auszahlungsmatrizen

Spieler B wählt
Strategie 1

Spieler B wählt
Strategie 2

Spieler A wählt
Strategie 1

Spieler A wählt
Strategie 2

($11
A , $11

B ) ($12
A , $12

B )

($22
A , $22

B )($21
A , $21

B )

෠$A =
$11

A $12
A

$21
A $22

A

෠$B 𝑇
=

$11
B $21

B

$12
B $22

B =
! $11

A $12
A

$21
A $22

A = ෠$A

Auszahlungsmatrix des ersten 
Spielers:

Auszahlungsmatrix des 
zweiten Spielers:

෠$B =
$11

B $12
B

$21
B $22

B

Transponierte Matrix



Symmetriebedingung stimmt:

                     symmetrisches Spiel

Beispiel: Gefangenendilemma
(Symmetrisches (2x2)-Spiel)

෠$A =
−7 −1
−9 −3

෠$B 𝑇
=

−7 −1
−9 −3

=
! −7 −1

−9 −3
= ෠$A

Auszahlungsmatrix des ersten 
Spielers:

Auszahlungsmatrix des 
zweiten Spielers:

෠$B =
−7 −9
−1 −3

Ge Sc

Ge (-7 , -7) (-1 , -9)

Sc (-9 , -1) (-3 , -3)



Allgemeines
(2x2)-Spiel

Symmetrisches
(2x2)-Spiel



Symmetrisches
(2x2)-Spiel

Symmetrische (2x2)-Spiele lassen sich in drei unterschiedliche Klassen gliedern:
1. Dominante Spiele
2. Koordinationspiele
3. Anti-Koordinationsspiele

Klassen symmetrischer (2x2)-Spiele



Weitere



Beispiel: Spielklassen
 Betrachten Sie die folgenden Beispiele: 

1. Geben Sie die möglichen dominanten Strategien und Nash-
Gleichgewichte der Spiels in reinen Strategien an. 

2. Existieren Nash-Gleichgewichte in gemischten Strategien?
3. Um welche Spielklasse handelt es sich?

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)

Keine
Kugel

(-1 , 2) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (-1 , -1) (3 , 0)

Keine
Kugel

(0 , 3) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -2)

Keine
Kugel

(-2 , 2) (3 , 3)

Beispiel 1: Beispiel 2: Beispiel 3:



Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)

Keine Kugel (-1 , 2) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (-1 , -1) (3 , 0)

Keine Kugel (0 , 3) (1 , 1)

Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -2)

Keine Kugel (-2 , 2) (3 , 3)

Beispiel 1

Beispiel 2

Beispiel 3

Das erste Spiel besitzt nur ein Nash-
Gleichgewicht das gleichzeitig die 
dominante Strategie des Spiels ist 
(Kugel, Kugel). Das Spiel gehört zur 
Klasse der dominanten Spiele.

Das zweite Spiel besitzt keine dominante 
Strategie, aber zwei unsymmetrische 
Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien 
((K,KK) und (KK,K)) und ein gemischtes 
Nash-Gleichgewicht (0.67 K , 0.33 KK). 
Das Spiel gehört zur Klasse der Anti-
Koordinationsspiele.

Das dritte Spiel besitzt ebenfalls keine 
dominante Strategie, aber zwei 
symmetrische Nash-Gleichgewicht in 
reinen Strategien ((K,K) und (KK,KK)) 
und ein gemischtes Nash-Gleichgewicht 
(0.33 K , 0.67 KK). Das Spiel gehört zur 
Klasse der Koordinationsspiele.

Dominante Strategien und Nash-Gleichgewichte



Kampf der 
Geschlechter

Kino

Disko

Kino

Disko

Kino

Disko

Kino Disko

Kino (1 , 3) (0 , 0)
Disko (0 , 0) (3 , 1)

Alexander  und Bettina haben bei ihrem 
letzten Treffen nicht genau ausgemacht, 
wann und wo sie sich am Samstagabend 
treffen wollen. Bettina geht sehr gerne in 
das kleine Kino am Stadtrand 
(Spätvorstellung, Beginn 23.30 Uhr), 
Alexander aber würde gerne in die 
Diskothek im Zentrum der Stadt gehen. 
Keiner von ihnen hat ein Telefon. Bettina 
denkt, wird er mir zuliebe ins Kino gehen? 
Alexander denkt ähnlich, wird sie mir 
zuliebe in die Diskothek gehen? Beiden 
liegt aber viel daran sich am Samstagabend 
zu treffen. Der erzielte Nutzen dieses 
Spiels kann zum Beispiel wie oben 
angegeben quantifiziert werden.



Kampf der Geschlechter
(Unsymmetrisches (2x2)-Koordinationspiel)
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Auszahlungsmatrix des ersten 
Spielers:

Auszahlungsmatrix des 
zweiten Spielers:

Symmetriebedingung stimmt nicht:

                     unsymmetrisches Spiel
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
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10
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Kino Disko

Kino (1 , 3) (0 , 0)
Disko (0 , 0) (3 , 1)



Kino Disko

Kino (1 , 3) (0 , 0)

Disko (0 , 0) (3 , 1)

 Es gibt keine dominante Strategie bei diesem Spiel.

 Es gibt zwei reine Nash-Gleichgewichte:      
(Kino,Kino)                                                                
(Disko, Disko)

Kampf der Geschlechter
(Nash-Gleichgewichte in reinen Strategien)



Kampf der Geschlechter
(Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien)

o Berechnung des gemischten Nash-Gleichgewichts für den zweiten 
Spieler (Bettina): 
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Kampf der Geschlechter
(Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien)

o Berechnung des gemischten Nash-Gleichgewichts für den ersten Spieler 
(Alexander): 
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Kampf der Geschlechter
(Grafische Veranschaulichung des gemischten Nash-Gleichgewichts)

 Das Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien 
befindet sich bei 
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Ursprünge der 
evolutionären Spieltheorie

 Der von Maynard Smith im Jahre 1972 veröffentlichte Artikel (J. Maynard 
Smith Game theory and the evolution of fighting, In “On 
Evolution”, Seiten 8-28. Edingburgh University Press, Edingburgh,  
1972) gilt allgemein als der erste spieltheoretische Ansatz der 
Evolutionären Spieltheorie. Smith beschreibt in dem Artikel, wie 
man die biologische, evolutionäre Entwicklung von Organismen aus den 
Nash-Gleichgewichten von symmetrischen (2x2)-Spielen ablesen kann. Er 
zeigt, wie die dynamische Entwicklung der Häufigkeitsverteilung der 
Organismen in einem stabilen Zustand endet – der sogenannten 
evolutionär stabilen Strategie. 



Evolutionäre Spieltheorie
Evolutionäre Entwicklung von biologischen Systemen

Quasispezies und die Fitness der Genom Sequenz

Siehe Teil III der Vorlesung



Evolutionäre Spieltheorie (I)

Die evolutionäre Spieltheorie betrachtet die zeitliche Entwicklung des 
strategischen Verhaltens einer gesamten Spielerpopulation.

zeitliche
Entwicklung 
der
Population

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.

x(0)=0.15 x(10)=0.5



Evolutionäre Spieltheorie (II)
Die einzelnen Akteure innerhalb der betrachteten Population spielen ein 
andauernd sich wiederholendes Spiel miteinander, wobei sich jeweils zwei 
Spieler zufällig treffen, das Spiel spielen und danach zu dem nächsten 
Spielpartner wechseln .

Das evolutionäre Spiel schreitet voran und die grüne Strategie wird für die Spieler 
zunehmend attraktiver. Zum Zeitpunkt t=10 spielen schon 50% grün. 

x(0)=0.15 x(10)=0.5

Die 
Anfangspopulat
ion von Spielern 
spielt zum 
Zeitpunkt t=0 
das erste Mal 
das Spiel. Die 
Spieler wählen 
im Mittel zu 
15% die grüne 
Strategie.



Weitere



Weitere



Internetseite der 3. Vorlesung
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Replikatordynamik
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Wir beschränken uns zunächst auf symmetrische (2xM)-Spiele , d.h. zwei Personen - 
M Strategien Spiele. Da es sich um symmetrische Spiele handelt, sind alle Spieler 
gleichberechtigt und man kann von einer homogenen Population ausgehen.
Die Differentialgleichung der Replikatordynamik beschreibt wie sich die einzelnen  
Populationsanteil der zur Zeit t gewählten Strategien          , j=1,2,…M  im Laufe der 
Zeit entwickeln. 
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Replikatordynamik
(für symmetrische (2x2)-Spiele)

Wir beschränken uns nun auf symmetrische (2x2)-Spiele , d.h. zwei Personen - 2 
Strategien Spiele (M=2). Die Differentialgleichung der Replikatordynamik 
vereinfacht sich unter dieser Annahme wie folgt:
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Da es lediglich zwei Strategien und somit zwei Populationsanteile (           )  gibt, 
können wir den zweiten Populationsanteil durch den ersten ausdrücken: 
Wir setzen im Folgenden der Einfachheit halber
und betrachten nur j=1. 
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Analytische Lösung:

Analytische Lösung von Differentialgleichungen
Ein „einfaches“Beispiel

Ein einfaches Beispiel einer Differentialgleichung lautete:
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Frage: Wie kann man die Funktion 
x(t) für einen bestimmten 
Anfangswert x(0)berechnen?
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Analytische Lösung:

Analytische Lösung von Differentialgleichungen
Beispiel 1

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik für das erste Beispiel lautete:
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Frage: Wie kann man die Funktion 
x(t) für einen bestimmten 
Anfangswert x(0)berechnen?
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Kugel Keine Kugel

Kugel (0 , 0) (2 , -1)

Keine Kugel (-1 , 2) (1 , 1)

Beispiel 1



Analytische Lösung:

Analytische Lösung von Differentialgleichungen
Beispiel 1

Die Differentialgleichung der Replikatordynamik für das erste Beispiel lautete:
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Frage: Wie kann man die Funktion 
x(t) für einen bestimmten 
Anfangswert x(0)berechnen?
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Evolutionär stabile Strategien (ESS)

 Evolutionär stabile Strategien sind die stabilen 
Endzustände der Häufigkeitsverteilung x(t):

( ))(txLimes
t →

Eine notwendige (aber nicht 
hinreichende) Bedingung für die 
Existenz einer ESS ist, dass diese 
ein Nash – Gleichgewicht des 
zugrundeliegenden Spiels ist.     

Beispiel: 
Gefangenendilemma ähnliche Spiele
Für die ESS des evolutionären 
Gefangenendilemma – Spiels ergibt 
sich:             

( ) gestehen"" alle      1)( =
→

txLimes
t



Mathematische Definition (W.Schlee):
Gegeben sei ein symmetrisches Zweipersonen-Spiel Γ mit der 
Auszahlungsmatrix                       . Eine Strategie                       heißt 
evolutionär  stabile Strategie (ESS), wenn
1.           ein symmetrisches Nash-Gleichgewicht des Spiels ist, und
2.    

                          

(-7 , -7) (-1 , -9)

(-9 , -1) (-3 , -3)

Def.: Evolutionär stabile  Strategie
(Für symmetrisches Zweipersonen-Spiel)
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ist die Menge der besten Antworten des Spielers 1, 
wenn der andere Spieler die Strategie       gespielt hat.
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Beispiel:



Replikatordynamik
(für das Gefangenendilemma)
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Die Differentialgleichung der Replikatordynamik 
für das Gefangenendilemma lautet:

Beispiel: Gefangenendilemma
g(x)=g(x(t)) im Bereich [0,1] dargestellt

x(t) für unterschiedliche 
Anfangspopulationen x(0)

222)( xxxg −=

Ge Sc

Ge (-7 , -7) (-1 , -9)
Sc (-9 , -1) (-3 , -3)
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