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11. Vorlesung



Plan für die heutige Vorlesung

• Kurze Wiederholung

• Evolutionäre Spieltheorie auf komplexen Netzwerken
• Spiele auf einem räumlichen Netzwerk (Spatial Games)
• Dominante (2 x 2)-Spiele auf einem räumlichen Gitter

• Räumliche Koordinations- und Anti-Koordinationsspiele

• Symmetrische (2 x 3)-Spiele auf einem räumlichen Netzwerk 
• Spiele auf vollständig verbundenen Netzwerken
• Spiele auf zufälligen, „kleine Welt“ und skalenfreien Netzwerken

• Einführung in die Quanten Spieltheorie

• Räumliche Quantenspiele (Spatial Quantum Games)



Evolutionäre Spieltheorie auf 
komplexen Netzwerken

zeitliche
Entwicklung 
der
Population auf 
vorgegebener 
Netzwerkstruktur

Mögliche Strategien: (grün , schwarz), Parameter t stellt die „Zeit“ dar.
x(t) : Anteil der Spieler, die im Zeitpunkt t die Strategie „grün“ spielen.
Die roten Verbindungslinien beschreiben die möglichen Spielpartner des Spielers

x(0)=0.5 x(10)=0.75

Viele in der Realität vorkommende evolutionäre Spiele werden auf einer definierten 
Netzwerkstruktur (Topologie) gespielt. Die Spieler der betrachteten Population sind 
hierbei nicht gleichwertig, sondern wählen als Spielpartner nur mit ihnen durch das 
Netzwerk verlinkte (verbundene) Partner aus.



Jupyter Notebook:

Evolutionäre räumliche Spiele

Klasse der dominanten Spiele



Jupyter Notebook:

Evolutionäre räumliche Spiele

Klasse der Koordinations- und 

Anti-Koordinationsspiele







Jupyter Notebook:

Evolutionäre Spiele auf 

unterschiedlichen komplexen 

Netzwerken





räumliche Gitterstruktur zufälliges Netzwerk skalenfreies Netzwerk











Objektorientiertes Programm: Die Klasse „Players“

Weitere 

„update“-

Regeln





Einführung in die Quanten Spieltheorie

Complex numbers 
G. W. Leibniz (1702) 

“…are a subtle and wondrous refuge 
of the human spirit, almost a hybrid 

between being and non-being “

“…sind eine feine und wunderbare Zuflucht des 
menschlichen Geistes, beinahe ein Zwitterwesen

zwischen Sein und Nichtsein”

The Quantum Wave Function 
is defined on the space of complex numbers 

(real numbers and imaginary numbers) 

the so-called   Hilbertspace



Der Quantenzustand und die 
Schrödinger-Gleichung

Die Quantentheorie stellt eine gänzlich 
neue Formulierung der Physik dar. Bei 
der mathematischen Konstruktion 
dieser neuen Theorie stand man vor 
dem Dilemma, dass man einerseits 
daran gebunden ist, jedes physikalische 
Experiment in den Begriffen der 
klassischen Physik zu beschreiben, 
andererseits benötigte man neue, nicht 
klassische Elemente innerhalb der 
Theorie, um z.B. den Welle-Teilchen-
Dualismus oder nichtlokale 
Eigenschaften von Teilchen äquivalent 
zu beschreiben. Am Ende dieser 
Entwicklung stand ein vollkommen 
neues Gerüst einer mathematischen 
Beschreibung, welches z.B. mittels der 
''Kopenhagener Deutung der 
Quantentheorie'' interpretiert und 
verstanden wurde. 



Quantum Measurement
 and Reality

At the moment of measurement, 
the complex-valued state of the quantum object 

collapses into an observable property:
The observable property of the object 

becomes real 
The decision state of a player 

collapses to one of the pure strategies

Quantum Entanglement

Richard Feynman: 
“I think I can safely say that 

nobody understands quantum mechanics.” 

A.Einstein: „Spooky long-distance effect“ 



Quantum Games
The entangled Two-Player Quantum-Spinor

 

Through a quantum-theoretical entanglement of the imaginary decision-making paths within an actor network, a population 
can succeed in escaping a dilemma-like situation if the value of the entanglement exceeds a certain threshold value. 

Two-Player
Quantum State

basis vectors



Spielbaum eines simultanen
(2 Personen)-(2 Strategien) 
Spiels

Definition des Spiels:

Menge der Spieler: A und B

Menge der Strategien: 1 und 2

Auszahlungstabelle:



MesoBioNano- Science Group @ FIAS (www.fias.uni-frankfurt.de/mbn)

Quantum Games
Motivation

 
Elinor Ostrom (Nobel Prize 2009), “Collective Action and the Evolution of Social Norms”, The 

Journal of Economic Perspectives, Vol. 14, No. 3 (2000), pp. 137-158

“Face-to-face communication in a public good game-as well as in other types of 
social dilemmas-produces substantial increases in cooperation that are 

sustained across all periods including the last period …Thus, recent
developments in evolutionary theory and supporting empirical research 

provide strong support for the assumption that modern humans have inherited
a propensity to learn social norms, similar to our inherited propensity to learn
grammatical rules. Social norms are shared understandings about actions that

are obligatory, permitted, or forbidden …”

Ernst Strüngmann Forum (FIAS, May 27–June 1, 2012):

The Cultural Evolution of the Structure of Human Groups
How important are collective decision-making mechanisms compared to individual ones in the 

evolution of social systems? ...



Formation von „Communities“ http://networksciencebook.com/chapter/9



MesoBioNano- Science Group @ FIAS (www.fias.uni-frankfurt.de/mbn)

Quantum Games

  Introduction

 

Time

evolution

x(t)
x(0)=0.50 x(t)=0.15

Strategies of each node (of each player): (green , black), x(t) : Fraction of player with strategy „green“ as a function of time t

Grey region: Group dependent collective cultural or moral standard

Die Quanten-Spieltheorie stellt eine mathematische und konzeptuelle Erweiterung der klassischen 
Spieltheorie dar. Der Raum aller denkbaren Entscheidungswege der Akteure wird vom rein reellen, 
messbaren Raum in den Raum der komplexen Zahlen (reelle und imaginäre Zahlen) ausgedehnt. Durch das 
Konzept der möglichen quantentheoretischen Verschränkung der Entscheidungswege im imaginären Raum 
aller denkbaren Quantenstrategien können gemeinsame, durch kulturelle oder moralische Normen 
entstandene Denkrichtungen in die evolutionäre Dynamik mit einbezogen werden. 



Denkwege im 
Gefangenendilemma







Unterschiedliche  Denkpfade 
im verschränkten Quantenspiel
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Parallelwelten Interpretation (H.Everett)
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MesoBioNano- Science Group @ FIAS (www.fias.uni-frankfurt.de/mbn)

Quantum Games
The Quantum Game Tree

 



Wie geht man in der Physik vor?
Wie beschreibt man in der Physik das Verhalten der 

untersuchten Dinge?
Nehmen wir z.B. das Elektron als das Ding (der Aktant (Akteur, Knoten, Spieler)) des zu untersuchenden 
Systems.  Mit welcher Theorie beschreiben wir das Verhalten dieses Elektrons?

Vergleicht man den Zwei-Spielerzustand der Quanten Spieltheorie mit dem Diracspinor, so repräsentieren die 
beiden Spieler  das Teilchen und das Antiteilchen und die Händigkeit (links, rechtshändig) die Strategienwahl der Spieler.



MesoBioNano- Science Group @ FIAS (www.fias.uni-frankfurt.de/mbn)

Quantum Games
Interpretation
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Quantum Games
Literature
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Quantum Games
Literature
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Quantum Games
Literature
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Quantum Games
Literature

 



MesoBioNano- Science Group @ FIAS (www.fias.uni-frankfurt.de/mbn)

Applications
 

Quantum Game Theory and Scientific Communication
M. Hanauske, S. Bernius und B. Dugall “Quantum Game Theory and Open Access Publishing” (in 
Physica A 382 (2007) 650-664)

Matthias Hanauske, Wolfgang König und Berndt Dugall “Evolutionary Quantum Game Theory and 
Scientific Communication” (Beitrag auf der Konferenz “Second Brasilian Workshop of the Game 
Theory Society” (2010))

Matthias Hanauske “Evolutionary Game Theory and Complex Networks of Scientific Information” 
(Chapter in the Springer Book “Models of science dynamics—Encounters between complexity theory 
and information science” (2011))

Quantum Game Theory and Financial Crises
M. Hanauske, J. Kunz, S. Bernius und W. König “Doves and hawks in economics revisited: An 
evolutionary quantum game theory-based analysis of financial crises” (in Physica A 389 (2010) 5084 –
5102)

Quantum Game Theory and Experimental Economics
M. Hanauske, S. Bernius, W. König und B. Dugall “Experimental Validation of Quantum Game 
Theory” (Beitrag auf der Konferenz “Logic and the Foundations of Game and Decision Theory” 
(2008))

Quantum Game Theory and Networks of Software Firms

Quantum Game Theory and Social Norms in Firms



























The Quantum State of Player A and the Decision Operator 



The Entanglement Operator and the 2-Player Quantum State



The Quantum Version of the Payoff Function



Visualization and the Reduced Set of Quantum Strategies









MesoBioNano- Science Group @ FIAS (www.fias.uni-frankfurt.de/mbn)

Quantum Games
The 2-Player Decision State
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Quantum Games
The 2-Player Decision State
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Quantum Games
The 2-Player Decision State
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Quantum Games
The 2-Player Decision State

 



Jupyter Notebook:
Quanten Spieltheorie





Räumliche Quantenspiele (Spatial Quantum Games)



Räumliche Quantenspiele (Spatial Quantum Games)



Räumliche Quantenspiele 
Dominantes Spiel

entanglement  (γ=0)

Hhs =̂21 Hrs =̂21

(10 , 10) (4 , 12)

(12 , 4) (5 , 5)

𝑠1
𝐴

𝑠2
𝐴

𝑠1
𝐵 𝑠2

𝐵



entanglement  (γ=0.4)entanglement  (γ=0.35)

1. Barriere bei
γ1=0.361



entanglement  (γ=0.55)entanglement  (γ=0.5)

2. Barriere bei
γ1=0.524



entanglement  (γ=pi/2)entanglement  (γ=0.8)



For vanishing values of entanglement  (γ=0) quantum games are identical to classical games.

Dominant Class:
Games with a dilemma: The dilemma resolves if the value of entanglement is above a defined γ-barrier.

Games without a dilemma: No further Nash-equilibria, dominant strategy remains.

Class of coordination games:
The coordination problem resolves if the value of entanglement is above a defined γ-barrier.

Class of anti-coordination games:
An additional Nash-Equilibrium appears if the value of entanglement is above a defined γ-barrier.

In General: If the strategy entanglement is large enough, then additional Nash equilibria can occur, previously present, not 
favorable dominant or evolutionary stable strategies could become nonexistent and new, favorable evolutionary stable 

strategies do appear for some game classes.

Social dilemmas can be resolved 
with the entangled strategic decision paths of 

quantum game theory.



Räumliche Quantenspiele 
Dominantes Spiel

entanglement  (γ=0)

Hhs =̂21 Hrs =̂21

(4 , 4) (1 , 5)

(5 , 1) (3 , 3)

𝑠1
𝐴

𝑠2
𝐴

𝑠1
𝐵 𝑠2

𝐵



entanglement  (γ=0.8)entanglement  (γ=0.4)



entanglement  (γ=pi/2)entanglement  (γ=1.2)



Räumliche Quantenspiele 
Koordinationspiel

entanglement  (γ=0)

Hhs =̂21 Hrs =̂21

(4 , 4) (1 , 3)

(3 , 1) (3 , 3)

𝑠1
𝐴

𝑠2
𝐴

𝑠1
𝐵 𝑠2

𝐵



entanglement  (γ=0.8)entanglement  (γ=0.4)



entanglement  (γ=pi/2)entanglement  (γ=1.2)



Quantum Game Theory and Financial Crises (Anti-Coordination Class)

M. Hanauske, J. Kunz, S. Bernius und W. König “Doves and hawks in economics revisited: An evolutionary quantum game 
theory-based analysis of financial crises” (in Physica A 389 (2010) 5084 – 5102)



Räumliche Quantenspiele 
Anti-Koordinationspiel

entanglement  (γ=0)

Hhs =̂21 Hrs =̂21

(1.5 , 1.5) (0 , 5)

(5 , o) (-7.5 , -7.5)

𝑠1
𝐴

𝑠2
𝐴

𝑠1
𝐵 𝑠2

𝐵



entanglement  (γ=0.8)entanglement  (γ=0.4)



entanglement  (γ=pi/2)entanglement  (γ=1.2)



Wie ich Prof. Nash kennenlernte



3. Weltkongresses der spieltheoretischen Gesellschaft

Im Sommer 2008 hatte ich die 
Möglichkeit meine Ergebnisse zur 
Quantenspieltheorie auf dem 3. 
Weltkongresses der 
spieltheoretischen Gesellschaft in 
Chicago (USA) vorzustellen. Herr 
Prof. John Nash war ebenfalls auf 
der Konferenz und hielt einen 
Vortrag über seine aktuelle 
Forschung .



Zusammenfassung von Teil II 



Zusammenfassung von Teil II 



Aufgenommen 
während des 3. 
Weltkongresses 
der 
spieltheoretischen 
Gesellschaft, 
Sommer 2008, 
Chicago, USA



Aufgenommen 
während des 3. 
Weltkongresses 
der 
spieltheoretisch
en Gesellschaft, 
Sommer 2008, 
Chicago, USA



Prof.Dr.
John Nash
aufgenommen 
während des 3. 
Weltkongresses 
der 
spieltheoretische
n Gesellschaft, 
Sommer 2008, 
Chicago, USA

Am letzten Tag der 
Konferenz sprach ich 
Herrn Nash auf seinen 
Vortrag an und wir 
unterhielten uns - unter 
anderem auch über das 
Einstein-Rosen-Podolsky 
Paradoxon. 



Das Nash-Fest in Sao Paulo (Brasilien, 2010) 

Im Sommer 2008 hatte ich die Möglichkeit meine Ergebnisse 
zur Quantenspieltheorie auf dem 3. Weltkongresses der 
spieltheoretischen Gesellschaft in Chicago (USA) 
vorzustellen. Herr Prof. John Nash war ebenfalls auf der 
Konferenz und hielt einen Vortrag über evolutionäre 
Spieltheorie.

Videos des Workshops unter http//..  



John Forbes Nash 

John Forbes Nash Jr. 
at Princeton university 

in 1949

“2nd Brazilian Workshop of the Game Theory 
Society”  in honor of John Nash (27.7. - 04.08.2010, 
Sao Paulo, Brazil)



Zusammenfassung von Teil II 
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Zusammenfassung von Teil II 
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