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Zeiger, Adressen und Referenzen

Betrachten wir z.B. eine Variable, die den Wert einer Gleitkommazahl in doppelter Maschinengenauigkeit speichern soll - eine
sogenannte double-Variable mit dem Namen "zahl". Fir den Wert dieser Variable wurde beim Deklarationsprozess ein Platz von
8 Bytes im Hauptspeicher reserviert. Die Adresse im Hauptspeicher, wo der Wert der Variable binar abgelegt ist, kann man
mittels des Referenzoperators (&zahl: ein der Variable vorgestelltes &) ermitteln. In der Sprache C++, sind speziell fir den Zweck
des Hauptspeicherzugriffs, zwei eigene Datentypen definiert, mittels deren man die Adresse der Variable eines bestimmten
Datentyps T speichern kann. Der Datentyp "Zeiger auf T" wird mit einem nachgestellten Sternsymbol gekennzeichnet (T*) und
eine Variable dieses neuen Datentyps kann die Adresse eines Typs T speichern. Man sollte eine Zeiger-Variable des Typs T* am
besten sofort beim Deklarationsprozess mit einer Adresse initialisieren, da es sonst geschehen kann, dass der Zeiger auf ein
nicht existentes Objekt im Hauptspeicher zeigt. Mochte man dennoch einen nicht-intitialisierten Zeiger verwenden, so wird es
angeraten diesen mit dem Nullzeiger "nullptr” zu initialisieren (z.B. int* a = nullptr;).

Die unten abgebildete Box zeigt die Verwendung von Zeigern, Adressen und Referenzen am Beispiel des Datentyps double.
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Zeiger, Adresse und Referenz am Beispiel des Datentyps T — double

Deklaration einer double-Variable und Initialisierung mit einer Gleitkommazahl:
double zahl = 2.47654673;

Definition des Zeigers auf die Adresse der double-Variable:
double* zeiger zahl = &zahl;

Definition der Referenz der double-Variable
double& ref zahl = zahl;

Dereferenzierung des Zeigers (vorgestelltes Sternzeichen) liefert den Wert der double-
Variable:
double stern zeiger zahl = *zeiger zahl;




Zeiger, Adressen und Referenzen

Ein weiterer neuer Datentyp ist die "Referenz eines Typs T" und diese wird bei der Deklaration des Typennamens mit einem
nachgestellten &-Symbol gekennzeichnet (T&). Eine Referenz ist im Prinzip gleichbedeutend mit der Adresse des Objektes,
wobei im Unterschied zum Zeigerkonstrukt eine automatische Umwandlung (Dereferenzierung) der Adresse in den Wert der
Variable geschieht. Eine Referenz ist demnach eine Art von Zeiger, der bei jeder Verwendung im Programm dereferenziert wird.
Bei einer Zeigervariable Z des Typs T erhalt man den Wert mittels eines vorgestellten Sternsymbols "*" (*Z: Dereferenzieren
eines Zeigers, Inhaltsoperator "*" angewandt auf den Zeiger Z), wobei bei einer Referenz das Dereferenzieren automatisch
geschieht. Eine Referenz bezieht sich immer auf das Objekt, mit dem sie initialisiert wurde und es gibt keine Null-Referenzen im
Gegensatz zum Null-Zeiger.

Die unten abgebildete Box zeigt die Verwendung von Zeigern, Adressen und Referenzen am Beispiel des Datentyps double.
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Zeiger, Adresse und Referenz am Beispiel des Datentyps T — double

Deklaration einer double-Variable und Initialisierung mit einer Gleitkommazahl:
double zahl = 2.47654673;

Definition des Zeigers auf die Adresse der double-Variable:
double* zeiger zahl = &zahl;

Definition der Referenz der double-Variable
double& ref zahl = zahl;

Dereferenzierung des Zeigers (vorgestelltes Sternzeichen) liefert den Wert der double-
Variable:
double stern zeiger zahl = *zeiger zahl;




Zeiger, Adressen und Referenzen

am Beispiel von char, int und double

#l(base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G:
§l(base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G:
Wert der Variable 'zeichen' ist: H

Das folgende C++ Programm illustriert die

Zeiger 1.cpp N Wert der Variable 'zeiger_zeichen' ist: Ox7ffcObf541be
#include <iostres Bt der Variable 'stern_zeiger_zeichen' ist: H
Variable 'ref zeichen' 1ist: H
int main(){ 1P T N
char zeichen = 'H'; fini} e ;
char* zeiger zeichen = &zeichen; finj Variable ‘ganze_zahl‘ 1st: 234767

char& ref zeichen = zeichen;
char stern zeiger zeichen = *zeiger zeichen;

Variable 'zeiger_ganze_zahl' ist: 0x7ffcObf541c0
Variable 'stern_zeiger_ganze_zahl' 1ist: 234767
Variable 'ref_ganze_zahl' 1ist: 234767
Variable 'zahl' ist: 2.476547
Variable 'zeiger_zahl' ist: Ox7ffcObf541c8
Variable 'stern_zeiger_zahl' 1ist: 2.476547
Variable 'ref _zahl' ist: 2.476547

int ganze zahl = :

int* zeiger ganze zahl = &ganze zahl;

int& ref ganze zahl = ganze zahl;

int stern zeiger ganze zahl = *zeiger ganze zahl;

double zahl = H X
double* zeiger zahl = &zahl; s lert
double& ref zahl = zahl; tion Wert
double stern zeiger zahl = *zeiger zahl; Var

a - aRA - [\ ~ I\

printf("wert der Variable 'zeichen' ist: ", zeichen}; // Ausgabe des Wertes der Variable
printf("wert der Variable 'zeiger zeichen' ist: ", zelger zeichen);

printf("wert der Variable 'stern zeiger zeichen' ist: ", stern zeiger zeichen);

printf("Wert der Variable 'ref zeichen' ist: ", ref zeichen);

primtf{"--------=--cv--rrrmera oo "),

printf("wert der Variable 'ganze zahl' ist: ", ganze zahl);

printf("wert der Variable 'zeiger ganze zahl' ist: ", Zeiger ganze zahl);
printf("wWert der Variable "stern zeiger ganze zahl' ist: ", stern zeiger ganze zahl);
printf("wert der Variable 'ref ganze zahl' ist: ", ref ganze zahl);
primtf{"---------v-ccremrrrem oo ");

printf("wert der Variable 'zahl' ist: ", zahl);

printf("Wert der Variable 'zeiger zahl' ist: ", zelger zahl);

printf("wWert der Variable 'stern zeiger zahl' ist: ", stern zeiger zahl);
printf("wert der Variable 'ref zahl®' ist: ", ref zahl);

$ g++ Zeiger_1.cpp

$ ./a.out

N




Eindimensionale
Integrierte

C++ Arrays
(Vektoren)

Navigieren in Arrays

Der Zugriff auf den Wert eines Array-Elementes kann entweder durch die
Angabe des entsprechenden Vektor-Index (v[i]), oder durch den
dereferenzierten Wert seiner Zeigerposition im Array erfolgen:
*(zeiger_v+i). Es gelten dabei die folgenden aquivalenten
Formulierungen, um den Wert des i-ten Eintrages im Array zu erhalten: v[i]
=*(v+i) = *(&v[o]+i) . Diese Eigenschaft wird in den vier letzten Zeilen der
Terminalausgabe fur i=3 Uberprift.

Array 1 zeiger.cpp

#include
using namespace std;
int main{){
int IV'[_] = {-J_J Oy r_r'-}dl

int* zeiger v = v;
int dim v = sizeof(v)/sizeof(v[0]);

cout == "Das Array v 1st ein Zeiger auf sein erstes Element: v=" =< v << " und &v[8]=" << &v[08] << endl;
cout << "Die Dimension unseres Arrays v ist: dim(v)=" << dim_v << endl == endl;
printf(" ", "Index 1 Array", "Wert v[i]l", "Referenz &v[i]", "Zeiger zeiger v+i", "Deref. Zeiger *(zeiger w+i)", "Deref. Adresse *(&v[i])");
foriint i=0; i=dim v; ++i){

printf(" ',o1);

printf(" ',ovlil);

printf(" ', &v[il);

printf(" ', Zelger w+i);

printfi" ', *¥lzeiger_w+i));

printf(" Y, o Hlav[il));
I
printf("\nEs gilt z.B. fir i=3:\nv[3] = *(w+3) = *(av[0]+3) = vi3], *(v+3), *(&v[e]+3));




Strings als eindimensionale Arrays von Zeichen

am Beispiel des ,Hallo Welt" Programmes

Strings als Arrays von Zeichen

h

Obwohl wir es im GrofSteil der Vorlesung mit Zahlen-Arrays zu tun haben werden, wollen wir die Verwendung von anderen C++4 Array-Typen auch einmal am
Beispiel eines Arrays bestehend aus Zeichen (ein String, ein eindimensionales Array vom Typ char) verdeutlichen. Ein String ist eine Abfolge (ein Array) von
mehreren Zeichen. Nehmen wir z.B. den Satz "Hallo, du schoene Welt!". Dieser String stellt ein Array des Typs char dar, wobei seine Dimension N die Anzahl der

Zeichen (hier speziell N=23) ist. Im folgenden Programm wurde dieses char-Array mittels der Anweisung char satz[] = {'H",'a’, ... ,'!"}; deklariert und sofort mit
den einzelnen Zeichen initialisiert. Initialisiert man ein Array direkt bei seiner Deklaration, muss man die Dimension des Arrays (hier N=23) nicht explizit
angeben. In gleicher Weise wie im vorigen Beispiel des int-Arrays, wird der Zeiger auf das Array definiert, die Dimension des Arrays berechnet und mehrere

Grolien der jeweiligen Elemente des Arrays ausgegeben.

HelloWorld 1 zeiger.cpp

#include
int main{){
char satz[] = {'H','a",'L",'1l",'0",",", ,d',ut, ,'s

char* zeiger satz = satz;
int anz zeichen = sizeof(satz)/sizeof(satz[0]);

printf("” ", "Index 1 Array",
for{int i=0; i<anz zeichen; ++i}{

printf(’ ",o1);

printf( , satzl[il)

printfi" ", &satz[il):

printf(’ ", zelger_satz+i);

printf( , *(zeiger satz+i));

printf(’ ", *(&satz[i]));

"Zeichen satz[il", "Referenz &satz[i]", "Zeiger zeiger satz+i", "Deref. Zeiger *(zeiger satz+i)", "Deref. Adresse *(&satz[i])");




Array funktionen 1.cpp

#include =<iostreams

void Tausche 35(int* pv, int dim){
if( dim > 5 ){
printf("Vertausche v[3] mit v[5]

int tmp = *(pv+3);
*(pv+3) = *(pv+5);
*(pv+5) = tmp;

}

int main(){

lnt U[] :{—I_JP-I'_I'I-J-P-};

int dim v = sizeof(v)/sizeof(v[0]);

printf("v = ( ", vlel);

for(int i=1; i=dim v; ++i){
printf(" , ", v[il);

t

printf(" )\n");

Tausche_35(v, dim v);

printf("v = ( ");
for(int n : v){

printf("=2i, ", n);
}

printf(" \n");

II];

Mochte man ein Array an eine
Funktion als Argument
Ubergeben, sollte man dies
nicht Uber die einzelnen Werte
des Arrays machen, da man
dann die Array-Eintrage nicht
verandern kann. Stattdessen
Ubergibt man ein Array (dies
gilt auch fir mehrdimensionale
Arrays) als Zeiger auf sein
erstes Element mit einem
zusatzlichen Vermerk zu seiner
Dimension.

C++ Arrays
und
Funktionen




Anwendungsbeispiel
Interpolation und Polynomapproximation

Anwendungsbeispiel: Interpolation und Polynomapproximation

Die Interpolation ist ein Teilgebiet der numerischen Mathematik und es befasst sich mit der Problematik, eine analytische Funktion
mittels einer gegebenen Menge von Werten zu bestimmen. Wir werden in diesem Unterpunkt den wohl elementarsten Algorithmus
einer Interpolation vorstellen, bei dem ein Polynom P(z) mittels einer gegebenen Liste von Werten konstruiert wird. Aufgrund des

Weierstrafsschen Approximationssatzes gibt es fiir jede, auf einem Teilintervall [a, b| definierte, stetige Funktion, f(z) ein Polynom P(x)

mit der Eigenschaft, dass fiir jedes € > 0 die Differenz der Funktion mit dem Polynom verschwindend klein wird (
|f(z) — P(x)| < e Y& € [a, b]). Die Taylorschen Polynome sind hierbei wohl das bekannteste Beispiel einer Entwicklung einer Funktion in

ein Polynom. Leider haben die Taylorschen Polynome den Nachteil, dass sie von ihrer Konstruktion her nur eine Stiitzstelle zy € |a, b]
verwenden und somit die Funktion f(z) zwar gut in dem Bereich um die Stiitzstelle beschreiben, aber nicht im gesamten Teilintervall
la, b]. Bei einer Interpolation mittels der Methode der Lagrange Polynome verwendet man hingegen mehrere Stiitzstellenpunkte fiir die
Konstruktion des approximierenden Polynoms. Dieses Verfahren ist Gegenstand dieses Anwendungsbeispiels.

Die Theorie der Entwicklung einer Funktion in ein Lagrange Polynom

Bei der Entwicklung einer Funktion in ein Lagrange Polynom steht man vor der Aufgabe eine Funktion f(z) mittels (n + 1)
vorgegebener Punkte ((xo, f(xo)), (1, f(x1)),-- ., (Zs, f(z,)),) in ein Lagrange Polynom vom Grade n zu entwickeln. Das n-te Lagrange
Polynom P, (z) einer Funktion f(z) ist wie folgt definiert:

Jwobei Loyz)= ] )

i=0, ik (mk T :-BI')




Lagrange Polynome

In diesem Unterpunkt werden wir die Interpolation einer Funktion f(x) mittels der Methode der Lagrange Polynome
vorstellen, bei der man mehrere StiUtzstellenpunkte fir die Konstruktion des approximierenden Polynoms verwendet.

Im Gegensatz zu Taylorschen Polynomen, benutzt die Methode der Lagrange Polynome mehrere unterschiedliche
Punkte der Funktion bei der Entwicklung der Funktion in ein Polynom. Taylorschen Polynome haben somit den
Nachteil, dass sie von ihrer Konstruktion her nur eine Stitzstelle xo € [a,b] verwenden und somit die Funktion f(x)
zwar gut in dem Bereich um die Stutzstelle beschreiben, aber nicht im gesamten Teilintervall [a,b].
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Entwicklung einer Funktion in ein Lagrange Polynom

h
Die nebenstehende linke

Abbildung verdeutlicht die
oben beschriebene
Lagrange Polynom

Entwicklung, wobei die
blauen Punkte die drei
vorgegebenen Stutzstellen
des Polynoms darstellen,
bei welchen die
Ubereinstimmung
f(z) = Py(z) exakt gilt. Die
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Entwicklung einer Funktion in ein Lagrange Polynom

rechte Abbildung zeigt das entsprechende Polynom FPg(x), wobei hierbei die sieben Stiitzstellen an den
folgenden x-Werten genommen wurden: z = (1, 1.5, 2,2.5,3,5,7).




n n

Py (z) = Z f(zy) - Lpp(z) , wobei Ly (z) = H

k=0 i=0, ik (21 — i)

(z — ;)

Approximiert man z.B. die Funktion f(z) = + im Teilintervall [a,b] = [0.5, 6] mittels dreier vorgegebener

Punkte (n = 2, mit n + 1 Punkten (2, f(2)), (2.5, f(2.5)) und (4, f(4))) in ein Lagrange Polynom vom Grade 2,
so erhalt man:

k=0
‘ = % - Lyo(z) + 2—15 + Laa(z) + i - Lo ()
" _ff emm)  @-m) (e-z)  (2-25) (z-4)
= il = izl;i[#O (@0 —2;) (zo—w1) (zo—z2) (2-25) (2-4)
Beispiel: 2 o (z—z) (z-—z) (z—=x2)
Lagrange Polynom Ezim) = i:g#l (&1 — ;)  (z1—x0) (z1—x2)

vom Grade n=2
3 Stutzpunkte Ly o(x)

(22 —z:) (22 — x0) . (x2 — 1)

— Py(z) = 0.052% — 0.425z + 1.15



Fehlerformel der Lagrange Polynom Methode

Die Abbildungen zeigen, dass die Ubereinstimmung des berechneten Polynoms P,(z) mit der
Funktion f(z) nur an den Stiitzstellen exakt ist. Betrachtet man sich den Unterschied beider

Funktionen an einem beliebigen x-Wert im Bereich der Stutzstellen, so kann man die folgende
Fehlerformel des Lagrangeschen Polynoms herleiten

(n+1) T n
gy 1UE) 1T

Tr — :1:3) , V E(.’.E) < [5130133?'1] )

Ny _—y

Feﬁler i

wobei f("*1(@) die (n + 1)-te Ableitung der Funktion darstellt und £(z) ein x-Wert im Bereich
der Stutzstellen ist.




#include <iostream: Ei

double f({double x){
double wert;
wert = 1.0/x; Ei
return wert; F

} E

int main(){
double points[] = { 2, 2.5, 4 }; C
const unsigned int N_points = sizeof(points)/sizeof(points[e]); A
double plot a=0.5;
double plot b=6;
const unsigned int N_xp=300; A
double dx = (plot b - plot_al/N xp; A
double x = plot_a-dx; Akt
double xpIN_xp+1]; )
double fp[N_xp+1];
double PfpIN_xp+11;
double Lk;

printf("# x-Werte der Stuetzstellen-Punkte: ", N _points); B
for{int k = 0; k = N points; ++k){ F
printf(" ", points[kl); A
} E
printf("\n"}); Z
printf("# @: Index j “n# 1: x-Wert ‘n# 2: f(x)-Wert “n"); B
printf("# 3: Approximierter Wert des Lagrange Polynoms P(x) "); B
printf("# 4: Fehler zum wirklichen Wert fix)-P(x) "); B
for{int j = 8; j == N_xp; ++j){ F
x=x+dx; A
xpljl=x; Ei
fplil=fix); E
Pfpljl=0; I
for(int k = 8; k < N_points; ++k}{ F
Lk=1; I
for(int i = 0; i <« N points; ++i){ F
if(i 1= ki{
Lk = Lk * (x - points[i])/(points[k] - points[il}; B
} =
} z
Pfplj]l = Pfplj] + fipoints[k])*Lk;
} =
} z
for(int j = 8; j == N_xp; ++j){
printf(" “.3. xplil, fpljl, Pfpljl,
}

(fpljl

- Pfplil));




(base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G: B ./a.out
# x-Werte der 3 Stuetzstellen-Punkte:
2.00000 2.50000 4.00000 D
#include 0: Index J
double f(double x){ 1: x-Wert
doutlf wer;;‘ .46 f( X )—kdel‘t
Tshr;wenf' 3: Approximierter Wert des Lagrange Polynoms P(x)
b 4: Fehler zum wirklichen Wert f(x)-P(x)
int main(){ 0 0.5000000000 2.0000000000 0.9500000000 1.0500000000
double points(] = { 2, 2.5, 4 }; . . . 1 0.5183333333 1.9292604502 0.9431418056 0.9861186446
const unsigned int N_points = sizeof(points)/sizeof(points[a]); o -
double plot a= 2 0.5366666667 1.8633540373 0.9363172222 0.9270368150
fit?mﬂ?aﬁjim . 3 0.5550000000 1.8018018018 0.9295262500 0.8722755518
double dx = (plot b - plot a)/N xp; 4 0.5733333333 1.7441860465 0.9227688889 0.8214171576
jgﬁ}::;uﬁgtiﬂ*: 5 0.5916666667 1.6901408451 0.9160451389 0.7740957062
double FpIN xp+1]; 6 0.6100000000 1.6393442623 0.9093550000 0.7299892623
goubte FrRIN xpril; 7 0.6283333333  1.5915119363 0.9026984722 0.6888134641
' 8 0.6466666667 1.5463917526 0.8960755556 0.6503161970
o tint o N points iy T enerumicte A M point=); 0.6650000000 1.5037593985 0.8894862500 0.6142731485
printf(” * pointslkl); 0.6833333333 1.4634146341 0.8829305556 0.5804840786
lef“ s 0.7016666667 1.4251781473 0.8764084722 0.5487696750
o S o 0.7200000000 1.3888888889 0.8699200000 0.5189688889
SR R I e M I AR 0.7383333333  1.3544018050  0.8634651389  0.4909366670
printf("# 4: Fehler zum wirklichen Wert f(x)-P(x) B
for(int j = 0; j <= N_xp; ++j){ 5.8166666667 0.1719197708 0.3695972222 .1976774514
E?ﬁ:L 5.8350000000 0.1713796058 0.3724862500 .2011066442
fpljl=F(x); 5.8533333333 0.1708428246 0.3754088889 .2045660643
Pfplj1=0; 5.8716666667 0.1703093954 0.3783651389 .2080557435
for(int k = 8; k < N_points; ++k){ 5.8900000000 0.1697792869 0.3813550000 2115757131
ﬁ?dﬂtiz . i < N points; ++i){ 5.9083333333 0.1692524683 0.3843784722 .2151260040
ifHLr_ﬁi* [ e lily (bointe (k] telil). 5.9266666667 0.1687289089 0.3874355556 .2187066467
y ¥ poantsili/ipoantaikl - poantsiil); 5.9450000000 0.1682085786 0.3905262500 .2223176714
gf{q Pfalil 4 FlrointelkD)oLk. 5.9633333333 0.1676914477 0.3936505556 .2259591078
L P ' 5.9816666667 0.1671774868 0.3968084722 .2296309855
¥ 6.0000000000 0.1666666667 0.4000000000 WEEEEEEEEE]
for(int j = ©; j <= N_xp; ++j){ 7 (base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G: $ B
printf(" ',j. xplil, fpl[jl, Pfpljl, (fp[jl - PFplj1)); N

Iy // Ende for-Schleife der Ausgabe

}
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Zunéchst wird das Python Modul "sympy" eingebunden, das ein Computer-Algebra-System fir Python bereitstellt und eine Vielzahl an symbolischen
Berechnungen im Bereich der Mathematik und Physik relativ einfach mdglich macht. Falls Sie das "sympy" Modul das erste Mal verwenden, missen Sie es
zunéchst in [hrer Python 3 Umgebung installieren (z.B. in einem Linux Terminal mit "pip3 install sympy™).

from sympy import *
init _printing()

Wir méchten nun die Funktion f(x) = ix mittels (n + 1) vorgegebener Punkte ((xq. f(xg)). (X1, f(x1)), ..., (x,, f(x,)),) in ein Lagrange Polynom vom
Grade N entwickeln. Hierzu definieren wir zundchst die Funktion:




Ubungsblatt Nr. 5

Aufgabe 1 (7.5 Punkte)

Der im C++ Programm Lagrange Polynom 1.cpp implementierte Algorithmus stellt eine nutzliche Implementierung der
Lagrange Polynom Methode dar, die wir vielleicht auch in zukunftigen Programmen verwenden konnen. Definieren Sie
eine C++ Funktion, die den Kern-Algorithmus des Programms Lagrange Polynom 1.cpp beinhaltet. Die Struktur der
Funktion sollte dem allgemeinen C++ Funktionenschema "'Ruckgabe Typ' Funktionsname (‘Argumentenliste') { 'Block
von Anweisungen' }" folgen (siehe Funktionen in C++) und in der 'Argumentenliste’ sollte einerseits der Zeiger auf das
im Hauptprogramm deklarierte Stiutzstellen-Array und seine Dimension stehen und andererseits sollten die im
Hauptprogramm deklarierten Arrays double xp[N xp+1], double fp[N xp+1] und double Pfp[N xp+1] mittels eines
Aufrufs der Funktion mit den entsprechenden Datenwerten der Berechnung gefullt werden. Testen Sie das Programm
zunachst mittels des vorgegebenen Beispieles (f(z) = 1/z und & = (2,2.5,4)) und berechnen dann das Lagrange Polynom

vom Grade n = 8 im Teilintervall [a, b] = [0.91,9.07] mit f(z) = 10e*/° -sin(3z) und Z = (1,2, 3,4,5,6,7,8,9).

Aufgabe 2 (7.5 Punkte)

Die im C++ Programm Lagrange Polynom 1.cpp implementierte Lagrange Polynom Methode approximiert eine
vorgegebene Funktion f(z) (hier speziell f(x) = 1/z ) durch ein Lagrangepolynom. Wir nehmen jedoch im Folgenden an,
dass die wirkliche Funktion f(z) unbekannt ist, und wir lediglich an den Stiitzstellen die Funktionswerte kennen.

Gegeben seien die folgenden x- und y-Werte der Stiitzstellen: z = (2, 10.1, 15, 20, 40, 60, 90) und
(2.1,41,43,40.2,12,5,17.5). Berechnen Sie das Lagrange Polynom P;(z) im Teilintervall |a, b] = [0, 100] mittels eines
C++ Programms und stellen es grafisch mittels Python dar.

y



Aufgabe 3 (5 Punkte) I

Im Unterpunkt C++ Arrays, Zeiger und Referenzen hatten wir gesehen, wie man ein Array an eine Funktion als
Argument ubergeben sollte: "Mochte man ein Array an eine Funktion als Argument ubergeben, sollte man dies nicht uber
die einzelnen Werte des Arrays machen, da man dann die Array-Eintrage nicht verandern kann. Stattdessen ubergibt man
ein Array (dies gilt auch fur mehrdimensionale Arrays) als Zeiger auf sein erstes Element mit einem zusatzlichen Vermerk

zu seiner Dimension." In gleicher Weise gilt dies auch fur die gewohnlichen skalaren Datentypen (int, double, ...).
Konstruieren Sie eine Tausch-Funktion fiir zwei skalare double-Datentypen ("double a" und "double b"). Die Funktion soll
dabei die im Hauptprogramm initialisierten Werte von "a" und "b" vertauschen, sodass nach dem Funktionsaufruf die
Variable "a" den Wert von "b" und die Variable "b" den ursprunglich initialisierten Wert von "a" besitzt. Verwenden Sie

hierbei als 'Ruckgabe Typ' void und als 'Argumentenliste' den Zeiger auf a und auf b. Was ware geschehen, hatten Sie
anstatt der Zeiger die Werte der Variablen an die Funktion ubergeben?




Vorlesung 6

Mehrdimensionale C++ Arrays

In diesem Unterpunkt werden wir uns mit der Deklaration von integrierten mehrdimensionale C++ Arrays befassen.
C++ Zahlen-Arrays haben bei der Programmierung von physikalischen Problemen eine bedeutende Rolle, da sie der
numerischen Implementierung von Matrizen entsprechen. Obwohl die eigentliche Definition dieser
zusammenhangenden Objekte einfachen Darstellungen folgt und z.B. der Zugriff auf die Elemente eines C++ Arrays
mittels einer, in der Physik gebrauchlichen Index-Schreibweise, erfolgt, ist die genaue interne Speicherung solcher
Matrix-dhnlicher Strukturen nicht so einfach zu verstehen und bedarf eines Zeigerkonzeptes (siehe C++ Arrays,
Zeiger und Referenzen). In gleicher Weise wie auch bei eindimensionalen Arrays sind mehrdimensionale C++
Arrays mittels des Konstruktes des Zeigers implementiert. Eine (m x n)-Matrix A, bestehend aus Gleitkommazahlen
vom Typ double kann auf tiefster Ebene als ein integriertes Array deklariert werden: double A[m][n]; Der Zugriff auf
den Wert eines Array-Elementes kann nun entweder durch die Angabe des entsprechenden Matrix-Indexes erfolgen
(A[il[j]), oder durch den dereferenzierten Wert seiner Zeigerposition im Array erfolgen ( *(A[i] + j) bzw. *(zeiger A +
i*n + j) ). Danach wird am Beispiel der Multiplikation zweier Matrizen der Zugriff auf die einzelnen Elemente des
Arrays verdeutlicht. Zuletzt wird das Thema Mehrdimensionale C++ Arrays und Funktionen behandelt. C++ Arrays
lassen sich nicht direkt als Wert iibergeben; stattdessen tibergibt man ein Array als Zeiger auf sein erstes Element,
mit einer zusatzlichen Angabe seiner Dimensionen (naheres sieche Mehrdimensionale C++ Arrays).

Jupyter Notebooks und das Rechnen mit symholischen Ausdriicken

Ein Computeralgebrasystem ist ein
Computerprogramm, das der
Bearbeitung algebraischer Ausdriicke
dient. Es lost nicht nur mathematische
Aufgaben mit festen Zahlenwerten,
sondern auch solche mit symbolischen
Ausdriicken (Gleichungen von
Variablen, Funktionen, Polynomen und
Matrizen). In diesem Unterkapitel
wird die Programmiersprache Python,
in Verbindung mit der Python-
Bibliothek SymPy benutzt, um
symbolische Berechnungen
durchzufiihren (Matrix-Berechnungen,
Differentiation, Integration,
analytisches Ldosen von
Differentialgleichungen). In diesem
Sinne agiert das Jupyter Notebook als
ein Computeralgebrasystem und es

Einflihrung in die Programmierung fiir Studierende der Physik

(Introduction to Programming for Physicists)
Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitat in Frankfurt am Main
(Sommersemesier 2022)

von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

Frankfurt am Main 05.05.2022

Das Computeralgebrasystem: Python Jupyter + SymPy

In diesem Jupyter Nolsbook wird die Programmilersprache Python, in Verbindung mit der Python-Bibliothek SymPy benutzl, um symbolische Berechnungen
duwrchzutihren (Matrix:-Berechnungen, Differentiation, Infegration, anabytisches Lasen von Differentialgisichungen), In diesem Sinne aglert das Jupyter
Molebook somit als ein Computeralgebrasysiem - sin Compulerprogramm, das der Bearbeitung algebraischer Ausdniicke dient. Es 15st nich? nur
maihematische Aulgaban mil lestan Zahlerwarten, sondarm auch salche mit symbalischen Ausdebeken (Glaichungan van Variablen, Funkiionen, Pelynomen
wund Matrizen) und Ist dadurch Im Erschelnungsbild den kommerziellen Soltware-Produkten Mathematica oder Maple sebr fihnlich,

Zuniichst wird das Python Medul “sympy” elngebunden. Falls Sie das “sympy™ Modul das ersie Mal verwenden, missen Sie es zundchst in Threr Python 2
Umgeburg insialieren (2.8, in einem Linux Terminal mit "pip3 install sympy™).

In [1]: from sympy import *
init :rmt'_r.gll &

Vorlesung 6

Im ersten Teil dieser Vorlesung werden wir uns zunéachst mit der
Deklaration von mehrdimensionale C++ Arrays befassen. Zwei
dimensionale C++ Zahlen-Arrays entsprechen der numerischen
Implementierung von zwei dimensionale Matrizen, welche in der
Physik eine bedeutende Rolle spielen. Mdochten wir z.B. eine (m x n)
-Matrix A = (a;j)i=12,.,m; j=12,..n), bestehend aus Gleitkommazahlen
vom Typ double in einem C++ Programm als ein integriertes Array
deklarieren, so wiirden wir die folgende Anweisung in den Quelltext
schreiben:

;. 2 ... Qi

921 @2 .- @2 Deklaration: double A[m][n];

Am) Q2 R ‘

In gleicher Weise wie auch bei eindimensionalen Arrays sind
mehrdimensionale C++ Arrays mittels des Konstruktes des Zeigers
implementiert und die einzelnen Elemente eines Arrays (z.B. "double
A[m][n]") sind im Hauptspeicher in Form von Zeigern/Referenzen
geordnet.

Der zweite Teil der Vorlesung befasst sich mit dem Thema der
numerischen Differentiation. Die Ableitung (Differentiation) einer
Funktion stellt ein fundamentales Konzept der Mathematik dar,
welches bei der Formulierung von physikalischen
Bewegungsgleichungen essenziell ist. Die mathematische Definition
der Ableitung einer Funktion, der sogenannte Differentialquotient,
benutzt dabei eine Grenzwert-Formulierung (h — 0), wobei in der
numerischen Mathematik hingegen mehrere Differentiationsregeln
formuliert werden, die den wirklichen Wert der Ableitung
approximieren. Die analytische Herleitung dieser Regeln benutzt die
Methode der Lagrange Polynome (siehe Anwendungsbeispiel:
Interpolation und Polynomapproximation). Im zweiten Unterpunkt des

linken Frames dieser Vorlesung wird die Herleitung der
Differentiationsregeln mittels eines Python Jupyter Notebooks
behandelt und im dritten Unterpunkt werden die
Differentiationsregeln in einem C++ Programm verwendet, um die
Ableitung einer Funktion f(z) approximativ zu bestimmen.




Numerische Differentiation h

Die im vorigen Unterpunkt hergeleiteten Differentiationsregeln der numerischen Mathematik sind im Folgenden
nochmals zusammenfassend dargestellt:

f(zo + k) — f(o)]

Zweipunkteformel (n=1): f'(xzq) =~ %

Dreipunkte-Endpunkt-Formel (n=2): f'(zq) ~ i —3 f(xo) +4 f(zo + h) — f(zo+ 2h)]
Dreipunkte-Mittelpunkt-Formel (n=2): f'(zg) ~ i f(zo+h) — f(zo — )]
Fiinfpunkte-Mittelpunkt-Formel (n=4): f'(zgy) =~ Flh flzo—2h) — 8 f(zg — h) + 8 f(xg + h) — f(zo + 2h)]

In diesem Unterpunkt werden die Ableitungsregeln in einem C++ Programm verwendet, um die numerische
Ableitung der Funktion f(z) = 10e %/ - sin(z) zu approximieren und die Ergebnisse dann mit der wirklichen,
analytisch bestimmbaren Ableitung f'(z) zu vergleichen (naheres siehe Numerische Differentiation).




Mehrdimensionale C++ Arrays

Dieser Unterpunkt baut auf dem Thema C++ Arrays, Zeiger und Referenzen der vorigen Vorlesung auf und betrachtet
mehrdimensionale C++ Arrays. Mehrdimensionale C++ Arrays werden im Prinzip als ein Array von Arrays dargestellt und
sie beschreiben einen Matrix-ahnlichen integrierten Datentyp. Fur einen Typ T entspricht "T Name[m][n];" der
Deklaration einer (m x n)-Matrix, wobei die einzelnen Elemente vom gleichen Typ T sein miissen. Mochten wir z.B. eine
(m x n)-Matrix A, bestehend aus Gleitkommazahlen vom Typ double in einem C++ Programm als ein integriertes Array
deklarieren, so wurden wir die folgende Anweisung in den Quelltext schreiben: double A[m][n];

ain

G| _ (@ij)i=1.2...m:j=12,.n — Deklaration z.B. mit: double A[m]|[n];

Mehrdimensionale C++ Arrays und Zeiger

In gleicher Weise wie auch bei eindimensionalen Arrays sind mehrdimensionale C++ Arrays mittels des Konstruktes des
Zeigers implementiert. Die einzelnen Elemente eines Arrays (z.B. "double A[m][n]") sind in Form von Zeigern auf die
eindimensionalen Zeilen-Unterarrays geordnet. Der Zugriff auf den Wert eines Array-Elementes kann entweder durch die
Angabe des entsprechenden Matrix-Indexes erfolgen (A[il[j]), oder durch den dereferenzierten Wert seiner Zeigerposition
im Array erfolgen ( *(A[i] + j) bzw. *(zeiger A + i*n + j) ). Dies Eigenschaften von mehrdimensionale C++ Arrays wollen
wir nun, am Beispiel von int-Arrays naher betrachten.

In dem folgenden C++ Programm werden zwei int-Arrays definiert, die den folgenden zwei Matrizen A und B
entsprechen:

1 2 3

1 2 3 4 5 4 5 6

(3 x5)-Matrix A= |21 22 23 24 25 (5x3)-Matrix B=]7 8 9
51 52 53 54 55 10 11 12

13 14 15




#1nclude <i1ostream=> cln- und AusgabeDlDL10ThekK

int main(){ Hauptfunktion
const int m = 3;
const int n = 5;
int Alml[n] = { { 1, 2, 3, 4, 5},
{21,22,23,24,25}, ) )
{51,52,53,54,55} }; Definition eine Integer-A atri
int B[n][m] = { { 1, 2, 3},
{ 4, 5, 6},
{7, 8, 9},
{10,11,12}, h
{13,14,15} }; Definition eines (5 Integer-A . Matri
int* zeiger A = SA[O][0O]; Definition des Zeigers auf das Integer-Array A

constexpr int anz_elem A = sizeof(A)/sizeof(A[0][0]);

constexpr int dim m = sizeof(A)/sizeof(A[0]); es A 5 zahl de er Matrix A
constexpr int dim n = sizeof(A[0])/sizeof (A[O][0O]); es A zahl de er Matrix A
printf("Matrix A: "3,
for(int i=0; 1 < m; ++1i){ Anfang Schleife 1 (Zeilen der Matrix
printf("| ");
for(int j=0; j < n; ++j){ A eife 2 | lten der Matri
printf({" “y ALLILID) A es Matrixwertes A {i
} E 1.5chleife
printf ("] ")
} Ende der 1.5chleife
printf("\nMatrix B: "y
for(int i=0; i < n; ++i){ Anfang Schleife 1 (Zeilen der Matrix
printf("| ");
for(int j=0; j < m; ++j){ A 2 lte er Matri
) printf({" “y BILI[31); A ixwertes B_{i]
printf("| "
} Ende der 1.Schleife
printf("\nDie Adresse des mehrdimensionalen Arrays A entspricht der Referenz seines ersten Elementes:\n");
printf("&A[Q][0] = , A[B] = und zeiger A = ", GA[O][O], A[O], zeiger A);
printf("Der Ausdruck A[i] ist der Zeiger auf die i-te Zeile der Matrix A:\nA[0] = , A[1] = und A[2] = ", A[O], A[1], A[lZ2]1);
printf("Die gesamte Anzahl der Elemente im Array A ist ", anz_elem A);
printf("Das Array A entspricht einer (m x n)-Matrix mit m = und n = ", dim_m, dim n});
printf("Navigieren in Arrays:\n");
printf("Der Zugriff auf ein Element des Arrays kann entweder ... ")
printf("... durch die Angabe des Matrix-Indexes erfolgen A[i][j]: z.B. A[2][3] = “OAL21131);
printf("... oder durch den dereferenzierten Wert seiner Zeigerposition im Array erfolgen *(A[1] + j): z.B. *(A[2] + 3) = ",OF(ALZ] + 3));
printf(" dies ist gleichbedeutend mit *(zeiger A + i*n + j): z.B. *(zeiger A + 2*%5 + 3) = ", *(zeiger A + 2*5 + 3)});




#1nclude (base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G: $ g++ Array_mehrdim_zeiger.cpp
base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G: $ ./a.out

int main( b{
const int m
const int n
int A[m][n]

-

1 2 3 4 5|
| 21 22 23 24 25 |
51 52 53 54 55 |

]

-

int B[n][m]

—_—
ety ey ety by ey oy g oy

¥ ¥
' ’
¥ ¥
¥ ¥
' ’
¥ ¥
’ ’
' ’

int* zeiger A = &A[O][0]; 10

=
UOONN OO W

constexpr int anz_elem A = sizeof
t int di = (A

Eﬂﬂitzigﬁ iﬁtgiﬂ—ﬂ zi;zgf:A%gTDle Adresse des mehrdimensionalen Arrays A entspricht der Referenz seines ersten Elementes:

N SA[0][0] = 0x7ffe865214a0 , A[0] = 0x7ffe865214a0 und zeiger_A = 0x7ffe865214a0

printf("Matrix A: ”}5..

foHé:L&;iwluijm +1)4 Der Ausdruck A[1] ist der Zeiger auf die i-te Zeile der Matrix A:
for(int j= fj < n; ++j) A[0] = 0x7ffe865214a0 , A[1] = 0x7ffe865214b4 und A[2] = Ox7ffe865214c8

printf(” "y A[L][31)3

}

o Die gesamte Anzahl der Elemente im Array A ist 15
printf("]

)i
}

printf("\nMatrix B: \n");
for(int i=8; i < n; ++i){ Navigieren in Arrays:
géﬁ?i;ﬁ%= ?H PPN Oe - Zugriff auf ein Element des Arrays kann entweder ...
pﬁﬂtf[ﬂ BYESIENTN . .. durch die Angabe des Matrix-Indexes erfolgen A[1][j]: z.B. A[2][3] =
} ... oder durch den dereferenzierten Wert seiner Zeigerposition im Array erfolgen *(A[i] + j): z.B. *(A[2] + 3) = 54

printf ("] \n"); dies ist gleichbedeutend mit *(zeiger A + i*n + j): z.B. *(zeiger A + 2*5 + 3) = 54

Das Array A entspricht einer (m x n)-Matrix mit m=3 und n =5

}

printf("\nDie Adresse des mPhrilmEﬂ510ﬂd1Hﬂ Arrays A entspricht der Referenz seines ersten Elementes:
printf("&A[O][0] : d i ", GA[O]T[O], AfO], zplgpr_A)

printf("Der Ausdruck A[ ] ist der Zeiger dHf die i-te Zeile der Matrix A:\nA[@] = , A und
printf("Die gesamte Anza er Elemente im Array A is ", anz_elem A);

printf("Das A entspricht einer (m x n)-Matrix mit m = und n = ", dim_m,

printf("Nav "en i "rays:\n");

printf("De riff auf ei lement des Ar kann entweder . )i

printf("... ch die An Mat ! rfolgen A[i][j]: z.B. A[2

printf("... r durch dereferenzierten Wert seiner Zeiger :51T10n im Array erfolge
printf(" dies ist gleic utend mlt *(zeiger A + i*n + j): z.B. *(zeiger A + 2*¥5 + 3) =



Anwendung: Multiplikation zweier Matrizen

Wir mochten nun die beiden Matrizen .4 und B miteinander multiplizieren. Allgemein gilt fir die Multiplikation einer
(m x n)-Matrix A mit einer (n x [)-Matrix B die folgende Formel: C = A - B mit

cij =Y awby; , i=12...m;j=12..,0,
k=1 [ 3

wobei die entstehende Produktmatrix C eine (m x [)-Matrix ist. Fiir unsere speziellen Matrizen gilt

( 1 2 3 \
1 2 3 4 5 4 5 6 135 150 165
C=A-B=\|21 22 23 24 25 |-| 7 8 9 | =1 835 950 1065
51 52 53 54 55 10 11 12 1885 2150 2415
(3 x 5)-Matrix k\ 13 14 15 ), (3 x 3)-Matrix

T

(5 x 3)-Matrix



Array mehrdim mult.cpp

3
Datei Bearbeiten Ansicht Lesezeichen Einstellungen Hilfe
(base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G:
(base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G:
#include <iostream: 1}
int main(){ Matrix A:
const int m = 3; ] 1 2 4 5 |
const int n = 5; pl| 21 22 24 25 |
int AlmIn] = { { 1, 2, 3, 4, 5}, 51 52 54 55 |
{?—rt—r?'rj_}::}F
{—r £p23 425, }}r .
int B[n][m] = { { 1, 2, 3}, . |
{4, 5, 6}, 5 |
E ¥ F 'i: 8 |
{13,14,15} }; 11 12 |
14 15 |
int C[m][m];
Die Matrix Multiplikation ergibt C = A *
for(int i=0; i < m; ++i){ | 135 150 165 |
for(int j=0; j < m; ++j){ -) 835 950 1065 |
CIil[j] = 63

1885 2150 2415 |

|
| .
(base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G:

for(int k=0; k < n; ++k){ )
C[i1[j] = C[i1[3] + A[i][k] * BIKI[]j];

printf("Die Matrix Multiplikation ergibt C = A * B :
for(int i=0; i < m; ++i){

printf("| "); Die Implementierung der eigentlichen Multiplikation im Quelltext wurde mittels der Index-Schreibweise
f°r':li)';’i[n%;{ﬁ ) ‘""‘FCJ[’H IE]{] . ﬁ realisiert, da diese dem mathematischen Formalismus sehr ahnelt:
' ' § Cij = ZZ:1 airbr; < for(int k=0; k < n; ++k){ C[i][j] = C[il[j] + A[il[k] * B[KkI1[j]; } N
) printf("| \n"); , Nach der Berechnung der einzelnen Elemente des Arrays wird die Produktmatrix C schlieSlich im Terminal

} ausgegeben.




#include <iost

vold print Matrix(int* M, int dim 1, int dim 2){
for(int i=0; 1 < dim 1; ++1i){
printf("] ");
for(int j=0; j < dim 2; ++j){
printf(" *, M[i*dim 2 +j]1);
}
printf("| ")
}
}

int main()}{

const int m =

const int n =

int A[m][n] = { { 1 5},
{ ——————————— -}J
{51 55} }

int B[n][m] = { { 1, }
{ Ty }r
{ _! }F
{- 1] -—}F
{13,14,15} };

int C[m][m];

for(int i=0; i < m; ++i){

for(int j=0; j < m; ++j){
C[il[]] =

for(int k=o: k < n; ++k){

C[i][j]1 = clil[il + A[il[k] * BLKI[]I;

}
}

printf({"\nMatrix A: ");
print Matrix(&A[G][8], m, n);

printf({"\nMatrix B: ");
print Matrix(&B[O][G], n, m);

printf(*\nDie Matrix Multiplikation ergibt C = A *

print Matrix(&C[0][6], m, m);

B :

b Mehrdimensionale C++ Arrays und Funktionen

Arrays lassen sich nicht direkt als Wert Gbergeben.
Stattdessen kann man ein C++ Array als Zeiger auf
sein erstes Element Ubergeben (mit einer
zusatzlichen Angabe seiner Dimensionen). Im
folgenden C++ Programm wurde eine -Funktion
dem Hauptprogramm ausgelagert, die zur Aufgabe
hat eine (mxn)-Matrix im Terminal auszugeben.

Die Funktion" print_Matrix(int* M, int dim_z,

dim_2){ ... }" wird dann im Hauptprogramm
dreimal aufgerufen, um die Matrizen A, B und C
darzustellen. Man beachte hierbei, dass beim
Aufruf der Funktion im Hauptprogramm (z.B. fur
die Matrix A: print_Matrix(&A[o][c], m, n);) die
Adresse des ersten Elementes der Matrix
Ubergeben wird (&A[o][0]) - man hatte hier auch
'‘&A[0]' schreiben konnen, jedoch nicht '&A'. Das
folgende Bild veranschaulicht die
Terminalausgabe.




#include <1

vold print Matrix(int* M, int dim 1, int dim 2){
for(int i=0; 1 < dim 1; ++1i){
printf("] ");
for(int j=0; j < dim 2; ++j){
printf(" *, M[i*dim 2 +j]1);
}
printf("| ")
}
}

int main()}{
const int m
const int n

int A[m][n]

n
-~
by b by
[ ]

int B[n][m] =

|
-~

o
B

int C[m][m];

for(int i=0; i < m; ++i){
for{int j=0; j < m; ++j){
Clil[j]1 = &;
for(int k=08; k < n; ++k){

C[i][j]1 = clil[il + A[il[k] * BLKI[]I;

}
}

printf({"\nMatrix A: ");
print Matrix(&A[G][8], m, n);

printf({"\nMatrix B: ");
print Matrix(&B[O][G], n, m);

printf(*\nDie Matrix Multiplikation ergibt C = A *

print Matrix(&C[0][6], m, m);

B :

Mehrdimensionale C++ Arrays und Funktionen

Die definierte Funktion hat jedoch mehrere Nachteile
und wir werden spater, im Themenbereich der Objekt-
orientierten Programmierung sehen, dass man durch
eine Kapselung des Programms eine Funktion
entwerfen kann, die es dem Anwender erleichtert, die
print_Matrix(..)-Funktion aufzurufen. Ein wichtiger
Anwendungsbereich der Objekt-orientierten
Programmierung besteht darin, C++-Klassen und
Funktionen zu erstellen, die von anderen
Programmierern verwendet werden kdnnen. Die
Anwendung der geschriebenen Programme sollte
dabei moglichst einfach und fehlerfrei sein. Die
Anwendung unserer Funktion " print_Matrix(int*
M, intdim_z, ntdim_2){...}"ist jedoch nicht so
einfach und gerade bei der Angabe der Dimensionen
des Arrays (10t dim_z, int dim_2) kann der Anwender
einen Fehler machen, der dann das Programm zum
Absturz bringen kdnnte. Auch ist die print_Matrix
Funktion auf ganzzahlige Matrizen beschrankt, was
dem Anwender vielleicht nicht klar ist.




In dem folgenden C++ Programm sind die genannten Nachteile der,print_Matrix' Funktion behoben. Das
i Programm wurde von Herrn Johannes Misch erstellt und es verwendet, in einer eleganten Template-
Template Funktionen Funktion, zwei ineinander geschachtelte bereichsbasierte for-Schleifen. Beim Aufrufen der Funktion aus dem
Hauptprogramm 'print_Matrix( A );' muss der Anwender lediglich das Array in die Argumentenliste der
Funktion schreiben und abhangig vom Datentyp der Matrixelemente und der Dimension des Arrays
verwendet diese Template-Funktion den geeigneten Matrixtyp.

Array mehrdim funktion template.cpp

#include <iostream=
#include <iomanip=>

template <typename T, std::size t a, std::size t b>
vold print Matrix( const T (&M)[a]l[b] )
{

for ( const auto& row : M )

{
std::cout << "| ";
for ( const auto value : row )

{
std::cout << std::setw(8);
std::cout << value << ;

std::cout << "|\n";




Template Funktionen

Beim Aufrufen der Funktion aus dem
Hauptprogramm 'print_Matrix( A );' muss der
Anwender lediglich das Array in die
Argumentenliste der Funktion schreiben und
abhangig vom Datentyp der Matrixelemente
und der Dimension des Arrays verwendet diese
Template-Funktion den geeigneten Matrixtyp.

Array mehrdim funktion template.cpp

#include <iostream=
#include <iomanip=>

template <typename T, std::size t a, std::size t b=
void print Matrix( const T (&M)[a][b] )

{
for ( const auto& row : M)
{
std::cout << "| ";
for ( const auto value : row )
std::cout << std::setw(8);
std::cout << value << ;
std::cout << "|\n";
}

int main()

{

constexpr int m
constexpr int n

const int A[m][n]

{

SR

{51, 52, 53, 54, 55 } h
};

const int B[n][m]

{

ey ey h A Ay
e e

int C[m][m] = {};

for ( int i=0; 1 < m; ++1 )
{
for ( int j=0;
{
for ( int k=0;

jo<m; ++j )
k < n; ++k )

CIi][3] += A[i][k] * BIK]I[j];

}

std::cout << "\nMatrix A:
print Matrix( A );

std::cout << "\nMatrix A:
print Matrix( B );

std::cout << "
print Matrix( C );

Die Matrix Multiplikation ergibt C = A *

B :




Jupyter Notebooks und das Rechnen mit symbolischen Ausdriucken

Ein Computeralgebrasystem ist ein

Einfiihrung in die Programmierung fiir Studierende der Physik Computerprogramm, das der
Bearbeitung algebraischer Ausdricke
(Introduction to Programming for Physicists) dient. Es 16st nicht nur mathematische
Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitit in Frankfurt arm Main .,h A‘.lfgﬁ]:]EH mit festen Zahl EHWEI’I’.EH,
sondern auch solche mit symbolischen
Ausdricken (Gleichungen von
von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske Var‘lﬂhlen, Funktion en, PDl}rn omen und
Matrizen). In diesem Unterkapitel
wird die Programmiersprache Python,

Das Computeralgebrasystem: Python Jupyter + SymPy in Verbindung mit der Python-

_ o _ Bibliothek SymPy benutzt, um
In diesém Jugyler Malsbook wird die Programmibersprache Pythan, in Verbindweng mil der Python-Biblolhek SymPy benutzl, um symbolische Barechnungen .
durchzutihnen (Matix:Berechnungen, Differentiation, Inegration, analytisches Losen von Differentialgheichungen), In diesem Sinne aglert das Jupyter Sy]-n_-h Ullsc he BE‘FEC hnung en

Pathamasiche Aufgtban ok feun Zahrmrie, aoem s s0ichs it ymchachen Ausicsan (Oiictungen von Vs, Fscnen, Poteonen LT ChZUfITEN (Matrix-Berechnungen,
wnd Matrizen] und st dadurch Im Erscheinungsbild den kommerzislien Software-Produkten Mathematica oder Maple sehr fhnlich, lefe renﬂﬂtiun; Inte g’rati on,
Zundichs! wird |:|-|.-.. F':.ru1lnn Mn-dul':.',,-u'q?g,-' Engub:undc-l! F;!IH. .Smda: “sympy~ Modul das ersie Mal verwenden, missen Sie es zundchst in lhrer Python 2 analﬁiSChES Lﬁsen VO
R e e Differentialgleichungen). In diesem
In [21: (e sy Tt Sinne agiert das Jupyter Notebook als
ein Computeralgebrasystem und es
lost nicht nur mathematische
Aufgaben mit festen Zahlenwerten, sondern auch solche mit symbolischen Ausdrucken (Gleichungen von Variablen,
Funktionen, Polynomen und Matrizen). Beim Klicken auf das nebenstehende Bild gelangt man zu dem Jupyter
Notebook Das Computeralgebrasystem: Python Jupyter + SymPy ('Jupyter sympy.ipynb' , View Notebook, Download
Notebook). Am Ende des Notebooks wird unter anderen auch der Anwendungsfall der Herleitung der
Differentiationsregeln mittels der Methode der Lagrange Polynome behandelt, die dann im nachsten Unterpunkt bei
der Numerische Differentiation benutzt werden.

[|Sommersemesior 2022)

Frankiurt am Main 05.05.2022




Jupyter Notebooks und das Rechnen mit symbolischen Ausdriucken

EinfUhrung in die Programmierung fur Studierende der Physik

(Introduction to Programming for Physicists) | Entwicklung einer Funktion in ein Lagrange Polynom

— fix)

Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitat in Frankfurt am Main | — Polx)

Entwicklung einer Funktion in ein Lagrange Polynom

(Sommersemester 2022) 200 — )

175 — Pilx)

150

von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske :z::

= 100

fia), Paix)

0.75

Frankfurt am Main 05.05.2022

0.25

1 2 3 4 5

Das Computeralgebrasystem: Python Jupyter + S{(mPy

In diesem Jupyter Notebook wird die Programmiersprache Python, in Verbindung mit der Python-Bibliothek SymPy benutzt, um symbolische Berechnungen
durchzuflhren (Matrix-Berechnungen, Differentiation, Integration, analytisches Lésen von Differentialgleichungen). In diesem Sinne agiert das Jupyter
Notebook somit als ein Computeralgebrasystem - ein Computerprogramm, das der Bearbeitung algebraischer Ausdriicke dient. Es I6st nicht nur
mathematische Aufgaben mit festen Zahlenwerten, sondern auch solche mit symbolischen Ausdriicken (Gleichungen von Variablen, Funktionen, Polynomen
und Matrizen) und ist dadurch im Erscheinungsbild den kommerziellen Software-Produkten Mathematica oder Maple sehr ahnlich.

Zunachst wird das Python Modul "sympy" eingebunden. Falls Sie das "sympy" Modul das erste Mal verwenden, missen Sie es zunachst in lhrer Python 3
Umgebung installieren (z.B. in einem Linux Terminal mit "pip3 install sympy").

from sympy import * Anwendungsbeispiel:
RS RINEIg ) Herleitung der Differentiationsregeln mittels der Methode der Lagrange Polynome




Zur Approximation dieser Zahl werden wir nun die Funktion f(x) in ein Lagrange Polynom entwickeln und diesen Ausdruck dann Differenzieren. Wir méchten
jetzt die Funktion f(x) mittels (n + 1) vorgegebener Punkte ((xq.,f(xp)), (x1,f(x1)),....(x,,f(x,))) in ein Lagrange Polynom vom Grade N entwickeln, wobei
wir annehmen, dass xo € [a, b] und x;, = xo + n - h. Der Wert von /& sollte hierbei hinreichend klein sein um sicherzustellen, dass x, € [a, b] gilt.

Das n-te Lagrange Polynom P, (x) einer Funktion ist wie folgt definiert:

Pa(x) = Y f0) - Log(x)
k=0

mit
n

Ln.k(x)z H LX:)

=0, ik Kk — Xi)

Wir approximieren nun die Funktion f(x) durch das n-te Lagrange Polynom P,,(x)

FUDEX)

f(x) = Pu(x) + o E D) g("‘"“)‘ V E@) € [x0.X0] L
Feq}‘lrler

'1.*v.rc&be|'f‘:”+1*"1""JI die (n + 1)-te Ableitung der Funktion darstellt und £(x) ein x-Wert im Bereich der Stitzstellen ist.

Vernachlassigt man den Fehlerterm und leitet den Ausdruck ab, erhélt man:

r af ar n n d n ,
') & —Pa@) = E(Egﬂm : Ln.k(x)) = Ejf(xk)- ——Lni(@) = ;}f(m L ()



Numerische Differentiation .,

In diesem Unterpunkt werden wir die im Jupyter Notebook Das Computeralgebrasystem: Python Jupyter + SymPy
(‘Jupyter sympy.ipynb', View Notebook, Download Notebook) hergeleiteten Differentiationsregeln der numerischen
Mathematik in einem C++ Programm anwenden. Im Speziellen werden wir die numerische Ableitung der Funktion

f(z) = 10e /10 . sin(z) mittels der unterschiedlichen Differentiationsformel in einem C++ Programm bestimmen und die
Ergebnisse mit der wirklichen, analytisch bestimmbaren Ableitung f'(z) vergleichen.
Die mathematische Definition der Ableitung einer Funktion f(x) an der Stelle x,, der sogenannte Differentialquotient,
benutzt die folgende Grenzwert-Formulierung (h — 0):

f(xo + h) — f(x0)
h

(o) = lim

In der numerischen Mathematik hingegen werden mehrere Differentiationsregeln formuliert, die diesen wirklichen Wert
der Ableitung approximieren. Die analytische Herleitung dieser Regeln benutzt die Methode der Lagrange Polynome
(siehe Anwendungsbeispiel: Interpolation und Polynomapproximation).

Die Differentiationsregeln der numerischen Mathematik N

Die im vorigen Unterpunkt hergeleiteten Differentiationsregeln der numerischen Mathematik (siehe Das Computeralgebrasystem: Python Jupyter + SymPy) sind in
der folgenden Box nochmals zusammenfassend dargestellt:

Zweipunkteformel (n=1): f'(z0) = %[f(a:g +h) — f(zo)) , Stiitzstellen: (zg,zo + h)
Dreipunkte-Endpunkt-Formel (n=2): f(zo) = % (=3 f(zo) +4 f(zo + h) — f(zo + 2 h)] , Stiitzstellen: (zg,z9 + h, zo + 2h)
Dreipunkte-Mittelpunkt-Formel (n=2): f'(zg) = %[f(.rg + k) — f(zo — h)] , Stiitzstellen: (zg — h,zg, o + h)
Fiinfpunkte-Mittelpunkt-Formel (n=4): f'(zg) ~ ﬁ[f(rrg —2h) — 8 f(xg — h) + 8 f(zo + h) — f(xo + 2 )] , Stiitzstellen: (zg — 2h,zy — h, zg, zo + h,zg + 2h)




In dem folgenden C++ Programm wird die Ableitung der Funktion f(z) = 10 e—=/10, sin(z) an der Stelle xy = 3 numerisch approximativ berechnet.

Numerical Differentiation 1.cpp

/* Berechnung der Ableitung f'(x) einer Funktion f(x)
* mittels unterschiedlich genauer Approximationen
* (Zweipunkteformel, Dreipunkte-Endpunkt-Formel, Dreipunkte-Mittelpunkt-Formel und Flnfpunkte-Mittelpunkt-Formel) */

#include =stdio.h= // Standard Input- und Output Bibliothek in C, z.B. printf(...) h»
#include <cmath= // Bibliothek fiir mathematisches (e-Funktion, Betrag, ...)
double f(double x){ // Deklaration und Definition der Funktion f(x)
double wert;
wert=10*sin(x)*exp(-x/10); // Eigentliche Definition der Funktion
return wert; // Rueckgabewert der Funktion f(x)
} // Ende der Funktion f(x)
double T strich(double x){ // Deklaration und Definition der Ableitung f'(x) der Funktion f(x)
double wert; S/ (F'(x) wird nur zum Vergleich mit den Ergebnissen benoetigt)
wert=10*cos(x) *exp(-x/10) - sin{x)*exp(-x/18); // Eigentliche Definition der Ableitung
return wert; // Rueckgabewert der Funktion f'(x)
1 // Ende der Funktion f'(x)
int main{){ // Hauptfunktion
double x = 3; [/ Aktueller x-Wert an dem die Ableitung berechnet wird
double h=0.01; // Aequidistanter Abstand zwischen den x-Werten die zur numerischen Differentation benutzt werden
double f1 strich p; // Deklaration der fT'(x)-Ausgabe-Punkte (Zweipunkteformel)
double f3a strich p; // Deklaration der f'(x)-Ausgabe-Punkte (Dreipunkte-Endpunkt-Formel)
double f3b strich p; // Deklaration der f'(x)-Ausgabe-Punkte (Dreipunkte-Mittelpunkt-Formel)
double f5 strich p; // Deklaration der f'(x)-Ausgabe-Punkte (Fiinfpunkte-Mittelpunkt-Formel)
fl strich p = (f{x+h) - f{x))/h; /f Zweipunkteformel
f3a strich p = (-3*f(x) + 4*f(x+h) - f(x+2*h))/(2*h); // Dreipunkte-Endpunkt-Formel
f3b strich p = (f(x+h) - f{x-h})/(2*h}); // Dreipunkte-Mittelpunkt-Formel

f5_§trich_ﬁ = (f(x-2*h} - 8*f(x-h) + 8*f(x+h) - F(x+2*h)}/(12*h}; // Flinfpunkte-Mittelpunkt-Formel

printf("Dreipunkte-Mittelpunki-Formel: Tf'(x=%5.3T)
printf("Fuenfpunkte-Mittelpunkt-Formel: f'(x=%5.3T)

printf({"h-Wert: h = %14.10f wn", h);

printf{"wirklicher Wert: f'{x=%5.37) = %14.167 \n", x, T strich(x)}; // husgabe der berechneten Werte
printf("Zweipunkteformel: f'(x=%5.37) = %14.10f , absoluter Fehler: %14.18f \n", x, fl strich p, f strich(x) - f1 strich p); // Ausgabe der berechneten Werte
printf("Dreipunkte-Endpunkt-Formel: ' (®=%5.37) = %14.10f

, f3b_strich p, f strich(x) - f3b strich p); // Ausgabe der berechneten Werte

, T5 strich p, T strich(x) - f5 strich p); // Ausgabe der berechneten Werte

X
absoluter Fehler: %14.10f “wn", x, f3a strich p, f strich(x) - f3a strich p); // Ausgabe der berechneten Werte

X

%14.16f X

%14.167 , absoluter Fehler: %14.18f “n",
, absoluter Fehler: =14.10f \n",

} // Ende der Hauptfunktion




In dem folgenden C++ Programm wird die Ableitung der Funktion f(z) = 10 e—z/10. sin(z) an der Stelle £; = 3 numerisch approximativ berechnet.

(base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G: $ g++ Numerical _Differentiation_1.cpp
(base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G: $ ./a.out

Ralh-Wert: 0.0100000000 D

Enaugy : .

EEBlWirklicher Wert: _ : = .4385890715

jﬁx{ﬁg Stdo - Zweipunkteformel: : . = .4363062720 , absoluter Fehler: -0.0022827995

| o Dreipunkte-Endpunkt-Formel: ﬁ . = .4388361365 , absoluter Fehler: 0.0002470650

doubte Tldouble x){ Dreipunkte-Mittelpunkt-Formel: | : .4384652952 , absoluter Fehler: -0.0001237763
I e Fuenfpunkte-Mittelpunkt-Formel: , : = .4385890691 , absoluter Fehler: -0.0000000024
return wert; . 6. o 1Lre - ¢

} /¢ Ende der Funktion T(x)

double f_strich(double x)}{
double wert;
wert=10*cos (x)*exp(-x/10) - sin(x)*exp(-x/10);
return wert;

}

int main{){
double x = 3;
double h=0.01;

double f1 strich p;
double f3a strich p;
double f3b strich p;
double f5 strich p;

fl strich p = (f(x+h) - f(x))/h;

f3a_strich p = (-3*f(x) + 4*f(x+h) - f(x+2*h))/(2*h);

f3b strich p = (f(x+h) - f(x-h))/(2*h);

f5 strich p = (f(x-2*h) - 8*f(x-h) + 8*f(x+h) - f(x+2*h))/(12*h);

printf{"h-Wert: = ", h);
printf("Wirklicher Wert: (x=

h

f ", x, T strich(x)};
printf("Zweipunkteformel: T'{x=

f

f

f

absoluter Fehler: ",
absoluter Fehler: ",
absoluter Fehler: ",
absoluter Fehler: ",

fl strich p, f strich(x) - f1 strich p);
f3a strich p, f strich(x) - f3a strich p);
f3b_strich p, f strichi(x) - f3b strich p};
f5 strich p, f strich(x) - f5 strich p);

printf("Dreipunkte-Endpunkt-Formel: (%=
printf({"Dreipunkte-Mittelpunkt-Formel: (x=
printf({"Fuenfpunkte-Mittelpunkt-Formel: f'(x=

[ VO I V1|
o om X




#include
#include

double fldouble x){
double wert;

wert =

10*sin{x) *exp(-x/10)

return wert;

}

double f st

rich{double x){

double wert;

wert = 10%cos(x)*exp(-x/10) - sin{x)*exp(-x
return wert;
}
int main(){
double a =
double h =1
int N xp =
double d [b al/N xp;
double x = a - dx;
double h List[}]={ 5, 1, 1};
double h;
double f1 _strich _p;
double f3a strich p;
double f3b strich p;
double 5 strich p;
printf("# Benutzte h-Werte der Simulation:
for(int k = 0; k < 3; ++k){
printf(" " h_list[kl);
printf("\n");
printf("# 0: Index 1 “n# 1: x-Wert “n# 2: W
printf("# h = : ", h list[ol);
printf("# 3: Zw elpunkteT0|Tel frix) \n# 4:
printf("# 5: Dlelpunkte Mittelpunkt-Formel
printf("# h = ", h_list[1]};
printf("# 7: Zw elpunkterulTel f(x) \n# 8:
printf("# 9: Dlelpunkte Mittelpunkt-Formel
printf("# h = ", h llst__]}
printf("# 11: Z“_lpunktefanel frixd ng 12:
printf("# 13: Dreipunkte-Mit telank:—FcrneL
for(int 1 =0; 1 < N_xp; ++i){
K=x+dx;
printf(" i, x, T st
for({int k = 0; k < 3; +k){
h = h 1ist[kl;
fl strich_p = (f{x+h) - f(x))/h;
3a_strich_p = (-3*f(x) + 4*%f(x+h)
f3b_strich_p = (f{x+h) - f(x-h))/(2
f5 strich_p = (f{x-2*h) - B*f(x-h)
printf(”
}
printf("\n");
}

J1a);

")

irklicher Wert von f'ix) \n");

Drei ank e-Endpunkt-Formel '1;
# 6: Flnfpunkte-Mittelpunkt- Formel

Dreipunkte-Endpunkt -Formel F
# 10: Finfpunkte-Mittelpunkt-Formel ‘n"});

Drelpunk e-Endpunkt-Formel “n"};
# 14: Finfpunkte-Mittelpunkt-Formel “n");

rich(x)};

- flx+2*h) )/ (2*h);
*h);
+ 8*f(x+h) - f(x+2*h))/(12*h)

', f1_strich_p, f3a_strich_p, f3b_strich p, f5 strich_p);

Nun wollen wir uns die Ableitung
der Funktion in einem
Teilintervall [a,b] ausgeben
lassen und die numerischen
Losungen des C++ Programmes
fUr unterschiedliche Werte von h
mittels eines Python Skriptes
visualisieren. Das folgende C++
Programm berechnet 300 Werte
von f'(x) im Teilintervall [0.5,10]
und benutzt dabei drei
unterschiedliche h-Werte
(h=0.5,0.1,0.01).




( bi ) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G: $ ./a.out
# Benutzte h-Werte der Sin at Lor

000 0.10000 0.01000

w wn o

w

wm e W

6.607

3684264
6.3890876098

&b

6.6041476920

o
[©

printf("# 'ipun'
printf("# Dreipunkte-Mittelpunk

for(int 1
+d
printf("

for{int k ko< 3; ++k){
h = h list[k];
fl strich p = (f(x+h)
f3a_strich p F
f3b strich p
f5_strich_p =

printf(
b

printf("\n");

049

.6823813066

8809

6.6193541516 6.5954740890 6.6041357960

Formel ¥:
Mittelpunkt-Forn

fia

*h) ;

strich _p, f3b

strich p,

f5 strich p);

6

.5674552250

6.8335116214

6.6043191105

NN N

NN

o o

.8332401439

.6040609265

5.6041476908



PythonPlot Numerical Differentiation 2.py

# Python Programm zum Plotten der berechneten Daten von Numerical Differentiation 2.cpp

import matplotlib Python Bibliothek zum Plotten (siehe https://matplotlib.org/ )
import matplotlib.pyplot as plt # Python Bibliothek zum Plotten (siehe https://matplotlib.org/ )
import numpy as np # Python Bibliothek fuer Mathematisches (siehe https://numpy.org/ )
import matplotlib.gridspec as gridspec # Mehrere Bilder in einem Plot anordnen

.',H_.

# Bildabmessungen usw.

params = {
'figure.figsize® : [14,16],
"text.usetex' : True,
'axes.titlesize' : 14,
'axes.labelsize' : 16, .'

"xtick.labelsize" : 14 ,
'ytick.labelsize' : 14

}

matplotlib. rcParams.update(params)

h list = np.genfromtxt("./Numerical Differentiation 2.dat", max rows=1) # Einlesen der benutzten x-Werte der Stuetzstellen
data = np.genfromtxt("./Numerical Differentiation 2.dat", skip header=20) # Einlesen der berechneten Daten von Numerical Differentiation 2.cpp

.',H_.

fig = plt.figurel() Hauptbild
gs = gridspec.GridSpec(2, 2, width ratios=[1,1], wspace=0.3, hspace=08.3) # Anordnung der vier Unterbilder

axl = plt.subplot(gs[e])
ax2 = plt.subplot(gs[1])
ax3 = plt.subplot(gs[z2]}
ax4 = plt.subplot(gs[3])
axl.set title(r'Zweipunkteformel') # Titel der Abbildung in axl

axl.set xlabel(r"$\rm x$")

axl.set ylabel(r"$\rm f'(x)3$")

ax2.set title(r'Dreipunkte-Endpunkt-Formel') # Titel der Abbildung in ax2
ax2.set xlabel(r"$\rm x$")

ax2.set ylabel(r"$\rm f'(x)3$")

ax3.set title(r'Dreipunkte-Mittelpunkt-Formel"') # Titel der Abbildung in ax3
ax3.set xlabel(r"$\rm x$")

ax3.set ylabel(r"$\rm f'(x)3$")

ax4.set title(r'Funfpunkte-Mittelpunkt-Formel") # Titel der Abbildung in ax4
ax4.set xlabel(r"$\rm x$")

ax4.set ylabel(r"$\rm f'(x)3$")



1 width=0.8 # Festlegung der Plot-Liniendicke

alp=0.7 # Festlegung der Transparenz der Kurven

label @=r's\rm h='+'{0:.37f}'.format(h list[e])+'$’ # Plot-Labels fuer die unterschiedlichen h-Werte

label 1=r'$\rm h='+'{0:.37}'.format(h_list[1])+'s$"'

label 2=r's\rm h="+'{0: .37} .format(h list[2])+'$"

axl.plot(data[:,1],data[:,2], color="black", linewidth=1 width, linestyle='-.', alpha=alp, label=r'$\rm Wirklicher \, Wert$') # Plotte
axl.plot(datal:,1],datal:,3], color="blue", linewidth=1 width, linestyle='-', alpha=alp, label=label @)

axl.plot(data[:,1],data[:,7], color="red", linewidth=1 width, linestyle='-', alpha=alp, label=label 1)

axl.plot(datal:,1],datal:,11], color="green", linewidth=1 width, linestyle='-',6 alpha=alp, label=label 2)
ax2.plot(datal:,1],datal:,2], color="black", linewidth=1 width, linestyle=':', alpha=alp, label=r'$\rm Wirklicher \, Wert$') # Plotte
ax2.plot(data[:,1],data[:,4], color="blue", linewidth=1 width, linestyle='-', alpha=alp, label=label 0)

ax2.plot(datal:,1],data[:,8], color="red", linewidth=1 width, linestyle='-', alpha=alp, label=label 1)

ax2.plot(data[:,1],data[:,12], color="green", linewidth=1 width, linestyle='-', alpha=alp, label=label 2)
ax3.plot(data[:,1],data[:,2], color="black", linewidth=1 width, linestyle=':', alpha=alp, label=r'$\rm Wirklicher %\, Wert$') # Plotte
ax3.plot(data[:,1],data[:,5], color="blue", linewidth=1 width, linestyle='-', alpha=alp, label=label @)

ax3.plot(data[:,1],data[:,8], color="red", linewidth=1 width, linestyle='-', alpha=alp, label=label 1)

ax3.plot(data[:,1],data[:,12], color="green", linewidth=1 width, linestyle='-', alpha=alp, label=label 2)
ax4.plot(datal:,1],data[:,2], color="black", linewidth=1 width, linestyle=':', alpha=alp, label=r'$\rm Wirklicher \, Wert$') # Plotte
ax4.plot(data[:,1],data[:,6], color="blue", linewidth=1 width, linestyle='-', alpha=alp, label=label 0)

ax4.plot(datal:,1],data[:,9], color="red", linewidth=1 width, linestyle='-', alpha=alp, label=label 1)

ax4.plot(datal:,1],datal:,13], color="green", linewidth=1 width, linestyle='-',6 alpha=alp, label=label 2)

axl.legend(frameon=True, loc="lower right",fontsize=10) # Anordnung der Legende axl

ax2.legend(frameon=True, loc="lower right",fontsize=10) # Anordnung der Legende A% 2

ax3.legend(frameon=True, loc="lower right",fontsize=10) # Anordnung der Legende ax%3

ax4.legend(frameon=True, loc="lower right",fontsize=10) # Anordnung der Legende 3 %4

plt.savefig("Numerical Differentiation 2.png", dpi=4006, bbox inches="tight", pad inches=0.85, format="png") # Speichern der Abbildung als
plt.show() # Zusaetzliches Darstellen der Abbildung in einem sepa

Bil

axd

,..\,_.l\ Fﬂlﬂ"-_'."-
aLic L= = LG



L width=0.8
alp=0.7

label @=r's\rm h="+"
label 1=r's\rm h="+"
label 2=r's\rm h="+'

axl.plot(datal:,1],data[:
axl.plot(datal:,1],datal[:
axl.plot(datal:,1],datal:
axl.plot(datal:,1],datal:
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Ubungsblatt Nr. 6

Aufgabe 1 (6.5 Punkte)

In der Aufgabe 4 des Ubungsblattes Nr. 3 hatten wir die ersten 40 Zahlenwerte der Fibonacci-Folge mittels einer for-Schleife berechnet.
Die Fibonacci-Folge f,,n = [1,2,3,...] wurde dabei durch folgendes rekursives Bildungsgesetz definiert:

fn= fn-1+ fn_2 , mitden Anfangswerten: f; = fo =1

Die Implementierung dieses Bildungsgesetzes in einem C++ Programm konnen wir nun eleganter, mittels eines eindimensionalen C++
Arrays formulieren. Dies hatte zusatzlich den Vorteil hatte, dass die Indexschreibweise der mathematischen Formulierung des
Bildungsgesetzes in einer aquivalenten Darstellung im C++ Quelltext stehen wiirde, und somit die Verstandlichkeit des Quelltextes
erleichtert. Deklarieren Sie ein eindimensionales Array der Folgenglieder f, und speichern Sie sich die ersten 40 Fibonacci-Zahlen in
diesem Array. Benutzen Sie bei der Implementierung des rekursiven Bildungsgesetzes einen Indexbasierten Zugriff auf die Elemente

des Arrays. Zeigen Sie, dass das Verhaltnis zweier aufeinanderfolgender Zahlen der Fibonacci-Folge ( ] ) im Grenzwert lim gegen die

n—oo

irrationale Zahl des Goldenen Schnitts ® ~ 1.618033988749894848204586834 konvergiert. Bemerkung: Der Goldene Schnitt ist in vielen
Bereichen der Mathematik, Kunst, Architektur und Biologie von Bedeutung (naheres siehe z.B. Wikipedia: Goldene Schnitt).




Aufgabe 2 (7 Punkte)

Berechnen Sie fiir die unten angegebenen Vektoren a und b die folgenden GrolSen:

2.3 10.3
a=| —1.36 , b=1 —-4.34 ,  Skalarprodukt: s =a-b , Kreuzprodukt:c¢=a xb
6.91 5.3

Definieren Sie dazu zwei eindimensionale C++ Arrays fiir die Vektoren a und b und berechnen Sie die das Skalar- und Kreuzprodukt der
Vektoren moglichst mittels der folgenden Indexbasierten Ausdrucke

3
Skalarprodukt: s =a-b = E a; b;, . Kreuzprodukt: ¢ =a x b= Z €ijk @i b; €r
i=1 i!j:k:]'

wobei €;;;, der total antisymmetrischer Tensor (auch Epsilon-Tensor bzw. Levi-Civita-Symbol) ist. Definieren Sie das Levi-Civita-Symbol
bitte als ein mehrdimensionales C++ Array (der Epsilon-Tensor entspricht einer (3 x 3 x 3)-Matrix). Verwenden Sie bei der

Implementierung des Skalar- und Kreuzproduktes sowohl eine Formulierung unter Zuhilfenahme eines Index-Zugriff auf die einzelnen
Elemente, als auch eine Zeiger-basierte Zugriffsweise. Lassen Sie sich die berechneten Grofsen im Terminal ausgeben.



Aufgabe 3 (6.5 Punkte) \

In der Vorlesung 4 im Unterpunkt Anwendungsbeispiel: Nullstellensuche einer Funktion hatten wir die Methode der Bisektion (das
Intervallhalbierungsverfahren) und die Newton-Raphson Methode der Nullstellenermittlung vorgestellt. Die Newton-Raphson Methode
stellte hierbei ein sehr effektives Verfahren zur Ermittlung einer Nullstelle dar, hatte jedoch den Nachteil, dass man neben der Funktion

selbst auch noch die Ableitung f/(z) der Funktion bendétigte. Da wir nun die Ableitung einer Funktion auch numerisch bestimmen
konnen (siehe Teilkapitel Numerische Differentiation), konnen wir das Newton-Raphson Verfahren insofern abandern, dass der Benutzer
lediglich die Funktion f(z) definieren muss und die benétigte Ableitung, mittels der hergeleiteten Differentiationsregeln der
numerischen Mathematik berechnet werden.

Schreiben Sie ein C++ Programm, welches die Newton-Raphson Methode zur Ermittlung einer Nullstelle benutzt und lediglich den
Ausdruck der Funktion f(z) benétigt (benutzen Sie speziell f(xz) = e* — 20). Fiir den approximativen Wert der Ableitung verwenden Sie
bitte einerseits die 'Dreipunkte-Mittelpunkt-Formel' und die 'Funfpunkte-Mittelpunkt-Formel' und zusatzlich vergleichen Sie die
Ergebnisse mit einer Berechnung, die den analytischen Ausdruck fir f'(z) benutzt. Lassen Sie sich die approximierten Nullstellenwerte
der ersten 10 Iterationen dieser modifizierten Newton-Raphson Methode fur die drei Varianten im Terminal ausgeben und geben Sie
zusatzlich den relativen Fehler zum wirklichen Wert an. Benutzen Sie bei allen Varianten den geratenen Startwert py = 2 bei der
Nullstellenberechnung und einen h-Wert von h = 0.1 bei der approximativen Bestimmung der Ableitung.




