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6. Vorlesung



Plan für die heutige Vorlesung

• Kurze Wiederholung der Vorlesung 5

• Mehrdimensionale C++ Arrays 

• Jupyter Notebooks und das Rechnen mit symbolischen Ausdrücken 

• Numerische Differentiation 

• Übungsaufgaben: Übungsblatt Nr.6



Wiederholung der Vorlesung 5

• C++ Arrays, Zeiger und Referenzen 

• Anwendungsbeispiel: Interpolation und Polynomapproximation 

• Übungsaufgaben: Übungsblatt Nr.5

• Aus aktuellem Anlass                                                                                                
(Donnerstag, der 12.05.2022 ab 15.00 Uhr)                                                
Liveübertragung der ESO-Pressekonferenz                                                       
Neues vom Schwarzen Loch                                                                                                   
im Zentrum der Milchstrasse



Zeiger, Adressen und Referenzen
Betrachten wir z.B. eine Variable, die den Wert einer Gleitkommazahl in doppelter Maschinengenauigkeit speichern soll - eine 
sogenannte double-Variable mit dem Namen "zahl". Für den Wert dieser Variable wurde beim Deklarationsprozess ein Platz von 
8 Bytes im Hauptspeicher reserviert. Die Adresse im Hauptspeicher, wo der Wert der Variable binär abgelegt ist, kann man 
mittels des Referenzoperators (&zahl: ein der Variable vorgestelltes &) ermitteln. In der Sprache C++, sind speziell für den Zweck 
des Hauptspeicherzugriffs, zwei eigene Datentypen definiert, mittels deren man die Adresse der Variable eines bestimmten 
Datentyps T speichern kann. Der Datentyp "Zeiger auf T" wird mit einem nachgestellten Sternsymbol gekennzeichnet (T*) und 
eine Variable dieses neuen Datentyps kann die Adresse eines Typs T speichern. Man sollte eine Zeiger-Variable des Typs T* am 
besten sofort beim Deklarationsprozess mit einer Adresse initialisieren, da es sonst geschehen kann, dass der Zeiger auf ein 
nicht existentes Objekt im Hauptspeicher zeigt. Möchte man dennoch einen nicht-intitialisierten Zeiger verwenden, so wird es 
angeraten diesen mit dem Nullzeiger "nullptr" zu initialisieren (z.B. int* a = nullptr;).



Zeiger, Adressen und Referenzen
Ein weiterer neuer Datentyp ist die "Referenz eines Typs T" und diese wird bei der Deklaration des Typennamens mit einem 
nachgestellten &-Symbol gekennzeichnet (T&). Eine Referenz ist im Prinzip gleichbedeutend mit der Adresse des Objektes, 
wobei im Unterschied zum Zeigerkonstrukt eine automatische Umwandlung (Dereferenzierung) der Adresse in den Wert der 
Variable geschieht. Eine Referenz ist demnach eine Art von Zeiger, der bei jeder Verwendung im Programm dereferenziert wird. 
Bei einer Zeigervariable Z des Typs T erhält man den Wert mittels eines vorgestellten Sternsymbols "*" (*Z: Dereferenzieren
eines Zeigers, Inhaltsoperator "*" angewandt auf den Zeiger Z), wobei bei einer Referenz das Dereferenzieren automatisch 
geschieht. Eine Referenz bezieht sich immer auf das Objekt, mit dem sie initialisiert wurde und es gibt keine Null-Referenzen im
Gegensatz zum Null-Zeiger.



Zeiger, Adressen und Referenzen
am Beispiel von char, int und double



Eindimensionale 
integrierte 
C++ Arrays

(Vektoren)

Der Zugriff auf den Wert eines Array-Elementes kann entweder durch die 
Angabe des entsprechenden Vektor-Index (v[i]), oder durch den 
dereferenzierten Wert seiner Zeigerposition im Array erfolgen:  
*(zeiger_v+ i). Es gelten dabei die folgenden äquivalenten 
Formulierungen, um den Wert des i-ten Eintrages im Array zu erhalten: v[i] 
=*(v+i) = *(&v[0]+i) . Diese Eigenschaft wird in den vier letzten Zeilen der 
Terminalausgabe für i=3 überprüft. 

Navigieren in Arrays



Strings als eindimensionale Arrays von Zeichen
am Beispiel des „Hallo Welt“ Programms



Möchte man ein Array an eine 
Funktion als Argument 
übergeben, sollte man dies 
nicht über die einzelnen Werte 
des Arrays machen, da man 
dann die Array-Einträge nicht 
verändern kann. Stattdessen 
übergibt man ein Array (dies 
gilt auch für mehrdimensionale 
Arrays) als Zeiger auf sein 
erstes Element mit einem 
zusätzlichen Vermerk zu seiner 
Dimension. 

C++ Arrays
und 

Funktionen



Anwendungsbeispiel 
Interpolation und Polynomapproximation 



Lagrange Polynome
In diesem Unterpunkt werden wir die Interpolation einer Funktion f(x) mittels der Methode der Lagrange Polynome
vorstellen, bei der man mehrere Stützstellenpunkte für die Konstruktion des approximierenden Polynoms verwendet.

Im Gegensatz zu Taylorschen Polynomen, benutzt die Methode der Lagrange Polynome mehrere unterschiedliche 
Punkte der Funktion bei der Entwicklung der Funktion in ein Polynom. Taylorschen Polynome haben somit den 
Nachteil, dass sie von ihrer Konstruktion her nur eine Stützstelle x0 ∈ [a,b] verwenden und somit die Funktion f(x)
zwar gut in dem Bereich um die Stützstelle beschreiben, aber nicht im gesamten Teilintervall [a,b]. 



Beispiel: 

Lagrange Polynom 
vom Grade n=2

3 Stützpunkte



Fehlerformel der Lagrange Polynom Methode
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Arrays lassen sich nicht direkt als Wert übergeben. 
Stattdessen kann man ein C++ Array als Zeiger auf 
sein erstes Element übergeben (mit einer 
zusätzlichen Angabe seiner Dimensionen). Im 
folgenden C++ Programm wurde eine void-Funktion 
dem Hauptprogramm ausgelagert, die zur Aufgabe 
hat eine (m×n)-Matrix im Terminal auszugeben. 

Mehrdimensionale C++ Arrays und Funktionen

Die Funktion "void print_Matrix(int* M, int dim_1, 
int dim_2){ ... }" wird dann im Hauptprogramm 
dreimal aufgerufen, um die Matrizen A, B und C
darzustellen. Man beachte hierbei, dass beim 
Aufruf der Funktion im Hauptprogramm (z.B. für 
die Matrix A: print_Matrix(&A[0][0], m, n);) die 
Adresse des ersten Elementes der Matrix 
übergeben wird (&A[0][0]) - man hätte hier auch 
'&A[0]' schreiben können, jedoch nicht '&A'. Das 
folgende Bild veranschaulicht die 
Terminalausgabe. 



Mehrdimensionale C++ Arrays und Funktionen

Die definierte Funktion hat jedoch mehrere Nachteile 
und wir werden später, im Themenbereich der Objekt-
orientierten Programmierung sehen, dass man durch 
eine Kapselung des Programms eine Funktion 
entwerfen kann, die es dem Anwender erleichtert, die 
print_Matrix(..)-Funktion aufzurufen. Ein wichtiger 
Anwendungsbereich der Objekt-orientierten 
Programmierung besteht darin, C++-Klassen und 
Funktionen zu erstellen, die von anderen 
Programmierern verwendet werden können. Die 
Anwendung der geschriebenen Programme sollte 
dabei möglichst einfach und fehlerfrei sein. Die 
Anwendung unserer Funktion "void print_Matrix(int* 
M, int dim_1, int dim_2){ ... }" ist jedoch nicht so 
einfach und gerade bei der Angabe der Dimensionen 
des Arrays (int dim_1, int dim_2) kann der Anwender 
einen Fehler machen, der dann das Programm zum 
Absturz bringen könnte. Auch ist die print_Matrix
Funktion auf ganzzahlige Matrizen beschränkt, was 
dem Anwender vielleicht nicht klar ist. 



Template Funktionen

In dem folgenden C++ Programm sind die genannten Nachteile der ‚print_Matrix‘ Funktion behoben. Das 
Programm wurde von Herrn Johannes Misch erstellt und es verwendet, in einer eleganten Template-
Funktion, zwei ineinander geschachtelte bereichsbasierte for-Schleifen. Beim Aufrufen der Funktion aus dem 
Hauptprogramm 'print_Matrix( A );' muss der Anwender lediglich das Array in die Argumentenliste der 
Funktion schreiben und abhängig vom Datentyp der Matrixelemente und der Dimension des Arrays 
verwendet diese Template-Funktion den geeigneten Matrixtyp. 



Template Funktionen

Beim Aufrufen der Funktion aus dem 
Hauptprogramm 'print_Matrix( A );' muss der 
Anwender lediglich das Array in die 
Argumentenliste der Funktion schreiben und 
abhängig vom Datentyp der Matrixelemente 
und der Dimension des Arrays verwendet diese 
Template-Funktion den geeigneten Matrixtyp. 





Anwendungsbeispiel: 
Herleitung der Differentiationsregeln mittels der Methode der Lagrange Polynome











Nun wollen wir uns die Ableitung 
der Funktion in einem 
Teilintervall [a,b] ausgeben 
lassen und die numerischen 
Lösungen des C++ Programms 
für unterschiedliche Werte von h
mittels eines Python Skriptes 
visualisieren. Das folgende C++ 
Programm berechnet 300 Werte 
von f′(x) im Teilintervall [0.5,10]
und benutzt dabei drei 
unterschiedliche h-Werte 
(h=0.5,0.1,0.01). 
















