Allgemeine
Relativitatstheorie
mit dem Computer

PC-POOL RAUM 01.120 ;
JOHANN WOLFGANG GOETHE UNIVERSITAT
25. MAI, 2018

MATTHIAS HANAUSKE

FRANKFURT INSTITUTE FOR ADVANCED STUDIES
JOHANN WOLFGANG GOETHE UNIVERSITAT
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK
ARBEITSGRUPPE RELATIVISTISCHE ASTROPHYSIK
D-60438 FRANKFURT AM MAIN
GERMANY

7. Vorlesung



Plan fUr die heutige Vorlesung

* EinfUhrungin die Kerr-Metrik eines rotierenden schwarzen Loches,
Ereignishorizonte und Flachen der stationaren Grenze (bzw. der
unendlichen Rotverschiebung), der Mitfuhrungseffekt der Raumzeit
(“Frame-Dragging”), geodatische Bewegung eines Probekorpers in
der Kerr Metrik)

* Klassifizierung der moglichen Bahnbewegungen um ein rotierendes
schwarzes Loch (Kerr Metrik) mittels eines effektiven Potentials

* Kreisformige Bewegungen in der aquatorialen Ebene



Gravitationswellen und
rotierende Schwarze Locher

Kollision zweler
Schwarzer Locher GW170104

Massen: 31 & 19 Sonnenmassen

Abstand zur Erde 880 Mpc
(mehr als 2.5 Milliarden Lichtjahre)
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Credit: Les Wade from Kenyon College




GW170104 and the other GWs
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GW170104: Observation of a 50-Solar-Mass Binary Black Hole Coalescence
at Redshift 0.2

B. P. Abbott et al.”

(LIGO Scientific and Virgo Collaboration)
(Received 9 May 2017; published 1 June 2017)

We describe the observation of GW170104, a gravitational-wave signal produced by the coalescence of
a pair of stellar-mass black holes. The signal was measured on January 4, 2017 at 10:11:58.6 UTC by the
twin advanced detectors of the Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory during their second
observing run, with a network signal-to-noise ratio of 13 and a false alarm rate less than 1 in 70 000 years.
The inferred component black hole masses are 31.2*87M , and 19.4f§"§M o (at the 90% credible level).
The black hole spins are best constrained through measurement of the effective inspiral spin parameter, a

mass-weighted combination of the spin components perpendicular to the orbital plane, y. . = —0.12f8"32(§.

This result implies that spin configurations with both component spins positively aligned with the orbital
angular momentum are disfavored. The source luminosity distance is 880f§‘§8 Mpc corresponding to a
redshift of z = 0. 181“8"8;; . We constrain the magnitude of modifications to the gravitational-wave dispersion
relation and perform null tests of general relativity. Assuming that gravitons are dispersed in vacuum like
massive particles, we bound the graviton mass to m, < 7.7 X 10723 eV/c?. In all cases, we find that

GW170104 1s consistent with general relativity.




GW17/0104

’ Normghzed Amght“de z TABLE 1. Source properties for GW170104: median values
. with 90% credible intervals. We quote source-frame masses; to

convert to the detector frame, multiply by (1 + z) [50,51]. The
Hanford redshift assumes a flat cosmology with Hubble parameter H, =
67.9 kms~! Mpc~! and matter density parameter Q,, = 0.3065

‘ [52]. More source properties are given in Table I of the

Supplemental Material [11].

Livingston Primary black hole mass m 312750 M

Frequency [Hz]

Secondary black hole mass m, 1947127 M.,
Chirp mass M 21.1579M
Total mass M 50.7130M g

64

32
10 5 | Final black hole mass M, 48.713IM

059 | o | Radiated energy E,.q 20738M
0.0 3 ‘ , |

Peak luminosity £, 31507 x 10°%erg 57!

05 3 ’ Effective inspiral spin parameter y.g -0.1215%
. Hanford —— Livingston —— Model . . P
—1.0 Final black hole spin a; 0.6410%
0.5 3 . . ' '
00 T\ N MW Luminosity distance D, 8801350 Mpc

054 Source redshift z OARTHS
0.50 0.52 0.54 0.56 0.58 0.60 0.62 :
Time from Wed Jan 04 10:11:58 UTC 2017 [s]

Strain [10~21]

Residual




o08T  o08T

GW17/0104

0.8 1.2 1.6 2.0 2.4
posterior probability per pixel

2.8

3.2 x10~3

— Average
—— Effective Precession
—— Full Precession

GW170104

FIG. 2. Posterior probability density for the source-frame masses
m; and m, (with m; > m,). The one-dimensional distributions
include the posteriors for the two waveform models, and their
average (black). The dashed lines mark the 90% credible interval
for the average posterior. The two-dimensional plot shows the
contours of the 50% and 90% credible regions plotted over a color-
coded posterior density function. For comparison, we also show
the two-dimensional contours for the previous events [5].




Rotlerende schwarze Loche? und die Kerr Metrlk
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Der MitfUhrungseffekt der Raumzeit ("Frame-Dragging”)
und der Gravitomagnetische Effekt




Geodatische Bewegung um ein
nicht-rotierendes schwarzes Loch

The ISCO and the photon sphere

Kreisformige Bahnbewegingen und [SCO

30 5

207

10+

T
-30

1,01 1

0,95

055+

0,97 4

0,98

T
=20

T
-10

— 20

! 10 20 20

-10 4

10

30

40




Effektives Potential
des nicht-rotierendes schwarzes Loch

1

4. Gleichung: — — (dr

dr

2
: ) +V(r, M,I)

wobei:  V(r,M,l) = 5

das Potential V(r,M,]) hingegen wie folgt definiert:

ar\ 2
4. Gleichung: — (d:) + (V(r,M,1))* = E

wobei:  V(r,M,l) = (1 — 2—M> (1 +
\ r




Kerr Metrik: Effektives Potential

‘/eff(r,M,l,a,E) - — — +

r




Kerr Metrik: Effektives Potential

2 2 2
‘/;ff(r?M’l’a’)E) = — — 4 o

r 29 53




Kerr Metrik: Effektives Potential

Kreisformige Bahnbewegungen

‘/eff(r,M,l,a,E) - — — +

r




Kerr Metrik:
Bewegungen innerhalb der Ergosphare

Veff(T,M,l,a,E) - — — +

r
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Einfiihrung Teil I: Analytische Berechnungen und Teil IT: Paralleles Programmieren mit C++ und Teil ITI: Computersimulationen mit dem Aufgaben
numerische Simulationen in Maple OpenMP/MPI Einstein-Toolkit

Download Maple Worksheed

Allgemeine Relativitatstheorie mit dem Computer
General Theory of Relativity on the Computer

Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitdt in Frankfurt am Main (Sommersemester 2016)

von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

Frankfurt am Main 11.04.2016

Erster Vorlesungsteil: Allgemeine Relativititstheorie mit Maple

5. Vorlesung

Einfuhrung

Basierend auf den Ergebnissen der dritten Vorlesung des ersten Teils wird im folgenden die Bewegung eines Probekdrpers um ein rotierendes schwarzes Loch vorgestellt.
Bewegung eines Probekorpers um ein rotierendes schwarzes Loch

Im folgenden wird die Geoddtengleichung in vorgegebener Kerr-Raumzeit (in Boyer-Lindquist Koordinaten) betrachtet. Die Geodétengleichung beschreibt wie sich ein

Drahal-Arnar (AMacca = N im Ronm hawaat iind caat wvarane dace diaca Rauwramina cich ctoahte antlana dar lriirzactan Knmra in dor durch dia Maotrilr hacchrichanan aalriimmtan
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Eigenschaften der Kerr-Metrik

> restart:
with( tensor ):
with(plots):
with(plottools):

Definition der kovarianten Raumzeit-Metrik eines rotierenden schwarzen Lochs der Masse M und Rotation a in
Boyer-Lindquist Koordinaten (a ist ein spezifischer Drehimpuls a=J/M und wird als der sogenannte Kerr-
Rotationsparameter bezeichnet). Die Kerr Metrik besitz folgendes Aussehen:

9(r, 0) 0 0 9t (r,0)
0 0 0 0
9 = 0 Jrr ((; ) 9u0(r, 0) 0 , wobei:
9t (r, 0) 0 0 944 (r, 0)
a0 = (L2 gt = 22O )= 2
Gop(7,8) = —p? | G (7 6) = — r? + a® 4+ 2Mra®sin® (6) sin?(6)

2
p® =71’ +a’cos’(0) , A =r* —2Mr + o’

< )

= ; o A Firef ¢ R N\ 4V (B A
gg,, 2 VARTC2018 - Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Moxilla Firef @; / «‘ Q /<‘ lr: . @ A& S




@ W LON-CAPATeil I: Vorlesung1 - Mozilla Firefox

Allgemeine Relativitdtstheorie 1 %  Allgemeine Relativitdtstheorie + %  09-06-2017-VARTC.pdf ®x | 02-06-2017-VARTC.pdf ®x | 12-05-2017-VARTC.pdf ®x  Webmail at FIAS % | EL LON-CAPA Teil I: Vorlesungl x | 4
@) ® @ | https://lon-capa.server.uni-FrankFurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/T1/V5/VS.html EJCwow ) | H \:Suchen

| %8s @ & &

Struktur der Ereignishorizonte, Flachen der stationaren Grenze und Flachen
unendlicher Rotverschiebung

Die Fldchen der stationdren Grenze (stationary limit surfaces) und die der unendlichen Rotverschiebung

sind durch g;; = 0 bestimmt. Man erhélt zwei Losungen, die man gewohnlich mit den Symbolen 7+ und
rs- bezeichnet.

> UnRot:=solve(get compts(g)[1,1]=0,r);

IMmRot =M+ .‘."M‘“ — & cos| 6}2, M-/ M- & cos| 8)2 (2.1.L1)

Die Ereignishorizonte sind durch g"" = 0 (bzw. g,,, — 00) bestimmt. Man erhélt wieder zwei Losungen,
die man gewohnlich mit den Symbolen r und r_ bezeichnet.

> Horizon:=solve(get_compts(ginv)[2,2]=0,r);

Horizon'= M+ [ M - & , M= J M — & 2.1.1.2)
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Horizontstruktur in der dquatorialen Ebene (Gelb: Ergosphére, grau: Bereich zwischen dulferem und
innerem Ereignishorizont, a=0.95):

’j{ l:J . @ LSS ZS.OS.Ort;ze}t -
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Horizontstruktur in der polaren Ebene (a=0.95):
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display({A,B,C,DD},scaling=constrained);

Animation der Horizontstruktur bei ansteigender Rotation des schwarzen Lochs:
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Die Rotation der raumzeitlichen Struktur um das schwarze
Loch (das Frame dragging)

Ein rotierendes schwarzes Loch zieht die Raumzeit mit sich mit. Die Rotationsfrequenz
mit der die Raumzeit mitgefiihrt wird nennt man "Frame dragging" Frequenz; sie
quantisiert, mit welcher Frequenz ein im Eigensystem "ruhender" Probekorper von der
ihm zugrundeliegenden Raumzeit mitgezogen wird:

do
=% _=_v_d
wr_dt_ﬂ_ut_gtt
dr

> FrameDrag:=get_compts(ginv)[1,4]/get compts(ginv)[1l,1];
#FrameDrag:=-get_compts(g)[1,4]/get _compts(g)([4,4];

= 2 i iLi: - Morzilla Firef : { o= b\ (= M N )@ i S 4 [
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Frame dragging Freuenz (a=0.95 (blau) , a=0.2 (rot) )

@@w [= VARTC2018 - Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung 1 - Mozilla Firef«



Q¢ LON-CAPATeil I: Vorlesung1 - Mozilla Firefox X (&)
Allgemeine Relativitdtstheorie 1 %  Allgemeine Relativitdtstheorie + %  09-06-2017-VARTC.pdf ®x | 02-06-2017-VARTC.pdf ®x | 12-05-2017-VARTC.pdf ®x  Webmail at FIAS % | EL LON-CAPA Teil I: Vorlesungl x | 4
@) ® @ | https://lon-capa.server.uni-FrankFurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/T1/V5/VS.html EJ 200 | C H \:slicten

Radial in ein rotierendes schwarzes Loch einfallender Probekorper

Wir betrachten nun einen Probekoérper der radial in ein rotierendes schwarzes Loch fllt.

> restart:
with( tensor ):
with(plots):
with(plottools):

D
Definition der kovarianten Raumzeit-Metrik eines rotierenden schwarzen L.ochs der Masse M

und Rotation a in Kerrschildkoordinaten:

> coord := [t, r, theta, phil]:
rho2:=r"2+(a*cos(theta))"2:
Delta:=r"2-2*M*r+a~2:5ig2:=(r*2+a"2)"2-a"2*Delta*(sin(theta))"2:
g _compts := array(symmetric,sparse, 1..4, 1..4):
g compts[1l,1] := (1-2*M*r/rho2):

g _compts[1,4] := +(2*a*M*r*(sin(theta))”2)/rho2:

g _compts[2,2] :=-rho2/Delta:

g _compts[3,3] := -rho2:

e, ra Al L A AN = sl BA N e AN [ - li.-l " . AV AN / ) - )
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Anfangswerte:

Zur Zeit t=0 sei der fallende Korper an der folgenden Position: (r=10,theta=Pi/2,phi=0), die
Anfangsgeschwindigkeit des Korpers sei 0. Wir beschreiben den Fall aus der Sichtweise eines im Unendlichen
ruhenden Beobachters.Bemerkung: Der Anfangswert dtO ergibt sich hierbei aus dem infinitesimalen
Weglédngenelements ds?=1 eines massiven Probekorpers:

> dt=solve(evalf(subs({M=setM,a=seta, theta=Pi/2,dr=0,dtheta=0,dphi=0,r=10},ds2=1)),dt);

dr= (1118033989, -1.118033989 | (2.2.4)

> ro:=10:
10:=0:
theta0:=Pi/2:
phi0:=0:
dr0:=0:
dt0:=evalf(1l/sqrt(1-2/r0)):
dtheta0:=0:
dphi0:=0:

Numerisches Losen der Geoddtengleichung:
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> display([seq(Ani[i],i=0..frames)], insequence=true);
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> Animatl:=display([seq(Ani[i],i=0..frames)],insequence=true,scaling=constrained,title="Im Uhrzeigersinn rotierendes schwarzes Loch")
Animat2:=display([seq(Anil[i],i=0..frames)], insequence=true,title="Entgegen dem Uhrzeigersinn rotierendes schwarzes Loch"):
display(Array([Animatl,Animat2]));

Im Uhrzeigersinn rotierendes schwarzes Loch Entgegen dem Uhrzeigersinn rotierendes schwarzes Loch
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Allgemeine Relativitatstheorie mit dem Computer
General Theory of Relativity on the Computer

Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitat in Frankfurt am Main (Sommersemester 2016)
von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

Frankfurt am Main 11.04.2016

Erster Vorlesungsteil: Allgemeine Relativitatstheorie mit Maple

6. Vorlesung

Die Kerr Metrik: Effektives Potential, kreisformige Bew%(&lng{en, die
innerste stabile Kreisbahn und der gravitomagnetische ek

Basierend auf den Ergebnissen der geoddtischen Bewegung eines Probekdrpers um ein rotierendes Kerr schwarzes Loch (siehe Vorlesung 5), werden die
moglichen Bewegungen mittels eines definierten effektiven Potential ndher verstanden. Zusédtzlich wird der durch den Mitfithrungseffekt der Raumzeit
("Frame-Dragging" bzw. Lense-Thiring Effekt) verursachte, gravitomagnetische Effekt an einem speziellen Beispiel veranschaulicht.

Bahnbewegungen in der Ebene und das effektive Potential V(r)

dhnlich wie im nichtrotierenden Fall (siehe Vorlesung 3) charakterisieren wir die unterschiedlichen Bahnbewegungen mittels eines effektiven
Potentials:
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Berechnung der Geodétengleichung als Funktion des affinen Parameters A: Die Geodédtengleichung ist ein System gekoppelter
Differentialgleichungen

% 10 dz¥ dzP
d)\? PodA dA
d’r rl dz¥ dxf
d)\? odX  dA
d?0 I dz” dxf
d)\2 odA dA

ﬁ__rﬁ ﬁdﬁ
BE AR g d% ©

wobei A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit), t, r, @ und ¢ die sphérischen Koordinaten und I'}; | die Christoffel Symbole zweiter Art darstellen.

vp
D

> eqns:=geodesic_eqns( coord, lambda, Cf2 );

145 ... I p s osox Y { 4 )Y /
eqns .= (a) —[2sin(8)* Ma (- + & cos(8)°) [ = z(a) — ¥(&)

= e L > 2
(a‘b cosnﬂ8,|4+ & cosn’8|4 P +2¥P dcos(8) +2 ¥ & cosi(e)’
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eq2:=simplify(subs({r(lambda) (lambda)=r(lambda), theta(lambda) (lambda)=theta(lambda)},eq2)):
eq3:=simplify(subs({r(lambda) (lambda)=r(lambda), theta(lambda) (lambda)=theta(lambda)},eq3)):
eqd:=simplify(subs({r(lambda) (lambda)=r(lambda),theta(lambda) (lambda)=theta(lambda)},eq4)):

Infinitesimales Weglédngenelement ds?:

ds® = 9 dx" dz”

> dx:=create([1], array([dt,dr,dtheta,dphi])):
ds2:=get_compts(prod(dx,lower(g,dx,1),[1,1])):
ds2:=collect( simplify(ds2), [dt,dr,dtheta,dphi]):

ds2a:=simplify(coeff(ds2, dt, 2)):
ds2b:=simplify(coeff(ds2, dr, 2)):

ds2c:=simplify(coeff(ds2, dtheta, 2)):
ds2d:=simplify(coeff(ds2, dphi, 2)):

ds2e:=simplify(coeff(ds2, dphi, 1)/dt):

ds2:=ds2a*dt”2+ds2e*dt*dphi+ds2b*dr~2+ds2c*dtheta”2+ds2d*dphi~2;

(2 _Aene(al? a2 Myl A4 aMyain(al? dr dnhi
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Festlegung der Anfangswerte:

> setM:=1:
seta:=0.95:
ro:=10:
t0:=0:
theta0:=Pi/2:
phi0:=0:
dro:=0:
dtheta0:=0:
dphi0:=0.041:
dt0:=solve(subs({theta=theta0,dphi=dphi@,dr=dro,dtheta=dthetad,M=1,a=0.95,r=10},ds2)=1,dt)[1]:

In der Literatur wird die Bewegung eines Probekorpers um ein rotierendes schwarzes Loch mittels eines definierten, effektiven
Potentials illustriert (siehe z.B. Hartle- bzw. Hobson Buch). Dieses Potential hangt von dem, bei der Bewegung erhaltenem
Drehimpuls pro Masse m und der Probekérper-Energie pro Masse ab. Die im Zentralfeld méglichen Bewegungen werden
mittels zweier erhaltener Grofen (1: Drehimpuls pro Masse m und E: Energie pro Masse) charakteriesiert. Die folgende
Abbildung zeigt (in der Nomenklatur vom Hartle-Buch) das effektive Potential als Funktion des Radius bei den obigen
gewdhlten Anfangswerten:

2 of @2
V.s(r,M,l,a,E) = M+l_a<E _1> M) a.E)
eff\T y by @,y - r 2 p2 r3
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Numerische Losung bei vorgegebenen Anfangswerten:
!
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