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Wiederholung: 4. Vorlesung

Vorlesung 4
1.01
n In der vorigen Vorlesung hatten wir die Geodatengleichung in
1.00 1 vorgegebener Schwarzschild-Raumzeit betrachtet und gezeigt, wie
d die man eine Klassifizierung moglicher Bahnen von Probekorpern
1 0.99 lie mittels eines definierten effektiven Potentials V(r,M.,]) illustrieren
S kann (M ist die Masse des schwarzen Lochs und 1 der
I 0.98 op Bahndrehimpuls pro Masse m des Probekorpers). Eine dieser
‘ K Bahnen ist von besonderer Bedeutung, die sogenannte innerste
it [ stabile kreisformige Bahnbewegung (der ISCO: Innermost Stable
Circular Orbit). Kreisformige Bahnbewegungen sind dadurch
096 charakterisiert, dass der Wert des Radiuses sich im laufe der Zeit
1o 20 30 2 nicht verdndert und somit sich der radiale Abstand des
Radius r[km] Probekdrpers vom schwarzen Loch gerade im Minimum des
effektiven Potentials befindet. Es muss somit % = 0 gelten. Lost
man diese Gleichung nach r auf, so erhélt man zwei Lésungen,
wobei die erste (positives Vorzeichen) dem stabilen Minimum und
1.00 die zweite (negatives Vorzeichen) dem instabilen Maximum
entspricht:
i1 0.98
%null %:0 =>ri=ﬁ(li\/l2—12M2)
8’ 10 5 - E 0.96
§ i % g Der ISCO hat gerade die Sattelpunkt-Eigenschaft, sodass
N4 s — fa zusitzlich ‘%’ = 0 gelten muss. Der Drehimpuls 1 des
2 e e’ S /‘_1/615 00 Probekorpers und sein radialer Abstand vom schwarzen Loch
a0 5 Qe ' nehmen die folgenden Werte an:
YIkih) 5 10 oo ;5107 % )
0.90 - - ' av a<v =
’ Radiulsor[km] ” I F =0 = \:f/ PRt =

ISCO
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Das Bild des schwarzen Lochs in M87

Echte Singularitat im Zentrum

Ereignishorizont

Ein wenig mehr als hundert Jahre
nachdem Albert Einstein seine
Feldgleichungen der Allgemeine Photonensphare
Relatividtstheorie der Offentlichkeit Letzte stabile
prasentierte, und er damit die kreisformige
Grundlage fur Gravitationswellen und Bahnbewegung eines
schwarzer Locher formulierte, ist seit masselosen Teilchens
einigen Wochen ein Meilenstein in der
Geschichte der Astronomie in aller -
Munde (erstes Bild eines schwarzen Akkretionsscheibe

Lochs, siehe rechte Abbildung). It;etzte stabilg kreisfb’rmige Bahn-
ewegung eines massiven

Probekorpers
Last Stable Circular Orbit (ISCO)

Benutzen Sie hierfur das vorgestellte Maple worksheet und nehmen Sie an das schwarze Loch in M87 rotiere nicht und habe
eine Masse von 6.5*%10”*g Sonnenmassen. Berechnen Sie wo sich der Ereignishorizont und die letzte stabile kreisformige
Bahnbewegung eines massiven Korpers (ISCO) befindet (in Einheiten von km). Wie viel Zeit benétigt ein Korper auf der ISCO-
Trajektorie um einmal um das schwarze Loch zu kreisen?



M87 Black Hole — Event Horizon Telescope
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Rotlerende schwarze Loche? und die Kerr Metrlk
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'. Der,Mi'thhrungsé;‘fekfc der R.aumz_ei’E (*‘Frame-Dfa'ggingf’)

“Frame dragging” Frequenz der Raumzeit: |CI.




_Der MitfUhrungseffekt der Raumzeit ("Frame-Dragging”)
Experlme_nte zur Bestatigung des Effektes im Jahre 2004: Gravity Probe B
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Class. Quantum Gray, 32 (2015) 224001

Gravity Probe B
Testing Einsteins Universe
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angles; taking § as the gyro spin vector, Schiff found a drift rate %
where
Gl | 3;
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G being the gravitational constant, ¢ the velocity of light, M, I, &, the Earth’s mass, moment
of inertia and angular velocity, r and v the radius and velocity in the orbit. Other theorles
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(Gravity Probe B

EXPERIMENT

Measuring the
Frame-Dragging Effect

Excerpted from the movie
“Testing Einstein’s Universe”




ravity Probe B

EXPERIMENT
GP-B in the Context
of Black Holes

Kip Thorne
Feynman Professor of Theoretical Physics
Caltech

GP-B Pre-launch Press Conference
NASA Headquarters, April 2, 2004







Experimentelle Bestatigung des "Frame-Dragging” !

|&d Selected for a Viewpoint in Physics .
. 3 y : LA L % week ending
PR||06,22||()| (201 1) PHYSICAL REVIEW LETTERS 3 JUNE 2011
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Gravity Probe B: Final Results of a Space Experiment to Test General Relativity

C.W.F. Everitt,"* D.B. DeBra,' B. W. Parkinson,' J.P. Turneaure,' J. W. Conklin,' M. L. Heifetz,' G. M. Keiser,'
A.S. Silbergleit,’ T. Holmes,' J. Kolodziejczak,” M. Al-Meshari,” J. C. Mester,' B. Muhlfelder,' V. G. Solomonik,’
K. Stahl,' P. W. Worden, Jr.,' W. Bencze,' S. Buchman,' B. Clarke,' A. Al-Jadaan,” H. Al-Jibreen,” J. Li,' J. A. Lipa,'
J.M. Lockhart,' B. Al-Suwaidan,” M. Taber,' and S. Wang'

'HEPL, Stanford University, Stanford, California 94305-4085, USA

( seorge C. Marshall Space Flight Center, Huntsville, Alabama 35808, USA

*King Abdulaziz City for Science and Technology, Riyadh, Saudi Arabia
(Received 1 April 2011; published 31 May 2011)

Gravity Probe B, launched 20 April 2004, is a space experiment testing two fundamental predictions of
Einstein’s theory of general relativity (GR), the geodetic and frame-dragging cffects, by means of
cryogenic gyroscopes in Earth orbit. Data collection started 28 August 2004 and ended 14
August 2005. Analysis of the data from all four gyroscopes results in a geodetic drift rate of —6601.8 *
18.3 mas/yr and a frame-dragging drift rate of ~37.2 * 7.2 mas/yr, to be compared with the
GR predictions of —6606.1 mas/yr and —39.2 mas/yr, respectively (““mas” is milliarcsecond; 1 mas
4.848 X 10 7 rad).

DOI: 10.1103/PhysReviett. 106221101 PACS numbers: 04.80.Cc




Der Mitfuhrungseffekt der Raumzeit (*Frame-Dragging”)
und der Gravitomagnetische Effekt

Blauer Probekorper fallt in
ein rotierendes schwarzes
Loch

Roter Probekorper fallt in
ein nicht-rotierendes
schwarzes Loch




Der gravitomagnetische Effekt

Magnetfeld geht in
die Zeichenebene

Beobachtung
a)+b)

Elektronenstrahl
il

/ $ : o
Versuche eine Regel mit Positronenstrahl

Daumen, Zeigefinger und -
~Mittelfinger deiner linken
. Hand zu formulieren. /




Der gravitomagnetische Effekt




Kerr Metrik: Der gravitomagnetische Effekt

Die grine Kurve entspricht
einer Situation ohne Magnetfeld
(nur Coulombkraft = nur
gravitative Anziehung, keine
Rotation, kein Frame dragging),
die blaue Kurve entspricht einer

4 -
l@. Situation wo das

-15 -10 -5 \‘i/ > gravitomagnetische Feld in +z-

o Richtung (schwarzes Loch
-4 rotiert entgegen dem
6 Uhrzeigersinn) zeigt und bei der
| roten Kurve zeigt das

gravitomagnetische Feld in -z-

Richtung (schwarzes Loch
rotiert im Uhrzeigersinn).

A -




Der gravitomagnetische Effekt
Elektromagnetischer Effekt der Lorentzkraft:

Frame Dragging Frequenz:

Diese "Frame dragging" Frequenz wirkt in dhnlicher Weise auf die Gegchwindigkeit von Probekorpern, wie das Magnetfeld in
der Elektrodynamik die Lorentzkraft verursacht. Im Fall1 (griin) ist das\gravitomagnetische Feld Null, im Fall 2 (blau) ist es aus
der dquatoriellen Ebene nach oben gerichtet und im Fall 3 zeigt es nach unten. In erster Néherung (siehe FlieBbach Buch, S:172)
ist die gravitomagnetische Lorentzkraft gleich ~ 2 (w X V), wobei X dasNKreuzprodukt, w der axiale Vektor der "Frame
dragging" Frequenz und Vv der Geschwindigkeitsvektor des Probekorpers ist. Qie Anderung des Geschwindigkeitsvektors
nimmt in Schwachfeldndherung dann die folgende Gestalt an:

dv
7= = —grad ®(r) - 2w(r) X v +O0(*/c?),
T s ] ——
gewoehnlicher Teil der gravitativen Kraft gravitomagnetische Lorentzkraft

wobei ®(r) das Newtonsche Gravitationspotential und v = (v", v%, v?) der Geschwindigkeitsvektor des Probekérpers ist.
Die unten abgebildete Grafik zeigt die "Frame dragging" Frequenz w = w, () fiir die Kerr Metrik, wobei bei der schwarzen
Kurve a=0, bei der blauen Kurve a=0.99 und bei der roten Kurve a=-0.99 ist.




Kerr Metrik: Effektives Potential

V;sz(r,MalaaaE) = — — +

r




Kerr Metrik: Effektives Potential




Kerr Metrik: Effektives Potential

Kreisformige Bahnbewegungen

V;sz(r,MalaaaE) = — — +

r




Kerr Metrik:
Bewegungen innerhalb der Ergosphare

Innerhalb der Ergosphare (gelber Bereich in der unteren Abbildung) konnen sich
Probekdrper und auch Licht nur mit der Rotationsrichtung des schwarzen Lochs bewegen.




Kerr Metrik: Effektives Potential
Innerste ,stabile™ kreisformige Bahnbewegungen (ISCOs)

Probekdrper rotiert
entgegen der
Rotationsrichtung des
schwarzen Loches

~ Probekorper rotiert mit
~der Rotationsrichtung
o des schwarzen Loches




5. Vorlesung

Vorlesung 5
In dieser Vorlesung werden wir die Eigenschaften von rotierenden schwarzen Lochern und die Bewegung von Probekorper
um diese mittels zweier Jupyter Notebook behandeln. Weiter unten in den "Weiterfiihrende Links"” werden auch die

entsprechenden Maple Worksheets angegeben.

Rotierende schwarze Locher und die Kerr-Metrik

Rotierende schwarze Locher besitzen eine kompliziertere Struktur der Ereignishorizonte und die Flachen unendlicher
Rotverschiebung und die Grenzflachen stationarer Bewegungen sind im Allgemeinen nicht identisch mit den Horizonten.
Die nebenstehende obere Abbildung zeigt die wichtigen Flachen der Kerr-Metrik in einer Animation, wobei der Kerr-
Rotationsparameter im Bereich a € [0.2, 1| variiert wurde. Rotiert das schwarze Loch, so existieren zwei

Vorlesung 5

In den beiden vorigen Vorlesungen hatten wir die Geoditengleichung in
vorgegebener Schwarzschild-Metrik (Raumzeit eines nicht-rotierenden
schwarzen Loches) betrachtet und die moglichen Bahnen von
Probekorpern und Licht studiert, die Grenz-Orbits des ISCO und der
Photonensphire definiert und die Bedeutung dieser Orbits beim
Verstandnis des Bildes des schwarzen Lochs in M87 diskutiert. Da
dieses schwarze Loch und auch generell die allermeisten durch
astrophysikalische Beobachtungen bekannten schwarzen Locher nicht
von statischer Natur sind, werden wir in dieser Vorlesung die
Eigenschaften von rotierenden schwarzen Lochern besprechen.

Im Folgenden betrachten wir die Bewegung eines massiven
Probekorpers um ein rotierendes schwarzes Loch und 16sen die
Geoditengleichung in vorgegebener Kerr-Raumzeit (in Boyer-Lindquist
Koordinaten). Die kovariante Kerr-Metrik eines rotierenden schwarzen
Lochs der Masse M und Rotation a (a € [—1, 1] ist ein spezifischer
Drehimpuls @ = J/M und wird als der sogenannte Kerr-
Rotationsparameter bezeichnet) besitzt in Boyer-Lindquist Koordinaten
folgendes Aussehen:

gtt(ra 0) 0 O gro("-, 0)
0 grr(7,0) 0 0
0 goo(r,0) 0
9ot (7, 0) 0 9oo(r, 0)

0
0
| I 2 Mr 2aM 'rsi112(0)
git(r,0) = ( ) s Giglrs0) = —————
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Jupyter Notebook
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Das rotierende schwarzes Loch:
Struktur der Horizonte und
radialer Fall eines Korpers
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Das rotierende schwarzes Loch:
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Die nebenstehende Animation zeigt die Bewegung zweier massiver Probekoérper um Vom I5CO startender, einfallender gruner Probekorper

das schwarze Loch (SL) im Zentrum der Galaxie M87. Es wurde hierbei angenommen,
dass das SL nicht rotiert und eine gravitative Masse von K J

M = 6510 MO ~ 9.5979 10’ [km] besitze. Die blaue Trajektorie zeigt die letzte o]
stabile kreisformige Bahnbewegung (ISCO) und der griine Probekorper beschreibt den 4. x 107

zeitlichen Verlauf eines in das schwarze Loch einfallenden Korpers
(Anfangsbedingungen: Korper ist bei t=0 in der aquatorialen Ebene auf der ISCO-

Trajektorie bei ¢ = 0 und erhalt einen Kick E::—'r =-0.12 in radialer Richtung hin zum

SL. Wieviel Zeit bendotigt dergrﬂne einfallende Probekorper um die Photonensphare
(rote kreisrunde Bahn in der Animation) zu erreichen (gemessen in der Eigenzeit 7 des

Kérpers, Einheit [Tage] Umrechnungsfaktor 3.860695545 10~!'!). Geben Sie —
zusatzlich den vom Korper durchschrittenen Winkel ¢b in Radiant [rad] an. : _

x 10*

Zeit: 32 Tage'*-..... . [...Winkélin [rad] 16.68118550

benétigte Zeit [Tage]AT = , durchschrittener Winkel [rad] A¢ =

Antwort einreichen | Versuche V20




Betrachten Sie ein rotierendes schwarzes Loch der Masse M=1 mit einem Kerr-
Rotationsparameter a=0.15 in Boyer-Lindquist Koordinaten. Die innerste, quasi-stabile
kreisformige Bahnbewegung (Innermost Stable Circular Orbit (ISCO)) eines
Probekorpers hangt davon ab, ob dieser mit oder entgegen der Rotationsrichtung des
Kerr schwarzen Lochs rotiert. Berechnen Sie den radialen Abstand des ISCOs des
Probekorpers vom Zentrum des schwarzen Loches, wenn dieser im Uhrzeigersinn (12)
und entgegen dem Uhrzeigersinn (r;) rotiert.

= Y

“

Antwort einreichen | Versuche 0/20



Betrachten Sie ein rotierendes schwarzes Loch in Boyer-Lindquist Koordinaten. Ein
Probekorper befénde sich zur Eigenzeit 7 = 0 an folgendem Ort (Angabe in

sphéarischen Koordinaten) x*(z = 0) = (U, ro = 10km, 8y = g Po = m"lU)
und besitze die folgenden Anfangsgeschwindigkeiten d—‘; = —0.6, % = (0 und

d

% = 0.0685. Zusatzlich zur allgemeinrelativistischen, gravitativen Anziehung
existiert aufgrund der Rotation des schwarzen Loches ein gravitomagnetischer Effekt
der durch die MitfUhrungseigenschaft der Raumzeit (Frame-Dragging) verursacht wird.
Wie stark dieser Effekt ist, héirgﬁ]t von dem Kerr-Rotationsparameter "a" ab, welcher den
spezifischen Drehimpuls a=J/M des schwarzen Loches darstellt. Der axiale Vektor der

rame-Dragging Frequenz wirk hier in ahnlicher Weise auf die Geschwindigkeit des
Probekorpers ein, wie es das Magnetfeld in der Lorentzkraft in der Elektrodynamik
macht (gravitomagnetischer Effekt). Die nebenstehende Abbildung veranschaulicht
diesen Effekt: Der griine Korper bewegt sich hierbei um ein nichtrotierendes schwarzes
Loch, der rote Korper um ein im Uhrzeigersinn rotierendes schwarzes Loch (a =0.99)
und der blaue Korper um ein entgegen dem Uhrzeigersinn rotierendes schwarzes Loch
(a=-0.99). Wo befindet sich der Probedrper nach 7 = 300 (ca. eine Millise®unde),
wenn das schwarze Loch mit a=-0.09 rotiert? Geben Sie den radialen Abstand r in

Kilometern und den Azimutwinkel ¢» in Grad an.

Bemerkung: Fir ein nichtrotierendes schwarzes Loch (a=0, siehe grune Kurve in der
nebenstehenden Abbildung) wiirden sich die folgenden Werte ergeben: r=215.1363 Km

und ¢p=240.415 Grad.

r= b =

Antwort einreichen Versuche 0/20
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