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4. Vorlesung



Wiederholung: 3. Vorlesung

Vorlesung 3

Bevor wir die Geoditengleichung und die Klassifikation méglicher Bahnen von Probekérpern in vorgegebener
Schwarzschild-Raumzeit mittels eines definierten effektiven Potentials in einem Jupyter Notebook behandeln. wird eine
kurze Einfiihrung in das Computeralgebra-System Maple gegeben. Mithilfe der kommerziellen Computeralgebra-Systeme
Maple und Mathematica kann man ebenfalls die komplizierten Berechnungen der tensoriellen Gleichungen der
Allgemeinen Relativitdtstheorie durchfiihren und numerische Simulationen der entstehenden Differentialgleichungen
erstellen.

Das in dieser Vorlesung inhaltlich behandelte Thema (die Bewegung eines Probekdrpers um ein schwarzes Loch) ist ein
astrophysikalisch sehr relevantes Problem. Schon Jahre bevor die ersten Bilder eines schwarzes Lochs entstanden. galt es
schon als so gut wie bestitigt. dass im Zentrum unserer Galaxie ein superschweres schwarzes Loch existiert und Reinhard
Genzel (Physik Nobelpreistrager 2021) verfolgte schon seit Jahrzehnten die Bewegung einzelner, sogenannter S-Sterne um
dieses schwarzes Loch. Neben diesen aktuellen Erkenntnissen, gilt die Perihel-Drehung des Merkur als ein, durch die
allgemeine Relativititstheorie verursachter Effekt. Obwohl die Bewegung der Planeten unseres Sonnensystems um unser
Zentralgestirn (die Sonne) ja sicherlich keine Bewegung um ein schwarzes Loch darstellt, konnen die Gleichungen der

Planetenbewegungen in guter Approximation als solche beschrieben werden (siehe Birkhoff-Theorem). Y

Allgemeine Relativitiitstheorie mit Maple

Analytische Berechnungen und numerische Simulationen im Bereich der
Allgemeine Relativitdtstheorie kénnen auch mittels des Computeralgebra-Systems
Maple durchgefiihrt werden (siche alter Teil I der Vorlesung). Die entsprechenden
Maple Worksheets der bisher besprochenen Inhalte finden Sie unter den folgenden

Links:

¢ Einfiihrung in Maple
Download Maple Worksheet
¢ Grundlegende Groben der Allgemeinen Relativititstheorie

Yorlesung 3

Die Geodidtengleichung beschreibt wie sich ein Probekorper (Masse
Probekorper m < <. M Masse schwarzes Loch) im Raum bewegt und
sagt voraus, dass diese Bewegung sich stets entlang der kiirzesten
Kurve. in der durch die Metrik beschriebenen gekriimmten Raumzeit,
vollzieht. Sie ldsst sich demnach durch folgendes Variationsprinzip
herleiten:
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I‘ﬁp sind die Christoffel Symbole zweiter Art und A ein affiner
Parameter (z.B. die Eigenzeit T des Probekérpers). In der dritten
Vorlesung werden wir die Geodétengleichung in voreegebener
Schwarzschild-Raumzeit niher betrachten. wobei wir wieder ein
sphérisches Koordinatensystem benutzen (z* = (t,r, 8, ¢)). Die
Geoditengleichung stellt ein System gekoppelter nichtlinearer
Differentialgleichungen dar

http://itp.uni-frankfurt/~hanauske/VARTC/




Die Geodatengleichung

Ein System gekoppelter nicht-linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung?

, wobei wir wieder ein spharisches Koordinatensystem benutzen (x# = (7, r, 0, ¢)). Die
Geodatengleichung stellt ein System gekoppelter nichtlinearer Differentialgleichungen dar
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. wobei A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit 7), t, r, @ und ¢ die Koordinaten und F’V'p die
' Christoffel Symbole zweiter Art darstellen.



Lteratur Wahrend der Bewegung

1. General relativity : An introduction for physicists von M. P. Hobson, G. P. Efstathiou und A. N. Lasenby

2. Gravity : An introduction to Einstein's general relativity von James B. Hartle e r h a It e n e G rO B e n

3. Allgemeine Relativitatstheorie von Torsten FlieBbach
4. Relativistic hydrodynamics von Luciano Rezzolla und Olindo Zanotti Energie und Drehimpu|5 des Probe k('jrpe rs

Hobson, G. P. Efstathiou and A. N. Lasenby), dass sich die erste und vierte Gleichung des Systems
der Differentialgleichungen der Geodatengleichung in die folgenden Gleichungen umschreiben lasst:
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diagonale Form der Metrik). Flr die Schwarzschildmetrik erhalt man:
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Literatur:

1. General relativity : An introduction for physicists von M. P. Hobson, G. P. Efstathiou und A. N. Lasenby D a S Effe kt I Ve POt e n t I a |

2. Gravity : An introduction to Einstein's general relativity von James B. Hartle |
3. Allgemeine Relativitatstheorie von Torsten FlieRbach V( r, M / )
4. Relativistic hydrodynamics von Luciano Rezzolla und Olindo Zanotti

Die Klassifikation moglicher Bahnen von Probekdrpern in vorgegebener Schwarzschild-Raumzeit kann mittels eines
definierten effektiven Potentials illustriert werden. Dieses Potential hangt von dem, bei der Bewegung erhaltenen Drehimpuls
pro Masse m ab. Die im Zentralfeld mdglichen Bewegungen werden mittels zweier erhaltener Groflien (I: Drehimpuls pro
Masse m und e: Energie pro Masse) charakterisiert. Die Definition des effektiven Potential erfolgt mittels der radialen, 2.
Geodatengleichung. So definieren z.B. die Literaturangaben 1-3 (siehe Angaben oben) das effektive Potentail wie folgt:
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In der Literaturangabe 4 wird das Potential V(r,M,l) hingegen wie folgt definiert:
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2. Gleichung: — (_r> + (V(r, M, 1))?* = ¢
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wobei: V(r.M.,l) = <1-2_M'> <l+'[_;'>




Klassifizierung der moglichen Bahnbewegungen eines
Probekorpers um ein nicht-rotierendes schwarzes Loch

Neben den gebundenen kreisformigen (blau) und elliptischen (rot) Bahnen, den
parabolischen (grin) und hyperbolischen (grau) Bahnverlaufen ist auch eine durch
das schwarze Loch eingefangene Bahn (schwarz: capture orbit) moglich

Animation wurde zo Eewesung im effeldives Potential ¥ir) (Def. nach Eef. 4)

mit Maple erstellt

Animation wurde
mit Maple erstellt




Klassifizierung der moglichen Bahnbewegungen eines
Probekorpers um ein nicht-rotierendes schwarzes Loch

Neben den gebundenen kreisférmigen (blau) und elliptischen (rot) Bahnen, den
parabolischen (grin) und hyperbolischen (grau) Bahnverlaufen ist auch eine durch
das schwarze Loch eingefangene Bahn (schwarz: capture orbit) moglich

Animation wurde im Python Jupyter Notebook
.Klassifizierung unterschiedlicher Bahnbewegungen

um ein nicht-rotierendes Schwarzes Loch" erstellt
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Jupyter Notebook

Klassifizierung unterschiedlicher
Bahnbewegungen um ein
nicht-rotierendes Schwarzes Loch
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4. Vorlesung

Vorlesung 4

Im ersten Abschnitt dieser Vorlesung werden wir ein Jupyter Notebook behandeln, welches die Eigenschaften
der innersten stabilen kreisférmigen Bahnbewegung eines massiven Probekérpers (ISCO, siehe rechtes Panel
dieser Vorlesung) berechnet und diesen Grenzorbit verdeutlicht. Des Weiteren wird in diesem Notebook auch die
Bewegung von masselosen Teilchen (z.B. Photonen) um ein nicht-rotierendes schwarzes Loch simuliert und die
Photonensphire eines schwarzen Loches berechnet. Die astrophysikalische Bedeutung des ISCOs und der
Photonensphiare wird danach in einem Maple Worksheet diskutiert und mittels des vom Event Horizon Teleskop
aufgenommenen Bildes des schwarzen Lochs in unserer Nachbargalaxie Messier 87 illustriert. Am Ende dieser
Vorlesung werden die Planetenbewegungen unseres Sonnensystems allgemein-relativistisch berechnet und der
Transit des Merkur am 9.Mai 2016 simuliert.

Die innerste stabile kreisformige Bahnbewegung (der ISCO: Innermost Stable Circular Orbit) und die

Photonensphiire
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Vorlesung 4

In der vorigen Vorlesung hatten wir die Geodatengleichung in
vorgegebener Schwarzschild-Raumzeit betrachtet und gezeigt, wie
man eine Klassifizierung moglicher Bahnen von Probekorpern
mittels eines definierten effektiven Potentials V(r,M.,]) illustrieren
kann (M ist die Masse des schwarzen Lochs und 1 der
Bahndrehimpuls pro Masse m des Probekorpers). Eine dieser
Bahnen ist von besonderer Bedeutung, die sogenannte innerste
stabile kreisformige Bahnbewegung (der ISCO: Innermost Stable
Circular Orbit). Kreisformige Bahnbewegungen sind dadurch
charakterisiert, dass der Wert des Radiuses sich im laufe der Zeit
nicht verdndert und somit sich der radiale Abstand des
Probekdrpers vom schwarzen Loch gerade im Minimum des
effektiven Potentials befindet. Es muss somit %‘f = 0 gelten. Lost

man diese Gleichung nach r auf, so erhélt man zwei Lésungen,
wobei die erste (positives Vorzeichen) dem stabilen Minimum und
die zweite (negatives Vorzeichen) dem instabilen Maximum
entspricht:

av

_ l 2 2
Yoo o= b (1xyE-120)

Der ISCO hat gerade die Sattelpunkt-Eigenschaft, sodass
zusitzlich ‘%’ = 0 gelten muss. Der Drehimpuls | des

Probekorpers und sein radialer Abstand vom schwarzen Loch
nehmen die folgenden Werte an:

d2v
dr?

v

= =o, =0
dr

= r=6M; |=2,8M
~
ISCO



Jupyter Notebook

Der ISCO und die Photonensphare
eines schwarzen Lochs
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Wie sieht das schwarze Loch im Zentrum unserer Galaxie aus?

Das EU-Projekt BlackHoleCam

L.Rezzolla, H.Falke und M.Kramer N — /




Das Bildnis des schwarzen Loches

(wie wird das wirkliche Bildnis des schwarzen Loches im Zentrum der Milchstrasse aussehen?)

Simulationen
erstellt von
Dr. Ziri Younsi

(2017)




Event Horizon Telescope

Atacama Large
Millimeter Array (ALMA)

—— -

\ i | Coordinates: 23°01'09'S, 67°45'12"W
e

£ Diameter: 12m

Das EHT ist ein
virtuelles Radioteleskop
der Grol3e der Erde

Das Event Horizon Teleskop (EHT) ist eine hochgradig internationale Python-Animation erstellt
Kooperation von Radioteleskopen die mittels Langbasisinterferometrie das

erste Bild eines schwarzen Loches aufzeichnen konnte von Dr. Christian Fromm



Bilder von zwei schwarzen Lochern werden erwartet
(Stand 04.2017)

Distance  16Mpc 85 kpc
§ _Gal disk? 10-25 deg los
 Bfield@BH  60-1306G 10-100 G



Eine Reise in das Herz von Messier 87



M87 Black Hole — Event Horizon Telescope
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Die ersten Bilder eines Schwarzen Lochs
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das Bild des schwarzen Lochs

Echte Singularitat im Zentrum

Ereignishorizont

Ein wenig mehr als hundert Jahre
nachdem Albert Einstein seine
Feldgleichungen der Allgemeine Photonensphare
Relatividtstheorie der Offentlichkeit Letzte stabile
prasentierte, und er damit die kreisformige
Grundlage fur Gravitationswellen und Bahnbewegung eines
schwarzer Locher formulierte, ist seit masselosen Teilchens
einigen Wochen ein Meilenstein in der
Geschichte der Astronomie in aller -
Munde (erstes Bild eines schwarzen Akkretionsscheibe

Lochs, siehe rechte Abbildung). It;etzte stabilg kreisfb’rmige Bahn-
ewegung eines massiven

Probekorpers
Last Stable Circular Orbit (ISCO)

Benutzen Sie hierfur das vorgestellte Maple worksheet und nehmen Sie an das schwarze Loch in M87 rotiere nicht und habe
eine Masse von 6.5*%10”*g Sonnenmassen. Berechnen Sie wo sich der Ereignishorizont und die letzte stabile kreisformige
Bahnbewegung eines massiven Korpers (ISCO) befindet (in Einheiten von km). Wie viel Zeit benétigt ein Korper auf der ISCO-
Trajektorie um einmal um das schwarze Loch zu kreisen?



Aktuelle Und ZUkUnftige Bllder : 11 April 2017

Brightness temperature (10° K)
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Effektives Potential V(r) (Def. nach Ref. 1-3) fir drei
verschiedene Drehimpulse

lxlu

Das effektive Potential eines Probekorpers am ISCO

hat eine Sattelpunktseigenschaft
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Teil I: Das Schwarze Loch in M&7 (ohne Rotation) - Mozilla Firefox
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4+ Meistbesucht & Getting Started
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Allgemeine Relatividtstheorie mit dem Computer von Dr.phil.nat.Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

Einfiihrung Teil IT Teil IT1 E-Learning

Download Maple Worksheed
Allgemeine Relativitatstheorie mit dem Computer

General Theory of Relativity on the Computer

Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitdt in Frankfurt am Main (Sommersemester 2016)

von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

b

Frankfurt am Main 01.05.2019

Erster Vorlesungsteil: Allgemeine Relativitdtstheorie mit Maple

Das Schwarze Loch in M87

(ohne Rotation)

Einfiithrung

Ein wenig mehr als hundert Jahre nachdem Albert Einstein seine Feldgleichungen der Allgemeine Relativiitstheorie der Offentlichkeit prasentierte, und er damit die Grundlage fiir Gravitationswellen und schwarzer Lécher formulierte, ist seit




'y 5’ * Teil I: Das Schwarze Loch in M&7 (ohne Rotation) - Mozilla Firefox
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4+ Meistbesucht & Getting Started

Ein wenig mehr als hundert Jahre nachdem Albert Einstein seine Feldgleichungen der Allgemeine Relativiitstheorie der Offentlichkeit prisentierte, und er damit die Grundlage fiir
Gravitationswellen und schwarzer Lécher formulierte, ist seit einigen Wochen ein Meilenstein in der Geschichte der Astronomie in aller Munde:

Vergleich der Simulationsergebnizse mit dem Eild des schwarzen
Lochs in M87

10 |

Ce -4.x 10

Zeit: 0 Tage

Abb. 1: Erstes Bild eines schwarzen Lochs im Vergleich mit den Simulationsergebnissen des Maple- Worksheets.

Das Bild zeigt das schwarze Loch im Zentrum unserer Nachbargalaxie M87; bzw. ein wenig genauer, die um ein schwarze Loch entstehende Radiostrahlung (das Bild wurde mittels

eines weltweiten Verbunds von Radiowellenteleskopen (EHT: Event Horizon Teleskop) sichtbar gemacht). In Kiirze (voraussichtlich im Sommer 2019) werden die aufgenommenen



Masselose Teilchen (Photonen):
Das effektive Potential und die Photonensphare bei 3M

Ve[[PhotonHobson := (r, M) +»

Effektives Potential V(r) (Def. nach Ref. 1-3) fur
Photonen

o 1s]

4. x 10794
.

Blau: ISCO, Rot: Photonensphare
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Zeit: —. 494 Stunden

Die Bewegung der Planeten in allgemeiner Relativititstheorie

Obwohl die Bewegung der Planeten unseres Sonnensystems um
unser Zentralgestirn (die Sonne) in sehr guter Naherung mattels der
Newtonschen Gravitationstheorie beschrieben werden kann und
unsere Sonne ja sicherlich kein schwarzes Loch darstellt, konnen die
Bahnen der Planeten auch allgemein-relativistisch mittels der
Geoditengleichung in vorgegebener Schwarzschild-Raumzeit
berechnet werden. Dies 1st aufgrund des Birkhoff-Theorems
moglich, was besagt, dass eine spharisch symmetrische
Vakuumlosung der Einsteinschen Feldgleichungen auf3erhalb einer sphéarisch symmetrischen
Massenverteilung (Sonne) statisch sein muss und diese Losung der Schwarzschild-Losung entspricht.
Die Periheldrehung des Merkur ist ein Beispiel eines nur in der allgemeinen Relativititstheorie
vorkommenden Effektes, der in der Newtonschen Gravitationstheorie nicht entsteht. Beim Klicken
auf die nebenstehende Abbildung gelangt man zu einem Maple Worksheet, das die Bewegung der
Erde und des Merkur um die Sonne allgemein-relativistisch berechnet und den Merkurtransit am
9.Mai 2016 simuliert.




