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3. Vorlesung



Wiederholung: 2. Vorlesung

Vorlesung 2

Die Schwarzschild-Metrik beschreibt das raumzeitliche Verhalten eines kugelsymmetrischen, nicht rotierenden und nicht
geladenen schwarzen Loches der Masse M. wobei die gesamte Masse des schwarzen Loches in einem singuldren Punkt im
Zentrum vereint ist. Der Ricci Tensor verschwindet identisch (R, = 0), da man eine leere Raumzeit betrachtet. Die
skalare Invariante des vollstandig kontrahierten Quadrates des Riemannschen Kriimmungstensors K = R,,,,,, RF??, der
48 M*?
e
eine echte Singularitdt bei 7 = 0. Neben dieser echten Singularitit besitzt die Schwarzschild-Metrik eine
Koordinatensingularitit bei dem sogenannten Schwarzschild-Radius Rg = 2M. Im ersten Jupyter Notebook werden wir
die wesentlichen Eigenschaften der Schwarzschild-Metrik mittels eingebetteter Diagramme und anhand von Raumzeit-
Diagrammen visualisieren. Im zweiten Jupyter Notebook werden wir den radialen Fall eines Probekorpers in ein schwarzes
Loch nummerisch berechnen.

sogenannte Kretschmann-Skalar K, wird im Ursprung singulir (K = ) und die Schwarzschild-Metrik besitzt daher

Eigenschaften der Schwarzschild-Metrik ‘

| Die Struktur der Raumzeit der Schwarzschild-Metrik kann
man auf unterschiedliche Weisen visualisieren. Wir

Rs =2M
\ betrachten uns zundchst die sogenannten eingebetteten
\ Diagramme der raumlichen Hypersphire ¥, der
‘ Mannigfaltigkeit M. Diese eingebetteten Diagramme
‘ ‘ ‘ besitzen eine Tricher-Form und zeigen eine
Koordinatensingularitat bei dem sogenannten

Diagrammen werden in dem Jupyter Notebook

\ ‘ Schwarzschild-Radius Rg = 2M. Zusitzlich zu diesen

(Eigenschaften der Schwarzschild-Metrik) die Raumzeit-
‘ Diagramme der Schwarzschild-Metrik in Schwarzschild-
‘ Koordinaten und Eddington-Finkelstein Koordinaten
betrachtet. Die nebenstehende Abbildung zeigt das
-~ Raumzeit-Diagramm der Schwarzschild-Metrik (M = 1)
Radius r und beschreibt somit das raumzeitliche Verhalten eines

kugelsymmetrischen schwarzen Loches aus dem

Vorlesung 2

In der zweiten Vorlesung werden wir die wohl bekannteste analytische
Losung der Einsteingleichung betrachten - die sogenannte
Schwarzschild-Losung. Bereits einige Monate nach der Publikation von
Einsteins Artikel zur Allgemeinen Relativitétstheorie im Jahre 1915,
erarbeitete Karl Schwarzschild in zwei Arbeiten mogliche analytische
Losungen der neuen Theorie der Raumzeitkriimmung. In der ersten
dieser Arbeiten ("iiber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach
der Einsteinschen Theorie", siche Schwarzschild, K., Sitzungsberichte
der Koniglich-Preussischen Akademie der Wissenschaften. Reimer,
Berlin 1916, S. 189-196) betrachtete Herr Schwarzschild die Einstein-
Gleichung fiir den freien, leeren Raum (T, =0 — Ry, = 0),
wobei er annahm, dass sich die gesamte Materie/Energie in einem
singuldren Punkt im Ursprung befindet (Massenpunkt der Masse M).
Die so von ihm gefundene Losung der resultierenden Feldgleichungen
ist heutzutage unter dem Namen Schwarzschild-Merrik bekannt und
lautet:

0 —r?sin®(0)

. wobei wir ein sphirisch symmetrisches Koordinatensystem benutzt
wurde (z# = (t, 7,0, ¢)). Diese Losung ist von besonderer Bedeutung
fiir astrophysikalische Betrachtungen, denn sie beschreibt einerseits die

Metrik eines nicht-rotierenden schwarzen Lochs und andererseits.

http://itp.uni-frankfurt/~hanauske/VARTC/
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3. Vorlesung

Vorlesung 3

Bevor wir die Geoditengleichung und die Klassifikation méglicher Bahnen von Probekérpern in vorgegebener
Schwarzschild-Raumzeit mittels eines definierten effektiven Potentials in einem Jupyter Notebook behandeln. wird eine
kurze Einfiihrung in das Computeralgebra-System Maple gegeben. Mithilfe der kommerziellen Computeralgebra-Systeme
Maple und Mathematica kann man ebenfalls die komplizierten Berechnungen der tensoriellen Gleichungen der
Allgemeinen Relativitdtstheorie durchfiihren und numerische Simulationen der entstehenden Differentialgleichungen
erstellen.

Das in dieser Vorlesung inhaltlich behandelte Thema (die Bewegung eines Probekdrpers um ein schwarzes Loch) ist ein
astrophysikalisch sehr relevantes Problem. Schon Jahre bevor die ersten Bilder eines schwarzes Lochs entstanden. galt es
schon als so gut wie bestitigt. dass im Zentrum unserer Galaxie ein superschweres schwarzes Loch existiert und Reinhard
Genzel (Physik Nobelpreistrager 2021) verfolgte schon seit Jahrzehnten die Bewegung einzelner, sogenannter S-Sterne um
dieses schwarzes Loch. Neben diesen aktuellen Erkenntnissen, gilt die Perihel-Drehung des Merkur als ein, durch die
allgemeine Relativititstheorie verursachter Effekt. Obwohl die Bewegung der Planeten unseres Sonnensystems um unser
Zentralgestirn (die Sonne) ja sicherlich keine Bewegung um ein schwarzes Loch darstellt, konnen die Gleichungen der

Planetenbewegungen in guter Approximation als solche beschrieben werden (siehe Birkhoff-Theorem). Y

Allgemeine Relativitiitstheorie mit Maple

Analytische Berechnungen und numerische Simulationen im Bereich der
Allgemeine Relativitdtstheorie kénnen auch mittels des Computeralgebra-Systems
Maple durchgefiihrt werden (siche alter Teil I der Vorlesung). Die entsprechenden
Maple Worksheets der bisher besprochenen Inhalte finden Sie unter den folgenden

Links:

¢ Einfiihrung in Maple
Download Maple Worksheet
¢ Grundlegende Groben der Allgemeinen Relativititstheorie

Yorlesung 3

Die Geodidtengleichung beschreibt wie sich ein Probekorper (Masse
Probekorper m < <. M Masse schwarzes Loch) im Raum bewegt und
sagt voraus, dass diese Bewegung sich stets entlang der kiirzesten
Kurve. in der durch die Metrik beschriebenen gekriimmten Raumzeit,
vollzieht. Sie ldsst sich demnach durch folgendes Variationsprinzip
herleiten:

" dxt dzv
5[ l'iS —f "1'."ll gprrd.ﬂ {—Ifﬂ f x’ gpraﬁ d}. dA = D

. wobei sich dann die Geoditengleichung mittels der Euler-Lagrange

Gleichungen L = g, 82 22 by, alternativ L = g, 225 42
VI gy Tax I i

ergibt:

d [ oL | &
dr | goz - dx
g

p dz” dz?
AN A

I‘ﬁp sind die Christoffel Symbole zweiter Art und A ein affiner
Parameter (z.B. die Eigenzeit T des Probekérpers). In der dritten
Vorlesung werden wir die Geodétengleichung in voreegebener
Schwarzschild-Raumzeit niher betrachten. wobei wir wieder ein
sphérisches Koordinatensystem benutzen (z* = (t,r, 8, ¢)). Die
Geoditengleichung stellt ein System gekoppelter nichtlinearer
Differentialgleichungen dar

http://itp.uni-frankfurt/~hanauske/VARTC/




le oder Mathematica von zu Hause nutzen

+Wie mache ich von zuhause einen ,Remote Login" auf den Server des ITP
(Institut fUr Theoretische Physik der Goethe Universitat)?

UV & uni-frankfurt.de (=)

ing Started

Page I I I Read View source View history

Graphical Remote Login with xrdp

If you are using a Linux desktop system or Windows 10, then you can remotely login into a Linux session on our main login server zeta. For macOS this should
work similar to Linux, but is not tested.

To use this service you either need to connect to the ITP VPN or need to establish a ssh-tunnel.

How to use the ITP VPN with openvpn is described in VPN Access and with Networkmanager in VPN with Networkmanager. For most Linux distributions cases we
recommend NetworkManager.

We first describe the settings needed if the ITP VPN is used. A description for ssh-tunnel is further below. If you use a Linux operating system or macOS and did
not already configure the ITP VPN, the configuration with ssh-tunnel is shorter.

If you disconnect from a xrdp session (on purpose or by a network error), you can reconnect to the same session in the next 24 hours. To completely end a
session you need to log out inside of your xrdp session instead of interrupting the connection. All ses.‘on, which are not connected for over 24 hours, are
automatically terminated.

Contents [hide]
1 Set the window manager (Linux, macOS, Windows 10)
2 Connect using remmina (Linux)
3 Connect with Windows 10

4 SSH-Tunnel instead of VPN
4.1 Terminal based ssh-tunnel

4.2 ssh-tunnel in remmina
4.3 Putty
5 Restrictions




Datei Bearbeiten Ansicht Lesezeichen Einstellungen Hilfe

Unter Linux
benutzt man am
besten remmina L
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®

Profil

Bezeichnung itp with ssh tunnel

Gruppe

B &b RDP - Remote Desktop Protokoll

Die folgenden  FEEe B
Sachen
mussen In Grundlegend | Erweitert | SSH Tunnel
remmina

Benutzername

6|ngeSte”t Benutzerpasswort
Werden Domain I

Bildschirmauflosung Auflosung des Klienten verwenden

Benutzerdefiniert

Farbtiefe Hohe Farbtiefe (15 bpp)

Ordner freigeben

Automatische Verbindungswiederherstellung abschalten

Abbrechen Als Vorgabe speichern Speichern Verbinden Speichern und verbinden




®

Profil

Bezeichnung itp with ssh tunnel
Gruppe

Dle fOIgenden Befehl vorher
SaCh en Befehl nachher

&b RDP - Remote Desktop Protokoll

na - Grundlegend = Erweitert SSH Tunnel
mussen In

Qualitat

remmina g

Niedrig (schnell)

Aus

eingestellt
Werden RD-Zugangs-Server

RD-Zugangsbenutzername
RD-Zugangspasswort
RD-Zugangsdomane
Klientname
Startprogramm

Startpfad

Abbrechen Als Vorgabe speichern Speichern Verbinden Speichern und verbinden




Die folgenden
Sachen
mussen In
remmina
eingestellt
werden

®

Profil

Bezeichnung itp with ssh tunnel
Gruppe

Protokol ¢» RDP - Remote Desktop Protokoll

Befehl vorher

Befehl nachher

Grundlegend | Erweitert | SSH Tunnel

1| SSH-Tunnel aktivieren Tunnel uber Loopback-Adresse

Selber Server an Port 22
Benutzerdefiniert

Zeichensatz

SSH-Legitimierung

Benutzername vartc2020-25

H-Agent (automatisch)

Passwort

Offentlicher Schlussel (automatisch)

Identitatsdatei
Abbrechen Als Vorgabe speichern Speichern Verbinden
> ¥ — - "o' - ."". T v

*

Speichern und verbinden




Doppelklick Passwort eingeben

®

Passwort von vartc2020-25 am SSH-Server zeta.itp.uni-frankfurt.de wird legitimiert ...
Bezeichnung ¥ | Gruppe Server Zuletzt benutzt

SSH-Passwort
Hitp th.physik.uni-frankfurt.de 2020-04-23 - 18:05:03 asswer |

&

SSH-Passwort speichern

Abbrechen

itp with ssh tunnel &

Dann nochmals den |
Account Namen B TP
und das
- Passwort eingeben

p




Geschafft!
Sie sind auf dem Server des ITP !

() 4 itp with ssh tunnel v O q

Tue 19:28

7
R 4
.
= Q Type to search...

TR G ¢

d
il § v A p@ o) A m A




Offnen Sie ein Linux Terminal

r 0 » itp with ssh tunnel v o
i
15sh tunnel @
< N Tue 19:29 W O~
N
- Q termina| b a
> >
Serial port termi... Xfce Terminal Terminal Terminator GNU Emacs 25 (...

=

AP [ o) & oA

=y
9 -
(2]
=)

\.



Q= Rp with ssh tunnel vow

Wed 11:38

- e ~ Und starten
im Terminal Maple

)
. . (xmaple)

i ¥

File Edit View Search Terminal Help

.

5 —

@ vartc2020-25@zeta:~$ xmaplesf
I
-

P 0 » itp with ssh tunnel v o

3 itp with ssh tunnel @

R4 Activities 3 java-lang-Thread ~ Wed 11:39

fhome/software/maple2017-64/data/Start. mw - [Server 1] - Magle 2017

File Edit View Insert Format Tools Window Help
DEEEE - &
*, (Palettes | Workbook | |4 Math  Drawing  Plot  Animation
- = ‘\
— P

What's New? Connectivity App Authoring

New Document New Worksheet

@ [ X" ”
] . Y

\

-

Getting Started 3 . ) ) )
Calculus Control Design Curve Fitting Differential Discrete

Equations Mathematics




FUhren Sie die folgenden weiteren Schritte aus

itp with ssh tunnel
3 itp with ssh tunnel @

Activities {3 java-lang-Thread + Wed 11:40

=] /home/software/maple2017-64/data/Start. mw - [Server 1] - Maple 2017

File Edit View Insert Format Tools | Window Help

DEfda& = Assistants
Math Apps
Palettes | Workbook | 4 Drawing Tutors

P Favorites | I3 Tasks

P Expression | maplecloud
Load Package

unload Package

P Common Symbaols itp with ssh tunnel

Spelicheck... F7
Complete Command Ctrl+Shft-s |9
Help Database v

W Live Data Plats

Activities {3 java-lang-Thread v Wed 11:41

Eile Edit View Insert Format Tools Window Help

Getting Started

Palettes | Workbook

P Favorkes

¥ Variables

=

P Units (S1)
P Units (FPS)

P Companents

| [ venabie]_vaise | Start

Use the icons on this page
to create a new doaument
or worksheet, view help
pages, or find sample
wiarksheets to help you get
started with your own
projects.

Learn how to create yvour
own start page.

| > Expression 1 Options

| D Caleukus

P Common Symbols

W Live Data Plots

General Display  Interface Export Precision Security Network
Input display: Maple Notation
Output display: |2-D Math Notation

New Docume

Typesetting level: [Extended

Assumed variables: |Trailing Tildes

Plot anti-aliasing: Enabled

Font anti-aliasing: |Default
Getiiig Stely Plot display: [Inline

Default Point Probe mode: |None

)

et
App Authoring

Differential
Equations

Show task variables on insert:

Task content to insert

Only On Naming Conflict

: [Standard Content [
<]
Enable rollover highlighting in plots

Mathematics

7

Discrete
Mathematics

Wi

Use th
to creg vl Use hardware acceleration for plots
orv

p
worksh

Natural Sciences Signal Processing

Always insert new execution group after executing

v/ Show equation labels

v Enable self-documenting context menu evaluations \,
S

Expose commands inserted from Load/Unload Package menus

Apply to Session Apply Globally Cancel

»
Maple Default Profile [/home/software/maple2017-64/data |Memory: 4.18M |Time: 0.08s |[Zoom: 100% |Math Mode




Offnen Sie ein neues Maple Worksheet und ...

Eile | Edit View Insert

Format

Tools Window Help

New
Open...
Open from Cloud...

Ctrl-0

Worksheet Mode
Document Mode Ctrl-M

Close Document
Close Window

Ctrl-F4
Ctri4-Shift-F4

S5ave

Save As...

Save To Cloud...
Export As...
Send...

Ctrl-5

Recent Documents

Print...
Print Preview...
Page Setup...

Document Properties...

Exit

7

Alt-F4

&% itp with ssh tunnel @

Activities (X java-lang-Thread ~

File Edit View |Insert Format
DEE=2& ]

| Palettes ~ Workbook | 4 ) Start.mw X

P Favorites el | |5
P Expression

P Calculus

P Common Symbols

W Live Data Plots

M
> |

A
W Variables

Variable | Value

o | ® | Y

P Matrix

P Units (S1)
P Units (FPS)
P Layout

Tools Window Help
@ m
*Untitled (2) X

Math Drawing Plot Anirmation

C Maple Input  ~ | Courier New

> 1+41;

el | B

itp with ssh tunnel

Wed 11:43

Untitled (2)* - [Server 3] - Maple 2017




Beenden Sie Maple und das Terminal (exit)

r (A4 itp with ssh tunnel v O °

-2 Wed 11:43
vartc2020-25@zeta: /home/vartc20: L]
File Edit View Search Terminal Help U | I O e | l S I ‘
HE NN
¥ B 3 . : A : Co path
or ]
** (jav 60): 3 5 c : atk-brid evice events reply: u a | I l l W I ( ( r VO | I l
*, nknown nature
am “ (jav 60) : € : 2 : atk-brid evice events_reply: u I T P S
erver aus
6 : :39 : : atk-bri etRe e e
® > -

itp with ssh tunnel

@ itp with sshtunnel @

path

Wed 11:44

[1]+ Done
vartc2e. 25|

& Veranstaltung Aligemeine Rel mit dem Computer
Log Out

Account Settings

* a (C]

Log Out Veranstaltung Allgemeine Rel mit dem Computer
/e Ige mit dem Computer will be logged out

Veranstaltung

ically in

Cancel Log Out

b

O A @ m@N

| Sl



Research Contact
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BereChnUngen 4

der Allgemeine" o
. . oxctheofll€
Re\atwltatst Teil I: Analytische Berechnungen und numerische Simulationen in Maple

Male

Einfiirung in Maple ( LibreOffice Datei , PDF Datei )

Am Anfang des ersten Teils der Vorlesung wird eine kurze Einfiirung in das Computeralgebra-System Maple gegeben.

Im folgenden werden einige grundlegende Grofen der allgemeinen Relativitadtstheorie am Beispiel der allgemeinen statischen, isotropen Metrik erldutert und aufgezeigt, wie
man diese in Maple berechnet. Zundchst wird das "tensor"-Paket eingebunden. Die mit roter Schrift gekennzeichneten Worter stellen die vom User eingegebenen Befehle dar
und die blauen Worter sind die vom Maple-Program ausgegebenen Gréfen. Hier werden im speziellen die im "tensor"-Paket neu definierten Befehle ausgegeben. Mochte
man die eingegebenen Befehle zwar ausfiihren, aber nicht ausgeben lassen, so hat man am Ende des Befehls einen Doppelpunkt und kein Semikolon zu schreiben.

1) Grundlegende Groflen der ART

Die komplizierten und zeitaufwendigen Berechnungen der tensoriellen Gleichungen der ART kénnen mit Hilfe von Maple erleichtert werden und numerische Simulationen
der entstehenden Differentialgleichungen sind ohne viel Aufwand méglich. Im Teil I.1) dieser Vorlesung wird zunédchst gezeigt, wie man die grundlegende Groen der
allgemeinen Relatividtstheorie im Maple implementiert (Metrik, Christoffelsymbole, Riemann- und Riccitensor, Einsteingleichung, Geodétengleichung, ...).

2) Das nichtrotierende schwarze Loch ( Version 1, Version 2, Mathematica Notebook der Version 2, Der Merkur-Transit, Das
schwarze Loch in M87 (nicht rotierend) )

Das im Vorwort vorgestellte Bild eines schwarzen Lochs (SL) im Zentrum unserer

ol Nachbargalaxie M87, ist ein erster Versuch, die um ein schwarze Loch entstehende

\ 204 Radiostrahlung mittels eines weltweiten Verbunds von Radiowellenteleskopen
14 \ sichtbar zu machen. In Kiirze (voraussichtlich im Sommer 2019) werden die
10 5 aufgenommenen Bilder von Sagittarius A*, das schwarze Loch im Zentrum
o unserer Galaxie, ebenfalls ausgewertet sein, und weitere Bilder in verbesserter
0,08 ‘ o L oo ’ R . Auflésung \Yerden wohl in einigen Jahren fglgen. T
o In beiden Systemen (SL in M87 und Sagittarius A¥*) kreist Materie in einer
0,97 4 \ S =107 * Akretionsscheibe um ein supermassives SL und emittiert beim Einfallen
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sl o d?z" d?t
Allgemeine Relativititstheorie mit Maple | il b d\2  d)\2
3 d’z!  d’r
Analytische Berechnungen und numerische Simulationen im Bereich der i ' N 2~ Taan
: i o : \ d\ d\
Allgemeine Relativitdtstheorie kénnen auch mittels des Computeralgebra- 0.98 \ e 32 220
Systems Maple durchgefiihrt werden (siehe alter Teil I der Vorlesung). Die \ e ; x il s
entsprechenden Maple Worksheets der bisher besprochenen Inhalte finden | ,..| | ™ ' dx?2  dN?
Sie unter den folgenden Links: : -' "' d%az? B d*¢ B
d?  d3

e Einfiihrung in Maple

Download Maple Wgrksheet N . ] Man kann zeigen (siehe z.B. Seit
e Grundlegende GroBen der Allgemeinen Relativitdtstheorie introduction for physicists by M.

; datengles Eowaoad Maplg WorkSlLeet hild . | A. N. Lasenby), dass sich die er:
e Die Geoditengleichung in vorgegebener Schwarzschild Raumzeit Systems von Differentialgle

(Version 1) . ‘
Download Maple Worksheet el LIl
e Die Geodatengleichung in vorgegebener Schwarzschild Raumzeit P 7
(Version 2) 1. Gleichung: — [(1
Download Maple Worksheet -30- dA

2
Die nebenstehende Animation stammt aus dem untersten Maple Worksheet und zeigt die simulierten Ergebnisse et (1 -
der moglichen Bahnen eines Probekdrpers um ein nicht-rotierendes schwarzes Loch. Diese Ergebnisse werden d
weiter unten im Jupyter Notebook diskutiert. 2. Gleichung: — (r S
Weitere Maple Worksheets: Das Foucaultsche Pendel, Euler-Lagrange Theorie des Doppelpendels, Hamilton dA
Theorie des Doppelpendels, Das begleitende Dreibein, Der harmonische Oszillator mit Dampfung, Physik mit
dem Computer, Physik der sozio-6konomischen Systeme, Physik der sozio-6konomischen Systeme (alt)

2

—s r2sin? (0
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Download Maple Worksheed

Allgemeine Relativititstheorie mit dem Computer

General Theory of Relativity on the Computer

Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitét in Frankfurt am Main (Sommersemester 2016)
von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

Frankfurt am Main 11.04.2016

Erster Vorlesungsteil: Allcemeine Relativititstheorie mit Maple

3. Vorlesung

Einfithrung

Basierend auf den Ergebnissen der zweiten Vorlesung des ersten Teils wird im folgenden eine Klassifizierung der Umlaufbahnen eines Probekorpers um ein schwarzes Loch
vorgestellt und mit den Newtonschen Umlaufbahnen verglichen.




Nobel Preis 2020

FUr die Entdeckung, dass die Bildung von Schwarzen Lochern eine robuste Vorhersage
der allgemeinen Relativitatstheorie ist (R. Penrose) und die
Entdeckung eines supermassiven kompakten Objekts im Zentrum unserer Galaxie (R. Genzel und).
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Die Geodatengleichung

Wie bewegt sich ein Probekorper in vorgegebener raumzeitlicher Struktur?

Im Folgenden wird die Geodatengleichung in vorgegebener Schwarzschild Raumzeit betrachtet. Die Geodatengleichung
beschreibt wie sich ein Probekérper (Masse Probekérper m << M Masse schwarzes Loch) im Raum bewegt und sagt
voraus, dass diese Bewegung sich stets entlang der kirzesten Kurve, in der durch die Metrik beschriebenen gekrimmten
Raumzeit, vollzieht.

Sie lasst sich demnach durch folgendes Variationsprinzip herleiten:

/Bd —/B\/g dx*d —/B - Vdﬂ—>E 1
S = Xl Xv = xtrema
UV \/g;w 2 2

xt dxv

(/A

, wobei sich dann die Geodatengleichung mittels der Euler-Lagrange Gleichungen L = \/g,,v , bzw. alternativ
L dx¥ dx¥

=8 o ergibt:

e OxH d A2 £ a%

2 < v p
(aL>_a_L=0 L R L e
dA

l"’v‘p sind die Christoffel Symbole zweiter Art und A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit T des Probekoérpers).




Die Geodatengleichung

Wir betrachten im Folgenden die Geodatengleichung

dt

in vorgegebener Schwarzschild-Raumzeit
| — X 0 0 0
1
| o ——5 D 0
guv = 4
0 0 —r? 0
/ 0 0 0  —r’sin’(0)

, wobei wir wieder ein sphérisches Koordinatensystem benutzen (x* = (¢, r, 0, @)).



Die Geodatengleichung

Ein System gekoppelter nicht-linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung?

, wobei wir wieder ein spharisches Koordinatensystem benutzen (x# = (7, r, 0, ¢)). Die
Geodatengleichung stellt ein System gekoppelter nichtlinearer Differentialgleichungen dar

d*t 10 dx" dx?

d A2 € di di
d*r _ 7 dx¥ dx?
diz2 " .di dia
d%0 B 5 (A% d%7
a2 "t} 4l
d*¢ s dx* dx?
di2 " di da

. wobei A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit 7), t, r, @ und ¢ die Koordinaten und F’V'p die
' Christoffel Symbole zweiter Art darstellen.



Die Geodatengleichung
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A ' da”

d

da

o,
A4
A% 4

>
y =

- -
Yia) ’

. e d _,.
Yi-r+2M da

-¥+ 2 M) sin(8)°




@

Webmail at FIAS

LON-CAPA Teil I: Vorlesung2 - Mozilla Firefox v 8 (X

% | EL LON-CAPA Teil I: Vorlesung2z % | 4

| © & & =

-r.uni-frankfurt.de anauske/V ‘ v2/V2.html El|.c H

@) ® @ | htt

= 2-Dolphin

wobei die I'#

,p die Christoffel Symbole zweiter Art und A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit) darstellen.

Radial in ein schwarzes Loch einfallender Probekorper

> restart:
with( tensor ):
with(plots):
with(plottools):

Definition der kovarianten Raumzeit-Metrik eines schwarzen Lochs der Masse M in Schwarzschildkoordinaten:

> coord := [t, r, theta, phi]:
g_compts := array(symmetric,sparse, 1..4, 1..4):
g_compts[1,1] := 1-2*M/r: g_compts[2,2] := -1/g_compts([1,1]:
g_compts([3,3] := -r2: g_compts[4,4] := -r~2*sin(theta)”2:

g := create( [-1,-1], eval(g_compts));

g.=tablke| |index_char = | -1, -1], compts

\ (2.1.1)
i 2M 0 0 0
v
1
0o - 0 0
o L_2M
v
0 - 0
0 0 o -#sin(e)® |||

Berechnung der kontravarianten Metrik und der Christoffel Symbole:

> ginv := invert( g, 'detg’' ):
Dlg := dlmetric( g, coord ): b
D2g := d2metric( Dlg, coord ):
Cfl := Christoffell( Dlg ):

Cf2:= Christoffel2( ginv, Cfl ):

@ LON-CAPA Teil I: Vorlesung2 - Mozilla Firef
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Berechnung der Geodatengleichung als Funktion des affinen Parameters A: Die Geoditengleichung ist ein System gekoppelter Differentialgleichungen

d’t o da¥ da’
d)\2 odXx  d\
d%r __p dz¥ dz”
d)\2 odX  d
d’0 _ o da¥ da’
d)\2 odX  d
d*¢ s dz¥ dz”

Gl QOS] b el
d)\2 odx  dX

wobei A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit), t, 1, & und ¢ die Schwarzschildkoordinaten und I‘f,‘p die Christoffel Symbole zweiter Art darstellen.

> eqns:=geodesic_eqns( coord, lambda, Cf2 );

2 a2t (2 rn)) 2
o ‘ ) ) _ -
ax? W) ri-r+2 M) 2 axd ¢(2)

|
eqns = ‘

2[4 ?’(l’l“‘ “iwl‘l“‘ 2 cos(s) [ L Bll‘l\‘ “lml‘nﬁ‘ 5

L da ) \Lda ) L da )L da ) d \

+ + =0, —5 B(%)
da’

v sin(8)
2(S-riny) [2-000) ( y "
S 2 A L _sin(s) cos(s) ‘i-@fl] | =0, d—z- ¥ia)

3 L da J da

‘d N fd X2
(-¥r+2M M E{UMI M a—ink)‘ - oz
- 5] — 4 r9-r+2M‘1 + (-r+2 M) HS{MI =+ (

l

; 7 G IS GO
-¥+2 M) sin(8) —@|_1|| :0‘
| da ) |

Wir lassen nur radiale Bewegung zu und setzen die Masse des schwarzen Lochs auf M=1:

> eql:=subs ({diff(phi(lambhda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambda)=0,M=1},eqns[1]):
eq2:=subs ({diff(phi(lambda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambda)=0,M=1},eqns[2]):
eq3:=subs ({diff(phi(lambda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambda)=0,M=1},eqns[3]):
eq4:=subs ({diff(phi(lambda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambda)=0,M=1},eqns[4]):
eql:=simplify(subs({r=r(lambda)},eql)):
eq4:=simplify(subs({r=r(lambda)},eq4)):

@e = 2-Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung2 - Mozilla Firef
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Anfangsbedingungen

Zum Losen des Systems von Differentialgleichungen missen die Anfangsbedingungen
des Probekorpers festgelegt werden
z.B. wo befindet sich der Probekorper zur Eigenzeit A=0: r(0)=10

Die Anfangsbedingung fir t'(o) erhalt man z.B. mittels der folgenden Bedingungen aus
dem infinitesimalen Weglangenelement ds:

dr=df=d¢p=0 bei t=0

Keine Anfangsgeschwindigkeit

/B -
. 2M ) dt’

,?‘J

dr=df0=0, O=n/2 bei t=0
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Anfangswerte:

Zur Zeit t=0 sei der fallende Korper bei einem Radius von r=10=5*(Schwarzschildradius), die Anfangsgeschwindigkeit des Korpers sei 0. Wir beschreiben den Fall aus der Sichtweise eines im unendlichen
ruhenden Beobachters. Bemerkung: Der Anfangswert dt0 ergibt sich hierbei aus der Bedingung des infinitesimalen Weglangenelements % = utuy = 1, wobei hierbei der affine Parameter A als

Eigenzeit 7 interpretiert wird und u* die 4er-Geschwindigkeit des Korpers darstellt.

ds® ; N M at’ dt 1
d\? ~~ r D2 dx ] Y D
dr=d6=dé—0 bei t=0 \/ (1 - T)

> re:=10:

10:=0:

dro:=0:
dto:=evalf(1l/sqrt(1-2/r0)):

Numerisches Losen der Geodatengleichung:

> Loes:=dsolve({eql,eq4,t(0)=t0,r(0)=re,D(r)(0)=0,D(t)(0)=dte}, {r(lambda),t(lambda)}, type=numeric, output=listprocedure):

Zum Vergleich losen wir auch die Bewegungsgleichung nach Newton:

@e = 2-Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung2 - Mozilla Firef ,g_;
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Grafische Veranschaulichung der Losung (rote Kurve ist die nach Newton berechnete):

> lend:=33.7:
lendn:=35.12:

Plotl:=odeplot(Loes, [lambda,t(lambda)],0..lend, numpoints=200, color=blue,thickness=2,title="Koordinatenzeit t vs affiner Parameter

lambda"):
Plot2:=odeplot(Loes, [Lambda, r(lambhda)],0..lend, numpoints=200, color=blue, thickness=2,title="radius vs affiner Parameter lambda"):
Plot3:=odeplot(Loes, [r(lambda),t(lambda)],0..lend, numpoints=700, color=blue, thickness=2,title="Koordinatenzeit t vs radius"):
Plot_newton:=odeplot(Loes newton, [r(lambda),lambda],0..lendn, numpoints=100, color=red, thickness=2):
display(Matrix(1,3,[Plotl,Plot2,display(Plot3,Plot_newton)]));

Koordinatenzeit t vs affiner Parameter lambda radius vs affiner Parameter lambda Koordinatenzeit t vs radius
10
50 9 50
8 -
40 A ] 404
7 -
t 30 & B ; 304
20 1 5 504
4 -
10 1 10
34
0 T T T 2 T T 0 T T T T T T T T 1
0 10 20 30 0 10 20 30 1 2 3 4 6 7 8 9 10
lambda lambda r

gg,, & 2-Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung? - Mozilla Firef ? / «‘ - @’ ><’ ? . i@ 52 ) s I <
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Lteratu. Wahrend der Bewegung
1. General relativity : An introduction for physicists von M. P. Hobson, G. P. Efstathiou und A. N. Lasenby e r h a It e n e G ro B e n

2. Gravity : An introduction to Einstein's general relativity von James B. Hartle
3. Allgemeine Relativitatstheorie von Torsten FlieRbach
4. Relativistic hydrodynamics von Luciano Rezzolla und Olindo Zanotti

Energie und Drehimpuls des
Probekorpers

Man kann zeigen (siehe z.B. Seite 206 in General relativity : An introduction for physicists by M. P. Hobson, G. P. Efstathiou and A. N. Lasenby), dass sich die
erste und vierte Gleichung des Systems der Differentialgleichungen der Geodatengleichung in die folgenden Gleichungen umschreiben |aft:

I. Gleichung: a’i ’(l — M) ﬂ] =

7 r (3
2M \ dt
- (1- ——= g ="CONSt
r dt
: d . d
2. Gleichung: — rzsmz(f))—d) =)
dr dt
— rzsinz(e)— = [ = const
dr ;
wobei die wahrend der Bewegungen erhaltenen GréRen e (Teilchenenergie pro Masse, e = L) und | (Drehimpuls pro Masse m, [ = ﬁ) sich aus der
Definition des Viererimpulses p, = mu, = m g,, ’il‘: (g,, dr> 8rr er 800 Z(: s 8o ;/) ) ergeben (Voraussetzung: diagonale Form der Metrik). Fur die
Schwarzschildmetrik erhalt man:
dX() dX() df ] 2M df
== =m— =Mgoy—— = Mgop— =M —-— ) — =me
Pt = Po e 800 e 800 A n e
dx; dx’ dp do
Pp = P3 = m—dr' = mg33—— = Mg33—— (r sin”“ (9)) — =—ml

dr dr dr



Literatur:

1. General relativity : An introduction for physicists von M. P. Hobson, G. P. Efstathiou und A. N. Lasenby D a S Effe kt I Ve POt e n t I a |

2. Gravity : An introduction to Einstein's general relativity von James B. Hartle |
3. Allgemeine Relativitatstheorie von Torsten FlieRbach V( r, M / )
4. Relativistic hydrodynamics von Luciano Rezzolla und Olindo Zanotti

Die Klassifikation moglicher Bahnen von Probekdrpern in vorgegebener Schwarzschild-Raumzeit kann mittels eines
definierten effektiven Potentials illustriert werden. Dieses Potential hangt von dem, bei der Bewegung erhaltenen Drehimpuls
pro Masse m ab. Die im Zentralfeld mdglichen Bewegungen werden mittels zweier erhaltener Groflien (I: Drehimpuls pro
Masse m und e: Energie pro Masse) charakterisiert. Die Definition des effektiven Potential erfolgt mittels der radialen, 2.
Geodatengleichung. So definieren z.B. die Literaturangaben 1-3 (siehe Angaben oben) das effektive Potentail wie folgt:

dt

: I 2M M
wobei: Var.-M. 1y= =

| ([ dr\’ 1
2. Gleichung: — 5(—) +V(r,M,I) = 5((32 - 1)

r2 r r

In der Literaturangabe 4 wird das Potential V(r,M,l) hingegen wie folgt definiert:

t)
Fi 52
2. Gleichung: — (_r> + (V(r, M, 1))?* = ¢

T

r

wobei: V(r.M.,l) = <1-2_M'> <l+'[_;'>




Klassifizierung der moglichen Bahnbewegungen eines
Probekorpers um ein nicht-rotierendes schwarzes Loch

Neben den gebundenen kreisformigen (blau) und elliptischen (rot) Bahnen, den
parabolischen (grin) und hyperbolischen (grau) Bahnverlaufen ist auch eine durch
das schwarze Loch eingefangene Bahn (schwarz: capture orbit) moglich

Animation wurde zo Eewesung im effeldives Potential ¥ir) (Def. nach Eef. 4)

mit Maple erstellt

Animation wurde
mit Maple erstellt




Klassifizierung der moglichen Bahnbewegungen eines
Probekorpers um ein nicht-rotierendes schwarzes Loch

Neben den gebundenen kreisférmigen (blau) und elliptischen (rot) Bahnen, den
parabolischen (grin) und hyperbolischen (grau) Bahnverlaufen ist auch eine durch
das schwarze Loch eingefangene Bahn (schwarz: capture orbit) moglich

Animation wurde im Python Jupyter Notebook
.Klassifizierung unterschiedlicher Bahnbewegungen

um ein nicht-rotierendes Schwarzes Loch" erstellt

20.0*,
ml7.57
'g_'ls.o*l
®12.57
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Radiusr[km]
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Allgemeine Relativititstheorie mit dem Computer

(General Theory of Relativity on the Computer)

ie mathematisch anspruchsvollen Gleichungen der Allgemeinen Relativititstheorie (ART) in
»ungen analysiert. Im ersten Teil des Kurses erlernen die Studierenden die Verwendung von

I (Maple und Mathematica). Die oft komplizierten und zeitaufwendigen Berechnungen der
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Berechnung von Christoffelsymbolen der Schwarzschild-Metrik

Berechnung des Riemann Tensors der Schwarzschild-Metrik

Probekorper fillt radial in ein nichtrotierendes schwarzes Loch
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Die Bewegung eines Probekdrpers um ein nichtrotierendes schwarzes Loch wird mittels der
Geodatengleichung beschrieben:

d%zH LT dx¥ dx’ 0 = ]
dr? odr dr & .
d’t _ _q0 dx¥ dz’ ; i
dr? B dr dr 5
2 v P 4
d*r _ dz¥ dzx .
dr? P dr dr D ]
d29 dz’ dx” 3 tau= 25.000
ke, il il ; r= 8.962
dr? P dr dr phi= .834
d*¢ g da¥ da
dr? " dr dr
wobei 7 ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit), t, r, @ und ¢ die Schwarzschildkoordinaten und -4 ' 4 6 ' 8 10
F‘V‘p die Christoffel Symbole zweiter Art darstellen. Lésen Sie, unter Verwendung des
Computeralgebra-Systems Maple, die Geodatengleichung numerisch und wahlen Sie dabei die
folgenden Anfangsbedingungen. Zur Eigenzeit 7=0 sei de& Probekorper bei r=15.4 , =0 und
¢=0; die Anfangsgeschwindigkeiten seien: %=0, %=0, d’_—f=0.031 und die Masse des
schwarzen Lochs betrage M=1. Berechnen Sie wo sich der Probekérper bei 7=50 befindet und
geben Sie den Radius r und die polare Koordinate ¢ an.
s § ¢ =
_Submit Answer | Tries 0/20
Post Discussion 4/4’, Send Feedback
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schwarzes Loch wird mittels der Geodatengleichung beschrieben. : - s o
Die Art und Weise wie sich der Probekorper um das schwarze Loch Meximum des Patentials el =
bewegen wird kann mithilfe der radialen Komponenete der e ; v
Geodatengleichung und der Definition eines effektiven Potentials ~ Minimum des Potentials bei r =

charakterisiert werden: _Submit Answer = Tries 0/20

1 (dr\* 1/ 5
E E +V(T,M,l)—§(E —1)

12 oM M
wobei:  V(r, M,l) = o 12— ) =
i iy T r N

Die im Zentralfeld mc'j%lichen Bewegungen werden mittels zweier
erhaltener Gréf3en (I: Drehimpuls pro Masse m und E: Energie pro
Masse) charakterisiert. Die Masse des schwarzen Loches sei M=1
und der Drehimpuls des Probekoérper sei |=4.72. Geben Sie an bei
welchem Abstand r sich das Maximum und das Minimum des
Potentials befindet. Was bedeutet das Minimum des Potentials?
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Die Bewegung eines Probekdrpers um ein nichtrotierendes schwarzes Loch wird mittels der
Geodatengleichung beschrieben:

d*at dz” dxf
s, —— =

dr? 7 dr dr 0 = N
d’t po da’ da?
dr? " dr dr
d2r S L 3 tau= 282.000 r= 11.558 t= 294.945
dr2 " dr dr al= abe. Bl = 294.

2 v T T T T Y T T T
e SRR, . hT 20 30 40
dr? Y dr dr
d’¢ ; dz” dzf
=T T -

wobei 7 ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit), t, r, @ und ¢> die Schwarzschildkoordinaten
und I‘ﬁp die Christoffel Symbole zweiter Art darstellen. Lésen Sie, unter Verwendung des

Computeralgebra-Systems Maple, die Geodatengleichung eines radial in ein schwarzes Loch

einfallenden Probekdrpers. Verwenden Sie die folgenden Anfangsbedingungen: Zur Eigenzeit

7=0 sei der Probekorper bei r=50.5 , =0 und ¢=0; die Anfangsgeschwindigkeiten seien: ﬂ=0,

dr
d . " -
%=0, %zo und die Masse des schwarzen Lochs betrage M=1. Berechnen Sie wo sich der

Probekorper bei 7 = 300 =~ 1 [ms] befindet und geben Sie den Radius r(300) in [km] an.
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