
Allgemeine 
Relativitätstheorie 
mit dem Computer
PC-POOL RAUM 01.120     
JOHANN WOLFGANG GOETHE UNIVERSITÄT    
10 .  MAY,  2019

MATTHIAS  HANAUSKE

FRANKFURT INSTITUTE FOR ADVANCED STUDIES
JOHANN WOLFGANG GOETHE UNIVERSITÄT

INSTITUT FÜR THEORETISCHE PHYSIK
ARBEITSGRUPPE RELATIVISTISCHE ASTROPHYSIK

D-60438  FRANKFURT AM MAIN
GERMANY

3. Vorlesung



Allgemeines zur Vorlesung

• Ort und Zeit: 
PC-Pool Raum 01.120, immer freitags von 15.00 bis 17.00 Uhr

• Übungstermine:
Zusätzlich zur Vorlesung werden ab dem 03.05.2019 freiwillige 
Übungstermine eingerichtet, die jeweils freitags, eine Stunde vor der 
Vorlesung im PC-Pool 01.120 stattfinden (Fr. 14-15.00 Uhr).

• Vorlesungs-Materialien: 
http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC/

• Kurs auf der Online-Lernplatform Lon Capa: 
http://lon-capa.server.uni-frankfurt.de/

• Plan für die heutige Vorlesung: 
Geodätengleichung in der Schwarzschild-Raumzeit für unterschiedliche
Anfangsbedingungen eines Probekörpers mit Maple lösen, Kurze 
Wiederholung der letzten Vorlesung, Geodätengleichung in der 
Schwarzschild-Raumzeit für unterschiedliche Anfangsbedingungen eines
Probekörpers mit Maple lösen, Klassifizierung der möglichen
unterschiedlichen Bahnbewegungen mittels eines effektiven Potentials









Die Geodätengleichung

Maple Ausgabe bei festgelegter Schwarzschild-Raumzeit











Die ersten Bilder eines Schwarzen Lochs verstehen

Anlässlich der bahnbrechenden Aufnahme des ersten Bildes eines schwarzen Lochs im Zentrum unserer Nachbargalaxie M87, 
wurde am 17. April 2019 um 20 Uhr ein öffentlicher, populärwissenschaftlicher Abendvortrag im Otto Stern Zentrum (OSZ H1) 
am Campus Riedberg der Goethe Universität gehalten. Es sprachen die drei Principal Investigators des europäischen Black 
Hole Cam-Projekts (L.Rezzolla, M.Kramer und H.Falke).

Ein wenig mehr als hundert Jahre 
nachdem Albert Einstein seine 
Feldgleichungen der Allgemeine 
Relativiätstheorie der Öffentlichkeit 
präsentierte, und er damit die 
Grundlage für Gravitationswellen und 
schwarzer Löcher formulierte, ist seit 
einigen Wochen ein Meilenstein in der 
Geschichte der Astronomie in aller 
Munde (erstes Bild eines schwarzen 
Lochs, siehe rechte Abbildung). 

YouTube Video:  https://www.youtube.com/watch?v=Zh5p9Sr0_VU&list=PLn5gYfEKIag8nps1GKLqUW35AOgQY7aM2
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Zum Lösen des Systems von Differentialgleichungen müssen die Anfangsbedingungen
des Probekörpers festgelegt werden
z.B. wo befindet sich der Probekörper zur Eigenzeit λ=0: r(0)=10

Die Anfangsbedingung für t'(0) erhält man z.B. mittels der folgenden Bedingungen aus
dem infinitesimalen Weglängenelement ds:

Anfangsbedingungen

Keine Anfangsgeschwindigkeit

Anfangsgeschwindigkeit in der äquatorialen Ebene:



Zwei Gleichungen der Geodätengleichung lassen sich wie folgt umformulieren:

Die während der Bewegung erhaltenen Größen der Energie (E) und des 
Drehimpulses (l) lassen sich mittels des Viererimpulses definieren:

Während der Bewegung erhaltene Größen



Mittels der radialen Gleichung läßt sich das effektive Potential definieren:

Alternative Definition (siehe Buch von Prof. Rezzolla):

Das effektive Potential



Klassifizierung der möglichen Bahnbewegungen eines
Probekörpers um ein nichtrotierendes schwarzes Loch  

Neben den gebundenen kreisförmigen (blau) und elliptischen (rot) Bahnen, den 
parabolischen (grün) und hyperbolischen (grau) Bahnverläufen ist auch eine durch 

das schwarze Loch eingefangene Bahn (schwarz: capture orbit) möglich













































Aufgabe: Zeichnen Sie die Position des ISCOs in 
das Bild des schwarzen Lochs

Benutzen Sie hierfür das vorgestellte Maple worksheet und nehmen Sie an das schwarze Loch in M87 rotiere nicht und habe 
eine Masse von 6.5*10^9 Sonnenmassen. Berechnen Sie wo sich der Ereignishorizont und die letzte stabile kreisförmige 
Bahnbewegung eines massiven Körpers (ISCO) befindet (in Einheiten von km). Wie viel Zeit benötigt ein Körper auf der ISCO-
Trajektorie um einmal um das schwarze Loch zu kreisen?
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