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2. Vorlesung |



Allgemeines zur Vorlesung

* Ortund Zeit:
Nur Online/Virtuell
Live-Streaming (synchrone Lehrangebote, Zoom Meetings):
Freitags von 15.00-17.00 Uhr: Vorlesungstermine
Ubungstermin a: Freitags von 13.30-15.00 Uhr
Ubungstermin 2: Freitags von 17.00-18.30 Uhr

* Vorlesungs-Materialien (asynchronen Lehrangebote):
http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC(/ bzw.
http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC/VART2021.html

* Ubungsaufgaben auf der Online-Lernplatform Lon Capa:
http://lon-capa.server.uni-frankfurt.de/

* Weitere Materialien auf der Online-Lernplatform OLAT
http://olat.server.uni-frankfurt.de

* Generelles zur Vorlesung:
Bei erfolgreicher Teilnahme 5 Creditpoints
Benoteter Schein mittels einer mindlichen Prifung (30 Min.)

* Voraussetzungen:
Laptop/PC mit KameraundTon
Programmierkenntnisse von Vorteil




2. Vorlesung

Vorlesung 2

Die Schwarzschild-Metrik beschreibt das raumzeitliche Verhalten eines kugelsymmetrischen, nicht rotierenden und nicht
geladenen schwarzen Loches der Masse M. wobei die gesamte Masse des schwarzen Loches in einem singuldren Punkt im
Zentrum vereint ist. Der Ricci Tensor verschwindet identisch (R, = 0), da man eine leere Raumzeit betrachtet. Die
skalare Invariante des vollstandig kontrahierten Quadrates des Riemannschen Kriimmungstensors K = R,,,,,, RF??, der
48 M*?
e
eine echte Singularitdt bei 7 = 0. Neben dieser echten Singularitit besitzt die Schwarzschild-Metrik eine
Koordinatensingularitit bei dem sogenannten Schwarzschild-Radius Rg = 2M. Im ersten Jupyter Notebook werden wir
die wesentlichen Eigenschaften der Schwarzschild-Metrik mittels eingebetteter Diagramme und anhand von Raumzeit-
Diagrammen visualisieren. Im zweiten Jupyter Notebook werden wir den radialen Fall eines Probekorpers in ein schwarzes
Loch nummerisch berechnen.

sogenannte Kretschmann-Skalar K, wird im Ursprung singulir (K = ) und die Schwarzschild-Metrik besitzt daher

Eigenschaften der Schwarzschild-Metrik *

| Die Struktur der Raumzeit der Schwarzschild-Metrik kann
man auf unterschiedliche Weisen visualisieren. Wir

Rs =2M

\ \ betrachten uns zunachst die sogenannten eingebetteten
\ Diagramme der raumlichen Hypersphire ¥, der
\ ‘ Mannigfaltigkeit M. Diese eingebetteten Diagramme
\ ‘ ‘ besitzen eine Tricher-Form und zeigen eine
Koordinatensingularitat bei dem sogenannten
\ Schwarzschild-Radius Rg = 2M. Zusitzlich zu diesen
‘ Diagrammen werden in dem Jupyter Notebook
‘ (Eigenschaften der Schwarzschild-Metrik) die Raumzeit-
‘ Diagramme der Schwarzschild-Metrik in Schwarzschild-
‘ Koordinaten und Eddington-Finkelstein Koordinaten
betrachtet. Die nebenstehende Abbildung zeigt das
~ ' | Raumzeit-Diagramm der Schwarzschild-Metrik (M = 1)
Radius r und beschreibt somit das raumzeitliche Verhalten eines

kugelsymmetrischen schwarzen Loches aus dem

Vorlesung 2

In der zweiten Vorlesung werden wir die wohl bekannteste analytische
Losung der Einsteingleichung betrachten - die sogenannte
Schwarzschild-Losung. Bereits einige Monate nach der Publikation von
Einsteins Artikel zur Allgemeinen Relativititstheorie im Jahre 1915,
erarbeitete Karl Schwarzschild in zwei Arbeiten mogliche analytische
Losungen der neuen Theorie der Raumzeitkriimmung. In der ersten
dieser Arbeiten ("iiber das Gravitationsfeld eines Massenpunktes nach
der Einsteinschen Theorie", siche Schwarzschild, K., Sitzungsberichte
der Koniglich-Preussischen Akademie der Wissenschaften. Reimer,
Berlin 1916, S. 189-196) betrachtete Herr Schwarzschild die Einstein-
R;w = 0).

wobei er annahm, dass sich die gesamte Materie/Energie in einem

Gleichung fiir den freien, leeren Raum (T, =0 —

singuldren Punkt im Ursprung befindet (Massenpunkt der Masse M).
Die so von ihm gefundene Losung der resultierenden Feldgleichungen
ist heutzutage unter dem Namen Schwarzschild-Merrik bekannt und
lautet:

0 —r?sin®(0)

. wobei wir ein sphirisch symmetrisches Koordinatensystem benutzt
wurde (z# = (t, 7,0, ¢)). Diese Losung ist von besonderer Bedeutung
fiir astrophysikalische Betrachtungen, denn sie beschreibt einerseits die

Metrik eines nicht-rotierenden schwarzen Lochs und andererseits.

http://itp.uni-frankfurt/~hanauske/VARTC/




Grundlagen der
Allgemeinen Relativitatstheorie
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Die ART ist eine sehr revolutionare Theorie. Sie besagt, dass jegliche Energieformen (z.B.
Masse eines Korpers) die ,Raumzeit" verbiegen und durch diese Krimmung des Raumes und
der Zeit die Gravitation (Schwerkraft) resultiert. -> Raumzeit-Krimmung = Energie
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Die Schwarzschild Lésung

1915 Einsteins Gravitation:
KrUmmung der ,Raumzeit"

1916 Karl Schwarzschild:

... geboren 1873 in Frankfurt nahe dem Haus der
Rothschild's. Erste Losung der ART — drei Monate &
nach Einsteins Artikel! Aussenraummetrik eines |
nichtrotierenden schwarzen Loches.

Schwarzschild stirbt einen Monat spater an einer
Infektion die er sich an der russischen Front
einfing...




Schwarze Locher und der Raumzeit-Trichter

!l ™ N aYaTale

M/R =010
M.-"‘r‘i.] Fag s

M: Masse des Objektes
R: Radius des Objektes
gt: Metrik der Raumzeit

Wir sind Uber den
Grenzwert
gekommen und
haben ein schwarzes
oS Loch erzeugt!

i Eingebettetes Diagramm
irenzwert der Krummung der raumlichen Hypersphare der d nicht mehr moglich
4 Raumzeit-Struktur eines schwarzen Lochs



Herleitung der Schwarzschild Metrik

Setzt man dlesen sphansch
symmetrischen Ansatz der Metrik in die
Einsteingleichung ein, so erkennt man
Energieimpulstensor verschwindet demnach im AuflenrajfsEERelARe IVl PN EIlaElale[le R aNaalTSS
0. so dass sich die Einsteingleichung (Gl. 2.23) wie folgt (Birkhoff-Theorem).
Diese Losung wird als Schwarzschild-
R _— 1]? g =8rkT* =0 metrik bezeichnet und sie hangt nur von
T, einem Parameter, der Masse des
— schwarzen Loches, ab

wir im t(,)lgoml(,‘n sohon \\'or(l(,\n) konzentriert im Ursprur

so dass der gesamte Raum (ohne den Punkt r =




Herleitung der Schwarzschild Metrik

wird als Schwarzschildradius bezeichnet

2G M

2

e =
i
Die Schwarzschildmetrik und das zugehorige Weglangenelement nimmt nun

die folgende Form an

0
0
0
0 —r3sin’d )

R ' —1
_> dr® — r? (sin")(?’(/(.‘)") + (192) .




Raumzeit-Diagramm eines schwarzen Loches

Sichtweise ruhender Beobachter im Unendlichen
Ereignis-
horizont

Lichtkegel

Zeit

A 2 Zukuntt
von A

Gegenwart
von A

Vergangen-
heit von A

Raumzeit-Struktur 0 >m .

Abbildung 2.1: Raumzeitdiagramm der Schwarzschildmetrik in Schwarz-

i m fl a C h e n Ra U m schildkoordinaten.

Raum

-

Raumzeit-Struktur um ein schwarzes Loch




Raumzeit-Diagramm eines schwarzen Loches
Sichtweise eines in das schwarze Loch fallenden Beobachters

\
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Eddington-Finkelstein Koordinaten.




Allgemeine Relativititstheorie mit dem Computer

General Theory of Relativity on the Computer
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Jupyter Notebook

Eigenschaften der
Schwarzschild-Metrik
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Das deutsche Parlamentsgebaude

(die wohl beste Veranschaulichung der wesentlichen Eigenschaften eines schwarzen Loches)

Der Raumzeit-Tricher
im Reichstagsgebaude




Das deutsche Parlamentsgebaude

(die wohl beste Veranschaulichung der wesentlichen Eigenschaften eines schwarzen Loches)




Das deutsche Parlamentsgebaude

(die wohl beste Veranschaulichung der wesentlichen Eigenschaften eines schwarzen Loches)
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Der Aufzug im Reichstagstagsgebaude befindet sich ca. bei 3/2*Rs



Weiteres siehe: http: ' '
p://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/new/LateralTh
ougts.html
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Ihoughts: Matthias Hanauske
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http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/new/LateralThougts.html

ASTRONOMIE AM FREITAG (7. APRIL 2017)
IM PHYSIKALISCHEN VEREIN IN FRANKFURT AM MAIN
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m Spiegel erschgm
I'edo‘:c)h sein wirkliches (von
es
' wahrgenommen ]
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FUr den auleren
Beobachter friert das Bild
des Korpers, der in das
schwarze Loch fallt, am
Ereignishorizont ein. Der
Korper selbst Ubertritt
jedoch die Grenze und
fallt weiter in die echte
Singularitat im Ursprung.

Dorian Gray wird in das schwarze Loch
der moralischen Abgrinde gezogen
und Ubertritt eine Grenze von der aus
er nicht mehr zurick kann.
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Home Research Contact

Teil IT11: Computersimulationen mit
dem Einstein-Toolkit

Programmieren mit
ipenMP/MPI

Aufgaben

 ——
The LearningOnline

Benutzerkennung: Network With CAPA
Passwort: $~ Benutzerkennung und Passwort
D--'-ff'_ haben Sie per E-Mail erhalten

ufm . ’ c

— Lon Capa Ubungsaufgaben
Login-Hilfe

Passwort vergessen?
Helpdesk kontaktieren
Kurs-/Community-Ubersicht

Vorlesung SS 2020

Allgemeine Relativititstheorie mit dem Computer

(General Theory of Relativity on the Computer)

ie mathematisch anspruchsvollen Gleichungen der Allgemeinen Relativititstheorie (ART) in
»ungen analysiert. Im ersten Teil des Kurses erlernen die Studierenden die Verwendung von

I (Maple und Mathematica). Die oft komplizierten und zeitaufwendigen Berechnungen der

T konnen mit Hilfe dieser Programme erleichtert werden. Diverse Anwendungen der Einstein-

Doméane: ufm

Server: ufall (library)
Serverlast: 0.0 Prozent
2.11.2-2017061214

BesucnenSiegie ursSCommunny-UDersicnipunale LwN-UAFA-RuIseuna=sommunysaemnsuwution "Johann Wolfgang Goethe Universitaet Frankfurt am Main" zu betrachten.

Falls ein Kurs in der folgenden Liste Ihrer derzeitigen Kurse nicht angezeigt wird, konnen Sie sich in der Kursubersicht in diesen Kurs selbst eintragen, sofern die Selbsteintragung fir diesen Kurs aktiviert ist

Wahlen Sie den gewiinschten Kurs aus

> Kursubersicht

Benutzerrolle

Auswahlen

Studentin

Bereich

Allgemeine Relativiatstheorie mit dem Computer (SS 2020) xursoberblick

Anfang Ende
Do., 23. April 2020, 10:53:23 Uhr (CEST) Mi., 20. Okt. 2021, 10:53:23 Uhr (CEST) ‘eedba



@ v LON-CAPA Aufgaben im Kurs VARTC - Mozilla Firefox SIS

Webmail at FIAS x | EL LON-CAPA AufgabenimKur % | <4
@) ® @ | https://lon-capa.server.uni-FrankFurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/zusatz html EJwsom | C H I W B8 ¥y A =
Q,. Ihr Firefox ist veraltet - dies gefahrdet Ihre Sicherheit. Aktualisieren Sie Firefox, um sich zu schiitzen. | Jetzt aktualisieren Weitere Informationen %

1 1 ! 1 1 1 | I I

<J Ressource anzeigen ) .-j: Linksammlun Lé Drucken

Funktionen (3 Edior Lon Capa Ubungsaufgaben

Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske Home Research Contact

Einfiihrung Teil I: Analytische Berechnungen Teil I1: Paralleles Programmieren mit Teil III: Computersimulationen mit Aufgaben
und numerische Simulationen in C++ und OpenMP/MPI dem Einstein-Toolkit

Maple

Aufgaben im Kurs allgemeine Relativitiatstheorie mit dem Computer

Aufgaben im Teil I: Analytische Berechnungen und numerische Simulationen in Maple

Berechnung von Christoffelsymbolen der Schwarzschild-Metrik

Berechnung des Riemann Tensors der Schwarzschild-Metrik

Probekorper fillt radial in ein nichtrotierendes schwarzes Loch

Geoditische Bewegung eines Probekorpers um ein nichtrotierendes schwarzes Loch

Radialer Wurf eines Probekorpers in der Nihe eines nichtrotierenden schwarzen Lochs

Berechnung eines Neutronensterns

Berechnung eines Weillen Zwergs

1! LON-CAPA Aufgaben im Kurs VARTC - Moz R, N\ L (B W o mE— -
06“ @ d / ¢ — A ) 27.04. Ortszeit -
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e v LON-CAPA Christoffelsymbole der Schwarzschil d-Metrik - Mozilla Firefox

Webmail at FIAS xr/;" 1. LON-CAPA Christoffelsymbc % 'v,\+
@) @® @ | https//lon-capa.server.uni-frankFurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/T1/Aufgaben/T1V1a.problem o | & |[Q suchen & ®8 @ & & =
v Ihr Firefox ist veraltet - dies gefahrdet Ihre Sicherheit. Aktualisieren Sie Firefox, um sich zu schitzen. | Jetzt aktualisieren Weitere Informationen %
Matthias Hanauske v (Kurs-Koordinator) Allgemeine Relatividtstheorie mit dem Computer - General Theory of Relativity on the Computer L. Neue Nachrichten Rollen Hilfe Logout A

(M.Hanauske: VARTC 2018) (Mehr ...)
Hauptmeni ‘ Inhalt ‘ Kurs-Editor ‘ Was gibt's Neues ‘ Bewertungen v | Personenvy | Einstellungenvy | Offentlich v | Rolle wechseln v

@ @ Inhaltsverzeichnis » ... » Aufgaben » Christoffelsymbole der Schwarzschild-Metrik a Notizen Y f Linksammliung q Evaluieren aFeedback @ Drucken /(b Info

Funktionen @ Editor J Inhaltsbewertungen Q'ﬂ Inhaltseinstellungen gl Verzeichnis bearbeiten

Die folgende Metrik beschreibt die raumzeitliche Struktur eines nichtrotierendes schwarzes Loch (Schwarzschildmetrik in Schwarzschildkoordinaten):

oM
/1—— 0 0 0 \
7’!
oM\ !
9w = 0 = 1__7' 0 0
0 0 2 0

\ 0 > 0 0 —r’sin®(6) )

Die griechischen, raumzeitlichen Indices p, v laufen von 0..3 und entsprechen den folgenden sphérischen Koordinaten:
i = (:vo, :cl, a:2, m3) = (t, P a, gb) Berechnen Sie den Wert des Christoffelsymbols I‘gl, wobei die Masse M des schwarzen Loch und der radiale

Abstand r den folgenden Werten entspricht:

M=15, r=4.6

-0.128380691543992

Korrekt! 8
Ihre Nachweis-Nr. ist 163-3507 (&)

Bisherige Antworten

l
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@ew @ LON-CAPA Christoffelsymbole der Schwarz /B o | | N\ 3 h 32 ) €
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LON-CAPARiemann Tensor der Schwarzschild-Metrik - Mozilla Firefox

. N
Webmail at FIAS x | L LON-CAPA Riemann Tensor = % | =4
4 N
( (') ®a | https://lon-capa.server.uni-frankfurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/T1/Aufgaben/T1V1b.problem?symb=uploaded%2fufm%2f6wW295110537c25a6eufmlt %2fdefault_1459765405.sequence__4_  ufm% 150% [ | & HO\ Suchen I ﬁ B O 3 @ =
Weitere Informationen %

v Ihr Firefox ist veraltet - dies gefahrdet Ihre Sicherheit. Aktualisieren Sie Firefox, um sich zu schitzen. | Jetzt aktualisieren

Allgemeine Relatividtstheorie mit dem Computer - General Theory of Relativity on the Computer
(M.Hanauske: VARTC 2018) (Mehr ...)

Offentlich v | Rolle wechseln v

aNotizen Y f Linksammlung q Evaluieren aFeedback @ Drucken /(b Info

Matthias Hanauske v (Kurs-Koordinator) L. Neue Nachrichten Rollen Hilfe Log%ut

Hauptmeni ‘ Inhalt ‘ Kurs-Editor ‘ Was gibt's Neues ‘ Bewertungen v | Personen vy | Einstellungen v

@ @ Inhaltsverzeichnis » ... » Aufgaben » Riemann Tensor der Schwarzschild-Metrik

Funktionen @ Editor J Inhaltsbewertungen Q'ﬂ Inhaltseinstellungen gl Verzeichnis bearbeiten

Die folgende Metrik beschreibt die raumzeitliche Struktur eines nichtrotierendes schwarzes Loch (Schwarzschildmetrik in Schwarzschildkoordinaten):

oM
/1—— 0 0 0 \
7’!
oM\ !
9w = 0 = 1__7' 0 0
0 0 2 0

\ 0 0 0 —r2sin®(h) )

Die griechischen, raumzeitlichen Indices p, v laufen von 0..3 und entsprechen den folgenden sphérischen Koordinaten:

i = (wo, CI?l, :1:2, :I:3) = (t, ¥, a qb) Berechnen Sie den Wert des Riemann Tensors [2y101, wobei die Masse M des schwarzen Loch und der radiale
Abstand r den folgenden Werten entspricht:

M=40, r=4.9

Antwort einreichen = Versuche 0/20
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Die folgende Metrik beschreibt die homogene, isotrope zeitliche Entwicklung des Universums (Robertson-Walker Metrik):
1 0 0 0
2
a(t)
0 —— 0 0
g = 1 —kr
N e 2,2
0 0 —a(t)"r 0
2 Doand
0 0 0 —a(t)"r*sin®(0)
Die Funktion a(t) bezeichnet den Skalenfaktor des Universums zur Zeit ¢ und der Parameter k kennzeichnet den Kriimmungsparameter des Universums. Die griechischen, raumzeitlichen Indices g, v laufen von 0..3 und entsprechen
den folgenden sphérischen Koordinaten: z# = (:1:0, z! i :c2,a:3) = (t, 78, ¢) Berechnen Sie das Christoffelsymbols I‘(l)l und geben Sie an welcher der unten stehende Ausdriicke richtig ist:
FO I kr
) = —
11 1—-kr?
da(t)
1-\0 . dt
-l 1-kr?
o — _ _a)
Sl T 1—kr?
da(t)
FO - 2 a(t) T
Sl i 1-kr?
da(t)
PO - a(t) dt
Sl 1—kr?
. Antwort einreichen | Versuche 0/2
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Die folgende Metrik beschreibt die homogene, isotrope zeitliche Entwicklung des Universums (Robertson-Walker Metrik):

1 0 0 0
a(t)?
Gl ” “Iekr /
H N2 2
0 0 a(t)™r 0
0 0 0 —a(t)’sin?(0)

Die Funktion a(t) bezeichnet den Skalenfaktor des Universums zur Zeit ¢ und der Parameter k kennzeichnet den Kriimmungsparameter des Universums. Die griechischen, raumzeitlichen Indices g, v laufen von 0..3 und entsprechen

den folgenden sphérischen Koordinaten: z* = (:1:0, ! 3 x? § :rs) = (t, r, 6, ¢) Berechnen Sie die (1, 1)-Komponente des Einsteintensors G, = R, — % R 9g,,,, und geben Sie an welcher der unten stehende Ausdriicke richtig

ist:

Tt
0 Gy =G =— 2L

-G =G = —

2 2
2a(t) 22 12 (50 ) 4k

st _— dt2 dt
Gll — Grr = i tl—kr2

2 2
2 a(t) d a(t)+(da(t)) 1k

o . d2 dt
Gll = Grr == tl_krz

d2a(t)  ( da(t) \2
2 a(t) + +k
§ G — G = i)

1—krd
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Die folgende Metrik beschreibt die homogene, isotrope zeitliche Entwicklung des Universums (Robertson-Walker Metrik):

1 0 0 0
a(t)?
Gl ” “Iekr /
H N2 2
0 0 a(t)™r 0
0 0 0 —a(t)’sin?(0)

Die Funktion a(t) bezeichnet den Skalenfaktor des Universums zur Zeit ¢ und der Parameter k kennzeichnet den Kriimmungsparameter des Universums. Die griechischen, raumzeitlichen Indices g, v laufen von 0..3 und entsprechen

den folgenden sphérischen Koordinaten: z* = (mo, x! ; w2,:c3) = (t, r,0, qS) Berechnen Sie die (0, 0)-Komponente des folgenden zusammengesetzten Tensors Q") = Raﬁw‘Raﬁw = % RPA Rapya g"' v und geben Sie

an welcher der unten stehende Ausdriicke richtig ist:

4 d2a(t) 2_ da(t) 2_ da(t) 2_ 2
3 (a(t)) 2 ( at ) 2k( @ ) K

0 Q' = Q% =

2 [ d2a(t) 2_ da(t) 4_ da(t) 2_ 2
3 (a(t)) a2 ( dt ) 2k( dt ) -

0 Q% =@ =

a(e)? ( La) 2_ dat) \* el
“QOO:Qttzz((t))(dﬂ) (dt)4k(dt) 12 |

2
2 2q a 4 a 2
N (P T e
VQQ:Q.t: —T—)
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