Allgemeine
Relativitatstheorie
mit dem Computer

PC-POOL RAUM 01.120 ,
JOHANN WOLFGANG GOETHE UNIVERSITAT
24. APRIL, 2020

MATTHIAS HANAUSKE

FRANKFURT INSTITUTE FOR ADVANCED STUDIES
JOHANN WOLFGANG GOETHE UNIVERSITAT
INSTITUT FUR THEORETISCHE PHYSIK
ARBEITSGRUPPE RELATIVISTISCHE ASTROPHYSIK
D-60438 FRANKFURT AM MAIN
GERMANY

2. Vorlesung |



Allgemeines zur Vorlesung

* Ortund Zeit:
Nur Online/Virtuell
Live-Streaming (synchrone Lehrangebote, Zoom Meetings):
Freitags von 15.15-16.45 Uhr: Vorlesungstermine
Freitags von 14.15-15.15 Uhr :freiwillige Ubungstermine

* Vorlesungs-Materialien (asynchronen Lehrangebote):
http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC/ bzw.
http://th.physik.uni-frankfurt.de/~hanauske/VARTC/VARTCorona.html

« Ubungsaufgaben auf der Online-Lernplatform Lon Capa:
http://lon-capa.server.uni-frankfurt.de/

* Generelles zurVorlesung:
Bei erfolgreicher Teilnahme 3 Creditpoints
Benoteter Schein mittels einer mindlichen Prifung (30 Min.)

Plan fur die heutige Vorlesung:
Motivation, Kurzer Uberblick der Inhalte der Vorlesung, kleine EinfGhrung in Maple




Teil |
Analytische Berechnungen und
numerische Simulationen in Maple und Python

Basierend auf der Einstein- und Geodéatengleichung, werden im ersten Teil der Vorlesung
unterschiedliche Probleme der allgemeinen Relativitatstheorie analysiert.

Nichtrotierende schwarze Locher
Ereignishorizonte, was geschiet wenn ein Teilchen in ein
schwarzes Loch féllt, Bewegung von Probekdrpern und

Lichtteilchen um ein schwarzes Loch,..

Eigenschaften von Neutronensternen
Verlauf der Dichte innerhalb eines NS, Masse-Radius
Beziehung, Raumzeitkrimmung innerhalb und ausserhalb
eines NS,...

Rotierende schwarzen LOchern
Mitflihrungseffekt der Raumzeit (frame-dragging),...

Vielleicht: Zeitliche Entwicklung des Universums
(Robertson-Walker-Metrik, Friedmann-Gleichung)




Zunachst jedoch:
,Wie mache ich von zuhause einen
,Remote Login" auf den Server des ITP
(Institut fir Theoretische Physik der Goethe Universitat)?

uni-frankfurt.de

ing Started

Page e W S( e View history

Graphical Remote Login with xrdp

If you are using a Linux desktop system or Windows 10, then you can remotely login into a Linux session on our main login server zeta. For macOS this should
work similar to Linux, but is not tested.

To use this service you either need to connect to the ITP VPN or need to establish a ssh-tunnel

How to use the ITP VPN with openvpn is described in VPN Access and with Networkmanager in VPN with Networkmanager. For most Linux distributions cases we
recommend NetworkManager.

We first describe the settings needed if the ITP VPN is used. A description for ssh-tunnel is further below. If you use a Linux operating system or macOS and did
not already configure the ITP VPN, the configuration with ssh-tunnel is shorter.

If you disconnect from a xrdp session (on purpose or by a network error), you can reconnect to the same session in the next 24 hours. To completely end a
session you need to log out inside of your xrdp session instead of interrupting the connection. All ses.‘ow, which are not connected for over 24 hours, are
automatically terminated.

Contents [hide]
1 Set the window manager (Linux, macOS, Windows 10
Connect using remmina (Linux)
Connect with Windows 10
4 SSH-Tunnel instead of VPN
4.1 Terminal based ssh-tunnel
4.2 ssh-tunnel in remmina
4.3 Putty
Restrictions




Bearbeiten Ansicht Lesezeichen Einstellungen Hilfe

(base) hanauske@hanauske-Aspire-A717-72G:~$ remminalj

Unter Linux

|
benutzt man am d >

besten remmina .

.




®

Profil

Bezeichnung itp with ssh tunnel
Gruppe

Protokoll

Die fOIQenden Befehl vorher
SaChen Befehl nachher

&b RDP - Remote Desktop Protokoll

m u Sse n I n Grundlegend | Erweitert | SSH Tunnel
remmlna Server

Benutzername

E|ngeSt6| |t Benutzerpasswort
Werden Domain I

Bildschirmauflosung Auflosung des Klienten verwenden

Benutzerdefiniert

Farbtiefe Hohe Farbtiefe (15 bpp)

Ordner freigeben

Automatische Verbindungswiederherstellung abschalten

Abbrechen Als Vorgabe speichern Speichern Verbinden Speichern und verbinden




®

Profil

Bezeichnung itp with ssh tunnel
Gruppe

Dle fOIgenden Befehlvorher
Sa_Ch e n Befehl nachher

&b RDP - Remote Desktop Protokoll

xe . Grundlegend | Erweitert | SSH Tunnel
mussen In

Qualitat

remmina ong

Niedrig (schnell)

ALs

eingestellt
Werden RD-Zugangs-Server

RD-Zugangsbenutzername
RD-Zugangspasswort
RD-Zugangsdomane
Klientname
Startprogramm

Startpfad

Abbrechen Als Vorgabe speichern Speichern Verbinden Speichern und verbinden




Die folgenden
Sachen
mussen In
remmina
eingestellt
werden

®

Profil

Bezeichnung itp with ssh tunnel
Gruppe

Protokol €» RDP - Remote Desktop Protokoll

Befehl vorher

Befehl nachher

Grundlegend | Erweitert | SSH Tunnel

1| SSH-Tunnel aktivieren Tunnel uber Loopback-Adresse

Selber Server an Port 22
Benutzerdefiniert

Zeichensatz

SSH-Legitimierung

Benutzername vartc2020-25

H-Agent (automatisch)

Passwort

Offentlicher Schlussel (automatisch)

Identitatsdatei
Abbrechen Als Vorgabe speichern Speichern Verbinden
y — - ".' - ."". T v

Speichern und verbinden




Doppelklick Passwort eingeben

®

Bezeichnung v  Gruppe Server Zuletzt benutzt

Hitp th.physik.uni-frankfurt.de 2020-04-23 - 18:05:03 >orrassi |
| . SSH-Passwort speichern

Abbrechen

Login to zeta

& itp with ssh tunnel &

—0—8 -0
Institute for Theoretical Physics

Dann nochmals den
Account Namen
und das
- Passwort eingeben

Lisernarmea

p rard

o~

T T W W . 8T VeV WA a




Geschafft!
Sie sind auf dem Server des ITP !

~ Q=% itp with ssh tunnel vo@

A DPPD oMW




ffnen Sie ein Linux Terminal

O itp with ssh tunnel v O 0

htunnel @

Tue 19:29

Q, terming b a

&)

Serial port termi... Xfce Terminal Terminal Terminator GNU Emacs 25 (...




Und andern Sie zunachst bitte |hr Passwort

= vartc2020-25@zeta: /home/vartc2020-25

File Edit View Search Terminal

vartc2e20-25@zeta:~$% passwd I

Help

= vartc2020-25@zeta: fhome/vartc2020-25

File Edit View Search Terminal Help

vartc2e2e-25@zetas
Current d



Q= Rp with ssh tunnel vow

Wed 11:38

“- TN Tevm‘::"izl:ﬂ@w /home/vartc2020-25 . U n d .St a rt e n
im Terminal Maple

)
(xmaple)
B -

“© =

i ¥

File Edit View Search Terminal Help

.

-]

g vartc2e20-25@zeta:~% xmapl
-

- 0 itp with ssh tunnel v O @

& itp with ssh tunnel @

'.’ . Activities i_} java-lang-Thread ~ Wed 11:39

/home/software/maple2017-64/data/Start.mw - [Server 1] - Magle 2017

File Edit View Insert Format Tools Window Help
[ [ === ¢ & mo
*~ ; | Workbook ! Drawing Plot Animation
+Y .
o — 3 ive Data : :
P — : , (o \ —_—

What's New? Connectivity App Authoring

New Document Mew Worksheet

E - <
: : Getting Started Hel
: g [ Calculus Control Design Curve Fitting Differential Discrete
Equations Mathemati




o itp with ssh tunnel @

FUhren Sie die folgenden weiteren Schritte aus

o Q

s () java-lang-Thread «

Eile Edit View

) =sl=]=]

Insert Format

itp with ssh tunnel

Wed 11:40

/home/software/maple2017-64/data/Start.mw - [Server 1] - Maple 2017

Tools | Window Help

= Assistants & Q
Math Apps

@ [search Alt+5]

Palettes | Workbook 1

P Favarites

P Expression

P Common Symbols

W Live Data Plots

Variables

Variable | Value
I

P Unts (S1)

P Units (FPS)

P Components

Math  Drawing Tutors
Tasks

MapleCloud
Load Package
Unload Package

Spelicheck... F7
Complete Command ctri+shift
Help Database

Activities java-lang-Thread ~

Options)
Check folchanges Wiaple options]

File Edit View Insert Format
Getting Started - g

Palettes  Workbook

P Favortes

Start e

Use the icons on this page
to create a new document
ar warksheet, view help
pages, or find sample
worksheets to help you get
started with your own
projects.

Learn how to create your
own start page.

Tools Window Help

o m 1

K

New Docume

General

itp with ssh tunnel

Wed 11:41

Options

Display Interface | Export | Preds

Input display:

Qutput display:

n Security Network
Maple Notation

2-D Math Notation

)

SR
App Authoring

Typesetting level: [Extended
Assumed variables: | Trailing Tildes

Plot anti-aliasing: Enabled

) Font anti-aliasing: |[Default

Getting Start
o Differential

Equations

Plot display: Infine
Default Point Probe mode: |None

Show task yariables on insert: |Only On Naming Conflict ==

als
Ce

Natural Sciences

Task content to insert: Standard Content
Enable rollover highlighting in plots
» Use hardware acceleration for plots
Always insert new execution group after executing
v Show equation labels
» Enable self-documenting context menu evaluations #

Expose commands inserted from Load/Unload Package menus

Apply to Session Apply Globally Cancel

Maple Default Profile | /home/software/maple 201 7-64/data Memory: 4.18M

Mathematics

Discrete
Mathematics

i

Signal Processing

Time: 0.08s



Offnen Sie ein neues Maple Worksheet und ...

Eile|§dit View Insert Format Tools Window Help

New Worksheet Mode mn 1
Open... Ctrl-0 Document Mode Ctrl-p
Open from Cloud...

Close Document Ctrl-F4
Close Window Ctr+5hift-F4

Save Ctrl-5
Save As... _ e TA—"
Save To Cloud... |
Export As... 3 Activities ) java-lang-Thread ~ Wed 11:43

Send...

Untitled (2)* - [Server 3] - Maple 2017

Recent Documents Tools Window Help

= -

Print... s = 5 < £ T = &
R = Palettes Workbook Start.mmw X *Untitled (2) x
Print Preview... — Math
P Fauorkes

Page Setup... ~— [ Maple Input - | | Courier New
P Caicis

Document Properties... 7 = > 1+1;
Exit Al-F4 '

7




Beenden Sie Maple und das Terminal (exit)

voQ

Ve (Y itp with ssh tunnel

Wed 11:43

=] vartc2020-25@zeta: /home/vartc20; L]
File Edit View Search Terminal Help U | I O e | l S I ‘
" NN

path

** (jav

| dann wieder vom

atk-br evice events reply:

it ITP Server aus

atk-bri

obtain

itp with ssh tunnel

path
Wed 11:44

& Veranstaitung Aligemeine Rel mit dem Computer  +

Log Out

Z
®
B
®

B
a

Aw @

@ )




Grundlagen von Berechnungen
der Allgemeinen Relativitatstheorie in Maple




[ N LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla Firefox v) (&) (X
| & LON-CAPA Teill: Vorlesungt % | 4

@) ® & | htty n- srver.uni-Frankfurt.de/res/ufm/ha uchi/T v1.html E] (150% ) | C H suchen I & ‘B 3
VARTC 2018) (Mehr ...)

Hauptmenii ’ Inhalt ’ Bewertungen | Rolle wechseln v

ENotizcn  ( Linksammlung ¢y Evaluieren @Feedback (= Drucken @ Info

\_\,Jg B g{.,/ Inhaltsverzeichnis » ... » 1) Grundlegende Groflen der ART » Grundlegende Grofien der ART

Matthias Hanauske v (Student/in) Allgemeine Relativiéitstheorie mit dem Computer - General Theory of Relativity on the Computer (M.Hanauske: |1 Neue Nachrichten Rollen Hilfe Logout [j
\

Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske Home Research Contact

Einfiihrung Teil I: Analytische Berechnungen Teil I1: Paralleles Programmieren mit Teil III: Computersimulationen mit Aufgaben
und numerische Simulationen in C++ und OpenMP/MPI dem Einstein-ToolkR

Maple

Download Maple Worksheed

Allgemeine Relativitatstheorie mit dem Computer
General Theory of Relativity on the Computer

Vorlesung gehalten an der J.W.Goethe-Universitdt in Frankfurt am Main (Sommersemester 2016)
von Dr.phil.nat. Dr.rer.pol. Matthias Hanauske

Frankfurt am Main 11.04.2016

https://lon-capa.server.uni-frankfurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/teilliL.html |

ng &) Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla - [@] twin-star-oscillations : bash~Konsole .~ paper1.tex - Kate '@ D g / “‘ - a’ ></ Eg - )]

e 19.04. Ortszeit



@ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Moxzilla Firefox ORORES
| & LON-CAPA Teill: Vorlesungt % | 4

@) ® @ | htty n-capa.server.uni-frankfurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/T1/V1/V1.html E] s | C H \ Suchen
interaktiven Vorlesung liegt sowohl auf der Allgemeine Relativitatstheorie als auch auf der Vermittlung spezieller Programmierkenntnisse.

Grundlegende GrofSen der Allgemeinen Relativitatstheorie

Im folgenden werden die Grundlagen der allgemeinen Relativitdtstheorie und im besonderen die Einsteingleichung

1
R/_“/ G 5 g/J’VR — 87T T/_“/
und die Geodatengleichung
2 v
d°z¥ v dx @ _ 0
dr? P dr dr

als bekannt vorausgesetzt. Die griechischen, raumzeitlichen Indices u, v, p. . . laufen von 0..3, wobei, falls nicht anders angegeben, diese
den folgenden kartesischen Raumzeitkoordinaten entsprechen: " = (:1:0,:1:1,:1:2, az3) = (£, 2,4, 2).

Im folgenden werden einige grundlegende GroRen der allgemeinen Relativitdtstheorie am Beispiel der allgemeinen statischen, isotropen
Metrik erlautert und aufgezeigt, wie man diese in Maple berechnet. Zundchst wird das "tensor"-Paket eingebunden. Die mit roter Schrift
gekennzeichneten Worter stellen die vom User eingegebenen Befehle dar und die blauen Worter sind die vom Maple-Program
ausgegebenen Grofen. Hier werden im speziellen die im "tensor"-Paket neu definierten Befehle ausgegeben. Mochte man die
eingegebenen Befehle zwar ausfiihren, aber nicht ausgeben lassen, so hat man am Ende des Befehls einen Doppelpunkt und kein
Semikolon zu schreiben.

> restart:
with( tensor );

| Chnistoffell, Chnistoffel2, Emstein, jacodian, Killing_eqns, Levi Civita Lie_diff, Riccl

&= N 3 R LS
@@w [ Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla - @l twin-star-oscillations : bash — Konsole paper1.tex - Kate Yo D g / «‘ a }«\*‘"

lid)

T EXA & A
d| s 19.04. Ortszeit




@ L LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla Firefox ¥ &)X
| & LON-CAPA Teill: Vorlesungt % | 4

@) ®a ]‘w'h, lon-capa.server.uni-frankfurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/T1/V1/vi.html EJ 150% | | H { Suchen

frame, geodesic_eqns, get_char, get_comprs, get_yank, vut, vvars, rnvert, in_com, lower,
npcuvve, npspin, pavial Aiff, permuite_indices, petvov, prod, Yaise, SyYnmmetize,
tensovsGR, transform|

Die Definition eines Tensors in Maple erfolgt tiber den Befehl "create". Wir definieren nun die kovarianten Metrik einer allgemeinen
statischen, isotropen Raumzeit g,,,, wobei wir ein spahrisches Koordinatensystem benutzen:

A(r) 0 0 0
0 —B(r) 0 0 g
= wobei: zt = (t,r,0,
v " 0 2 ; (¢,7,6,9)
0 0 0 —r’sin®(9)
D
> coord := [t, r, theta, phi]:

g_compts := array(symmetric,sparse, 1..4, 1..4):
g _compts[1l,1] := A(r): g compts[2,2] := -B(r):
g_compts[3,3] := -r*2: g_compts[4,4] := -r"2*sin(theta)”2:
g := create( [-1,-1], eval(g_compts));

Aly 0 0 0
0 -Bir) 0 0

=tadle |\ndex_char=|[-1, -1}, compis=
¢ | = 0 0 s 0

0 0 0 -rzsin(ejlz |

S > N = S 7 -
e : ot % M s ey 2 %= L~ > ' Ng¥ (B3 g ) @y AN AT = IR
eow [ Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla &) twin-star-oscillations : bash - Konsole .~ paper1.tex - Kate \‘g D ﬁ / “‘ - Q N El . Q 24 & ) 11:“ e aue -



LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla Firefox

@
) L LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 % \ +
@) ® & | htty n-capa.server.uni-frankfurt.de/res/ufm/f ske/\ E] s | C H \ Suchen
Berechnung der kontravarianten Metrik g#":
>ginv := invert( g, 'detg' );
1 0 0 0
AlY)
1 .
0 -— 0 0
By
any .= table! |index_char= (1, 1], compts= (2.3)
;|
0 0 - 0
?L
1
0 0 0 -——
¥ sin(8 |2

0 . " .
Berechnung der ersten partiellen Ableitung der Metrik g, , := 0, G = %. Die ausgegebenen GroRlen entsprechen den einzelnen

Komponenten des entstehenden kovarianten Tensors dritter Stufe. Beachten Sie hierbei, dass die in Maple definierten Indices nicht von
0..3, sondern von 1..4 laufen.

>D1lg := dlmetric ( g, coord );

Dlgi= tabe‘e‘ ndex_char= -1, -1, -1, compts = ARRAY " off [1.4.1.4.1.4% lnl, 1,71}

1 2‘=1A|r;, (1,1,3)=0,(1,1,4)=0,(1, 2, 1)=0, (1,2, 2)=0, (1, 2, 3)

=0, (1,1,
dr
=0,(1,2,4)=0,(1,3,1)=0,1(1,3,2)=0,1(1,3,3}=0,(1,3,4)=0,(1,4,1)=0, (1,
il ~Mozillz | @l twin= illatons = = ~ ( = b\ (= g 2 @A = ALS [
@ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozillz &) twin-star-oscillations : bash ~Konsole .~ paper1.tex - Kate / /\ “‘ - P d= . @ 25 &) !‘ o) -

@oe [ Dolphin




| & LON-CAPA Teill: Vorlesungt % | 4

LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla Firefox

rver.uni-frankfurt.de/res/ufr EJ s | C H \ Suchen

@) ® @ | hy

@oe [ Dolphin

=0, (3,2,4)=0,(3,3,1)=0,(3,3,2)=-27%(3,3,3)=0, (3, 3,4)=0, (3,4, 1) =0,
(3,4,2)=0,(3,4,3)=0,(3,4,4)=0,(4,1,1)=0,(4,1,2)=0,(4,1,3)=0, (4,1, 4
=0,(4,2,1)=0, (4,2, 2)=0, (4,2,3)=0, (4, 2,4)=0, (4,3,1)=0, (4, 3, 2) =0, (4,
3 3)=0.(4,3,4)=0 (4,4 1)=0, (4,4 2)=-2 rsim‘_B)Z, 4,4, 3)=

-2 ¥ sin(8) cos(8), (4,4,4)=0])])

Berechnung der Christoffel Symbole erster Art I, (kontravariante Form):

i 1
I‘\;u/p — 5 (8,Ltgup + 8I/gpp - 8pg;u/) — 5 (gr/p|p + gpp[l/ - gul/lp)

Beispiel I'1g0:

1 1 1 dA(r)
100 = = (900|1 + G100 — 910|0> Jooj1 = 5 dr

2 2 dr
In Maple entspricht dies der unten angegebenen Komponente (2,1,1) = % dgir) :

>Cfl := Christoffell ( Dlg );

Cfl = table| |index_char=[-1, -1, -1], compts= ARRAY|cfl, [1.4,1.4,1.4], [(1,1,1)

=0, (L1 2)=-2 L 4. (1.1.3)=0, (L1 4)=0, (L2 1)=1 L 40, (1,2 2)

T2 ar 2 dr
=0,01,23)=0,11,2,4)=0,(1,3,1)=0,(1,3,2)=0,(1,3,3)=0, (1, 3,4)=0, (1,
4,1)=0, (1,4,2)=0, (1,4,3)=0, (1,4,4) =0, (2.1,1) = = & a0, (2.1, 2) =0, D
2 dr
@ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla @l twin-star-oscillations : bash—Konsole .~ paper1.tex - Kate ? D ﬁ / «‘ Q }{J !E;: . R 4 & 1) @‘ =

19.04. Ortszeit - -




@ .

& LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla Firefox
| & LON-CAPA Teill: Vorlesungt % | 4

RIHES
@) @ @ | https://lon-capa.server.uni-frankFurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/T1/V1/v1.html

EJ Cisow ) | H | Suchen

19, 3,0 —9, 19, 0,3—9,19,%, 1FT—9,19,%, ] —U, 13,93, 0] —, (9,93, 3] —

. sin(8) cos(8), (4,1,1)=0,1(4,1,2)=0,(4,1,3)=0,1(4,1,4)=0, (4,2, 1)=0,

4,2,2)=0,(4,2,3)=0,(4,2,4) = -?’Sml'a)z, 4,3,1)=0, (4, 3,2)=0, (4, 3, 3)
=0 (4,3, 4)= i sin(8) cosi(e), (4,4,1)=0, (4,4, 2)= rsin[e'nz, (4,4, 3)
= sin(8) cos(8), (4,4,4)=0])])
Berechnung der Christoffel Symbole zweiter Art I'%, " (erster Index kontravariant, zweiter und dritter kovariant):
* = g™T. . = 1 ) + _
vp g vpd — 5 g g&/|p g&p|1/ gyp|5
Beispiel I'j,:
Pl e 1 5 date g0 = gl 1
00 = ) 9" (9so/0 + 900 — Yoo|s — man verwendet: ¢g° =g = —
B(r)
I 1 1 _
=54 (2 J10/0 — 900|1) = Y (2 G10/0 — 900|1) — man verwendet: g, =0
2 2B(r)
1 1 dA(r)
o —_— g 5=
2B(r) 7" " 2B(r) dr
dA(r)
In Maple entspricht dies der unten angegebenen Komponente (2,1,1) = % BZ;) .
>Cf2:= Christoffel2( ginv, Cfl );
N
Cf2:=tayle| |index_char=1[1, -1, -1, compts= ARRAY | ¢cf2,(1.4,1.4,1.4], (1,1, 1)
\ \
eow [ Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla

&) twin-star-oscillations : bash - Konsole

_/ paper.tex-Kate \P D ﬁ / “, @ §“y ; =

19.04. Ortszeit - -



@ LON-CAPA Teil I Vorlesung1 - Mozilla Firefox v o) (X
| & LON-CAPA Teill: Vorlesungt % | 4

@)@ﬂl“"t n-capa.server.uni-frankfurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/T1/V1/V1.html E] s | C H \ Suchen

=——"",(4,4,1)=0,(4,4,2)=,(4,4,3)= —— (4,4,4)=0||||
sin(8) ¥ sin(8) 1)1)

Die Angabe einzelner Komponenten eines Tensors erfolgt mit dem Befehl "get_compts". Zum Beispiel wird im folgenden die (2,3,3)-
Komponente des Christoffel Symbole zweiter Art I‘§2 ausgegeben:

>get_compts(Cf2)[2,3,3];

_Bﬁ' (2.7)
Berechnung des Riemann Tensors R,,q5 = gpuR“,,ag, wobei:
M _TH _TH LA THE A
R vaf — FI/6|CI FI/Q'LB A F/\QI‘V‘B F/\ﬂrlla

> D2g := d2metric ( Dlg, coord ):
RMN := Riemann( ginv, D2g, Cfl );

RMN = table| |index_char= -1, -1, -1, -1, compts= ARRAY | cov_riemam, [1.4,1.4,1

— — : N .
= : il ~Moxzilla | | (@ twin= illations: = = - > N\ ¥ (B )y o AT S )i
eew [ Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozillz &) twin-star-oscillations : bash - Konsole .~ paper1.tex - Kate g D ﬁ / “‘ - e 2 B . @ e ) 1!‘ o) -
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| & LON-CAPA Teill: Vorlesungt % | 4

@) ® @ | https//lon-capa.server.uni-FrankFurt.de/res/uf
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Berechnung des Ricci Tensors R, := g“ﬁRaug,,:

>RICCI := Ricci( ginv, RMN );

RICCI = table] |index_char=|-1, -1}, compis=

|

1 1 N ) d \é
ce —— 2 == AN |AY) Bl =Y | — AlFr)| BlY)
4 Biri Air)r L dy? ) dr ’
—¥ l.EAI?‘:J .53”".‘ Alr)+4 aAW,J B(r) Al "'l,lJ,O,OA,
‘ # oD N X
0,—1—21—- -2r d—ﬁA|.":’A|r;Bm+." iAlP’ﬁ' Blr) b
4 Ar)cBir v dr* ) dr /

d N e ‘ 'd V) a2
+r‘.a':Aur,"] ,Ei—r_B'r'J Alr)+4 E;B'r‘,’ Alr) |

.0,0}

1 f%&r:j’rA|r1+2}3-nr;2A|r':v— C?Al?"lj‘YBIY't—QAI?’]-BI?’I

dr
0,0 -= 0l
2 Bir)® Aly)
1 1 d \ { d \ o
0,00 = ———— | —A(r)|¥Bl¥V)—= | — Al¥) | ¥rBly)cos(8)
P2 Alr) Bl \\dr ' ’ l Lar | ' ‘
d f d

~\ 37 Bi(¥) | yAY) + o Bir) | yA(Y) cosm}z +2 A(¥) B(r)® cc»5|e‘;2 -2 BiriP Alr)

+2 A(r) B(r) — 2 A(r) B(r) cos(8)® ‘ ’

@ew [53 Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla - @l twin-star-oscillations : bash—Konsole .~ paper1.tex - Kate

R/ INe=@ o

19.04. Ortszeit - -




Q¢ LON-CAPATeil I: Vorlesung1 - Mozilla Firefox
| & LON-CAPA Teill: Vorlesungt % | 4

(<

@)@ﬂlm_ n-capa.server.uni-frankfurt.de/res/ufm/hanauske/Versuch1/T1/V1/v1.html EJsow | H \ Suchen

| %8 @ ¢ &

Berechnung des Ricci Skalars R := g R,

>RS := Ricciscalar( ginv, RICCI );

: ; 2 \
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Berechnung des Einstein Tensors G, := Ry — 5 g, R:

>Estn := Einstein(g, RICCI, RS);

Alr) -c?—rgl?fl ¥+ Bir)® — B(r)
Estn .= table, |index_char= -1, -1}, compts=||- — s ~. 0,
, ¥ Bir)®
0,0}
- a;Aw:]r-&-Au Bir)— Alr)
0, : , 0,04
Alr) ¥
0,0,z —t—slr(2( L 8in]ariP-2 (2 A B(r A
4. Biric Atric . A \dX wdr
Og‘ =] Dolphin @ LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla &) twin-star-oscillations : bash ~Konsole .~ paper1.tex - Kate

)

X " (oot ¢ \}\ 1& —

(2.10)

19.04. Ortszeit - -

~
A
Y,




@ .

LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 - Mozilla Firefox

v (0) (X
) L LON-CAPA Teil I: Vorlesung1 % \ +
@) @ @ | ht rver.uni-frankfurt.de/res/ufm/har E1 s | € H \ Suchen I W B 3 A& =

0,0,
{ d !
- d—Arr. ¥+ Aly) Bly)— Alr)
0, £ . ,0,0),
Alrv ¥ ]
1 5 (O oo d | \ 2 (d \
30——————————— 2 —Bir)|Ar)IF=2| — Alr)| Blr) Ay
Y an,‘Anr »r. ar -V [ ¥ ar 7 I i
2 \ 2 p \ \ \
-2r c?} Alr) | Air) By +r»%Anr‘:\J BIN+?’L%’-AH"‘J %BI?’EIAI?’Z : .11
0}
‘ 1 1 o difid
0,00 -— ———— ¥y 2| — Alr)| Blr) Alr)
4 Bu."'2A|.V:2, \ar l
-2 Al¥) —d—ﬂnrr“’ B(r) cos(8)® — 2 (9 3 ‘ ArR+2 [ L o) AR cos(8)?
\ dr \dr ) \dr 4
p 2 ‘ \2
+2Vv C?—Au’ AlY) ) B|r5cosn_8jv2—r' c?v Alr)| B(r)
-7 %Al?’" B(r) cos(8)’ —r dE—Anr'j] ‘%Bm: Alr)
v l 'l“ i } 4 S 1 NN
#r o Alr) ] s Bor.}] A(7) cos(8)? H'
Berechnung des infinitesimalen Weglidngenelements ds? = g drtdz” = dztdz,:
N
> dx:=create([1], array([dt,dr,dtheta,dphi])):
ds2:=get_compts(prod(dx,lower(g,dx,1),[1,1])):
ds2:=collect( simplify(ds2), [dt,dr,dtheta,dphi]);
ds2:= a A(r) — &* B(r) — dthetd # + (# cos(8)° — ) dphi® (2.12)
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Definition der kovarianten Raumzeit-Metrik eines schwarzen Lochs der Masse M in Schwarzschildkoordinaten:
> coord := [t, r, theta, phil;
g_compts := array(symmetric,sparse, 1..4, 1..4):
g_compts[1l,1] := 1-2*M/r: g_compts[2,2] := -1/g_compts[1l,1]:
g_compts[3,3] := -r"2: g_compts[4,4] := -r"2*sin(theta)”2:
g := create( [-1,-1], eval(g_compts));
coovd.= |t 7, 6, ¢]
1 2M 0 0 0
v
1
0 ce— 0 0
g = create [-1, -1], 1-2M (4.1.1)
. N
0 0 i 0
0 0 0 -Zsin(s)’ |,
Berechnung des infinitesimalen Weglangenelements ds?:
> dx:=create([1], array([dt,dr,dtheta,dphi])):
ds2:=get_compts(prod(dx,lower(g,dx,1),[1,1])): u
ds2:=collect( simnlifvids2). [dt._dr.dtheta.dnhil): v
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Die folgende Metrik beschreibt die raumzeitliche Struktur eines nichtrotierendes schwarzes Loch (Schwarzschildmetrik in Schwarzschildkoordinaten):

oM
/1-—— 0 0 0 \
7’!
oM\ !
9w = 0 = 1__'r 0 0
0 0 —p2 0

\ 0 > 0 0 —r2sin®(h) )

Die griechischen, raumzeitlichen Indices p, v laufen von 0..3 und entsprechen den folgenden spharischen Koordinaten:
i = (:vo, iBl, zc2, :I:3) = (t, r, 0, ¢) Berechnen Sie den Wert des Christoffelsymbols I‘gl, wobei die Masse M des schwarzen Loch und der radiale

Abstand r den folgenden Werten entspricht:
M=15, r=4.6
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Die folgende Metrik beschreibt die raumzeitliche Struktur eines nichtrotierendes schwarzes Loch (Schwarzschildmetrik in Schwarzschildkoordinaten):

oM
/1-—— 0 0 0 \
7’!
oM\ !
9w = 0 = 1__'r 0 0
0 0 —p2 0

\ 0 0 0 —r2sin®(h) )

Die griechischen, raumzeitlichen Indices p, v laufen von 0..3 und entsprechen den folgenden spharischen Koordinaten:

B = (mo, :Bl, a:2, :1:3) = (t, w0 qb) Berechnen Sie den Wert des Riemann Tensors [y;01, wobei die Masse M des schwarzen Loch und der radiale

Abstand r den folgenden Werten entspricht:

M=40, r=4.9
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Die folgende Metrik beschreibt die homogene, isotrope zeitliche Entwicklung des Universums (Robertson-Walker Metrik):

1 0 0 0
a(t)’
b gp/l/ = 0 B 1 — kT’2 0 0
0 0 —af(t)*r? 0
0 0 0 —a(t)’rsin(6)

Die Funktion a(t) bezeichnet den Skalenfaktor des Universums zur Zeit ¢ und der Parameter k kennzeichnet den Kriimmungsparameter des Universums. Die griechischen, raumzeitlichen Indices g, v laufen von 0..3 und entsprechen

den folgenden sphérischen Koordinaten: z# = (:co, z! i :r2,:n3) = (t, ;8 ¢) Berechnen Sie das Christoffelsymbols I‘(l)1 und geben Sie an welcher der unten stehende Ausdriicke richtig ist:
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SO 1 T k2
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Die folgende Metrik beschreibt die homogene, isotrope zeitliche Entwicklung des Universums (Robertson-Walker Metrik):

1 0 0 0
a(t)?
P L ey = B 4
H N2 2
0 0 a(t)™r 0
0 0 0 —a(t)*?sin(6)

Die Funktion a(t) bezeichnet den Skalenfaktor des Universums zur Zeit ¢ und der Parameter k kennzeichnet den Kriimmungsparameter des Universums. Die griechischen, raumzeitlichen Indices g, v laufen von 0..3 und entsprechen

den folgenden spharischen Koordinaten: z* = (9:0, ! 3 z? § :1:3) = (t, r, 6, ¢) Berechnen Sie die (1, 1)-Komponente des Einsteintensors G, = Ry, — % R 9g,,,, und geben Sie an welcher der unten stehende Ausdriicke richtig

Ist:

Tdt
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2 2
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- e dt2 dt
— Gll = Grr — i tl—krz

2 2
Fa(p) £ 4.(20 )"y

— — dt2 dt
Gll — Grr = tl_krz

d2a(t) . ( da(t) \2
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N - d2 dt )
K Gii=Ge: = - — — A

1—krd ‘ ~
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Die folgende Metrik beschreibt die homogene, isotrope zeitliche Entwicklung des Universums (Robertson-Walker Metrik):
1 0 0 0
a(t)’
0 ——— 0 0
g — 1 — k T
e 2.2
0 0 —a(t)r 0
0 0 0 —a(t)*r*sin’(6)
Die Funktion a(t) bezeichnet den Skalenfaktor des Universums zur Zeit ¢ und der Parameter k kennzeichnet den Kriimmungsparameter des Universums. Die griechischen, raumzeitlichen Indices g, v laufen von 0..3 und entsprechen
den folgenden sphérischen Koordinaten: z* = (:co, ! : a:2,:1:3) = (t, r, 0, qS) Berechnen Sie die (0, 0)-Komponente des folgenden zusammengesetzten Tensors Q") = Raﬂw‘Raﬁw = i R*PA Rapya "'y und geben Sie
an welcher der unten stehende Ausdriicke richtig ist:
4 d2a(p) A da(t) \ 2 da(t) \2 9
i i 3 (a(t)) a2 —( dt > —2k ( dt ) —k
~ Q 0= Q t — 1
(a(t))
2 ( d2a(t) . da(t) \ 4 da(t) \% 2
o e e () -(52) 2k (5R)
= Q 0= Q S 1
(a(t))
P
2 [ a2a(t) 4 da(t) \4 da(t) \2 ;2
. . 2\l (S ~(G) - (2) -
®Qo=Q = - D
(at))
2 [ d2a(t) : da(t) \4 da(t) \2 9
3( (a)® ( =5 ~(20) 2k (L)
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Die Bewegung eines Probekdrpers um ein nichtrotierendes schwarzes Loch wird mittels der
Geodéatengleichung beschrieben:

d*at dz” dzf
s, —— = =

dr? 7 dr dr 0 N
d’t po da” da?
dr? " dr dr
d27’ = —T'1 L 3 tau= 282.000 r= 11.558 t= 294.945
dr2 " dr dr A= ee Eoslodls = 294.

2 14 T T T T T T T T
ar — ]2 di L b 20 30 40
dr? P dr dr
d’¢ ; dz’ dzf
== Tog & °

wobei 7 ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit), t, r, 6 und ¢ die Schwarzschildkoordinaten
und I",’fp die Christoffel Symbole zweiter Art darstellen. Losen Sie, unter Verwendung des

Computeralgebra-Systems Maple, die Geodatengleichung eines radial in ein schwarzes Loch
einfallenden Probekdrpers. Verwenden Sie die folgenden Anfangsbedingungen: Zur Eigenzeit

7=0 sei der Probekorper bei r=50.5 , #=0 und ¢=0; die Anfangsgeschwindigkeiten seien: d—:=0,

d
d . " :
%=0, d—f=0 und die Masse des schwarzen Lochs betrage M=1. Berechnen Sie wo sich der
Probekorper bei 7 = 300 =~ 1 [ms] befindet und geben Sie den Radius r(300) in [km] an. i - -
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Die Geodatengleichung
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die Christoffel Symbole zweiter Art und A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit) darstellen.

wobei die I},
Radial in ein schwarzes Loch einfallender Probekorper

restart:
with( tensor ):
with(plots):
with(plottools):

Definition der kovarianten Raumzeit-Metrik eines schwarzen Lochs der Masse M in Schwarzschildkoordinaten:

>

= [t, r, theta, phil]:

> coord :
g_compts := array(symmetric,sparse, 1..4, 1..4):
g_compts[1,1] := 1-2*M/r: g_compts[2,2] := -1/g_compts[1,1]:
g_compts([3,3] := -r2: g_compts[4,4] := -r~2*sin(theta)”2:
g := create( [-1,-1], eval(g_compts));
g.=tablke| |index_char = | -1, -1}, compts
i M 0 0
&
2
0 - 0 0
= 1- 24
&
0 0 s 0
0 0 -Fsin(s)’
Berechnung der kontravarianten Metrik und der Christoffel Symbole:
> ginv := invert( g, 'detg' ):
Dlg := dlmetric( g, coord ):
D2g := d2metric( Dlg, coord ):
Cfl := Christoffell( Dlg ):
Cf2:= Christoffel2( ginv, Cfl ):
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Berechnung der Geodatengleichung als Funktion des affinen Parameters A: Die Geodatengleichung ist ein System gekoppelter Differentialgleichungen
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wobei A ein affiner Parameter (z.B. die Eigenzeit), t, r, @ und ¢ die Schwarzschildkoordinaten und F,,p die Christoffel Symbole zweiter Art darstellen.

> eqns:=geodesic_eqns( coord, lambda, Cf2 );
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Wir lassen nur radiale Bewegung zu und setzen die Masse des schwarzen Lochs auf M=1:

> eql:=subs ({diff(phi(lambhda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambhda)=
eq2:=subs ({diff(phi(lambda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambhda)=
eq3:=subs ({diff(phi(lambda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambda)=
eq4:=subs ({diff(phi(lambda),lambda)=0,diff(theta(lambda),lambda)=
eql:=simplify(subs({r=r(lambda)},eql)):
eqd:=simplify(subs({r=r(lambda)},eq4)):
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M=1},eqns[1]):
M=1},eqns[2]):
M=1},eqns[3]):
M=1},eqns[4]):
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Anfangswerte:

Zur Zeit t=0 sei der fallende Korper bei einem Radius von r=10=5*(Schwarzschildradius), die Anfangsgeschwindigkeit des Korpers sei 0. Wir beschreiben den Fall aus der Sichtweise eines im unendlichen

2
ruhenden Beobachters. Bemerkung: Der Anfangswert dt0 ergibt sich hierbei aus der Bedingung des infinitesimalen Weglidngenelements :i‘if\—, = utuy = 1, wobei hierbei der affine Parameter A als

Eigenzeit 7 interpretiert wird und u* die 4er-Geschwindigkeit des Korpers darstellt.

ds® ; N M at’ dt 1
da? ~~ r D2 dx ] Y D
dr=d6=dé—0 bei t=0 \/ (1 - T)

> re:=10:

10:=0:

dro:=0:
dto:=evalf(1l/sqrt(1-2/r0)):

Numerisches Losen der Geoddtengleichung:

> Loes:=dsolve({eql,eq4,t(0)=t0,r(0)=re,D(r)(0)=0,D(t)(0)=dte}, {r(lambda),t(lambda)}, type=numeric, output=listprocedure):

Zum Vergleich 16sen wir auch die Bewegungsgleichung nach Newton:
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Grafische Veranschaulichung der Losung (rote Kurve ist die nach Newton berechnete):

> lend:=33.7:
lendn:=35.12:

Plotl:=odeplot(Loes, [lambda,t(lambda)],0..lend, numpoints=200, color=blue,thickness=2,title="Koordinatenzeit t vs affiner Parameter

lambda"):
Plot2:=odeplot(Loes, [Lambda, r(lambda)],0..lend, numpoints=200, color=blue, thickness=2,title="radius vs affiner Parameter lambda"):
Plot3:=odeplot(Loes, [r(lambhda),t(lambhda)],0..lend, numpoints=700,color=blue, thickness=2,title="Koordinatenzeit t vs radius"):
Plot_newton:=odeplot(Loes_newton, [r(lambda),lambda],0..lendn, numpoints=100,color=red, thickness=2):
display(Matrix(1,3,[Plotl,Plot2,display(Plot3,Plot_newton)]));

Koordinatenzeit t vs affiner Parameter lambda radius vs affiner Parameter lambda Koordinatenzeit t vs radius
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Im Spiege! erschgint

iadoch sein wirkliches
rgenommenes,. d
fallenes) Bild.

(von

FUr den ausseren
Beobachter friert das Bild
des Korpers, der in das
schwarze Loch fallt, am
Ereignishorizont ein. Der
Korper selbst Ubertritt
jedoch die Grenze und
fallt weiter in die echte
Singularitat im Ursprung.

Dorian Gray wird in das schwarze Loch
der moralischen Abrinde gezogen und
Ubertritt eine Grenze von der aus er
nicht mehr zurick kann.



Das Bildnis des schwarzen Loches

(die wohl beste Veranschaulichung der wesentlichen Eigenschaften eines schwarzen Loches)
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