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4) Ergodizitit (4+2=6 Punkte)

(i) Betrachten Sie die eindimensionale Bewegung eines Massenpunktes im Potential

V(z) = 0(z1 — 2)k(z — 21)* + 0(x — 22)N(T — 29)°+

O(x — z1)0(zy — T) mxin (k(z — 21)* Mz — 22)?)

wobei xo > z7 und 6(z) die Stufenfunktion ist und &, A > 0. Fiir welche Energien £ = T+ V ist
dieses System ergodisch bzw. nicht ergodisch? Diskutieren Sie in beiden Féllen die Abhéngigkeit
des zeitlichen Mittelwerts des Orts von den Anfangsbedingungen.

(ii) Betrachten Sie ein System von N ungekoppelten harmonischen Oszillatoren mit der Gesamt-
N
energie £ = > FE;, wobei E; die Energie des i-ten Oszillators ist. Zeigen Sie, dass das System

i=1
nicht ergodisch ist.

5) Darstellungen des mikrokanonischen Ensembles (4+3=7 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines isolierten, ergodischen Systems
mit exakter Energieerhaltung, bei konstanter Teilchenzahl N und konstantem Volumen V' kennen-
gelernt. Die Energieerhaltung kann somit iiber die Hamiltonfunktion H(7) = H(p,q) = Eo = const.
ausgedriickt werden.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist dann anhand der mikrokanonischen Verteilung gegeben

1

p(p,q) = m&ﬂ(ﬁ) — Ey),

(i) Zeigen Sie, dass
(H(7)) = Eo.

Hinweis: Schreiben Sie die Phasenraumintegration dI' um, indem Sie diese in die Integration
tber eine Hyperfliche konstanter Energie dfg, und einen auf dieser Hyperfliche senkrechten
Vektor dm, im Phasenraum zerlegen, dI' = dfg,dm .

Betrachten Sie anschlieffend das totale Differential der Hamiltonfunktion dH (7). Nutzen Sie
die Richtung des auftretenden Gradienten um dn, durch dH auszudriicken, so dass Sie tiber
die §-Distribution integrieren kénnen.


https://olat-ce.server.uni-frankfurt.de/olat/auth/RepositoryEntry/9596239873/CourseNode/102408662028611
https://olat-ce.server.uni-frankfurt.de/olat/auth/RepositoryEntry/9596239873/CourseNode/102408662028611

Eine, aus der Vorlesung bekannte, dquivalente Darstellung der mikrokanonischen Wahrscheinlich-

keitsdichte ist mit
E € [Ey, Ey + AF]

1
p(p,q) = {M‘EO’V’N)
0 sonst

gegeben. Anstelle einer delta-Distribution wird in diesem Fall ein Energieintervall mit kleiner, end-
licher Breite AE betrachtet.

(ii) Zeigen Sie, dass auch fiir obige Definition des mikrokanonischen Ensembles mit AE — 0 folgt

Hinweis: Verfahren Sie wie bei (i), aber beachten Sie die endliche Ausdehnung der Schale mit

Breite AFE.
Nutzen Sie die Entwicklung des Phasenvolumens AT'(Ey, V, N) fiir kleine AE und identifizieren

Sie die Zustandsdichte Q(Ey, V, N) im limes AE — 0.

6) Eigenschaften des Dichteoperators (7 Punkte)
Gegeben Sei der Operator A und der Dichteoperator

pv =Y wilg) (il mit Y wi=1

eines quantenmechanischen N-Teilchensystems. Zeigen Sie, dass gilt:

(v) Tr(pnIn(py)) = ;lei In w;.

(vi) Tr(p?) < Tr(p) (wann gilt Gleichheit?)
(vii) Der statistische Mittelwert A> ist gleich dem quantenmechanischen Erwartungswert von A,
falls das System in einem reinen Zustand vorliegt (w; = 6;;.)

Hinweis: Nutzen Sie zur Auswertung der Spuren ein vollstindiges, diskretes System orthonormaler

Figenzustinde.



