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19) Der Kommutator (3+2=5 Punkte)

Seien Â und B̂ zwei lineare Operatoren und [Â, B̂] ≡ ÂB̂ − B̂Â der Kommutator von Â und B̂.

(i) Überprüfen Sie folgende Eigenschaften:

[Â, B̂] = −[B̂, Â], [Â, Â] = 0, [aÂ, B̂] = a[Â, B̂],

[Â, a1̂] = 0, [Â+ B̂, Ĉ] = [Â, Ĉ] + [B̂, Ĉ], [ÂB̂, Ĉ] = [Â, Ĉ]B̂ + Â[B̂, Ĉ],

Dabei sei Ĉ ebenfalls ein linearer Operator, 1̂ der Identitätsoperator und a ∈ R.

(ii) Es gelte für zwei lineare Operatoren Â, B̂:

[Â, [Â, B̂]] = 0 und [B̂, [Â, B̂]] = 0.

Zeigen Sie, dass daraus folgt:

[Â, B̂n] = nB̂n−1[Â, B̂] und [Ân, B̂] = nÂn−1[Â, B̂] für n ∈ N.

20) Adjungierte Operatoren (3+2=5 Punkte)

Beweisen Sie die folgenden Relationen für lineare Operatoren in einem Vektorraum mit Skalarprodukt
〈·|·〉:

(i) (A†)† = A

(ii) (AB)† = B†A†
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21) Hermitesche Operatoren (2+3=5 Punkte)

(i) Sei Â hermitesch. Zeigen Sie, dass auch Ân hermitesch ist.

(ii) Sei Â hermitesch. Zeigen Sie, dass der Operator

Û = exp
(
iÂ
)
≡

∞∑
n=0

1

n!
(iÂ)n

die Gleichung Û †Û = Û Û † = 1 erfüllt, d.h., dass U unitär ist.

22) Vektoren im Hilbertraum (1+2+2=5 Punkte)

Es sei {|u1〉, |u2〉, |u3〉} eine Orthonormalbasis eines dreidimensionalen Hilbertraums, und

|ψ1〉 = α (i|u1〉+ |u2〉 − |u3〉) , |ψ2〉 = β (|u2〉+ |u3〉) .

(i) Zeigen Sie, dass 〈ψ1|ψ2〉 = 0 für alle α, β.

(ii) Finden Sie ein α und ein β, so dass 〈ψ1|ψ1〉 = 〈ψ2|ψ2〉 = 1.

(iii) Finden Sie ein |ψ3〉, so dass {|ψ1〉, |ψ2〉, |ψ3〉} eine Orthonormalbasis bilden.


