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16) Erwartungswerte (3+2+1=6 Punkte)

Berechnen Sie die Erwartungswerte

(i) der kinetischen Energie T̂ = ~̂p 2/(2m),

(ii) des Potentials V̂ = −e2/r,

(iii) der Gesamtenergie T̂ + V̂

in einem Zustand, der durch folgende Wellenfunktion gegeben ist (r = |~r|):

ψ(~r) =
1√
πa3

e−r/a , a ≡ ~2

me2
. (1)

17) Fouriertransformation der freien Schrödingergleichung (4 Punkte)

In der Vorlesung haben Sie die Fouriertransformation einer Wellenfunktion ψ(t, r) hinsichtlich ihrer
Ortskoordinate r besprochen:

ψ̃(t,p) =

∫
ψ(t, r)e−

i
~p·rd3r ψ(t, r) =

∫
ψ̃(t,p)e

i
~p·r

d3p

(2π~)3
.

Betrachten Sie die freie Schrödingergleichung

i~
∂

∂t
ψ(t, r) = − ~2

2m
∇2ψ(t, r),

und nutzen Sie die Fouriertransformation um die freie Schrödingergleichung in Impulsdarstellung
herzuleiten.
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18) Tunneleffekt (1+1+2+2+2+2=10 Punkte)

Gegeben sei ein Teilchen mit Masse m und ein Potenzial der Form

V (x) =

{
0
V0

x < 0, x > L
0 ≤ x ≤ L .

(2)

Bestimmen Sie die Tunnelwahrscheinlichkeit

T =

(
1 +

V 2
0 sinh2(κL)

4E(V0 − E)

)−1

, κ =
√

2m(V0 − E)/~

in den folgenden Fällen:

(i) Ein Elektron mit Energie E = 9 eV, und ein Potenzial mit L = 10−8 cm und V0 = 10 eV.

(ii) Ein Proton mit Energie E = 9 MeV, und ein Potenzial mit L = 10−13 cm und V0 = 10 MeV.

(iii) Ein Auto mit Masse m = 1000 kg und Geschwindigkeit v = 100 km/h, das versucht, einen 100
m langen Hügel zu durchtunneln. Nehmen Sie an, dass V0−E = 10−7 Joule (E ist die Energie
des Autos). Dem Auto fehlen also nur 10−7 Joule, um den Hügel zu überqueren. Wie hoch ist
der Hügel in Metern ausgedrückt?

(iv) Zeigen Sie, dass im Regime T � 1 näherungsweise gilt:

T = e−2Lκ, κ =
√

2m(V0 − E)/~. (3)

(v) Für ein beliebiges Potenzial V (x) kann T wie folgt hingeschrieben werden:

T = e−2
∫ b
a κ(x)dx, κ =

√
2m[V (x)− E]/~ , E = V (a) = V (b) , (4)

wobei V (x) ≥ E für a ≤ x ≤ b. Zeigen Sie, dass Gl. (4) Gl. (3) reproduziert, wenn das Potenzial
von Gl. (2) benutzt wird.

(vi) Gegeben sei das Potenzial V (x) = −x2 + 1 für |x| < 1, und V (x) = 0 für |x| ≥ 1. Benutzen Sie
Gl. (4), um T für eine beliebige Masse m und Energie E = 0 zu bestimmen.


