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8) Kontinuitätsgleichung (2+4=6 Punkte)

Sei ψ eine Lösung der Schrödinger-Gleichung und bezeiche ~j den Wahrscheinlichkeitsstrom.

(i) Zerlegen Sie die Wellenfunktion in Betrag und reelle Phase ψ = |ψ|eiφ und zeigen Sie, dass ~j
wie folgt ausgedrückt werden kann:

~j =
~|ψ|2

m
∇φ.

(ii) Gegeben sei die eindimensionale Wellenfunktion

ψ(x, t) =
1√
πα

sin[(x− ut)α]

x− ut
ei(k0x−ω0t),

wobei α und u reelle und positive Konstanten sind und ω0 = ~k20/2m.
Ist diese Wellenfunktion zu jeder Zeit t normiert? Berechnen Sie die explizite Form von ~j.
Unter welcher Bedingung ist die Kontinuitätsgleichung erfüllt?
Hinweis:

∫∞
−∞

sin2 x
x2

= π.

9) Normerhaltung der Wellenfunktion (5 Punkte)

Benutzen Sie die Schrödingergleichung für freie Teilchen, um zu zeigen, dass die Norm ihrer Lösung
erhalten ist, d.h.

d

dt

∫ ∞
−∞

ψ∗(~x, t)ψ(~x, t)d3x = 0.

10) Klein-Gordon und Schrödinger (3+2+2+1+1=9 Punkte)

Wie in der Vorlesung diskutiert, ist die Wellengleichung für ein relativistisches freies Teilchen mit
Masse m durch die Klein-Gordon-Gleichung gegeben:(

1

c2
∂2t −∆ +

m2c2

}2

)
φ(t, ~x) = 0. (1)

Die Schrödinger-Gleichung für ein nichtrelativistisches freies Teilchen mit Masse m lautet

i}
∂ψ(t, ~x)

∂t
= − }2

2m
∆ψ(t, ~x). (2)
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(i) Zeigen Sie, dass

φ(t, ~x) = Ne−
i
} (E(~p)t−~p·~x) (3)

mit E(~p) =
√
~p2c2 +m2c4 eine Lösung der Gl. (1) ist.

(ii) Sei ~p2 � m2c2. Bestimmen Sie E(~p) bis zur Ordnung O
(

~p2

m2c2

)
(nichtrelativistischer Limes).

Ist Gl. (3) eine Lösung der freien Schrödinger-Gleichung (2) in diesem Limes?

(iii) Ist ψ(t, ~x) = eimc
2t/}φ(t, ~x) mit φ(t, ~x) aus Gl. (3) eine Lösung der freien Schrödinger-Gleichung

(2) im nichtrelativistischen Limes?

(iv) Sei ψ(t) eine Lösung der Gl. (2), die nur von der Zeit t abhängt. Kann diese Lösung ein Teilchen
im Rahmen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik beschreiben?

(v) Sei ψ(x) eine Lösung der Gl. (2), die nur von der Ortskoordinate x abhängt. Kann diese
Lösung ein Teilchen im Rahmen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Quantenmechanik
beschreiben?


